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20 Opakovani |

Definice (1 Schwartziv prostor D 21.1.3)

Necht N € N. Pak Schwartziiv prostor S(RV) je mnozina viech funkci
f € C=(R"), které spliiuji

1flla,s := ||XaDﬂf||Loo(RN) < o0 pro viechna a, 8 € (NU {0})".

(1)



20.2 Opakovani Il

Definice (4 Fourierova transformace na Schwartzové prostoru D 21.2.1)

Necht f € S(R). Pak (pfimou) Fourierovou transformaci funkce f nazyvame
funkci € € RN+ F(f)(€) zadanou predpisem

F()(€) = /R . f(x)e 2708 dx

a inverzni (zpétnou) Fourierovou transformaci funkce f nazyvdme funkci
¢ € RV s F71(f)(€) zadanou predpisem

FHEE) = / } f(x)e>" %) dx.

R
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funkci € € RN+ F(f)(€) zadanou predpisem

F()(€) = / f(x)e 2708 dx
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a inverzni (zpétnou) Fourierovou transformaci funkce f nazyvdme funkci
¢ € RV s F71(f)(€) zadanou predpisem

FHEE) = /R } f(x)e>" %) dx.

Lemma (1 O zdkladnich vztazich pro Fourierovu transformaci L 21.2.4)
Necht f € S(RV). Pak plati (od druhé do &tvrté dsti je integraéni
proménnou x)

(i) FH(A)(€) = F(F) (=), F-HF(E) = F(F)(E), FHFE) = F(F)(€)

(ii) F(f(x — 2))(€) = e 7= ]—'(f(x))(&) pro véechna z € RV

(iii) F(F(x))(€ — n) = F(e?mtem f( ))(€) pro viechna n € RY

(iv) F(f(ex))(€) = |e| "N F(f(x ))(E) pro viechna € € R\ {0}.



Opakovani Il

Lemma (2 O zachovani parity pfi Fourierové transformaci L 21.2.7)
Necht f € S(RV) aj € {1,...,N}. Je-li f sudsd v proménné x;, pak je F(f)
sudd v proménné &;. Analogicky pro lichost v proménné x;. Specidlné v pripadé
N =1 mdme

2 [7F cos(2nx€)f(x)dx  pro f sudou

F(A)(E) = {—2i fooo sin(2rx€)f(x)dx pro f lichou.
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Lemma (2 O zachovani parity pfi Fourierové transformaci L 21.2.7)
Necht f € S(RV) aj € {1,...,N}. Je-li f sudsd v proménné x;, pak je F(f)
sudd v proménné &;. Analogicky pro lichost v proménné x;. Specidlné v pripadé
N =1 mdme

2 [7F cos(2nx€)f(x)dx  pro f sudou

F(A)(E) = {—2i fooo sin(2rx€)f(x)dx pro f lichou.

Lemma (3 O zachovani radialni symetrie pfi Fourierové transformaci L
21.2.8)
Necht f € S(R) je radidlné symetrickd. Pak i F(f) je radidlné symetricka.
Specidlné v pfipadé N = 3 pri zdpisu f(x) = g(|x|) mdme pro kazdé
EeR\ {0} .

FO© = [ sloesin(arele]) de.



Opakovani IV

Véta (3 O zékladnich vlastnostech Fourierovy transformace V 21.2.10)
Necht f,g € S(R") a a € (NU{0})". Pak plati

(i) F(D*F)(€) = (12m€)* F(F)(€), FHDF)(€) = (—i2m&)*F(F)(€)

(i) D*(F(F)(€)) = F((—i2mx)* £ (x))(E),

D (FH(F)(€)) = FH((i2mx)*F(x))(€)

(iii) SUPg¢ern [F(EI < ||fHL1(RN)r SUPgern |-7:_1(f)(€)| < ”f”Ll(RN)

(iv) F(f) € S(R’V) FY(f) € S(RY)

(V) Jan FF(8)dx = [on F(F)gdx, [on FF(g) dxffR,\, (g dx

(vi) F(f % g)(€) = F(F)(E)F()(E), F(fxg)(€) = FH(F)E)F *(g)(&).
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Véta (4 Schwartzova véta V 21.2.14)

Fourierova transformace je na prostoru S(RV) prostd, zobrazuje S(R") na
S(RM) a inverznim zobrazenim k Fourierové transformaci je na S(R") inverzni
Fourierova transformace.



20.2 Fourierova transformace na Schwartzové prostoru |

Véta (5 O vlastnostech Fourierovy transformace na S(RV) V 21.2.16)
Necht f,g € S(RV). Pak

(') Flfg) = F(f) » Flg) a F'(fg) = F ' (F) « 7 '(g)

(ii fRN fgdx = [on F(f)F(g)dx = fR’V Y(f)F-1(g) dx, specidlné pro
f=

plati ||f||L2(RN) = 1F(O)l2wny = IF ()l 2mry-




20.3 Fourierova transformace na L}(RV) |

Véta (6 O vlastnostech Fourierovy transformace na L}(RV) V 21.3.4)
Zobrazeni F a F~* jsou spojitd linedrni zobrazeni z L*(R") do

C(RM)YN L=(R") a pro kaZdou funkci f € L*(R") plati

() IF ()l oo mry < N llirny, IF oo wmy < 1 lliagrm)

(ii) im0 F(F)(E) = limig| oo FH(F)(£) =0

(i) F(f) a FX(f) jsou stejnomérné spojité na R".




20.3 Fourierova transformace na L}(RV) |

Véta (6 O vlastnostech Fourierovy transformace na L}(RV) V 21.3.4)
Zobrazeni F a F~* jsou spojitd linedrni zobrazeni z L*(R") do
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(ii) im0 F(F)(E) = limig| oo FH(F)(£) =0

(i) F(f) a FX(f) jsou stejnomérné spojité na R".

Lemma (4 L 21.3.5)
Necht f € Li,.(R") a pro kazdé ¢ € D(RV) plati

/ fodx =0.
RN

Pak f = 0 skoro véude na RV.



20.3 Fourierova transformace na L1(RN) 1lI

Véta (7 O inverzi na L}(RV) V 21.3.6)
Necht f € L*(RY) a F(f) € L*(RY). Pak F~*(F(f)) = f skoro viude na R".
Speciainé pokud f € L*(RV) a F(f) =0 na R", pak f = 0 skoro véude na R".



20.3 Fourierova transformace na L1(RN) 1lI

Véta (7 O inverzi na L}(RV) V 21.3.6)
Necht f € L*(RY) a F(f) € L*(RY). Pak F~*(F(f)) = f skoro viude na R".
Speciainé pokud f € L*(RV) a F(f) =0 na R", pak f = 0 skoro véude na R".

Véta (8 O bodové rovnosti pro Fourierovu transformaci V 21.3.7)
Necht f € L*(R), xo € R a plati
(i) existuji viastni limity f(xo+) a f(xo—)
(ii) existuji takovd ¢isla o € (0,1] a 6, M > 0, Ze

[f(x) — f(xo+)] < M|x — xo|” pro x € (xo, X0 + 9)

[f(x) — f(xo—)| < M|x — x| pro x € (xo — 0, x0).
Pak 1

FHF())0) = 5(Flot) + f(x-))

s konvenci, Ze integral v definici F~' chdpeme jako

[Z...dg::nin;o[nn...dg.



20.4 Fourierova transformace na L2(RV) |

Definice (5 Fourierova transformace na L2(RV) D 21.4.1)
Necht f € L?(R"). Pak Fourierovu transformaci funkce f definujeme jako

F(f) = lim F(f,) v LR"),

kde {£,}22; C S(RM) je libovolna posloupnost spliiujici f, — f v L2(R).



20.4 Fourierova transformace na L2(RV) |

Definice (5 Fourierova transformace na L2(RV) D 21.4.1)
Necht f € L?(R"). Pak Fourierovu transformaci funkce f definujeme jako

F(f):= lim F(f,) v L[*R"),
n—o00
kde {£,}22; C S(RM) je libovolna posloupnost spliiujici f, — f v L2(R).
Véta (9 O kompatibilité definic Fourierovy transformace V 21.4.2)

Necht funkce f € LY(RM) N L2(RY). Pak definice Fourierovy transformace pro
prostor L*(R") a pro prostor L*(R") ddvaji stejnou funkci.



20.4 Fourierova transformace na L2(RV) II

Véta (10 O vlastnostech Fourierovy transformace na L2(RV) V 21.4.4)

Prima i inverzni Fourierova transformace jsou prosta spojita linearni zobrazeni
prostoru L?(RV) na [2(RY), kterd jsou navzdjem inverzni. Tato zobrazeni navic
zachovavaji skalarni soucin, specialné plati Plancherelova rovnost

Ifll2@my = IF(E)ll2@ny = IF 7 (F)ll2gay-
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Disledek (1 Duasl. 21.4.5 )
Necht f € L*(R"), pak (ndsledujici rovnost chapeme ve smyslu rovnosti na
L*(RY))

R—oo

F(f)= lim / F(x)e 2708 gx.
Bgr(0)



