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Opakovani |

Véta (14 Cauchyova véta (druha verze) V 20.4.5)

Necht Q C C je jednoduse souvisla oblast a f: C — C je holomorfni v Q. Pak
pro kaZdou uzavienou po astech C'-kfivku o spliiujici () C Q plati

/ f(z)dz=0.



Opakovani |

Véta (14 Cauchyova véta (druha verze) V 20.4.5)

Necht Q C C je jednoduse souvisla oblast a f: C — C je holomorfni v Q. Pak
pro kaZdou uzavienou po astech C'-kfivku o spliiujici () C Q plati

/ f(z)dz=0.

Véta (15 Cauchyova véta (treti verze) V 20.4.7)

Necht k € N a @, p1, ..., ¢k jsou reguldrni Jordanovy po &astech C'-krivky
v C, pro které plati

Inty; U (p;) C Intp pro vSechna j € {1,..., k},

(Inti U (pi)) N(Intp; U(p;)) =0  kdykoliv i # j

a vsechny uvedené krivky jsou obihdany ve stejném smyslu. Polozme
Q:=lIntyp)\ Ujkzl(lnt ©j U {p;))). Necht funkce f: C — C je holomorfni na Q a

spojitd na Q. Pak

L (2)dz = Z /%_ () dz.



Opakovani Il

Véta (26 O Taylorové fadé prislusejici holomorfni funkci V 20.7.1)

Necht Q2 C C je oteviend mnoZina, zp € 0, f: C — C je holomorfni na Q a
R > 0 je tak malé, Zze Br(z) C Q. Pak existuje jednoznacné uréend
posloupnost komplexnich koeficienti {an};o takovd, Ze

f(z) = Z an(z — 20)" na Bgr(zo)-
n=0
Navic pro kazdé n € NU {0} a r € (0, R) plati

SR R
" Cr(20) (

nl 2w z — zg)"tt




Opakovani Il

Véta (29 O Laurentové rozvoji V 20.7.6)

Necht zp € C, 0 < a < b < 00 a funkce f: C — C je holomorfni na B, »(z0).
Pak existuje jednoznacné uréeny systém koeficienti {an}ne o, C C takovy, Ze

plati
f(z) = Z an(z — 20)" pro vsechna z € B, ,(zo)
n=—o00
s konvenci
o) -1 k
n._ 7 n . _ n
Z an(z —2)" := kILmoo Zk an(z — z0) +k||_)rr;ozoa,,(z 2)".
n=—oo n=— n=l|

Navic pro véechna n € Z a r € (a, b) plati

an i/ @D g,
27 C(20) (Z — ZO)""—1



Opakovani IV

Definice (14 Laurentova fada, reguldrni ¢ast Laurentovy fady, hlavni ¢ast
Laurentovy fady D 20.7.7)

Necht zp € C, 0 < a < b < 0 a funkce f: C — C je holomorfni na B, »(z0).
Pak se fada z predchozi véty nazyva Laurentova fada funkce f na mezikruzi
Ba,b(20), jeji €ast >~ 2 an(z — 20)" se nazyva reguldrni Edst a East

S1 an(z — 20)" se nazyva hlavni &dst.

n=—o0o



Opakovani IV

Definice (14 Laurentova fada, reguldrni ¢ast Laurentovy fady, hlavni ¢ast
Laurentovy fady D 20.7.7)

Necht zp € C, 0 < a < b < 00 a funkce f: C — C je holomorfni na B, »(20).
Pak se fada z predchozi véty nazyva Laurentova fada funkce f na mezikruzi
Ba,b(20), jeji €ast >~ 2 an(z — 20)" se nazyva reguldrni Edst a East

—1 n " vy
> an(z — z0)" se nazyva hlavni &ist.

n=—o0o

Definice (15 lzolované singularity a jejich typy D 20.8.1)

Necht f: C — C a z € C". Funkce f ma v bodé z izolovanou singularitou,
jestlize je f holomorfni na néjakém prstencovém okoli bodu z a neni
holomorfni v bodé z,. O izolované singularité fikame, Ze je

(i) odstranitelnd, jestlize existuje vlastni lim,—,, (z)

(i) pdl, jestlize lim,_z f(z) = oo

(i) podstatnd, jestlize lim,_,, f(z) neexistuje.



Opakovani V

Véta (30 O charakterizaci odstranitelné singularity V 20.8.3)

Necht f: C — C md v bodé zy € C izolovanou singularitu. Pak nasledujici
vyroky jsou ekvivalentni.

(i) Funkce f md v bodé& z odstranitelnou singularitu

(ii) funkce f je omezend na néjakém prstencovém okoli bodu z

(i) hlavni &dst Laurentovy fady funkce f se stfedem zy je identicky nulovd
(iv) funkce f Ize v bodé zy dodefinovat (nebo pfedefinovat), aby byla
holomorfni v bodé z,.



19.9 lzolované singularity, rezidua, reziduova véta |

Definice (16 k-nasobny nulovy bod funkce D 20.8.5)

Necht zy € C, f: C — C je holomorfni v bodé z a k € N. Rekneme, Ze
funkce f ma v bodé zy k-ndsobny nulovy bod (nebo k-ndsobny kofen), jestlize

f(2) =0 pro véechna ne€ {0,1,..., k —1} a £ (z) # 0.



19.9 Izolované singularity, rezidua, reziduova véta |

Definice (16 k-nasobny nulovy bod funkce D 20.8.5)

Necht zy € C, f: C — C je holomorfni v bodé z a k € N. Rekneme, Ze
funkce f ma v bodé zy k-ndsobny nulovy bod (nebo k-ndsobny kofen), jestlize

f(2) =0 pro véechna ne€ {0,1,..., k —1} a £ (z) # 0.

Lemma (5 O rozkladu holomorfni funkce majici kofen L 20.8.7)

Necht zy € C, f: C — C je holomorfni v bodé zy a k € NU {0}. Pak ndsledujici
vyroky jsou ekvivalentni.
(i) Bod zy je k-ndsobnym kofenem funkce f
(ii) existuje funkce g: C — C, kterd je holomorfni v bod€ z,, splriuje g(z0) # 0
a

f(z) = (z — 20) g(2) na jistém okoli bodu z.



19.9 Izolované singularity, rezidua, reziduova véta Il

Lemma (6 O rozkladu funkce s pdlem L 20.8.8)

Necht zo € C a f: C — C m4 izolovanou singularitu v bodé zy. Pak nasledujici
vyroky jsou ekvivalentni.

(i) Funkce f m3 v bodé zy pdl

(ii) existuje jednoznacné &islo k € N a funkce h: C — C, kterd je holomorfni
v bod€ zy, splriuje h(z) # 0 a

f(z) = ———h(z) na jistém prstencovém okoli bodu z.



19.9 Izolované singularity, rezidua, reziduova véta Il

Lemma (6 O rozkladu funkce s pélem L 20.8.8)

Necht zo € C a f: C — C m4 izolovanou singularitu v bodé zy. Pak nasledujici
vyroky jsou ekvivalentni.

(i) Funkce f m3 v bodé zy pdl

(ii) existuje jednoznacné &islo k € N a funkce h: C — C, kterd je holomorfni
v bod€ zy, splriuje h(z) # 0 a

f(z) = ———h(z) na jistém prstencovém okoli bodu z.

Véta (31 O charakterizaci pélu V 20.8.9)

Necht f: C — C md v bodé zy € C izolovanou singularitu a k € N. Pak
ndsledujici vyroky jsou ekvivalentni.

(i) Funkce f md v bodé zy pdl ndsobnosti k

(ii) existuji &isla a_k,a—k+1,-..,a—1 € C a funkce g: C — C takovd, Ze g je
holomorfni v bodé zy, a_x #0 a

f(z) _ a—k a—k+1 o a—1
(z—=20)k  (z—2z0)k? z—2

+ g(2)

na jistém prstencovém okoli bodu z.



19.9 lzolované singularity, rezidua, reziduova véta lll

Véta (32 O charakterizaci podstatné singularity V 20.8.10)

Necht f: C — C md v bodé zy € C izolovanou singularitu. Pak nasledujici
vyroky jsou ekvivalentni.

(i) Funkce f md v bodé& zy podstatnou singularitu

(ii) hlavni &ist Laurentova rozvoje funkce f se stfedem zp md nekoneéné
mnoho nenulovych koeficienti.



19.9 Izolované singularity, rezidua, reziduova véta lll

Véta (32 O charakterizaci podstatné singularity V 20.8.10)

Necht f: C — C md v bodé zy € C izolovanou singularitu. Pak nasledujici
vyroky jsou ekvivalentni.

(i) Funkce f md v bodé& zy podstatnou singularitu

(ii) hlavni &ist Laurentova rozvoje funkce f se stfedem zp md nekoneéné
mnoho nenulovych koeficienti.

Véta (33 O charakterizaci izolovanych singularit v nekoneénu V 20.8.11)

Necht f: C — C md v bodé oo izolovanou singularitu.

(i) Funkce f md v nekoneénu odstranitelnou singularitu pravé tehdy, kdyZ
hlavni &3st Laurentovy fady funkce f v nekonecnu je identicky nulovd. Navic
Jsou oba vyroky ekvivalentni tomu, Ze funkce f je omezend na jistém
prstencovém okoli nekonecna.

(if) Funkce f md v nekoneénu pdl pravé tehdy, kdyZ hlavni &dst Laurentovy
fady funkce f v nekonecnu obsahuje jen konecny pocet netrividlnich &lend.

(iii) Funkce f md v nekoneénu podstatnou singularitu pravé tehdy, kdyz hlavni
¢ast Laurentovy rady funkce f v nekoneénu obsahuje nekonecny polet
netrividlnich &lend.



19.9 lzolované singularity, rezidua, reziduova véta IV

Véta (34 Casorati—Weierstrassova véta V 20.8.14)

Necht f: C — C md v bod€ zy € C* podstatnou singularitu. Pak pro kaZdé
w € C* existuje posloupnost {z,}2; C C takovd, Ze

Zn — 2o a f(zn) — w.



19.9 lzolované singularity, rezidua, reziduova véta IV

Véta (34 Casorati—Weierstrassova véta V 20.8.14)
Necht f: C — C md v bod€ zy € C* podstatnou singularitu. Pak pro kaZdé
w € C* existuje posloupnost {z,}2; C C takovd, Ze

Zn — 2o a f(zn) — w.

Véta (35 Picardova véta V 20.8.15)

Necht f: C — C md v bodé zy € C* podstatnou singularitu. Pak v kazdém
prstencovém okoli bodu zy nabyva vsech hodnot z C kromé nejvyse jedné.



19.9 lzolované singularity, rezidua, reziduova véta V

Definice (17 Reziduum ve vlastnim bodé D 20.7.7)
Necht f: C — C a z € C je izolovanou singularitou funkce f. Potom reziduum
funkce f v bodé zy nazyvame koeficient a_; stojici v Laurentové rozvoji u ¢lenu
(z— 20)7?, tedy

Res, f :=a_1.



19.9 lzolované singularity, rezidua, reziduova véta V

Definice (17 Reziduum ve vlastnim bodé D 20.7.7)
Necht f: C — C a z € C je izolovanou singularitou funkce f. Potom reziduum
funkce f v bodé zy nazyvame koeficient a_; stojici v Laurentové rozvoji u ¢lenu
(z— 20)7?, tedy

Res, f :=a_1.

Definice (18 Reziduum v nekoneénu D 20.7.7)

Necht f: C — C a oo je izolovanou singularitou funkce f. Potom reziduum
funkce f v bodé co nazyvame hodnotu —a_1, kde a_1 je koeficient stojici v
Laurentové rozvoji u Elenu (z — 20) ™" v rozvoji na B, wo(z1), tedy

Reseo f := —a_1.



19.9 lzolované singularity, rezidua, reziduova véta VI

Véta (36 Reziduova véta V 20.8.17)

Necht' T je kladné orientovand Jordanova po &dstech C'-kfivka, k € N a
ai, a,...,ax € Intl. Necht f: C — C je holomorfni na IntT \ {a1,a2,...,ac} a
spojitd na IntT \ {a1, a,...,ax}. Pak

k
/ f(z)dz =2mi ) Res, f.

r =




19.9 lzolované singularity, rezidua, reziduova véta VI

Véta (36 Reziduova véta V 20.8.17)

Necht' T je kladné orientovand Jordanova po &dstech C'-kfivka, k € N a
ai, a,...,ax € Intl. Necht f: C — C je holomorfni na IntT \ {a1,a2,...,ac} a
spojitd na IntT \ {a1, a,...,ax}. Pak

k
/ f(z)dz =2mi ) Res, f.

r =

Véta (37 Reziduova véta pro reziduum v nekoneénu V 20.8.19)

Necht T je kladné orientovand Jordanova po &dstech C*-kfivka. Necht f:
C — C je holomorfni na ExtT a spojita na Extl". Pak

/f(z) dz = —27iResq f.
-



19.9 lzolované singularity, rezidua, reziduova véta VII

Véta (38 O souttu rezidui V 20.8.21)
Necht k € NU {0} a a1, az,...,ax € C. Necht f: C — C je holomorfni na
C\{a1,a,...,ac}. Pak

K
Resso f + Z Res; f=0.

J=1



19.9 lzolované singularity, rezidua, reziduova véta VII

Véta (38 O souttu rezidui V 20.8.21)
Necht k € NU {0} a a1, az,...,ax € C. Necht f: C — C je holomorfni na
C\{a1,a,...,ac}. Pak

K
Resoo f + Z Resaj f=0.

J=1

Definice (19 Meromorfni funkce D 20.8.22)

Necht 2 C C je oteviend mnozina a K C 2 je nejvyse spoletnd mnozina, ktera
nema zadny hromadny bod v Q. Jestlize funkce f: C — C je holomorfni

na Q\ K a v bodech mnoziny K ma pély, fikime, Ze f je meromorfni funkce
na Q.



19.10 Aplikace reziduové véty na vypocet integréli |

Véta (39 Prvni véta o vypoctu rezidui V 20.9.2)

Necht zy € C, funkce f: C — C md v bodé z, izolovanou singularitu a funkce
g, h: C — C jsou v bodé zy holomortni.

(i) Md-li f v bodé zy odstranitelnou singularitu, pak Res;, f = 0.

(i) Ma-li f v bodé zy pdl ndsobnosti nejvyse k € N, pak

o 1 K (k=1)
Res, f—ZILnJO(W(z—zo) f(z)) .

(iii) Ma-li f v bodé& zy pdl ndsobnosti jedna, pak
Res,, (fg) = g(20) Res,, f.

Specidlné pokud g(z)) = 0, pak md funkce fg v bodé zy odstranitelnou
singularitu.
(iv) Jestlize h md v bodé zy jednoduchy koren, pak

v () 5




