Otéazky ke zkousce NOFY162 sk. rok 2022/23

. Definujte pojmy holomorfni funkce v bodé a na oteviené mnoziné. Vy-
svétlete pojem Cauchy—Riemannovy podminky a ukazte, Ze jsou nutnou
podminkou holomorfnosti (vyberte si libovolnou variantu).

Formulujte a dokazte vétu o Fourierové transformaci distribuce s kom-
paktnim nosi¢em a o Fourierové transformaci konvoluce distribuci, ma-
li jedna distribuce kompaktni nosic.

. Vysvétlete zavedeni funkci e*, sin z, cos z, sinh z a cosh z. Vysvétlete,
pro¢ se jednd o holomorfni funkce na komplexni roviné. Bud provedte
pfimy vypocet (alespon pro jednu funkci), nebo formulujte, dokazte a
ovéite predpoklady prislusné potiebné véty.

Definujte Fourierovu transformaci a zpétnou Fourierovu transformaci
na prostoru Ll(RN ). Formulujte a dokazte vétu o inverzi, véetné po-
tfebné pomocné véty.

. Vysvétlete definici kiivky a k¥ivkového integralu v komplexni roviné.

(i) Ukaite, ze | [, f(2) dz| < sup, | f(2)|l,-
(ii) Dokazte, jak vypadéa vztah pro [, f(z)dz, kde n = ho ¢,

Definujte konvoluci distribuci a temperovanych distribuci, uvedte a
v pripadé temperovanych distribuci i dokazte véty, kdy konvoluce exis-
tuje.

. Formulujte vSechny t¥i verze Cauchyovy véty. Pomoci vhodné verze do-
kazte posledni formulaci (odpovidajici situaci, kdy uvniti dané oblasti
v koneéném poé¢tu mnozin nemusi byt dana funkce holomorfni).

Vysvétlete zavedeni distribuci 23, A € C\ K, K spodetnd, v bodech
K spoctéte rezidua (vysvétlete). Ukazte také vztahy pro derivace a pro
nasobeni funkci x — x.

. Formulujte Cauchy—Riemannovy podminky a ukazte, ze za vhodnych
dodatecnych predpokladi jde o podminku postacujici k holomorfnosti
funkce. Uvedte vSechny potfebné definice.

Definujte prostory S(RY), S/(RY), S™(RY) a S™(RY), véetné defi-
nic konvergenci na jednotlivych prostorech. Vysvétlete, v jakém vztahu

jsou tyto prostory. Potfebné véty zformulujte, neni tieba je dokazovat
detailné, stac¢i hlavni myslenky dtkazu.
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. Definujte pojem holomorfni funkce v bodé a na mnoziné. Definujte po-

jem harmonicka funkce. Ukazte, Ze realna a imaginarni ¢ast holomorfni
funkce jsou funkce harmonické. Plati i naopak néjaky vztah harmonic-
kych funkci k funkcim holomorfnim? Formulujte!

Definujte tenzorovy soucin distribuci a temperovanych distribuci, vcet-
né uvedeni a diikazu zakladnich vlastnosti.

. Definujte pojem holomorfni funkce v bodé a na mnoziné. Definujte

pojem harmonicka funkce. UkaZte, Ze kazdou harmonickou funkeci v R?
lze chapat jako redlnou (imaginarni) slozku holomorfni funkce.

Vysvétlete zavedeni derivace libovolného (tedy i komplexniho) fadu.
Formulujte a dokazte zakladni vlastnosti této derivace.

. Definujte primitivni funkci k funkci f na oteviené podmnoziné kom-

plexni roviny. Pro funkci f majici primitivni funkci v jisté oteviené
podmnoziné komplexni roviny dokazte vztah pro [, f dz, kde ¢ lezi v
dané oteviené mnoziné a kiivka ¢ je po ¢astech C1.

Vysvétlete normalizaci distribuci 23, A € C.

. Definujte primitivni funkci na oteviené podmnoziné komplexni roviny.

Ukazte, ze pokud kiivkovy integral dané funkce nezavisi na jisté ote-
viené podmnoziné na cesté (vysvétlete!), pak mé na této oteviené
podmnoziné primitivni funkci.

Definujte plosnou miru, co vite o jeji Fourierové transformaci (véetné
dikazu) a jak souvisi s Fourierovou transformaci radialné symetrickych
funkci.

Formulujte vétu o Cauchyovych vzorcich. Formulujte a pouzitim této
véty dokazte vétu o stiedni hodnoté a Morerovu vétu.

Definujte prostory D¢ a Z a dokazte Paley—Wienerovu vétu, ktera 1ika,
jak spolu skrze Fourierovu transformaci souvisi. Definujte také Fourie-
rovu transformaci na prostorech Z' a Di.

Formulujte vétu o Taylorové rozvoji holomorfni funkce na okoli bodu.
Formulujte a pouzitim této véty dokazte vétu o jednoznacnosti holo-
morfniho prodlouzeni.
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Uvedte definici konvergence v D'(2) (slaba*). Dokazte (véetné prislusné
pomocné véty), ze existence limg_, o (T, ) pro vSechny testovaci funkce
zarucuje tuto konvergenci.

Formulujte a vysvétlete dikaz véty o charakterizaci podstatné singu-
larity, formulujte a dokazte vétu Weierstrass—-Casoratiho a formulujte
Picardovu vétu. Tu okomentujte na vhodném ptikladu.

Formulujte a dokazte Schwartzovu vétu (tedy vétu o inverzi Fourierovy
transformace na Schwartzové prostoru).

Formulujte Cauchyovu vétu pro pripad kiivky lezici uvnitt jednoduse
souvislé oblasti, na které je funkce holomorfni. Vyslovte vsechny po-
tfebné definice. Dokazte specialni pripad této véty, kdy je geometricky
obraz kiivky obvod trojuhelnika.

Definujte Schwartziv prostor, dokazte jeho zakladni vlastnosti. Defi-
nujte konvoluci funkei a ukazte jeji zakladni vlastnosti (specialné, ze
konvoluce dvou funkci ze Schwartzova prostoru lezi také ve Schwart-
zové prostoru).

Formulujte Cauchyovu vétu pro pripad kiivky lezici uvnitt jednoduse
souvislé oblasti, na které je funkce holomorfni. Pouzitim toho, ze véta
plati pro specialni pripad, kdy je geometricky obraz kiivky obvod troj-
tthelnika (neni tfeba dokazovat) dokazte tvrzeni véty. Pomocna tvrzeni
staci vyslovit, neni tfeba je dokazovat, formulujte ale vSechny potiebné
definice.

Definujte fad distribuce, nosi¢ distribuce a uvedte priklad distribuce
s bodovym nosic¢em, s kompaktnim nosicem, s konecnym fadem a ne-
kone¢nym tadem.

Formulujte a dokazte vétu o Cauchyové vzorci. Potfebné pomocné véty
pouze zformulujte, neni tfeba je dokazovat.

Charakterizujte distribuce s nulovym fadem a nezaporné distribuce
(zde 1 dikaz), véetné potfebnych definic.

Formulujte vétu o stfedni hodnoté pro holomorfni funkce. Jeji pomoci
dokazte vétu o principu maxima a minima modulu.



17.

18.

19.

20.

21.

Ukazte, ze
. 1lsinnx
lim —
n—0o0 s x

=9

v D'(R), bud pfimo, nebo pomoci véty (tu ale dokazte).

Formulujte a dokazte vétu o Taylorové rozvoji holomorfni funkce na
oteviené mnozin€.

Definujte D(f2), konvergenci na D((2), distribuce na 2 a konvergenci
na D'(2). Uvedte a dokazte (neni tfeba dokazovat pomocné lemma)
ekvivalentni charakterizaci spojitosti linearniho funkcionalu nad D(£2).

Formulujte a dokazte vétu o Laurentové rozvoji funkce holomorfni na
mezikruzi.

Definujte derivaci distribuce, nasobeni distribuce hladkou funkci, ukaz-
te zdménnost derivaci na D'(£2) a spoctéte derivaci Heavisideovy funkce

a diferencovatelné funkce az na jeden bod, ktera je po Castech spojita,
na D'(R).

Definujte I'-funkci na mnoziné Re z > 0. Vysvétlete, jak lze tuto funkeci
holomorfné rozsitit na komplexni rovinu az na spocetné mnoho bodt a
ukazte zakladni vlastnosti tohoto prodlouzeni.

Vysvétlete zavedeni distribuci 7*, A komplexni aZ na spocetnou mnozi-
nu (tedy v RY pro N libovolné pfirozené &islo).

Definujte pojem index bodu ke kiivce. Formulujte a dokazte zakladni
vlastnosti indexu bodu ke kiivce. Jeho pouzitim formulujte zobecnéni
Cauchyovy véty, reziduové véty a Cauchyova vzorce.

Definujte Fourierovu transformaci na Schwartzové prostoru. Dokazte
vztahy pro Fourierovu transformaci derivace, derivaci Fourierovy trans-
formace a to, ze Fourierova transformace zobrazuje Schwartziv prostor
do sebe.

Definujte primitivni funkce k funkci komplexni proménné. Ukazte (staci
idea diikazu), Ze pro jeji existenci staci, ze kiivkovy integral nezavisi
na cesté pro kiivky tvofené lomenymi carami. Pro piipad konvexni
oteviené mnoziny ukazte, ze dokonce staci, aby integral pres libovolny
trojuhelnik byl nulovy.
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Definujte Fourierovu transformaci na L'(RY). Ukazte, Ze Fourierova
transformace zobrazuje tento prostor do L>®(R™), ale ne do L'(R™).
Ukazte, ze Fouriertv obraz integrovatelné funkce je spojita funkce s nu-
lovou limitou v nekonecnu.

Vysvétlete zavedeni komplexniho logaritmu a obecné mocniny komplex-
niho ¢isla. Vysvétlete pojmy viceznacna funkce, hlavni vétev logaritmu.

Definujte konvoluci distribuci a temperovanych distribuci, véetné uve-
deni vét, kdy konvoluce existuje.

Formulujte vétu o Cauchyové vzorci. Jeji pomoci dokazte vétu o Cau-
chyovych nerovnostech a Liouvilleovu vétu.

Formulujte a dokazte charakterizaci distribuci s kompaktnim nosi¢em
a vétu o charakterizaci distribuci s bodovym nosic¢em.

Formulujte Liuovilleovu vétu. Jeji pomoci dokazte zakladni vétu alge-
bry (v obou formulacich).

Vysvétlete definici Fourierovy transformace na L?(R"). Ukazte, Ze Fou-
rierova transformace i zpétna Fourierova transformace zobrazuji tento
prostor na sebe a slozeni Fourierovy transformace a zpétné Fourierovy
transformace na L?(R™) je identita (i v opaéném potadi).

Formulujte a dokazte obé Weierstrassovy véty o posloupnostech holo-
morfnich funkei.

Vysvétlete definici Fourierovy transformace na L*(RY) a na L'(R™).
Ukazte, ze pro funkce z pruniku téchto prostort davaji obé definice
totéz a ze Fourierova transformace je spojité zobrazeni z L*(RY) do
L*(R™). Dokaite, jak§ vztah nam tyto véty umoziiuji pouzit pro vy-
pocet Fourierovy transformace na L?(R").

Definujte pojmy izolovana singularita, odstranitelna singularita, pol,
podstatna singularita. Formulujte a dokazte (vetné Riemannovy véty)
vétu o charakterizaci odstranitelné singularity. Ostatni pomocné véty
staci formulovat.

Ukazte, ze

Vse nejprve definujte.
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podstatna singularita. Formulujte a dokazte vétu o charakterizaci k-
nasobného pélu, véetné pomocnych lemmat.

Definujte Fourierovu transformaci na Schwartzové prostoru. Dokazte,
ze Fourierova transformace sudé resp. liché funkce (v jedné dimenzi)
je suda resp. licha funkce a naleznéte pro ni vztah. Ukazte, Ze Fourie-
rova transformace radialné symetrické funkce je radialné symetricka a
naleznéte vztah pro jeji vypocet ve tiech dimenzich.

Formulujte a dokazte vétu o Schwarzové principu symetrie. Pomocné
lemma staci zformulovat.

Formulujte a dokazte vétu o Poissonové sumacni formuli (stadi pro
distribuce).

Definujte pojem izolované singularity a rezidua v bodé komplexni ro-
viny a v nekonec¢nu. Ukazte vztah pro soucet rezidui a disledek o ko-
rektni definici rezidua v nekoneénu (nezavislost na zvoleném kruhu).

Definujte Fourierovu transformaci temperované distribuce. Vysvétlete,
proc je definice korektni, spoc¢téte Fourierovu transformaci derivace dis-
tribuce a derivace Fourierovy transformace derivace a ukazte, ze Fou-
rierova transformace je spojité zobrazeni z prostoru temperovanych dis-
tribuci (ve smyslu slabé* konvergence) na prostor temperovanych dis-
tribuci. Ukazte, ze slozenim piimé a zpétné Fourierovy transformace
(v libovolném poradi) na tomto prostoru dostaneme identitu.



