Pocetni cast zkousky 17.1.2023
Jméno:

Skupina:

1. (6b) Naleznéte lokalni minimum funkcionalu

1
Dly| = / (v + (y)* + y'22e") da
0
na mnoziné
M= {yec(0,1)): y(0) = Sy(1) = < }.
Nezapomerite ovérit, ze se skutecné jedna o minimum!

2. (5b) V zavislosti na parametru o € R studujte charakter konvergence
(bodova, stejnomérné, lokalné stejnomérnd) fady funkci
S
1 + nta?
n=1
na intervalu [0, co) resp. (0, 00).
Pokud budete mit ¢as a chut, mtzete si zkusit rozmyslet, Ze pro hodnoty
a, kde mame bodovou ¢i lokalné stejnomérnou konvergenci, ale ne stej-
nomeérnou konvergenci na zakladé postacujicich kritérii, stejnomérna

konvergence nenastava. Toto bude pozitivné hodnoceno v pripadé ne-
rozhodné znamky.

3. (8b) Pro které hodnoty a € R konverguje Lebesgueiiv integral

@(a):/ e smxdx.
0 T

Pro tyto hodnoty integral spoctéte pomoci derivace integralu zavislého
na parametru. Nezapomente zkontrolovat splnéni predpoklad odpovi-
dajicich vét.

4. (8b) Naleznéte objem télesa ohrani¢eného plochami
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Teoreticka cast zkousky 17.1.2023
Jméno:

Skupina:

1. (8b) Uvazujte posloupnost funkei ¢, () = nze™""* na intervalu [0, 1].

(a) Ukazte, ze ¢, (z) nekonverguje stejnomérné na intervalu [0, 1] ke své
bodové limité (pouzijte napiiklad ekvivalentni charakterizaci pomoci
limit suprem).

(b) Formulujte v ramci teorie Riemannova integralu tvrzeni, na zakladé
kterého je mozno dokazat

1 1
lim (R) / fulz)dz = (R) / lim £, (z) dz
n—oo 0
a ukazte, ze pro nasi posloupnost ¢, (x) ho nelze pouzit.
(c) Vypoctem ovéite, Ze

1 1
lim (R)/ on(z)dr = (R)/ lim ¢, (x)dz.
(d) Ukazte, Ze pouzitim teorie Lebesgueova integrélu lze rovnost v
bodé (c) dokazat. (Pozor, chceme ji dokdzat pro Riemanniv integral!)
Prislusné véty formulujte a ovérte jejich predpoklady, nemusite je do-
kazovat.

(7b) (a) Definujte pojmy jednoducha a zobecnéna k-plocha v RY.

(b) Definujte plosny integral 1. druhu pfes jednoduchou a zobecnénou
k-plochu v RY.

(c) Definujte pojem vnéjsi normadla k oblasti €.

(d) Formulujte Gauss—Ostrogradského vétu.

(e) Formulujte a dokazte (pomoci véty z predchoziho bodu) Vétu o inte-
graci ,,per partes pro objemovy integral“ a Vétu o vypoc¢tu objemového
integralu pomoci plosného integralu pfes hranici dané mnoziny.

3. (8b) (a) Definujte pojem ortonormalni systém a tplny ortonormalni
systém na nekonecné dimenzionalnim Hilbertové prostoru.



(b) Formulujte a dokazte ekvivalentni charakterizace Gplnosti ortonor-

malniho systému.

(c) Ukazte, Ze nutnou podminkou existence tplného ortonorméalniho
systému je separabilita Hilbertova prostoru.

(d) Formulujte pojem izometricky izomorfni prostory.

(e) Formulujte vétu o vztahu libovolného separabilniho Hilbertova pro-

storu a /5.



