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Opakovani |

Definice (6 k-plocha D 17.2.1)

Necht k, N € N a k < N. Mnozina M C R" se nazyva k-plocha, jestlize existuje
neprazdna otevieni mnozina E C R a zobrazeni p: E— RN tak, Ze plati

(i) @(E) = M

(i) ¢ € C'(E:R")

(iii) hodnost Jacobiho matice zobrazeni ¢ je rovna k vSude na E.

Zobrazeni ¢ se nazyva parametrizace plochy M.

Za 0-plochu povazujeme libovolny bod v RV. Plocha se nazyva jednoduchd,
jestlize navic ¢ je prosté na E a ¢! spojité na ¢(E).
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Definice (6 k-plocha D 17.2.1)

Necht k, N € N a k < N. Mnozina M C R" se nazyva k-plocha, jestlize existuje
neprazdna otevieni mnozina E C R a zobrazeni p: E— RN tak, Ze plati

(i) @(E) = M

(i) ¢ € C'(E:R")

(iii) hodnost Jacobiho matice zobrazeni ¢ je rovna k vSude na E.

Zobrazeni ¢ se nazyva parametrizace plochy M.

Za 0-plochu povazujeme libovolny bod v RV. Plocha se nazyva jednoduchd,
jestlize navic ¢ je prosté na E a ¢! spojité na ¢(E).

Tvrzeni (1 O korektnosti definice k-plochy V 17.2.4)

Necht k,I,N € N a M C RV je zdroveli jednoduchd k-plocha a jednoduchd
I-plocha. Pak k = |.



Opakovani Il

Definice (8 Gramova matice D 17.2.7)
Necht k, N € N, k € N a v1,va,...v, € RN, Gramovou matici pfisludejici

vektorlim vi, Vo, ...V, nazyvame matici
(V17V1) (V17V2) (V17Vk)
(vo,vi) (va,v2) - (v2,vi)
G(Vl,...,Vk): . . . . )
(vi,vi) (v, va) - (v, vi)

kde (vi, v;) zna&i skaldrni souéin vektoril v; a v;.



Opakovani Il

Definice (11 Plosny integral prvniho druhu D 17.2.8)

Necht k, N € N, k < N, M C R" je jednoducha k-plocha parametrizovana
zobrazenim ¢: R¥ — RV z oteviené mnoziny E C R a f: RV - R je
definovana na M. Pak definujeme plosny integral prvniho druhu predpisem

/Mde ::Lf(¢(t))\/detG(D¢(t))dt,

pokud integral na pravé strané existuje jako Lebesgueiv a je kone¢ny. Cislo

Se(M) = /MldS

nazyvame k-rozmérnym plosSnym obsahem k-plochy M.



16.2.4 Plosny obsah jednoduché k-plochy. Plosny integral 1. druhu

Véta (10 Zakladni vlastnosti plosného obsahu V 17.2.13)

Pri translaci a rotaci se k-rozmérny plosny obsah zachovava. Pri a-ndsobném
roztaZeni, pro a > 0, je vysledny k-rozmérny plo$ny obsah roven o*-ndsobku
ptvodni hodnoty.



16.2.4 Plosny obsah jednoduché k-plochy. Plosny integral 1. druhu

Véta (10 Zakladni vlastnosti plosného obsahu V 17.2.13)

P¥i translaci a rotaci se k-rozmérny plosny obsah zachovava. Pri a-ndsobném
roztaZeni, pro a > 0, je vysledny k-rozmérny plo$ny obsah roven o*-ndsobku
ptvodni hodnoty.

Véta (11 O nezdvislosti plosného integralu prvniho druhu na
parametrizaci V 17.2.11)

Necht k,N € N, k < N a M C R" je jednoducha k-plocha. Necht (¢, E) a
(4, F) jsou dvé jeji parametrizace a f: RY — R je definovand na M. Pak

/E F(o(1))/det G(De (1)) dt = / F((s))v/det G(D(s)) ds,

kdykoliv alespori jeden z Lebesgueovych integrali existuje.



16.2.5 Plosny integrdl 1. druhu pres zobecnéné plochy |

Definice (12 Zobecnénd k-plocha D 17.2.27)
Necht k, N € N, k < N a M C RV. Rekneme, 2e M je zobecnénd k-plocha,

jestlize existuje m € N a mnoziny My, ..., M,, takové, ze

(i) M=U~Z M,

(ii) pro kazdé i € {1,...,m} je M; ki-plocha, kde 0 < k; < k
(iii) existuje alespori jedno i € {1,..., m} takové, ze k; = k

(iv) pro kazdé i € {1, ..., m} splfiujici k; = k je M; jednoducha

(v) pro kazdé i € {1,..., m} spliujici ki = k plati

Mi0Ugeq,....my: iy Mi = 0-

Systém {M;} s vlastnostmi uvedenymi vy3e se nazyvd rozklad zobecnéné
k-plochy M a jednotlivym mnoZindm M, budeme fikat (ki-dimenzionaini)

komponenty.



16.2.5 Plosny integral 1. druhu pres zobecnéné plochy Il

Definice (13 Plosny integral prvniho druhu prfes zobecnénou k-plochu D
17.2.28)

Necht k, N € N, k < N, M C R" je zobecn&na k-plocha, M, ..., My, je jeji
rozklad a f: RV — R je definovana na M. Pak definujeme plosny integral
prvniho druhu z f pres M jako

/de = /de
M {ie{1,.. ,m} Ki=k}

pokud ma prava strana smysl, a k-rozmérnym plosnym obsahem nazyvame

Si(M) := > Sk (M;).

{ie{1,...,m}: ki=k}



16.2.5 Plosny integral 1. druhu pres zobecnéné plochy Il

Definice (13 Plosny integral prvniho druhu prfes zobecnénou k-plochu D
17.2.28)

Necht k, N € N, k < N, M C R" je zobecn&na k-plocha, M, ..., My, je jeji
rozklad a f: RV — R je definovana na M. Pak definujeme plosny integral
prvniho druhu z f pres M jako

/de = /de
M {ie{1,.. ,m} Ki=k}

pokud ma prava strana smysl, a k-rozmérnym plosnym obsahem nazyvame

Si(M) := > Sk (M;).

{ie{1,...,m}: ki=k}

Véta (12 O nezavislosti na rozkladu V 17.2.30)
Plosny integral prvniho druhu pres zobecnénou k-plochu nezavisi na rozkladu.



16.3 Integralni véty
16.3.1 Gauss—Ostrogradského véta a jeji disledky |

Definice (14 Vné&jsi normalovy vektor k zobecnéné (N — 1)-plose D 17.3.2)

Necht N € N, N > 2 a Q C R" je mnozina, pro niz je 9Q zobecnéna

(N — 1)-plocha. Necht x € 99 je bodem néjaké (N — 1)-dimenzionalni
komponenty mnoziny 9Q a v € R je vektor.

Rekneme, Ze v je normdlovy vektor k 9 v bodé x, jestlize v je normalovym
vektorem k tecné roviné uvedené komponenty v bodé x.

Jestlize navic ||v|| = 1, Fekneme, Ze v je jednotkovy normdlovy vektor.

Dale fekneme, ze v je vnéjsi normalovy vektor k 02 v bodé x, jestlize v je
normalovy vektor k 9Q v bodé x a existuje § > 0 takové, ze

{x+tv:te(0,0)}nQ=0.



16.3.1 Gauss—Ostrogradského véta a jeji disledky Il

Véta (13 Gauss—Ostrogradského véta V 17.3.3)

Necht N € N, N > 2 a Q C R je omezend oteviend mnoZina, jejiz hranice je
zobecnénd (N — 1)-plocha splriujici Sy—1(0) < oo, a pro kterou v kaZdém
bodé x kazdé jeji (N — 1)-dimenziondlni komponenty existuje jednotkovy vnéjsi

normalovy vektor v(x). Dale necht i € {1,...,N} a F € C(Q) je takovd, Ze
oF ol

5, existuje viude v Q a dd se spojité rozsifit na . Pak

aFdx:/ Fv;dS.
o OXi Folo)
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Dasledek (1 Véta o divergenci V 17.3.6)

Necht N € N, N > 2 a Q C R" je omezend oteviend mnoZina, jejiz hranice je
zobecnénd (N — 1)-plocha splriujici Sy—1(02) < co a pro kterou v kaZzdém
bodé x kazdé jeji (N — 1)-dimenziondini komponenty existuje jednotkovy vnéjsi
normalovy vektor v(x). Necht T € C(; RN) Je takové vektorové pole, Ze pro

vy

viechna i € {1,..., N} viude v Q existuje I’ a dd se spojité rozsitit na Q. Pak

/didex: T -vdS.
Q o9



16.3.1 Gauss—Ostrogradského véta a jeji dasledky Il
Dusledek (2 O integraci per partes V 17.3.15)

Necht N € N, N > 2 a Q C R je omezend oteviend mnoZina, jejiz hranice je
zobecnénd (N — 1)-plocha splriujici Sy—1(02) < co a pro kterou v kaZdém
bodé x kazdé jeji (N — 1)-dimenziondlni komponenty existuje jednotkovy vnéjsi
normalovy vektor v(x). Dale necht i € {1,...,N} a U,V € C(Q) jsou takové,
Ye YU 3 OV existuji vsude v Q a daji se spojité rozsifit na Q. Pak

Ox; Ox;
ov
= V i
/Q U@x,- dx o UVvy;dS — / (9)(,




16.3.1 Gauss—Ostrogradského véta a jeji dasledky Il
Dusledek (2 O integraci per partes V 17.3.15)

Necht N € N, N > 2 a Q C R je omezend oteviend mnoZina, jejiz hranice je
zobecnénd (N — 1)-plocha splriujici Sy—1(02) < co a pro kterou v kaZdém
bodé x kazdé jeji (N — 1)-dimenziondlni komponenty existuje jednotkovy vnéjsi
normalovy vektor v(x). Dale necht i € {1,...,N} a U,V € C(Q) jsou takové,

Ye YU 3 OV existuji vsude v Q a daji se spojité rozsifit na Q. Pak

Ox; Ox;
ov
= V i
/Q U@x,- dx o UVv;dS — / 8)(,

Dusledek (3 O vypoétu miry mnoZiny pomoci integrace pres hranici Ds
17.3.9)

Necht N € N, N > 2 a Q C R je omezend oteviend mnoZina, jejiz hranice je
zobecnénd (N — 1)-plocha splriujici Sy—1(0) < oo, pro kterou v kaZdém
bodé x kazdé jeji (N — 1)-dimenziondlni komponenty existuje jednotkovy vnéjsi
normdlovy vektor v(x). Necht T € C(Q; RN) je takové vektorové pole, Ze pro
vsechna i € {1,..., N} vSude v Q existuje :’ a dd se spojité rozsitit na Q.
JestliZe navic plat: d|v T =1 na Q, pak

w(Q) = [ T-vds.
o0



