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Opakovani |

Definice (15 Integral z méfitelné funkce D 15.7.1 a D 15.8.1)
Necht (X, M, 1) je méFitelny prostor, Q C X je méfitelnd. Pro f: X — [0, o]
mé¥itelnou definujeme

/ fdu = sup{/ sdu: s je méfitelnd jednoducha funkce spliujici 0 < s < f}.
Q Q

Je-li f je méfitelnd numericka funkce, pak definujeme (pfipomefime
f*:=max{f,0}, f~ := max{—f,0})

/fd,u::/erd,uf/f*d,u,
Q Q Q

ma-li prava strana smysl v R* (tedy je-li alesporfi jeden z integrdl napravo
koneény).

Cislo fQ f du se nazyva abstraktni Lebesgueiv integral z funkce f podle miry p
pfes mnozinu .



Opakovani Il

Lemma (8 Lévi & Lebesgueova véta o monoténni konvergenci | V 15.7.7)

Necht (X, M, u) je méfitelny prostor, {f,} je posloupnost méfitelnych
nezapornych numerickych funkci definovanych na X a plati f, < f,41 na X pro
vSechna n € N. Bodovou limitu této posloupnosti oznaéme f. Pak f € L (i) a

/fdu: lim /fnd/.t.
X n—oo X



14.8 Limitni prechody pres integracni znameni |

Véta (35 Lévi ¢ Lebesgueova véta o monotonni konvergenci |l V 15.8.19)
Necht' (X, M, n) je méfitelny prostor, {f,} je posloupnost méfitelnych
numerickych funkci definovanych na X, plati f, < f,11 skoro vsude na X pro

vSechna n € N a fX fidp > —oo. Bodovou limitu této posloupnosti oznacme f
(je definovand skoro vSude). Pak

/fd,u: lim /fnd,u.
X n—o0o X



14.8 Limitni prechody pres integracni znameni |

Véta (35 Lévi & Lebesgueova véta o monotonni konvergenci |l V 15.8.19)

Necht' (X, M, n) je méfitelny prostor, {f,} je posloupnost méfitelnych
numerickych funkci definovanych na X, plati f, < f,11 skoro vsude na X pro
vSechna n € N a fX fidp > —oo. Bodovou limitu této posloupnosti oznacme f
(je definovand skoro vSude). Pak

/fd,u— lim /fnd,u.
n—o0o

Véta (36 Fatouovo lemma L 15.7.10)

Necht (X, M, 1) je méfitelny prostor a {f,} je posloupnost méfitelnych
numerickych funkci definovanych na X a g je méritelnd numericka funkce na
X. Necht f, > g s.v. na X pro vsechna n € N a necht

/ gdu > —oo.
X
Pak liminfp,oo fn € L*(1) a

/Ilmlnff du < I|m|nf/ fodu.
X n— oo



14.8 Limitni prechody pres integracni znameni Il

Véta (37 Lebesgueova véta o majorizované konvergenci V 15.18.21)

Necht (X, M, 1) je méfitelny prostor, {f,} je posloupnost méfitelnych
numerickych funkci definovanych na X, plati f, — f skoro vsude na X a
existuje g € L(u) takovd, Ze |f,| < g skoro viude na X pro véechna n € N. Pak

fdu* lim /fd,u

n—o0o



14.8 Limitni prechody pres integracni znameni Il

Véta (37 Lebesgueova véta o majorizované konvergenci V 15.18.21)

Necht (X, M, 1) je méfitelny prostor, {f,} je posloupnost méfitelnych
numerickych funkci definovanych na X, plati f, — f skoro vsude na X a
existuje g € L(u) takovd, Ze |f,| < g skoro viude na X pro véechna n € N. Pak

fdu* lim /fd,u

n—o0o

Véta (35a Lévi &i Lebesgueova véta o monotonni konvergenci pro fady
funkci)

Necht (X, M, 1) je méfitelny prostor, {vi} je posloupnost méFitelnych
nezdpornych numerickych funkci definovanych na X. Oznaéme
S(x) = 5%, ). Pak S(x) € £ () a

Sdu = /vkdu.
Jsw=2,



14.8 Limitni prechody pres integracni znameni Ill

Véta (37a Lebesgueova véta o majorizované konvergenci pro fady)
Necht (X, M, 1) je méfitelny prostor, {vi} je posloupnost méfitelnych
numerickych funkci definovanych na X. Necht |vi| < gk skoro vSude na X pro

vdechna k € N, pricemz 372, [, g« dpu konverguje. Potom % 7%, vk md s.v. na
X koneény soulet S(x), kde S € L(u) a plati

Sdu = /vdu.



14.9 Vztah Riemannova a Newtonova integralu k Lebesgueové integralu |

Véta (38 O vztahu Riemannova a Lebesgueova integralu V 15.9.1)

Necht [a, b] C R a f je riemannovsky integrovatelnd na [a, b]. Pak je f
lebesgeovsky integrovatelnd a oba integraly se rovnaji.



14.9 Vztah Riemannova a Newtonova integralu k Lebesgueové integralu |

Véta (38 O vztahu Riemannova a Lebesgueova integralu V 15.9.1)

Necht [a, b] C R a f je riemannovsky integrovatelnd na [a, b]. Pak je f
lebesgeovsky integrovatelnd a oba integraly se rovnaji.

Véta (39 O vztahu Newtonova a Lebesgueova integralu V 15.9.3)

Necht (a,b) C R, f € C((a, b)), f € L*(\1) a F znaéi primitivni funkci k f na
(a, b). Pak

/b Fd = F(b—) — F(at).



14.10 Integrdly zavislé na parametru |

Véta (40 O spojitosti integralu zavislého na parametru V 15.10.1)

Necht (X, M, 1) je méfitelny prostor, A C R a ag € A je vnitini bod
mnoziny A. Necht funkce f: X x A — R splriuje

(i) x = f(x, ) je méfitelnd pro viechna o € A

(ii) pro skoro vSechna x € X je funkce a — f(x, «) spojitd v bodé
(iii) existuje g € L(u) takovd, Ze

|f(x,a)| < g(x) pro skoro vsechna x € X a vSechna a. € A.
Pak funkce x — f(x,a) leZi v L(u) pro vSechna o € A a funkce
a / f(x, ) du(x)
X

je spojita v ag.



