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6.2 Darbouxova definice Riemannova integralu |

Definice (3 Déleni intervalu D 7.2.1)
Necht [a,b] C R a D = {x;}]_, C R je kone&nd mnozina. Rekneme, e D je
délenim intervalu [a, b], jestlize

a=xg<x3<--<Xxp=hb.

Jsou-li D a D’ dvé& déleni intervalu [a, b] a plati-li D C D’, fekneme, %e D’ je
zjemnénim déleni D.
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Definice (3 Déleni intervalu D 7.2.1)

Necht [a,b] C R a D = {x;}]_, C R je kone&nd mnozina. Rekneme, e D je
délenim intervalu [a, b], jestlize

a=xg<x3<--<Xxp=hb.

Jsou-li D a D’ dvé& déleni intervalu [a, b] a plati-li D C D’, fekneme, %e D’ je
zjemnénim déleni D.

Definice (4 Dolni a horni Riemann(v souéet D 7.2.2)

Necht f, [a, b] a D jsou jako vySe. Dolnim Riemannovym souctem (pFisludejicim
funkci f a déleni D) nazveme Cislo

§mj — Xj-1)-

Hornim Riemannovym souctem nazveme

ZM — Xi—j)-



6.2 Darbouxova definice Riemannova integralu Il

Tvrzeni (2 O monotonii integrélnich sou¢ta T 7.2.5)

Necht f a [a, b] jsou jako vySe a D, D1, D, jsou déleni intervalu [a, b]. Pak
(i) je-li D zjemnénim D, plati

s(f,D1) < s(f, D) < S(f, D) < S(f, D1)
(ii) jsou-li Dy a D- libovolna déleni, plati

S(f, Dl) < S(f, Dg) a S(f‘7 D2) < S(f, Dl).

(1)



6.2 Darbouxova definice Riemannova integralu Il

Tvrzeni (2 O monotonii integrélnich sou¢ta T 7.2.5)

Necht f a [a, b] jsou jako vySe a D, D1, D, jsou déleni intervalu [a, b]. Pak
(i) je-li D zjemnénim D, plati

s(f,D1) < s(f,D) < S(f,D) < S(f, D) (1)
(ii) jsou-li Dy a D- libovolna déleni, plati

S(f, Dl) < S(f, Dg) a S(f, D2) < S(f, Dl).

Definice (5 Horni a dolni Riemannuv integral D 7.2.6)

Necht f a [a, b] jsou jako vySe Dolnim Riemannovym integrdlem nazveme Cislo

(R) / Flx) dx = sup (. D)

(supremum bereme pres vSechna déleni intervalu [a, b]) a hornim Riemannovym
integralem nazveme

(R) /lT f(x)dx := irE)f S(f,D).



6.2 Darbouxova definice Riemannova integralu Il

Definice (6 Riemann(v integral D 7.2.6)
Pokud plati (R) [ f(x)dx = (R) [ f(x)dx, tuto spoleZnou hodnotu
nazveme Riemannovym integrdlem a znadime ji

(R) /  Flx) dx.

V tomto pfipadé také fikdme, Ze f je riemannovsky integrovatelnd na [a, b].



6.3 Kritéria existence Riemannova integrélu |

Lemma (1 Kritérium existence Riemannova integralu L 7.3.1)
Necht f: R — R je omezend na [a, b]. Pak

b
existuje (R)/ f dx = Ve > 03D S(f,D)—s(f,D) <e.
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Lemma (1 Kritérium existence Riemannova integralu L 7.3.1)
Necht f: R — R je omezend na [a, b]. Pak

b
existuje (R)/ f dx = Ve > 03D S(f,D)—s(f,D) <e.

Véta (2 O riemannovské integrovatelnosti monotonni funkce V 7.3.3)

Necht funkce f: R — R je monotonni na [a, b]. Pak je zde riemannovsky
integrovatelna.
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Lemma (1 Kritérium existence Riemannova integralu L 7.3.1)
Necht f: R — R je omezend na [a, b]. Pak

b
existuje (R)/ f dx = Ve > 03D S(f,D)—s(f,D) <e.

Véta (2 O riemannovské integrovatelnosti monotonni funkce V 7.3.3)

Necht funkce f: R — R je monotonni na [a, b]. Pak je zde riemannovsky
integrovatelna.

Véta (3 O riemannovské integrovatelnosti spojité funkce V 7.3.5)
Necht f: R — R je spojitd na [a, b]. Pak je zde riemannovsky integrovatelna.



6.3 Kritéria existence Riemannova integrélu Il

Véta (4 O riemannovské integrovatelnosti funkce spojité az na kone¢né
bodi V 7.3.6)

Necht f: R — R je omezend na [a, b] a spojitd na [a, b] \ K, kde K je kone¢nd
mnoZina. Pak je f na [a, b] riemannovsky integrovatelna.



6.4 Ekvivalentni definice Riemannova integralu |

Definice (7 Riemannovy integralni sou¢ty D 7.4.1)

Necht D = {x;}/_q je déleni intervalu [a, b]. Normou déleni D nazyvame Cislo

v(D) := ie{n;ﬁ):ﬁ}(x,' - Xj-1).

Déle definujeme mnozinu
N(D) = {6 = (€1, &0) €R": & € [g1,x]Vj € {1,...,n}}.

Necht f: R — R je omezend na [a, b]. Riemannovym integrdlnim souctem
(odpovidajicim funkci f, déleni D a sadé vyznaénych bodt £ € N(D)) nazveme
¢islo

o(f,D,€) = Z F(&) (5 — xi-1)-



6.4 Ekvivalentni definice Riemannova integralu Il

Definice (8 Riemannova definice integralu D 7.4.3)
Necht § > 0. Oznacme

Us :={(D,&): v(D) < 6 NE € N(D)}.
Necht f: R — R je omezena na [a, b] a A € R. Pak piSeme, Ze

V(IEI)';nﬁ)OU(fy D’ 5) = A7

jestlize
Ve >030 >0 (D,§) elUs = |o(f,D,&) — Al <e.

Cislo A je potom hodnotou Riemannova integrélu f pres interval [a, b].
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Pozndmka (P 7.4.4)

Konstrukee veli¢iny lim,py_,o o(f, D, &) probéhla velmi podobnym zpiisobem
jako definice limity, a proto se da dokazat (udélejte si sami jako uZitedné
cvideni) drobnou modifikaci nasich postupll z pfedchozich kapitol:

(i) verze Heineho véty

V(Bﬁlo”(f’ D,)=A

= “T o(f,D*,£¥) = A kdykoliv posloupnost déleni {D*}72,
—+o00

spliiuje »(D*) — 0 a £ € N(D*)Vk € N.
(ii) verze B—C podminky

li f,D istuje vlastni
V(El)r)Tl)OO'( , D, &) existuje vlastni

< Ve>035>0 (D&, (D& eUs = |o(f, D, €") — o(f, D*,€%)| < e.



6.4 Ekvivalentni definice Riemannova integralu IV

Pozndmka (P 7.4.4)
(iii) verze aritmetiky limit (bez soucinu a podilu)
Necht lim,(p)—0 o(f,D,§) = A, lim,py00(g,D,£) = B a A € R. Pak

li f D,§)=A+B li A, D, &) = MA.
Jdim o(f+gD.&)=A+ a  lim o(M.D.¢)
(iv) verze zachovéni nerovnosti pfi limitnim pfechodu

Necht lim,(p)_o o(f,D,&) = A, lim,p)o0(g,D,§) = B a existuje 6 > 0
takové, ze o(f, D, &) < o(g,D,§) naUs. Pak A < B.
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Pozndmka (P 7.4.4)
(iii) verze aritmetiky limit (bez soucinu a podilu)
Necht lim,(p)—0 o(f,D,§) = A, lim,py00(g,D,£) = B a A € R. Pak

V(IDlgrLOU(f +g,D,§)=A+B a u(IDISn—mU()\f’ D,€) = )A.

(iv) verze zachovéni nerovnosti pfi limitnim pfechodu
Necht lim,(p)_o o(f,D,&) = A, lim,p)o0(g,D,§) = B a existuje 6 > 0
takové, ze o(f, D, &) < o(g,D,§) naUs. Pak A < B.

Véta (5 Ekvivalence Darbouxovy a Riemannovy definice V 7.4.5)
Necht [a,b] CR a f: R — R je omezend na [a, b]. Pak

b
(72)/ fdx=A lim o(f,D,€) = A.
a v(D)—0



6.4 Ekvivalentni definice Riemannova integralu V

Definice (9 P 7.4.7)
Necht f: R — C, f = fi + ifs, kde fi, ,: R — R. Potom definujeme

(R)/abfdx - (R)/abﬂdx—ki(R)/abfzdx

za predpokladu, ze integraly na pravé strané existuji.



6.5 Vlastnosti Riemannova integralu |

Véta (6 O Riemannové integrdlu sou¢tu a ndsobku V 7.5.1)

Necht a € R a f,g: R — R jsou riemannovsky integrovatelné na (a, b). Pak
() (R) [(F +g)dx = (R) [ fdx + (R) [, g dx

(i) (R) [P af dx = a(R) [7 f dx.
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Véta (6 O Riemannové integrdlu sou¢tu a ndsobku V 7.5.1)

Necht a € R a f,g: R — R jsou riemannovsky integrovatelné na (a, b). Pak
() (R) [(F +g)dx = (R) [ fdx + (R) [, g dx

(i) (R) [P af dx = a(R) [7 f dx.

Véta (7 Monotonie integrélu, integral z absolutni hodnoty V 7.5.3)
Necht funkce f, g: R — R jsou riemannovsky integrovatelné na (a, b). Pak
(i) plati-li f < g na [a, b], je (R) [ fdx < (R) [ gdx

(ii) funkce |f| je riemannovsky integrovatelnd na (a, b) a plati

I(R) fab fdx| < (R) fab |f|dx. Toto tvrzeni plati i pro f: R — C.



6.5 Vlastnosti Riemannova integralu Il

Véta (8 Aditivita Riemannova integralu vzhledem k integraénimu oboru V
7.5.4)

Necht f: R — R omezend na [a, b] a ¢ € (a, b). Pak

() (R)J) fdx = (R) J; fdx +(R) [ fdx

(i) (R) [P fdx = (R) [{ fdx+(R) [’ fdx

(iii) (R) fab fdx=(R) [ fdx+(R) fcb f dx, pokud m4 alespori jedna strana
smysl

(iv) pokud a < o < 8 < b a f je riemannovsky integrovatelnd na [a, b], je
rovnéZ riemannovsky integrovatelnd na [, (3].
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Véta (8 Aditivita Riemannova integralu vzhledem k integraénimu oboru V
7.5.4)

Necht f: R — R omezend na [a, b] a ¢ € (a, b). Pak

() (R) [} fdx=(R) [{ fdx+(R) [ fdx

(i) (R) [, Fdx=(R)[] fdx+(R) [’ fdx

(iii) (R) fab fdx=(R) [ fdx+(R) fcb f dx, pokud m4 alespori jedna strana
smysl

(iv) pokud a < o < 8 < b a f je riemannovsky integrovatelnd na [a, b], je
rovnéZ riemannovsky integrovatelnd na [, (3].

Véta (9 Zména v koneném poctu bodi neovlivni Riemanniv integral V
7.5.8)

Necht f,g: R — R, f je riemannovsky integrovatelnd na [a,b] CR a f = g na
[a, b] \ K, kde K je koneénd. Pak

(R)/abgdx _ (R)/abfdx.



6.5 Vlastnosti Riemannova integrdlu Il

Véta (10 Vztah Riemannova a Newtonova integrdlu V 7.5.9)

Necht f: R — R a necht [a, b] C R. Existuji-li (R) fab fdx a (N) fab f dx, pak
se rovnaji.
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Véta (10 Vztah Riemannova a Newtonova integrdlu V 7.5.9)

Necht f: R — R a necht [a, b] C R. Existuji-li (R) [ f dx a (N) [ f dx, pak
se rovnaji.

Véta (11 Takzvand hlavni véta diferencidlniho a integralniho poctu V
7.5.15)

Necht f a F jsou jako vySe. Pak

(i) funkce F je spojitd na [a, b]

(i) je-li f spojitd v xo € (a, b), plati F'(xo) = f(x0) (analogicky pro
Jednostrannou spojitost v krajnich bodech a jednostranné derivace).
Speciilné, je-li f spojitd na (a, b), pak F' = f na (a, b).



