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2 MILAN POKORNY

1. Uvob

Cilem tohoto kurzu je seznamit se s dalsimi vlastnostmi feSeni Navier—Stoke-
sovych rovnic. Tento kurz navazuje na pfedndsku vénované matematické teorii
Navier—Stokesovych rovnic. Proto vSechny dulezité pojmy a zdkladni vysledky lze
nalézt v u¢ebnim textu [7]. V ném se vénujeme piedevsim pojmum slabého a Leray—
Hopfova FeSeni (tj. slabé FeSen{ spliiujici energetickou nerovnost). Nyni se budeme
vénovat predevsim tzv. vhodnému slabému teseni. Tento pojem je vyhodny pro
studium castecné regularity a pro lokdlni vysledky. V druhé ¢ésti se pak budeme
vénovat vybranym novym vysledkum souvisejicim s regularitou feSeni. Pfesnéji,
v kapitole 2 zavedeme pojem vhodného slabého feSeni, dokazeme jeho existenci a
nékteré zékladni vlastnosti souvisejici s ¢astec¢nou regularitou feseni. Tato Cast je za-
lozena predevsim na ¢lancich [1], [4] a [6]. Nésledujici kapitola pak vychdzi z ¢lanku
[8]. Ukézeme, ze pokud je tlak piislusny danému slabému feseni Cauchyovy tlohy
omezeny zdola, pak je feSeni tak hladké, jak umoznuji data tlohy. Posledni ¢ést, vy-
chdzejici z [2], ukazuje totéz za predpokladu, ze slabé feseni pati navic do prostoru
Lo(0,T; (L(R3))?).

Nejprve ale piipomeneme, co vime o Navier-Stokesovych rovnicich. Pro Q ¢ RY
hledame

u: (0,7) x Q —RY,

p: (0,T) x Q>R

takové, ze

o Vu-AutVp=tf

8t+u u— u -+ p= } V(O,T)XQ,
(1.1) divu=0

u(0,z) = ug(x) v Q,

u(t,x) =0 na (0,T) x 9.

Protoze existence klasického feSeni nenf ziejmad, studovali jsme slabé feSeni:
we L=(0,T; (L*(Q)N) N L*(0,T; Wy 3, ()

takové, ze

Ou X
E € Lq(O,T; (W()lﬁw(ﬂ)) )7 g=1
Ju
<E,Lp>+ (u-Vu)-pdr+ | Vu:Vedr = (f,¢)
Q Q
V‘P € W()l,glv(Q)
as.v.te (0,T). Navic
Ii . = . L)V,
Jin [uepde= [wpde Ve (£2@)
Uvédomme si, ze
e uc C([0,T); (L?(2))N) = splnéni pocdteéni podminky déva smysl
e ze slabé formulace vypadl tlak = je tfeba védét, zda lze tlak rekonstruovat.
Co se tyka slabého feseni, dokazali jsme nasledujici vysledek:
Véta 1.1. Necht’ Q@ C RY je omezend oblast, N = 2,3, ddle mé&jme pravou stranu
f e L2((0,T), (W=L2(Q)N) a pocdteéni podminku ug € L3 4 (). Potom existuge
alespori jedno slabé Teseni (1.1); toto Tedend navic spliuje energetickou nerovnost:

1 t 1 t
(12) 1 |u(t,~)|2dx+/ / |Vu|2dxd7§f/ |u0(t,-)|2dx+/ () dr
2 Ja 0 Jo 2 Ja 0
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pro s.v. t € (0,T) (pricemZ zménou na mnoziné miry nula lze dosdhnout toho, aby
nerovnost platila Vt € (0,T)).

Navic, je-li N = 2, pak toto Teieni je jediné na tiidé slabijch feseni. Dale,
pro N = 2, je-li Q € C?, ug € Woljw(Q) a f € L2(0,T;(L?%(2))?), pak u €
C([0, 7] (WH2(2))*) N L*(0,T; (W*2(Q))?), G¢ € L*(0,T;(L*(2))).

’ ot
Pro piipad N = 3 jsme analogicky vysledek nedostali. Zde
e Plati pouze energetickd nerovnost.
e Jednoznac¢nost neni obecné zfejma, plati jen na tiidé slabych feseni spliu-
jicich energetickou nerovnost a musime navic pozadovat
2 3
uc LY0,T; (L5 (2))%) sl
S
(dokazovali jsme pouze pro s > 3).
e Regularita neni zfejma, plati jen: je-li Q € C?, £ € L?(0,T;(L*(Q)))3,
1,2 .
uo € Wy 35, (€2) a navic

uc LY0,T;(L5(Q))%) +

| N
w | W

<1,

pak
u e C([0,T); Wy 3, (2) N L2(0, T; (W>2(Q))%)
(opét jsme dokdzali jen pro s > 3; piipad s = 3 bude dokdzdn v kapitole
4).
Otézka existence tlaku je také zna¢né netrividlni. Videéli jsme nékolik metod, jako
nejvyhodnéjsi se ovsem ukézala metoda regularity evoluéniho Stokesova problému,
tzn. uvazujeme tlohu

ov
o AVt Yr=eg )%
divv=0

1.3
43 v(0,z) = up(z) v Q,

v(t,z) =0 na (0,7) x 9.
Potom, je-li € C’2 g € LY0,T;(L5(Q)N), up je dostatecné hladkd (napi.
(Wheo(Q))N), pak ||5 V2, Yl rine ) < CUIglLeor: (L2 (@)N)> ).
Pokud polozime g = f —u- Vu, pak diky jednoznacnosti feseni Stokesova problému
méme totéz i pro u fedeni (1.1). Specidlné tedy pro f a ug dostateéné hladkou
VPl Lo,y e@))v) < C(F, 10, [[u- V[ o,7; 20 @))v));

ti. Vp € LY(0,T; (L*(Q))V), kde 2+ X < N+ 1, 1<s< &5 a N =23
Pokud navic nanormujeme tlak tak, aby

/ p(t,-)dx =0 pros.v. t € (0,T),
Q

pak pro N = 3 mame
p € L0, T (L*(2)™)

pr0%+%§3 < s < 3; specidlné pro t = s = 2

3
p e L((0,T) x Q).

IToto Feseni spliuje energetickou rovnost a u € C([0, T); (L2(2))?).
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2. VHODNE SLABE RESENI

2.1. Zakladni pojmy. Diive nez se pustime do definice vhodného slabého fesent,
provedeme formdlni odvozeni. Vezméme ® € C§°((0,T) x Q) a formdlné nasobme
(1.1) 2®u a integrujme pres (0,t) x Q, t < T. Potom

t
//— uddzdr = //g|u|2<1>dxd7'
0 Jo Ot

t
= [ [ asdrs [ upe e .
o Ja ot Q
t
2/ /(u-Vu)-uq)d:EdT
0 Q

t
//u~V|u|2<I>dxdT
0o JQ
t t
—2//(Au-u)<1>d;vd7 = 2//\Vu|2<l>dxd7
0 JQ 0 JQ

t
= —/ /|u|2u~V<I>da:dT,
0 JQ
t
+2/ (Vu-u) - Vodadr
Q
t t
= 2/ / \Vu|2<I>dxdT—/ / lu?A® dzdr,
Q

t
2/ Vp-uddxdr = —2/ /pu Vo dzdr.
0 Ja Q

Celkem tedy méme V® € C§°((0,T) x Q) a V¢t € (0,T):

/|u| )dx—i-Z/ /|Vu\ @dxdr—/ /|u\ —+A<I>>d:cd7-

// (Jul® + 2p)u - VCIJd:chJr/ /2f u® dz dr.
0o JQ

Podobné jako u slabého Teseni nelze ocekavat splnéni rovnosti, ale pouze nerov-
nosti. To nas privadi k nésledujici definici.

Definice 2.1. Necht' f € L2(0,T;(L%(Q))3) + LY(0,T; (L*(Q))?), @ C R3 je

omezend oblast. Potom dvojice (u,p) se nazyvd vhodnym slabym fe§enim Navier—
Stokesovjrch rovnic, jestlize

e (u,p) 5plnuje rovnice (1.1) ve smyslu distribuci, tj. plat{

T
// dxde /u®u V(pdxde// -Apdzdr
0o Ja

T
—/ /pdivgodxdT:/ /f-cpdde Y € (C5°((0,T) x Q)3
0o Ja 0o Jo

/u~V1/;d:c:0 pros.v. t € (0,T) a Vi € C§°(2)
Q

o ue L2(0,T; Wy i, () N L0, T (L2())), p € LE((0,T) x Q)
e V& € C5°((0,T) x ), @ > 0, je splnéna zobecnénd energetickd nerovnost:

(2.1)
/|u|2(t,.) )dx+2/ /|Vu\ <I>dxd7-</ /|u\ 7+A<I>)dxd7—
Q
—|—/ /(|u|2+2p)u-V¢>dxdT+2/ /f~u(I>dxd7-
o Ja o Ja
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pro s.v. t € (0,7).

Poznamka 2.2. Ve formulaci se nevyskytuje pocateéni podminka. Protoze na za-
kladé prvnich dvou bodi vime, ze u € C([0,T); (L*(Q))3), 1ze v tomto smyslu
predpokladat splnéni pocatecni podminky. Protoze pro pfesnou charakterizaci pro-
storu, z néhoz potfebujeme vzit ug, by byly potfeba jisté specialni interpolaéni
prostory, budeme nadéle predpokladat, ze ug je dostatecné hladké funkce.

Nasim cilem bude dokéazat nasledujici dva vysledky:
1) Za jistych predpokladi na ug, f, Q existuje alespon jedno vhodné slabé
feSeni.
2) Mnozina pfipadnych singularit feSeni ve smyslu Definice 2.1 je dostatec¢né
mala.

Podminky, za nichz tato tvrzeni plati, budeme precizovat pozdéji.

Poznamka 2.3. Vse, co jsme délali na omezené oblasti, lze s trochou préce udélat
i pro neomezené oblasti, napt. R?, vnéjsf oblasti, ale i oblasti s nekompaktnimu hra-
nicemi apod. Tim se nebudeme zabyvat, stejné jako vynechame piipadna zobecnéni
pro N > 4.

2.2. Existence vhodného slabého teSeni. Nasim cilem je dokazat nasledujici
vétu.

Véta 2.4. Necht’ omezend oblast Q C R3 je tiidy C?, ug je dostatecné hladkd,
a necht’ £ € L2(0,T; (L3 ())?). Potom ezistuje alespoii jedno vhodné slabé Feseni
Navier—Stokesovijch rovnic.

Poznamka 2.5. Piedpoklady na f lze modifikovat, napt. f € L%(O,T; (L%(Q))‘g) N
LY0,T5(L*(2))%).

Uvazujme misto (1.1) rovnici

88711:“‘(115)5'Vu‘s—Au‘s—i—Vp‘s:f v (0,T) x ,
(2.2) divu® =0
W’ (0,2) =ug(z) v Q,
w’(t,z) = 0 na (0,T) x 69,
kde
(00)s(t, ) = (w5 + B)(t, 7) = 5%/11{ (5 )att ) dy
pro

u(t,y) =u’(t,y) proyeQ, u(t,y) =0 proy ¢ N,
w(+) standardni regularizacni jadro, 0 < t < T. Protoze u’ = 0 na 99Q ve smyslu
stop, je u(t,-) € (WH2(R?))3. Proto také

. 1 — Y\~
div(u®)s(t, x) = dlv(s—3 /]R3 w(L 5 y)u(t,y) dz
55 [ (S utn s =5 [ 30 (U Yty as
i=1 i=1

1 T—=Y\ ,. ~ _
_ﬁ/st( 3 )dlvu(t,y)dx—O.

To ndm zarucuje, ze dulezitd podminka pro ziskani apriornich odhadu je zachovéna.
Navic je pro

we L0, T3 (L(Q))°) N L2(0,T: (W'(2))%)
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funkce
()5 € L=(0, T3 (L*(2))*) N L(0,T; (W (Q))?),
v prostorovych proménnych dokonce hladka. Proto mame

Lemma 2.6. Necht’ § > 0 a necht’ jsou splnény predpoklady Véty 2.4. Potom
existuje alespon jedno slabé TeSeni systému (2.2) ve smyslu definice slabého Tesent
Navier—Stokesovijch rovnic.

Drikaz. Nebudeme ho provadét detailné, protoze v podstaté jenom kopirujeme ana-
logicky dikaz pro Navier—Stokesovy rovnice. Proto jenom nazna¢ime zdkladni ideu.

Krok 1: Galerkinova aproximace — je zcela analogicka jako u Navier—Stoke-
sovych rovnic, jen je mirné modifikovany nelinedrni ¢len, tj. nelinearita je
sice kvadraticka, ale v jiném tvaru. To ale nic neméni na vysledku lokalni
existence na (0, T7.

Krok 2: e Pokud pouzijeme jako testovaci funkci

u’(t,z) = Z I(tyw? (z),

kde {w'}3°, je vhodné béze prostoru Wgﬁiv(Q), dostaneme
1d
2dt
zbytek je zfejmy.
e Analogicky jako v ptipadé Navier—Stokesovych rovnic lze odhadnout
derivaci v ¢ase diky ,hladkosti“ konvektivniho ¢lenu. Dostaneme

Haa“: < C(s),

|5
ot

Co se tyka odhadi nezavislych na 4, ptipomenme, ze

2 + [ Va2 = / £ude < CJf]o][Vu”]s,

L2(0,T5(Wy 3, (2))%)

<C

L3 (0.T(W3 5, (2)")
lusllg <llullg, 1< g <00,
coz je dusledek tzv. Hérmander—Youngovy nerovnosti
lux wsllg < llwslllully = [[wllxllullg,

ObeCIlé pak
u Wsllr = ||Ws u I 17
p q p r

a proto se konvektivni ¢len chovd, pokud chceme odhady nezavislé na §,
presné jako u Navier—Stokesovych rovnic.

Krok 3: Limitni pfechod — stejné jako u Navier—Stokesovych rovnic se po-
uzije Aubin—Lionsovo lemma a fakt, Ze apriorni odhady a silnd konvergence
v L?((0,T)x ) implikujf silnou konvergenci v L?(0,T; L4(2)) pro 1 < ¢ < 6
a LP(0,T; L%(2)) pro 1 < p < oo. (Detaily jsou ponechany étendii za
cviceni.)

O

Jen pro zduraznéni zopakujme, ze piredchozi lemma ndm dava odhad

ou’
[0’ oe 0,152200y3) + V0| 20,712 (2)y379) + Hﬁ

4 1,2 =G,
L3(0,T5(Wy 4 (2))*)
kde konstanta C' nezdvisi na 6.

Dalsim krokem je pirechod § — 0F. Mdme nasledujici vysledek.
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Lemma 2.7. Ezistuje posloupnost 5, — 0% takovd, Ze
wr —~*u v L2(0,T;(L*(N))?),
uwr ~u v L2(0 T, (W 1’2(Q )3),
't suow (LX(0,7) x Q)7
kde u je slabé teseni Navier—Stokesovijch rovnic.

Diikaz. Postupujeme analogicky jako vyse. Jediny netrivialni ¢len je ¢len konvek-
tivni, kde je tieba jisté opatrnosti kvili nelokdlnimu ¢lenu. Vime, ze Vu’» — Vu
v (L2((0,T) x 9))3%3. Proto zbyv4 ukdzat, ze

(u™)s, = uv (L*((0,T) x Q))%,
neboli
wr xws, —uv (L2((0,T) x Q)3

Uvédomme si, ze vime, 7ze us, — u v (L2((0,T) x 2))3, a proto

s 5”(116")57z - UH(L2((0,T)5xQ))3
< (®)s, —u [l(z2o,myx)ys + 0" —ullz2 0,1y xQ))3-
Zbyva pouze ukazat, ze prvni ¢len jde k nule. Tedy

[(u’)s, —u’ %L2((O T)x))3

/ / 5 / x;y)(u%(t,y) *uén(t,x))dy)2dxdt
N /0 /Q /Bl(o) w(z) (u (t 2 = 20,) — u (t, 2)) dz)2 dzdt = I,

a protoze us, — u v (L2((0,T) x Q))3, jsou funkce {u’~} stejné spojité v priméru
v druhé mocniné, tj.

I < / w?(z dz/ / / m(t,x — 20, )—u‘s"(t,x))zdxdtdz—>0
B1(0) B1(0)

pro §, — 0*. O

Zbyva se podivat na existenci tlaku a na zobecnénou energetickou nerovnost.
Pokud pfeneseme konvektivni ¢len na pravou stranu, dostaneme jak pro limitni
Navier—Stokesovy rovnice, tak pro (2.2) nasledujici odhad pro tlak:

IVl 0,752 ())2)

< C(IIfllLe 0,752 (2% + - Vull e, 752 2))%)) + C1(ug),

VP | Lt 0,132 @))%)

< O([Ifllzeo,rsLe )2) + [(u’)s,, - Vu'r (20,7525 ))2)) + Cr(uo).

Volbou t = g as= 1—5 dostavame

on n
[(u®)s, - Vu HLa(OT(L14 (€2))3)

< [’ ")5n||L10(07T;(L%(Q))3)||Vu 220, L2 (0))2x3)

1 4
cll (uén)én ||E2(07T;(L6(Q))3) [ (ugn)én ||EOO(07T;(L2(Q))3) Hvuén |22 (0,75(L2(02))2%3)

<
< konst.,
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a tedy

IVPILS o.riu by < &

Sn
V™11 L5 0.1 B sy S &

coz pfi normovani tlaku

/p5"dx=/pdx20 vt € (0,7T)
Q Q
dava

1Pl 3 0.7y ey = 1

” pén

L3((0,T)xQ) =y,

kde C; je nezavisld na 6,. Proto médme pro limitni problém i pro problém (2.2)
existenci tlaku; pro (2.2) je tlak stejnomérné omezen v L3 ((0,T) x Q), a tudiz
iv L2((0,T) x Q). Tedy limitni dvojice (u,p) je urcité fesenim (1.1) ve smyslu
distribuci. Zbyva dokazat splnéni zobecnéné energetické nerovnosti.

Lemma 2.8. Resend (u,p) spliuje zobecnénou energetickou nerovnost (2.1).

Diikaz. Protoze ()5, je omezend, neni tézké si uvédomit, ze u’» je dobra tes-
tovaci funkce pro (2. 2) s 0 = §,. Presnéji, testujeme 2u5"<I> kde ® je nezdporna
hladké funkece s kompaktnim nosicem v (0, T') x Q. Pokud budeme opakovat vypocet
ze Sekce 2.1, dostaneme

/|u )dx—i—Z/ /|Vu 2@ dadr
oo
512 5012
_ un 7+A<I) dxdT-i-//u"
/O/Q| 8t ) 0 Q|
X ¢
+2//p6”u‘5”-V<I>dxdT+2//f~u5”<1>dxd7'-
o Ja 0o Jo

Tuto rovnost vynasobime funkei ¢(t) > 0, ¥ (t) € C§°(0,T), a budeme integrovat
pres cas, t € (0,T):

/ /\u"| t,-) dz(t dt+2/ / /|Vu"| O dadrp(t) de
5.2 (09 |2 (110
= |u “’\ —+A<I> dzdr + [u|*(u’)s, - Vo dzdr
o tJo Jo ot 0o Ja
t t
+2/ /Pénué" -V@dxdT—b-Q/ /f~u5"<1>d1:d7' P(t)de.
0 Ja 0 Ja

Nyni provedeme limitu pro d, — 0. V prvnim ¢élenu pouZzijeme fakt, Ze us, — u
v (L%((0,T) x Q))3, ve druhém pak Fatouovo lemma. Ve tietim ¢lenu se vyuzije
silnd konvergence (viz Lemma 2.6), ve ¢tvrtém silnd konvergence v L3((0,7T) x Q);
ta plyne z odhadu

wn)s - Vodrdr

2 3
”u”(L% ((0,T)x))3 < ||qu°°(O,T;(L2(Q))3) ”uHZQ(O,T;(LG(Q))?’)’

a z interpolace L3 mezi L? a L%, Vypocet pro (u’)s je analogicky jako difve,
tj. [|(ud)s, —udn l(z3(0,7)x2))s — 0. V patém ¢clenu pouzijeme slabou konvergenci
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PP v L3((0,T) x Q) a silnou konvergenci u® v (L% ((0,T) x €2))3, posledni ¢len je
ziejmy. Proto mame

/OT/Q|u|2<I>dxw(t)dt+2/oT/0t/QVu|2<1>dxdﬂp(t)dt
g/OT/Ot/Qu|2(€gf+A<I>) dxdTw(t)dtJr/OT/Ot/Qu2u~V<I>dxdT1/1(t)dt
+2/0T/0t/gpu-V@dxdrw(t)dt+2/oT/0t/ﬂf-u@dxdﬂp(t)dt,

tj. diky tomu, Ze nerovnost plati Vi € C§°(0,T'), ¢ > 0, dostdvame nerovnost (2.1)
s.v. na (0,7). O

Lemma 2.8 dokonc¢uje diukaz Véty 2.4.

2.3. Césteéna regularita vhodného slabého fedeni. Cilem této kapitoly bude
charakterizovat mnoziny pripadnych singularit vhodného slabého feseni. Nez se
do toho pustime, musime nejprve precizovat pojmy jako je singularni a regularni
bod, a vyjasnit, co rozumime pod pojmy k-dimenzionalni parabolickd mira ¢i k-
dimenzionédlni Hausdorffova mira.

Budeme nadéle predpokladat, ze f = 0. Pro piipad f # 0 odkazujeme na c¢lanek
[4].

Definice 2.9. Necht’ z = (t,z) € (0,T) x Q. Rekneme, Ze z je reguldrni bod vhod-
ného slabého reseni Navier—Stokesovych rovnic na (0,7") x €2, pokud 3Us(z) takové,
7e u € C%*(Us(2)) pro jisté 0 < o < 1. Bod z je singuldrni bod vhodného slabého
feseni Navier—Stokesovych rovnic na (0,7") x €2, pokud neni bodem reguldrnim.

Pozndmka 2.10. Holderovska spojitost rychlosti de facto implikuje i jistou hladkost
tlaku, my se ale touto problematikou zabyvat nebudeme. Jen zminme, ze obecné
nevime, zda u je spojité diferencovatelné i v case, a tudiz nemame plnou regularitu.

Zaved'me nésledujici znaceni (29 = (to,zo) € (0,T) X Q):
Q(zo0,7) = {z = (t,x) € (0,T) x Q; t € (ts —12,tg), x € Br(xo)},
Q*(z0,r) = {z2=(t,2) € (0,T) x QU t € (to— Lr* to+ 2r®), x € Br(z0) }.
Definice 2.11. Necht’ X C R x RV, k € R*. Potom P*(X) definované jako
PF(X) = lim Py (X) = sup Py (X),
6—0 >0
kde
(oo} [ee]
PF(X) = inf{er; XcC U Q(zi,ri), 1 < (5},
i=1 i=1
nazyvame k-dimenziondlni parabolickd mira X (tj. pokryvdme X spoCetné mnoha
parabolickymi cylindry) a H*(X) definované jako
H(X) = lim H5(X) = sup H§(X),
§—0 §>0
kde
HE(X) = inf{zrf; X c B (), i < 5},
i=1 i=1

nazyvame k-dimenziondln? Hausdorffova mira X (tj. pokryvdame X spocetné mnoha
koulemi v RN*1),



10 MILAN POKORNY

Y

OBRAZEK 1. Pokryti parabolického vélce koulemi

Pozndmka 2.12. Plati H*(X) < ¢P*(X), nebot’ pro r < 1 je situace jako na ob-
razku 1, tj. mnozinu pokrytou parabolickym cylindrem pokryji m koulemi o stejném
poloméru, m je konecné a nezavislé na § a k, zavisi ale na N. Proto

mE rf:mg rf:E r;-“
i i j

(neboli mx pokryti cylindry = mx pokryti koulemi = pokryt{ koulemi) a z toho
plyne, ze
m inf { > rE X pokryto cylindry Q(zi, 1), ri < 5}
> inf { Zj r;-“; X pokryto koulemi o poloméru r;,7; < 5}
= mPEX) > HIX), VO<di<I.

Nasim cilem je ukazat nésledujici:

Véta 2.13. Necht’ D C D C (0,T) x Q, Sp = SN D, kde S je mnozina singuldr-
nich bodi, tj. vsech bodi z (0,T) x §, které nejsou reguldrni. Potom P'(Sp) = 0,
tj. jednodimenziondlni parabolickd mira mnoZiny singuldrnich bodu leZicich uvnitr
casoprostorového vdlce je nulovd.

K dukazu Véty 2.13 budeme potiebovat

Véta 2.14. FExistuje €* > 0 takové, Ze pokud

1
(2.3) lim sup 7/ (Va2 dzdt < €,
T JQ*(z0.7)

r—0+

potom 2y je reguldarni bod.

Dukaz Véty 2.14 provedeme v dalsi kapitole. Budeme jesté potiebovat nasledujici
pokryvaci lemma.

Lemma 2.15. Necht’ J je trida parabolickyjch cylindri Q*(z,r), které jsou ob-
sazeny v omezené podmnoziné R x R3. Potom ezxistuje nejvyse spocetnd podtiida
T =A{Q (zi,r:)}2, takovd, Ze

(2.4) QiNQ;=0, i#j

(2.5) VQ* € J 3Qi(zi,ri) e T QF CQf(z,5r).

Diikaz. Polozme Jy = J a postupujme indukei. Méjme zvolené {Q5}7_; a polozme
I ={Q* € 7,Q*NQ; = 0,1 <k < n} (tj. pro n = 0 nedélame nic). Je-li
Tn # 0, zvolme Q41 (2nt1,Tnt1) € Tn tak, ze VQ*(z,7) € Tn: 7 < 3141, Jecli
Jn = 0, pak proces ukonéime a J’ = |JI_, Q7. Je-li proces nekonecny, pak nutné
rn — 0 (jinak spor s omezenosti mnoziny). Z konstrukce je zfejmé, ze vSechny
cylindry v J' jsou disjunktni. Zbyvé ukdzat druhou vlastnost. Vezméme libovolny
Q* = @*(z,r) € J\ J'. Potom existuje n € Ny tak, ze Q* € Jiproi=0,...na
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Q* ¢ Jns1 (jinak spor s r, — 0). Tedy Q* N Qhy1 # 0 ar,y1 > 2r. Provedeme
natazeni z-krat a

3
T Tpt1 2> (1—|—2- 5)7"”“ =4rp1 - x >4,
1 19 19
g(xTnH)Q > (g + Z)r’%*l = §T721+1 = z? > 19.
Tedy staci uvazovat * =5 a Q* C Q1 (2n+1,5Tn+1)- O

Diikaz. (Véta 2.13) Necht’ (u,p) je vhodné slabé feseni a necht’ S je jeho singuldrni
mnozina, Sp jeji prumét do omezené mnoziny D lezici uvniti ¢asoprostorového
véalce. Potom dle Véty 2.14

1
zz(t,x)ESpilimsupf/ |Vu|? dz dt > €*.
Q*(z,r)

r—ot T
Necht’ V je okoli Sp v R x R? a necht’ § > 0 je dostatecné malé. Pro kazdé
(t,x) € Sp zvolme Q*(z,7) s r < § tak, ze
1

T/Q( )|Vu|2dxdt2% 8 Q" (zr) C V.

Podle Lemmatu 2.15 vime, Ze existuje disjunktni t¥ida {QF (z;,7;)}32, tak, ze Sp C

Ui Q: (Ziv 5ri) a

= 2 2 K
o< / |Vu|2dxdt§—*/ Vu?dzdt < —.
i=1 € T JQr(zim) € Jv €

4

Uvédomme si, ze (L* zna¢i ¢tyFdimenziondlni Lebesgueovu miru)

LY(Sp)<CY (Bbry)® <C&*y r <C—,
kde § > 0 lze zvolit libovolné malé, a proto £*(Sp) = 0. Déle, P1(Sp) < Yoo, br; <
e% [y IVu? dz dt pro kazdé okoli V mmnoziny Sp. Protoze Sp mé ¢tyfdimenzionaln
Lebesgueovu miru nulovou a Vu € (L?((0,T) x 2))3*3, mtizeme brat V libovolné
malé, a diky absolutn{ spojitosti Lebesgueova integralu je P*(Sp) = 0. O

Dusledek 2.16. Mnozina singuldrnich c¢asi (tedy casu v (0,T), kde se nachdzi bod
ze singuldrni mnoZiny S) md %—dz’menzz’ondlm’ Hausdorffovu miru nulovou.

Diikaz. Je-li X C R x R3, Yy projekce X na R a PL(X) = 0, pak je Hz(Xx) = 0.
Maéame-li totiz X pokryto spoetné mnoha vélci s polomérem r; < § takovymi,
ze Y, r; = o(1) pro 6 — 01, potom je projekce na ¢asovou osu pokryta spocetné

1
mnoha intervaly délky p; = r? < 6% = A. Potom Y, p? = >, 7; = o(1) pro§ — 0,
tedy i pro A — 0. O

Diisledek 2.17. Jestlize fesent spliiuje Vu € L4(0,T; (L*(Q))3%3) (tj. je splnéno
iue L*0,T;(L%(Q))3)), pak je S prdzdnd.

Dikaz. Necht’ z = (t,x) a pocitejme

t+3ir?
/ |Vu\2dydt:/ (/ |Vu|2dy) dr
Q*(z,r) t—%r2 lz—y|<r
t+ir? 2 1
< C’r(/ (/ |Vul? dy) dT) )
t—1 lz—y|<r

—1pr2
sT
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a tedy
1
limsupf/ |Vu|? dy dt
Q*(z,r)

r—ot+ T
t+3r? 2 1
< C'limsup (/ (/ |Vu|2dy) dT) =0
r—0+t t—Zr2 lz—y|<r
diky absolutni spojitosti Lebesgueova integrélu (integrdl je koneény a zmensuji
mnozinu). O

Pozndmka 2.18. Poznamenejme, ze u € L*(0,T; (L°(2))3) odpovid4 piesné Prodi—
Serrinovym podminkédm, nebot’ 2+ 32 = 1. Obecng, je-li Vu € LP(0,T; (L9(02))3*3),
%4—% = 2, potom je mozno ukazat, ze pro libovolné co > ¢q > %, tedy 1 < p < o0, je
reSeni reguldrni a jediné na t¥idé Leray—Hopfovych slabych feseni; dukaz je podobny
piipadu Prodi—Serrinovych podminek pro samotnou rychlost. Poznamenejme, ze i
Vu € L(0,T; (L% (R?))3*3) implikuje regularitu, nebot’ u € L>(0, T; (L3(R3))3).
Navic, pokud ptedpokladame, ze Vu € LP(0,T; (L4(2))3*3) pro p i ¢ > 2 (tedy
q € [2,3]), potom stejné jako vyse muzeme ukédzat, ze

t+1r2

/Q |Vudea::/i8 p/ [Vl dy) dr
Q*(z,r) t—Zr2 lz—y|<r

t+1r2 P 2
o (o wetan) )

p—2 q—2
< Oor?s S (
t—ZI
8

proto pro 22=2 4 3‘%2, tedy % + % = 2, mdme, Ze mnozina singuldrnich bodu je

r2

préazdna. V prubéhu vypoctu jsme pouzili, ze p i ¢ > 2.

2.4. Dikaz lokalniho kritéria regularity. V této kapitole dokédzeme Vétu 2.14,
ktera nam v predchozi ¢asti umoznila studovat ¢astecnou regularitu. Bez ijmy na
obecnosti, kvili zjednoduseni notace, budeme brét z = (0,0) a misto @* bereme
Q. Pifpad z # (0,0) resp. Q* lze ziskat analogicky. Budeme nadéle psét @, misto
Q((0,0),7).

Véta 2.19. Existuji konstanty ¢g > 0, Cy > 0 takové, Ze pokud pro (u,p) vhodné
slabé Tesent plati

(2.6) / (Juf®* + [p|?) de dt < o,

@1

pak [[ullco.agryys < Co projisté 0 <a <1,0<k<1.
K dikazu budeme potfebovat nékolik pomocnych tvrzeni.

Lemma 2.20. Necht’ (u,,p,) je posloupnost vhodnych slabyjch Teseni Navier—Sto-
kesovych rovnic spliujicich

(2.7) ess  sup / lu, (t,)|* dz < oo,
te(—1,0) / B1(0)
(2.8) / |Vu,|? dz dt < oo,
1
(2.9) / |pn|% dz dt < oo.

Je-li (u,p) slabd (¢i slabd-*) limita (W, p,) v prostorech s vjse uvedenymi normami,
pak (u,p) je vhodné slabé feseni Navier—Stokesovych rovnic.
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Diikaz. Dukaz je analogicky dikazu Véty 1.1. Potfebujeme silnou konvergenci v
L3(Q1), na to chceme pouzit Aubin-Lionsovo lemma. Potfebujeme tedy odhad na
casovou derivaci. V distributivnim smyslu mame
ou,
ot
a z predpokladi méme omezenost posloupnosti
o Au, v L?(—1,0; (W=12(By))3),
o Vp, v LE(—1,0;(W~13(By))?),
o u, Vu, v Li(—1,0; (L (B)))%),
pFicemz L1i(By) < W13 (By) — W12 (B) = (W,*(B1))*. Nejhors{ informace
je z tlaku. Mame tedy, ze aé‘t” je omezeno v prostoru Lz (—1,0; (W12 (By))3).
Pouzitim Aubin-Lionsova lemmatu (W'2(B;)—<L3(B;) < W12 (By)) dosts-
vame u,, — u v (L2(Q1)) coz spolu s omezenosti u, v (L% (Q1))? davd u, — u
v (L9(Q1))% pro 1 < ¢ < 9 tj. i pro ¢ = 3. Zbytek dikazu je ziejmy.

=Au, —u, - Vu, — Vp,

O

Lemma 2.21. FEzistuje ¢ > 0 takové, Ze pokud le (|u\3 + |p|%) dxdt < e pro
(u,p) vhodné slabé teseni Navier-Stokesovyjch rovnic, potom

3 2
|2

- lu—uy? |p — po(t) 3
(2.10) (6 5/ B0 dedt)” +0(0- / W= Pol) e at
( 0, 0% ) ( 0, 0% )

6

1 3 5 3
<= 3 2
< 2((/@ Il dxdt) +(/Ql Ip) dxdt) )
pro jisté 0 € (0,1) (Ize brdt 6 € (0,0), Qz@z, 0<0<0<1)aage(0,1), kde

(2.11) up =07 [ u(r,y)dydr,  pe(t) =07 | p(t,y)dy, —072<t<0.
Qo B
Diikaz. Tvrzeni budeme dokazovat sporem. Necht’ existuje posloupnost ¢; — 07

tak, ze €; = ||ug|(Ls(0,) )3+Hp1||L2 @1) , kde (u;, p;) je posloupnost vhodnych slabych

feseni, a necht’ zdroven (2.10) neplati pro zadné 6 € (0,1) a pro dvojice (u;,p;),
i € N. Oznacme U; = 2£ a P; = & Tyto veliciny spliuji ve slabém smyslu

oy,
ot

U, - VU, — AU, + VP, =0,
divU; = 0;

navic to je ziejmé vhodné slabé feSeni, a je tak splnéna zobecnénd energeticka
nerovnost pro kazdé ® € C§°((—1,0] x By),® > 0 ve tvaru

/ (¢, )| (1, )I2dz+2/ /B<I>|VU|2dxdt

//|U 2(+A<I>>dxdt+/ / (2P + &|U ) U, - V@ dz dt.
B -1JB;

Mame ||Uq|(z3(Q.) < 1, || Bl L3 @) < 1, tedy také mdme, ze U; je omezeno v
1

L?SZ((—LO};( e(B1))%) a v L3,.((=1,01; (W2(B1))%); proto t67 v (L3, ((—1,0] x

B1))3. Pouzitim podobného postupu jako v ditkazu Lemmatu 2.20 dostaneme
U, —U v (LQ)
P,—~P v L:Q),
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a také

10

U, —-U v (L. ((-1,0]x By))*prol1<¢q< 3

loc
kde dvojice (U, P) tesi ve slabém smyslu

oU
A P=0
5 ~AUSV :

divU = 0.

Ze slabé zdola polospojitosti norem dostavame ||Ul|(zs(g,))s < 1, ||P||L%(Q ) <
1

1. Nyni muzeme vyuZzit znalosti o Stokesové problému, specidlné toho, ze U je

holderovsky spojitda funkce v ¢ase, feknéme s exponentem 2aq, a lipschitzovsky

spojita v prostoru. (Dukaz je technicky, ale v podstaté standardni a dobfe zndmy.)

Proto mame
11
675 [ [U-UgPdedt<Co® [ (620 +06)°dzdt < =6
Qo Qo 25°

volbou dostateéné malého 6 < 1. Navic médme U; — U v (L} .((—1,0] x By)?, a
proto

1
(2.12) 0% [ |U; = Usp|* dedt < 6
Qo 5

pro dostatecné velké ig, i > ig.
Nyni uvazujme tlak. Mame
ouk aU!
< 8%1 8$k.
Muzeme tedy psat P; = h; + g;, kde h; je harmonicka funkce v B% prot € (—1,0),
a g; spliuje

oUF oU}!
A = —€ 7 7
g ¢ 81;1 8xk
;=0 na 83%.

v Bz,
3

Polozme

h,’ﬁ(t) = 073 hi(t, 1‘) dl‘,
By

gin(t) = 9_3/ gi(t, z) da.
By

Potom mame

/|PZ-—PZ-$9|%dxdt§C(/ |hi — hig|? dadt
Qo Qe

+/ |gi|gdxdt+/ |gi,9|%dxdt>.
Qe Qe

Nyni

3
2

/|gi|%dxdt+/ \gi,g|%dxdtgcei/ U, da dt
Qo Qo Qo

+/ -3 </ |gi(t7y)|302dy> d:cdthei%/ UJ? dz dt,
Qe By Qo

kde jsme pouzili Holderovu nerovnost s jednickou a také Fubiniho vétu. Déle

/ |hi — hig|? dzdt < C6%63,
Qo



REGULARITA RESENI NAVIER-STOKESOVYCH ROVNIC 15

protoze h; jsou harmonické funkce, tedy hladké v prostorovych proménnych. Na-
vic jsou stejnomérné omezené v L%(—l,O;L%(B%)), protoze g; i P; jsou takové.
Dohromady tak

930

2
: 3 1
9(0—5/ P, —Pi9|%dxdt)3 <CO03 +CebF < 2
Qe 7 5

pro dostate¢né malé ¢; a vhodné 0. Celkem tedy

(o [ 1= ot
Qo feo

coz vede ke sporu. O

2
3

de dt) +9(9 /Q“Di_aj’gdxdt) gg,

6

Nyni uz pfistoupime k diukazu Véty 2.19.
Diikaz. (Veta 2.19) Necht’ [, (luf® + Ip|?) dz dt < €. Tedy

1 2
3
(/ u|3dxdt) +</ p|? dxdt) <&
1 1

pro €y malé. Definujme
u;(t,z) = o~ (u(6°t, 0z) — uy)
pat,x) = 015 (p(0°t, 0x) — py(6°1)).

Piepocitame jednotlivé diferencidlni vyrazy:

%(t,m) g‘T‘ (6%, 02)9>~
u; - Vuy (t,z) = u- V,yu(6t, 91)91*7 —uy - V,u(6%t, Gx)GI*MTO nebo jinak
u; - Vuy (t,z) = u- V,yu(6t, 9:10)9 =55 up - qul(hx)e_%o

Au, (t, ) = Ayu(0?t,02)0° =

Vpi(t, ) = V,p(6*t, 030)92_T

a z Navier—Stokesovych rovnic pro (u,p) dostaneme rovnici pro (uy, p1)
81,11

W—i—&(ue—kg u1>~Vu1+Vp1—Au1:O VQl.

Pouzijeme Lemma 2.21 pro dvojici (u, p):
—ul? 5 - 3 i1
(9_5/ lu(t, ) — uy| dxdt) +9(9_5/ lp(t, z) — po(t)] dxdt) s
Qo g Qo g 2

Substituci x = fy, t = 027 mame (7,9) € Q; a

1 o 2 1
([ tlayar) +o( [ naie - mayar)’ < J&
Q1 Q1

protoze je mocnina u 6 zaporna a 6 < 1, je také
1 2
3 1.
([ ePaar) + ([ mrpltaar)’ <a
1 1
Nyni chceme pouzit podobné lemma jako Lemma 2.21 pro (uy,p1) a pro 6 € (6,0),
0= °. Limitn problém je zde
oU,

5 Tb- VU~ AUy + VP, =0,

divU, =0
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pro b = (u)y konstantni vektor. Nen{ to tedy Stokesuv problém, ale médme stejné
vlastnosti feSeni, specidlné také holderovskou spojitost. Poznamenejme, ze mame
téz div(ug - Vu;) = 0. Nynf

-5 lu — g pf? _ p—10 [u—ugp|?
0 . ) Qg2 . )
— t bl = « _ t 5 2
9(9*5/ I = pPro(®)] dwdt)’ = >+ (9*10/ Ip = pex(B)] dedt)’,
) g Qg2 g0

a proto iteraci dostaneme
(2.13) r%/hkmﬁmagcmm vr € (0,8),
coz implikuje holderovskou spojitost — viz nize. O

Poznamka 2.22. To, ze je u holderovsky spojita, plyne z teorie Morrey—Campanato-
vych prostoru. My je zavddét nebudeme, jen ukdzeme, jak se holderovska spojitost
dokéaze. Mame

1 _ _
m/ [u— u(to,zO);T|3 dedt <C, a9 >0,r€(0,0),(to,z0) € Qg,
Q((tOv'f'o):T) 1
0<B<1, Uygwo)r = T4 udx dt.
|QT‘ Q((t0.20),m)
Pracujme pro jednoduchost s (tg,z¢) = (0,0). Pro Ry = g, Rty = % mame

~—

‘uRi —UR; 4, |3 <C (|uRi - u(t’x”g + |11(t,$) —UR; 4, |'3

a po integraci fQR dz dt
i1

|uRi - uRq‘,+1 ‘3

<crzy( /Q jun, — u(t, o) dedt + [

R; QRi+1

lu(t,z) — ug,,,[*dz dt)

< CR™.
Proto
n
U, — ug,,,| <CY BR3P0/t < RGO,
=1
Podobné téz
lug, — g, | < CRY/S.

Odtud vidime, ze ug, je cauchyovska posloupnost, a tedy existuje lim, .~ ug, = U,
kterd je rovna u(0,0).2 Proto

|u(0, O) — u((],());R‘ S CR%Q

Celou konstrukei 1ze provést pro skoro vSechny body ¢asoprostorového valce, pri-
¢emz odhad vyse je stejnomérny vzhledem k (t,z) € @,. Mame tedy pro R =

|21 — 22| = max{|z1 — z2|, \/|t1 — ta|}

[u(z1) —u(ze)| < [u(21) — uz2r| + Uz 2R — Usyor| + [Uzy2r — u(22)].

2Ve skuteénosti je limita pro s.v. (t,z) € QT rovna u(t, z). Bez Gjmy na obecnosti predpoklé-
dédme, ze (0,0) je takovy bod.
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Prvni a tfeti ¢len lze odhadnout shora vyrazem CR%O, zatimco druhy ¢len odhad-
neme pomoci Holderovy nerovnosti

|u21;2R - u22;2R|

1
<[ har-u@idst [ jugen - ) ds)
|S| Q(2z1;2R) Q(22,2R)

< C%R%(“%)RE’% —CR¥,

w‘g

kde S = Q(z1,2R) N Q(z2,2R). Proto

20

lu(z1) —u(z2)| < CR% < Clzy — 22|73 .
Holderovska spojitost je dokdzana.
Zaved'me nyni nasledujici znacent:
1 2
A(r)= sup - |ul® de,
—r2<t<0 T JB,

B(r) = %/ Vu[? dz dt,

(2.14) | @
3

C(r) = T—Q/ |ul® dz dt,

T

1 3
D(r) = TQ/Q ipl? de dt.

Lemma 2.23. Pro 0 <r < p platd
r\3 3 P\3 3 3
. < — - .
(2.15) o) <K[(5) A%+ (2) 4t (BH )]
Diikaz. Oznatme f, = IBilp| pr f dz. Potom

[, et [ (o TPy de s [ TP, ar

T

< [ P~ TPy o+ [ TaPda

P ™

3
<K | v<|u|2>|dx+(r) JRERE
B, P B,
< Kp/
B

3
|u||Vu|dz + (r) / lu|? dz,
p B,
diky Poincarého nerovnosti

/ |w — Wgq|dx < (diam Q)K/ |Vw|dz,
Q Q

P

kde konstanta nezavisi na 2. Proto

/& u2d$§Kp</Bp u2dm)%(/Bp|Vu|2dx)é + (%)3/3 lu|? dz

< kptatp)( [ vapar)’+ (D) )
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Déle

/BT |u|3dm§K(/Br |‘1|201316)131(/BT|u|6dgc)132
SK(/ |U|2dx)?‘(/ |Vu|2dx)% +K(r)(/ ‘U‘de>%7
Br B,

kde pro kouli B, C R? lze konstantu K (r) lze uré¢it pomoci skalovani:

/31 |w|3dx§K(/Bl |w|2dx)i(/31 |wa|2da:)2+K(1)(/Bl |w|2dx)%,

w(z) =u(rz), y = rz, Vo = rV,. Tedy

r

Sh
>
E
¥
oL
8
N—
oo
/N
Sa
<
£
N
o,
8
N—
IN%)
+
3 =
/N
\
2
)
oL
8
N—

Nyni budeme integrovat pies cas ffrz -dt:

/QT |u|3dg;dt§K[/0 (/Bp|vu|2dx)idt(piAi(p)+'O?Ali(p» +LA%(p)}

< Ko} (/Q Vul? dz dt) i (p%A%(p) + éA%(p)) + K%A%(P)~

Odtud

w

r 3 3 3
C(r) < K5 A% (p) + K AR ()

e
—~
s
>

—
—
3D
~—
_|_
~
ARS
~—
w
—_

[NI5Y

P

3
L+ < 25, ¢imz konecné dostavame
r2

a protoze p > r, je

T 3

() < K[(;)?’Awp) +(2) 418l ().

Dukaz je hotov. O

[V

Lemma 2.24. Pro 0 < r < p plati

(2.16) () < K[(2) At (B (o) + LD(o)].

r
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Drikaz. Vime, ze tlak lze psat jako p = p1 + p2, kde
Ap, =0 vB,
Ap; = —divdiv (u®u —m) v B,
p1 =0 nadB,.

Proto diky Calderén—Zygmundové teorii
3 - 3 %
/ |p1|§dx§K/ \u@u—(u@u)1|§dx§K(/ |V(u®u)|dx) .
By By By
Pomoci Poincarého nerovnosti a skdlovani dostdvame

J

5 3
|p1\%d;z:§K||V(u®u)|\zl(Bp) §K(/ |Vu|\u\dl~>2
BQ

<xptato)( [

By

P

3
|Vu\2dm>4.
Tedy

3 3 3 171 i 3 3
/ |p1|2dwdtSKp4A4(p)p2(*/ \Vul2dmdt) pt = Kp*Ai(p)Bi(p).

3 P

Proto

[ mltavar< k([ plitavaes [ nlidear) < K2 [De)+at 5],
Qp Qp Q

P

Protoze ps je harmonickd v B,, mame

1 3 K 3
7/ |P2|2d5€§*3/ 2| dz,
™ JB, p”JB,

kde K nezavisi na p a r. Toto plyne z véty o stfedni hodnoté pro harmonické funkce.
Je-li %p < r < p, tvrzeni je ziejmé. Proto staci predpokladat, ze r < %p. V tomto
piipadé pro libovolné z € B, a s < %p mame

1
=— ds
p2(7) Tns? /(935@)192(29) Y

tedy

s?|p2(z)|2 < C Ip2(y)|2 dS,,.
9B, (z)

Integrujeme-li tuto nerovnost pres s € (0, %,0)7 dostavame

s C 3 C 3
pff <5 [ iy [ mlta
B1 (x) P JB,
2
Pokud tuto nerovnost integrujeme pies B,, dostavame dokazované tvrzeni. Proto
pror <p
1

K
= |p2|%dxdt§—3/ |p2|%dxdt.
" Jer PeJQ,
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Tedy
1 3 K 3 3
D)= [ tasar< S( [ imltdedrs [ paldoa)
1
7K( /|p1|§dxdt+f—/ |p2|2dxdt)
P 3 3 3 §
< - 1 1 1 1
< K[(2) A1BY o)+ Do)+ 7 AT (0B (o).
p\2 8 3 T
<K[(1) AY)BH () + - DG,
nebot’ 0 < r < p. O

Nyni se muzeme pustit do dukazu Véty 2.14.

Diikaz. (Vety 2.14) Bez tijmy na obecnosti uvazujme zo = (0,0), Q* nahradime Q.
Vezméme 7 < £ a zobecnénou energetickou nerovnost (2.1) s

:1 naQ'I")
¢ =0 na(R™ xR3\Q,,
€ C>® naQ,\Qr,

kdeOS@ﬁlaV’“@Spﬁk k—123¢§ . Potom mame

14 By
(2.17)
sup 1/ a2, )dx+1/ IVu\2dmdt<—/ 2(22 1 a)drat
—r2<t<o Qr at

_|_7/ |u|2 \u| -V@dzdt+7/ 2pu-Vodxdt =71 + I + 3.
Qp

Nalevo méme A(r) + B(r), odhadujeme ¢leny napravo:

K1 2
(2.18) IT,| < ——(/ lu)? dxdt)3p% < K20 (p).
Q r

T p2

Pro druhy ¢len plati (bez jmy na obecnosti predpokladdme, ze p < 1)

IT,| < f;(/Q |u|3dxdt)"l”(/Qp [uf? —W]%dxdt)g

K 1
< lC§(p)/ IV [uf?| dz dt
rps Qp
(2.19) o % . %
< —C3(p) sup (/ |u|2dx) (/ |Vu|2dxdt) (/ 1dt)
rp3 —p2<t<0 VJB, ) —p2
Kp* 1 1 1 1 1 1
S O AR IBE () < K (D) AR 0)BH()CH (),

Odhadneme posledni ¢len

(2.20)  |Ts| < f;(/Qp u|3dxdt>é(/ \p|%dxdt)% gK(g)c%(p)D%(p).

P

Dohromady dostdavame

(2.21) A3(r) < K[(g)
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7 Lemmatu 2.24 mame

4
(2.22) D) < K[(2) A¥()B
Proto celkem

Aty + 020 < 1{ (2) )+ (2) " 43 (B3 o)

(2.23) s ) " ,
+H5) D0+ (2) A2 BE0) + (5) Do)}
Nynf pouzijeme (2.23) s r :=r/2, p := r a dostdvéame
(2.24) A3 (5)+D%(5) < K(CO) + A3()B3 () + DA()).

Déle pouzijeme Lemma 2.23, (2.21), (2.22) a mame

53+ 2(5) < K{(2) 000+ () sl

2 2 p r
ex) mio[(2) e+ (£) ai0sio + (2) 00
+(2) 4B )+ (2) D).

Clen C(p) odhadneme znovu pomoci Lemmatu 2.23, pro r = p. Celkem tedy

() e 0(5) <) a0+ () o

p p
220) 1 510)[(2) 420 + (2) 42820 + (2) D% + (£) BE o)
+(2) 4t )8t ()}

pro jistd «, 3, v, 9, € > 0. Volme tedy r = 0p, 0 < 8 < 1 s 6 dostatetné malym a
pouzijeme predpoklad z Véty 2.14 pro €* dostate¢né malé. Mame

1 1 1
(2.27) A% (500) + D*(500) < 5[4% () + D*(p)] + &

pro pevné 6 € (0,1), € < 1 a libovolné p > 0. Oznacme 6; = §. Potom iterovanim
(2.27) dostédvame

AL (1) + D2(0p) < o

= 9kl [A%(p) + D2(P)] +e VkeN.

Lemma 2.23 dava

: : K
(05" p) < K (A3 (0 0) + BE(0119) ) < 57 [4% () + D2(p)] + 5.

Celkem tedy pro jisté 6; € (0,1) a libovolné p > 0 plati
C (07 p) + D (07 p) < e,

kde €q je ¢islo z Véty 2.19.
Nyni si sta¢i uvédomit, ze je-li (u,p) feSenim Navier-Stokesovych rovnic, pak

uy (t, z) = Au(N\, Az,
pa(t, ) = Np(\2t, Ax)

fesi tutéz rovnici, pricemz

2
>
I
S

A
—
~—

)
)

>
bS]
>

I

S
]
R
_
~—
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nebot’

3 1
|ttt drar =22 [t g dedt = [ jum)dyr

1 1 P

3 3 3 1 3
/ Ipp(t, )|z dzdt = &5/ Ip(p*t, pz)|2 p° Az dt = 7/ Ip(7,y)|2 dydr,
1 P Jo, PeJQ,
a tudiz jsou splnény predpoklady Véty 2.19. Dukaz Véty 2.14 je hotov. (]

3. REGULARITA PRI TLAKU OMEZENEM ZDOLA

Nyni se budeme zabyvat Cauchyovou tilohou pro Navier—Stokesovy rovnice a uké-
zeme, ze kdyz je tlak omezeny zdola (podminka bude jesté obecnéjsi), pak je odpo-
vidajici feSeni Navier—Stokesovych rovnic regularni, tedy tak hladké, jak umoznuji
data tlohy. Pfipomenme, ze tlak je urCen az na aditivni konstantu, tedy de facto
muzeme brat v redlnych situacich tlak nezaporny, jestlize je zdola omezeny. V pii-
padé, ze tlak je prilis nizky, zacnou se v tekutiné objevovat bublinky, tj. model
tekutiny prestava platit. Proto je tato podminka fyzikalné rozumné.

V nasem vykladu budeme postupovat podle prace [8]. Cilem bude dokdzat né-
sledujici vétu.

Véta 3.1. Necht’ u je slabé Leray-Hopfovo teseni a lokdlné v prostoru vhodné
slabé teseni Navier—Stokesovych rovnic s £ = 0 a ug € Wdli’f(R3) a necht’ tlak
p je ,normalizovany® tlak prislusejici k u. Predpokldidejme, Ze existuje funkce g:
R3 x (0,00) — (0,00) takovd, ze Vtq >0 IRy = Ro(tg) tak, Ze

(3.1) A(to) = sup sup / gtz) dr < 400
xo€R3 t€[to—RZ,to] Y Bry (z0) |z — o]

et o \i(f’53| dz je Vzo € R3, R € (0, Ro| spojitd v to zleva. Bud’

(3.2) lu(t,z)|* + 2p(t, ) < g(t,z), t€(0,00), = € R,

nebo

(3.3) p(t,z) > —g(t, x), t € (0,00), = € R

Potom u je holderovsky spojitd na R® x (0,00), a proto je hladkd a jednoznacné
uréend na tridé slabych Leray-Hopfovijch tesend.

Pozndmka 3.2. Specidlné g = konst podminku (3.1) spliuje, tj. je-li normalizovany
tlak p (viz nize) omezeny zdola, pak je fesenf hladké. Existuji i jiné, méné pruhledné
podminky na tlak, které davaji tento vysledek.

Poznamka 3.3. Leray-Hopfovo feseni urcité existuje. My jsme délali dukaz pro ome-
zenou oblast s homogenni Dirichletovou podminkou; fakt, ze 2 = R3, situaci piili§
nekomplikuje, spiSe naopak. Staéi si napifklad uvédomit, ze pro Q,, = B,(0) zis-
kdme posloupnost u,, omezenou v L>(0,T; (L*(R3))3) N L2(0,T; (W2(R3))3) (po
prodlouzeni nulou) a standardnim postupem dostaneme feseni na R® (dikaz lze
deélat i piimo Galerkinovou metodou).

Pozndmka 3.4. Mirné delikatni je otazka volby reprezentanta tlaku. Jestlize budeme
brat f = 0, tj.
ou 3
n —Au+u-Vu+Vp=0 na(0,7) xR’
(3-4) divu=0 na(0,7) x R?,

u(0,z) = up(x) na R3
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pak muzeme brat

plt.) = poft.a) = 1= [ divdiv (u(t.y) @ u(t.p) dy

Duvodem je, ze tlak z (3.4) spliuje
Ap(t,z) = —divdiv(u @ u)(t, x).
Také po(t,z) splituje tuto rovnici (viz fundamentdlni feseni Laplaceovy rovnice).

Uvédomme si déle, ze (s uzitim substituce z = z — y)

47

68 po(t,z) = divdiv(u ® u)(t,y) dy
z;

5’7 R3 \x—y|

:/]R ( 9 L) div div(u @ u)(t, y) dy

Ox; |x — y|

: 0
:!%(/R%\B (0)(821| |>d1vdlv(u®u)( x—z)dz

0 1
+/B(O (azl |Z|>lele(u®u)(t,x—z)dz) T, + T,

Vidime, ze Zy = 0. Nyni muzeme upravit pfedposledni ¢len vyrazu (3.5):
21 0
I1:lirn(/ (87*><U UJ)(t,JE—Z)dZ
=0\ Jrs\ g, (0) \0%;0z; |2| Oxy,

_/835(0) (ai |i|) (“’“gx )t~ 2)as).

Nyni (n; = =)

2|

/BBE(O) (82 \i|)\z|( -Vu);(t,z — z)dS
:_/ ZE (w- V)t @ )dS—>_%( V)it 2),
g

B<(0) |2]

dale

0
_ /R3\B€(O) (@W) (ll . Vu)j(t,m — Z) dz
3zizj O

= |Z‘3>(u -Vu);(t,z — z)dz,

R3\ B, 0)( |2[°

kde (3|Z;"? - ‘5;‘{%) je Calder6n—Zygmundovo jadro, a proto

[Vpo(t, ) (Lasyys < Cll(u-Vu)(t, )[l(Larsys, 1<g<oo.

Napiiklad pro ¢ = % mame
IVPoll 115 gsyys < €l VUl g gayys < CllVall@z@epsxeliall ;3 o))
< C'||Vu||(g 2(R3) 3><3Hu||(L2(]R3))3’

tj. Vpo € (L1 (R3))? pro s.v. t € (0,T). Nyni, z nam jiz znamych divoda (viz

minuly semestr — omezena oblast)® vime, ze tlak z (3.4) spliuje
2 3 15 2 42 18
Lt T, LSRS 3 — — < 4 t3. = — —_— =4 - — = — t=—
Vp € LY(0,T; (L*(R%))") pro - +— <4t s= 7= EoEolTy

3Diukaz je pro cely prostor analogicky, v lecéems dokonce jednodussi.
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tj. Vp € L3(0,T; (L3 (R?))3), a proto také funkece q(t,-) := p(t,-) — po(t,-) je
harmonickd na R? a spliiuje
Vq(t,) € (L3 (R?))*,

z ¢ehoz plyne, ze q(t,x) = C(t), tedy ¢ je prostorova konstanta. Proto budeme (jak
je tomu i ve Vété 3.1) po celou dobu piedpokladat, ze tlak p = po.

Uvédomme si, ze kazdé hladké slabé feseni je zaroven i vhodnym slabym fesenim.
Proto na chvili uvazujme, ze pracujeme s vhodnymi slabymi feSenimi. Zvolime si
takového reprezentanta, ze

(3.6)

(i) liminf/ lu(t, z)|? dz > / lu(to, z)*dz, to € (0,00)
t—to R3 R3
(il) ¢t~ u(t,z) - w(x)dz je spojitd funkceVt € (0,00), Y € (L*(R?))3.
R3

Diikaz. (Piedpokladu (3.6)) Pfipomeiime, Ze v omezené podmnoziné R? je mnozina
singuldrnich bodt mald (mé 1-dimenzionalni parabolickou i Hausdorffovu miru nu-
lovou a diky Vété 2.19 jsou vné dostateéné velké koule pouze reguldrni body).

V reguldrnich bodech (tj. s.v.) mame

(3.7 lim u(¢,z) = u(to, x),

t—to
a proto z Fatouova lemmatu plyne (i). Déle z (i) plyne
a(to, )l (z2@s))s < [lullLe(o.rsr2@s)s) Vo

Diky Vitaliho vété mdme, ze t — |[u(t, )|z (Br))? je spojitd funkce pro r € [1,2).
Tedy

‘/Rsu(t,-)-wdx—/Rg u(t0,~)-wda:‘
< ‘~/]R3 (u(t, ) - u(to,.)) CW,, dx‘ + ’ /Rs (u(t,~) — u(t07-)) (W — wy)dz|,

kde w,, € (C5°(R?))? je posloupnost aproximujic{ funkei w v (L?(R?))3. Volbou
dostatecné velkého n je druhy integral dostatecné maly, zatimco prvni integral je
pro dané n maly, pokud je ¢t dostatecné blizko ty. Odtud plyne, opét diky Vitaliho
vété a (3.7), nejen (ii), ale i to, ze u € C([0, 77, (LI,.(R?))3) pro r < 2. O

Lemma 3.5. Necht’u spliuje (3.6), Qy C R? je omezend oblast, ty < oo, 0 < 5y <
Vto. Necht’

(3.8)
a($20, to, o)
1
—sup {f/ u(t, 2)[? da, 2o € Qo t € [fo — 3 10], 0 < R <5y} < +oo.
R Br(zo)
Potom
(3.9) lim lu(t, z) — u(ty, z)|* dz = 0.

t—ty JQo

Diikaz. Uvédomme si, ze ndm diky (3.6) (ii) staci ukdzat, ze

(3.10) lim lu(t,z)*dz = / lu(to, )| d.

=ty JQo Qo
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Zjevng, je-li kazdy bod (to,x), x € Qo reguldrni, pak (3.10) plati. Oznactme ¥
mnozinu singuldrnich bodt. Vime, ze P1(X) = H*(X) = 0. Proto ¥y > 0 existuje
spocetna tiida mnozin tvaru

)" = B g, (z]) x {t =to}

tak, ze ,R; < do, XN(Qox{t=to}) C U bz’to, > +Ri < 7. Fixujme € > 0 a polozme
€

v= SG(Qo,to, (50) ’

Potom pro t € [tg — 62, to]

/ (Jut, ) ~ fu(to, 2)P?) da
Ui B'yRi (1?)

€
< 2a(0, to, d0) ZWRi < 2va(Q, 1o, 0o) = 1

(lu(t, ) + fa(to, »)?) dz)

Polozme wY = Qg x {t = to}\ U; b;""". Pro kazdé » = (t,z) € w7 existuje neprézdné
okolf O, v R?* takové, ze funkce u(t,z) je na O, holderovsky spojitd. Protoze w?Y
je kompaktni, existuje neprazdné okoli O} mnoziny w” tak, ze w? C O C Uo.
a funkce z — u(z) je holderovsky spojité na OF. Proto

\/w (lu(t, 2)[> = [u(to, =)[?) dx) < %

pokud t — to je dostatecné malé, abychom zustali v O). Celkem mame
[ (o) = jatto, o)) ds| < | [ (it o) = fato, o)) ds
Qo Wry

+\/ (lu(t, z)2 — |u(te, z)[?) d:z:‘ <e 0<ty—t<d2.
UiB’YRi(IZ)

Pfipomenme si znaceni (z9 = (g, zo)):

1 2
A(zg,7)= sup ~— lu(t, -)|* dz,
BT(I())

to—r2<t<ty T

1
B(zp,r) = f/ |Vul|? dz dt,
r Q(zo,7)

(3.11) .
C(zo,7r) = —2/ lu|? dz dt,
r Q(Zo,’r‘)

1
D(zo,r)—rz/Q( )|p|%dxdt.
Z0,T

Nyni dokazme jinou verzi podminky, ze dany bod je reguldrni.

Lemma 3.6. Necht’ (u,p) je vhodné slabé reseni Navier—Stokesovijch rovnic na
Q1. Potom ezistuje €, > 0 takové, Ze pokud pro jisté r* > 0

(3.12) sup A(zo,r) < €,
o<r<r

pak u je hélderovsky spojitd na Q(zo,70) pro jisté 0 < ro < r*.
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Diikaz. Piipomenme, ze pro 0 < r < p diky (2.15) a (2.16) méme (bod zg budeme
naddle ve znaceni vynechdvat):

C(r) < K[(g)?’A' o

D)< K[ED()+ (2) At (B,

[SI[)
—
~

_|_
/N
(IS
N—
w
b

o
—~
S
~~

Sy

e
—
S
~

[

(3.13)

Dale, pokud ve vztahu (2.17) odhadneme ¢len

K K
PrIQ, P Jq

P

misto (2.21) dostavédme

(3.14) A(5)+B(%) = K[CHp) +CH D3 (o) + Co)]-

Definujme novy funkcional

Z nerovnosti (3.14) mame

(3.15) A(g) + B(g) < K(Fi(p) + F(p)).

Daéle pro 7 < £ mame z (3.13); a (3.15) nerovnost

< K[(2) 4 (2) (241 (2)5 (3]

(3.16) s X
< K[(5) 430) + (£) A0 (F2 () + F2 ()]

Analogickym postupem dostaneme z (3.13)5 a (3.15)

o < k[()p(5) + (5) 41 (5)5* (5)]

(3.17) ! -
<k[(D)Fe)+ (2) A0 (FH ) + PR

Polozme ¢ = % a z nerovnostf (3.16) a (3.17) mame pro 6 < 3

F(0p) < K[0F(p) + 0°A% () + (07° + 07 AT (o) (F2 (p) + F (p))
< K[0F(p) +071°(4%(p) + A% (p)].

al = 0. Potom pro 0 € (6,0)

Iteraci dostavame

1
F(po*) < 27F(p) + 2C€, < 4Ck,.

Proto na 0 < r < r* plati
F(r) < A4Ck,,

tj. diky Vété 2.19 dostavame pro €, dostatetné malé tvrzeni Lemmatu 3.6. O
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Lemma 3.7. Necht’ u je slabé teseni Navier—Stokesovych rovnic jako ve Véte 3.1
a necht’ p je normalizovany tlak. Potom Vzg € R3, ¢ > 0, R > 0 plati

(3.18)
1 . 1
[ e @) dr= [ )+ )P dy
BR(I(]) |y_x0| BR(CE())

1
= RQ/ Vf,( ) : (u(t,y) @ u(t,y)) dy,
RS\BR(I())

ly — 2o
kde

u(t,y) - (y — o) (y — o)
ly — x0l? '

Diikaz. M&jme dostateéné hladkou funkci g : RT™ — RT. Potom diky Fubiniho vété

/ o(lzo — 2)p(t, z) da
BR((EQ)

u (tay) = u(tvy) -

= divdiv (u(t,y) @ u(t,y)) (/ 9(zo — 2|) dx) dy.

AT Jgs Br(ze) 1Tl

Nyni
1
g(lxg — z|) —— dz
BR((EU) |:'L. - y|

3.19 Lo "
(3.19) P p’g(p)dp + pg(p)dp, |y —xo| <R

— 4 Yy — .230| 0 |[y—=o|

1 R
7/ p’g(p)dp |y —zo| > R,
|?/ - 300| 0
viz Lemma 3.8 nize. Proto mame

/ g(Jzo — z|)p(t, ) da =
Br(zo)

/BR(%) (u(t,y) ®u(t7y)) :Vz(rlm /Oly—ro ng(p) dp+/|

y—o
f 2 2 1
+/ pgpdp/ u(t,y) u(t,y)) : V d
0 (°) RS\BR(I())( (t,9) ( )) y(\y—$0|)

Volbou g(p) = % dostavame

2
/ p(t y) dy
Br(zo) |{E0 - y|
[ (utt) @ ultw) V(s ool + 2R~ 2ly - aof) dy
Br(zo)

1
+R2/ ty)@u(t,y)) : V2(———) dy.
R3\ Bg(z0) (u( v) ®ul y)) y(|y—l‘0\) Y

R
rg(p) dp) dy

Nyni

9 (y—mo)i 8ij (y —20)i(y — xo0);
V2(ly — wol)ij = ~— S - i
vy =2l = 5l -l ly — 2o

Tedy

uty)?  (alty) (v- xo>)2)

V2 (ly — zal) = _
(u(t.) @ ult.9) : Villy — o) = (2500 o

1

= ol
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coz d4vé prvni identitu. Volbou g(p) =1 v (3.19) méme

|y—l‘0‘2 R2 ‘y—l‘0|2
pt,ydy:/ ult,y) @u(t,y)): V2 [(—21 4 — 200
/BR(ro)( ) BR(IO)(( ) (t.9) ”( 3 2 2 )

+R;3 (u(t,y) ®u(t,y)) : V2 (;) dy
3 R3\BRr(z0) ’ ’ S |y - x0| ’
podélenim % a diky tomu, ze ay?;y]_ (%) = 0;5, dostavame

1 1
- 3p(t,y)dy = RQ/ u(t,y) @ut,y)) : V2 (7) dy
R JBr (o) R\ Br(z0) ( )1V ly — o
1
= [u(t,y)|? dy.
R Br(zo)
¢mz je dokdzdna druhd identita v (3.18). O

Lemma 3.8. Pro dostateéné hladké funkce g plati identita (3.19).

Drikaz. Pocitejme

1
1:/ ol — 2))—— dz
Br(zo) ‘l‘ _y‘

Uvédomme si, Zze bez dGjmy na obecnosti muzeme predpokladat, ze (y — xg) =
(0,0,a), a = |y — zq|. Proto pfi pouziti soufadnic

xt — x} = pcospsin,

z? —a:g = psinpsinb,

3.3 _
x° —xy = pcosf

2 sin
I=///g(p) £ dpdf de
00 0 \/

p? cos? psin? O + p2 sin? psin? @ + (pcosh — a)?

R =« ( ) 5 . 0 R \/ 5 5 5 7 ™
g sin + a® — 2ap cos
:27T// p)p d9dpz27r/g(p)p2 P & dp,
- Vp? +a? — 2apcos J ap o
kde
21 a2 2 al" 1
\/p +a ap cos :7(\/p2+a2+2ap—\/,02+a2—2ap>
ap ap
0
2
- p>a,
=, (Viovar - vio=a2) =17
E’ p<a.
Proto
47 R
I = m/o g(p)p2 dp pro R S |y_l'0|,
A ly—ol ) R
I= |7/ 9(p)p dp+47r/ g(p)pdp  pro R > |y — zol.
y — ol Jo ly—ol
O

Nyni prejdeme k dikazu Véty 3.1
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Diikaz. (Véty 3.1) Predpoklddejme, Ze to je okamzik, kdy se objevi prvni singularita.
Vime, ze tg > 0, a déle vime, ze pro kazdé T' < tg je feSenf hladké na (0, 7). Specidlné
na (6,T) xQ, Q CR3 0 < <T je toto fesenf vhodné slabé fesen{ a na (0,7) x R?
je slabé TeSeni.

Méme tedy soucasné splnéno (pfipomenme, ze f = 0)

\uta:)|2da:+2//|VuTx)|2dxd7'—/|u0 )NPdz, 0<t<T
0 R3

lu(t, =)*¥(z) dz + 2 \Vu(r, 2)]?¥(z)dzdr = [ |ug(z)]?¥(z)da
/ /] /

0 R3

//|u7'x|A\Il( dxdT—l—// (Ju(r,2)]* + 2p(7,z))u(r, z) - V¥(2) dz dr

0 R3
YU e CP(R?), 0<t<T.

Uvédomme si totiz, Ze nase feSeni je hladké a tudiz muzeme testovat rovnici u resp.
ul, ¥ e C5°(R?). Tedy

/|u(t,m)|2(1—\Il(m)) dx+2//|Vu(T,x)|2(1—\I/(x)) dzdr
R3

0 R3

(3.20) /|u0 U(x ))dx—//|u7 z)|?AV(z) dz dr

0 R3

—//(Iu(mc)l2 +2p(r,2))u(r, z) - V¥(z) dz dr.
0 R3
Dale vime, ze u € L*>°(0,T; (L*(R?))3) N L2(0 T; (WH2(R?))?). Pak

3
) T —— / ol oy s 10l 0 7
1
= Ctg ||“HL°°<0,to;<L2(R3))3)||UHL2<o,m;(w1»2<RS>>3) < Ct o2 ayye-
Pokud ve druhé identité (3.18)y Lemmatu 3.7 podélime obé strany %ﬂ'RQ a prove-
deme limp_, ¢+, dostaneme
(3.22)
sta) + fultao)f = o tm [ V() (alty) @ ult) .
4w R—0+ ly — zo]
R3\BR(z0)

Prouzitim Calderén-Zygmundovy teorie singuldrnich integralnich operatoru zis-
kédme z (3.22) a z (3.21)

1
(323) ”pHL%((O,tO)XR?’) < C”u”%L?’((O,to)x]R?’))?’ < Ct(()) ||u0||%L2(]R3))3'
Nyni zvolime
V() =1 v Bz(0)
U(z)=0 vR3\ Bg(0),
1, 1
V() ~ i VU (z) ik
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Diky této volbé testovaci funkce plyne z (3.20)

lim  sup / at, z)[2 dz = 0.
R—o00 0<t<ty
R3\BRr(0)

Protoze mame zvoleného reprezentanta, aby

lim inf lu(t, z)|? dz > / lu(tg, z)|? de,
t—t, R3\ B (0) R3\ Bg(0)
dostavame
(3.24) lim sup / lu(t,z)*dz = 0,
R— o0 0<t<tg
R3\Br(0)

tj. tvrzeni plati i pro ¢t = to.

I) Piedpokladejme, ze |u|?+2p < g, tj. podminka (3.2) ve Vété 3.1. Oznaéme

u(t,z) - (z — xo)(x — xo)
|z — zol? ’

W (t, 1) =

Potom pouzitim (3.18) v Lemmatu 3.7

s [ meoPdrt [ ()l + 2 0) de
Br(zo) Br(zo)
1 a®o (¢, x)|?
= / |x_x0|(\u(t,x)|2—|—2p(t,m)) dz — / |ac(—xo)|dx
Br(zo) Br(zo)
= R? / K(z,z0)(u(t,z) @ u(t,z)) dz,
R3\Br(zo)

kde K(z,z0) = V2 ().

|[z—m0]
Proto mame

on [ WtoPdo=gn [ (ua)? +2(a) do
Br(zo0) Br(zo0)
1 1
+ a® (¢, z)|? de — / —— (la(t,z)]? + 2p(t, x)) dz
| gl (o) + 2p(e.2)
Br(z0) Br(zo0)
3 g(t,z) / [a™ (¢, z)|?
< = — 2227 d — 2 d
<3R / g(t,z)dx / o — 0] T+ 2 — 20| T
Br(zo) Br(z0) Br(zo)
1
(3.25) + [ ot - (uta)? + 2p(0,0)) | da
|.’E—{I?(]|
BR(CE())
3To 2
L g, [ Er,
2 |z — xo] |z — o]
BR(I()) BR(IO)
1
+ / [g(t,sc)—(|u(t,:v)|2+2p(t,:v))} dz.
|z — o]

Br(zo)
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Z Lemmatu 3.7 déle plyne

3T0 2

|7 — 20| |z — xol
Br(xo) Br(xo)
1
b [ et - (ue)? + 2pe)] as
|z — o]
BR(IQ)
t
- 3 / M dr — R / K(z, xo)(u(t, x) @ u(t, x)) dx.
2 |z — xo|
BR(:E()) ]RS\BR(IO)

Proto pouzitim pfedchozi rovnosti mdme pro vSechna R < Ry(tg) a 0 <
to — R3(ty) <t <tgz Véty 3.1

1 2 1 g(t,ll?) / ‘ﬁmo(tvx)P
il < Z I\ = \»Hl
= / fu(t, )P dr < / I S e

Br(zo0) Br(zo) Br(z0)
1
+ [ o) = (e o) + 2p(t,2)] s
|z — o]
Br(zo) >0
1 t u®(t,x)|?
2 |z — o] |z — x|
Bry (z0) Bry (o)
1
b [ et - (ua)? + 2,0 s
|x — x|
Bry (o)
t
_3 / IEL) 40 Roho)? / K (z,0) (u(t, z) @ u(t, z)) da
2 |z — o]
Br, (%o) R3\Br, (o)

< —A(t _ oo . .
< 2«4( 0) + Ro(to)”uHL (0,t0;(L2(R3))3)

Nyni pouzijeme Lemma 3.5. Vyse uvedend nerovnost implikuje, Ze mame
(také diky tomu, Ze pro ¢ < to je feSeni hladké)
1

sup sup — lu(t,z)]*dz < C < 0o, Vg€ R
0<R<Ro(to) 0<t<to 10 J By (z0)

Proto pro r > 0 libovolné plati

lim lu(t, z) — u(ty,z)|*dz = 0,
t—t,
B,.(0)
sta¢i pouzit pfedchozi odhad pro libovolné zg, libovolnou kouli pokryjeme
kone¢né mnoha koulemi o poloméru Ry, tvrzeni plyne tedy z Lemmatu 3.5.
Protoze plati (viz (3.24))

lim sup lu(t,z)*dz = 0,
R— o0 0<t<tg
R3\BR(0)
dostavame
(3.26) lim | |u(t,2) — u(te,z)*dz = 0.
t—ty

R3
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Fixujme nyni libovolny bod xy € R3. Necht’ €, je z Lemmatu 3.6. Potom
existuje R, < Ry(to) takové, ze (uvédomme si, Ze integraly jsou konecéné)

t
s [ EDaer [ K@) o ulon) d
2 |z — o]

Br, (z0) R3\Brg, (z0)

-y [ feDa R

2 |z — xo] |z — x0]
Br, (%0) Br, (%0)

+ / ﬁ [g(to,l‘) - (|u(to,x)|2 + 2p(t0733))} dz < %*

Br, (%0)

Diky (3.26) a vlastnostem g je funkce

t
b 3 / 9T G g / K (,20) (u(t, z) ® ut,z)) dz
2 |z — o]
Br, (z0) R3\Br, (zo0)

spojita zleva v bodé ty. Existuje tedy d, < \/%0 takovéd, ze

~z0 2
2 |z — o] |z — o]

Br, (z0) Br, (z0)

* / ﬁ [g(t,z) — (lut,2)]* + 2p(t,x))} dz < e,

Brx (o)

pro viechna t € [ty — 62, to]. Pouzitim nerovnosti (3.25) dostavdme

Lo mewpasl [0 g | ol

2R 2 |z — o] |z — x|
Br(xo) Br(x0) Br(zo)

i / m—ilm lg(t.2) = (lu(t,2) + 2p(t, 2)) | da

Br(zo)

e 2
b [ g, [ EReE,

=2 |x — o] |z — o]
Br, (o) Br, (o)

+ / ‘x; [g(t,x) — (Ju(t, z)|? 4 2p(t, a:))] dz < e,

_ 1-0|
Br, (z0)

pro viechny R € (0, R,) at € [to—02,to]. Proto je bod z = (¢, xo) regularn{
bod, viz Lemma 3.6. Jelikoz zg byl libovolny bod, funkce u je holderovsky
spojitd na R? x [%2,¢o]. Proto je také Vu € C([%2,to]; (L*(R?))3*?) a 3t; >
to tak, ze Vu € C([to,t1]; (L3(R3))3*3). Tedy v bodé to nemiize nastat
zadnd singularita, coz odporuje definici bodu tg.
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II) Predpokladejme, ze plati p(t,z) > —g(t, z). Budeme postupovat obdobné.
Z Lemmatu 3.7 mame

1
R Br(zo) [‘u(t’x)ﬁ +3(p(t, z) + g(t,x))} da

t
_3 g(t,m)dx—Q/ 9(t, z) dz
R Br(zo) Br(zo) |z — xo\

1 G0 (1. )12 . ) N
+/BR(IO) |37—9U0|[Iu (t,2)]* +2(p(t, ) + 9(t, ))}d

S/B o(t, ) d:ﬁ/B : (167 (&, 2)2 + 2(p(t, 2) + g(t,2) ] da.

r(zo) [T — o] (o) 1T — ol

Opétovnym pouzitim Lemmatu 3.7 médme

/BR(xO) |g(t7x) dz + /B ! {|ﬁx0 (t,2)|* + 2(p(t, ) + g(t,a:))] dz

xr — {I?()| r(z0) |£C — (E(]‘

t
= 3/ gt,z) dz + R2/ K(z,z0)(u(t,z) @ u(t,z)) dz.
Br(xo) |7 = ol R?\Br(a0)

Protoze p(t,z) > —g(t,x), mdme pro 0 < R < Ry(tg) a 0 < tg — R3(tg) <
t <tpz Véty 3.1

1 1
— lu(t, )| dz < — [|u(t7x)\2 +3(p(t,z) + g(t, x))] dz
R Br(zo) Br(zo)
1 g(t,z)
< u(t, ) +3(p(t,2) + g(t.2)) | do < [ da
R Bry (o) [ ( )} Bry (z0) |z — 2o

1. ,
’ |0 2) + 2(p(t,2) + g(t, 7)) | da
/Baouo) | — o) “ (&, 2) +2(p(t, 2) + 9( ))]

t
_ 3/ 962) g Rg/ K (2, 20) (u(t,2) ® u(t,z)) dz
BRO(wo) |x - J"OI Rs\BRU(a:U)

C
< 3A(to) + Rolto) 1l e (0,005(23 3% -
Proto diky Lemmatu 3.5 podobné jako vyse dostavame, ze

(3.27) lim [ |u(t,z) — u(te,z)*dz = 0.
t%tO_RS

Fixujme libovolny bod zg € R3. Necht’ ¢, je z Lemmatu 3.6. Potom existuje
R, < Ro(to) takové, ze
t
I / 9lto, ) dz
2" I, (o) 1T — 0]

1 ~x
w0 + 20t ) + glto, )| do
B, (z0) 1T — ol

4
= 3/ 9(to, ) dx + R? / K(z,20)(u(to, z) ® u(ty,z)) da.
Br, (x0) |7 — %ol R3\Bg, (z0)

Podobné jako v minulém piipadé pouZzijeme argument, ze funkce
t
t—3 / M dz + R? / K(z,70)(u(t,z) @ u(t,z)) de

x — x|
Br, (o) R3\ Bp, (z0)
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je spojita zleva v bodé ty. Tedy existuje 6, < %0 takové, ze

! a(t, o) de < / IT) g,

R Br(zo0) Br(xo) |z — 0]

+/B L[ ) + 200 2) + 9(t, )| dxg/ ot

r(zo0) |x—x0| Br, (z0) |.T—$0‘

1 ~
b @l s 20p(te) + g(t0) ] do < e
Br, (%0) “T - $0|

pro viechny R € (0,R.), t € [to — 62,t0]. Pomoci Lemmatu 3.6 a argu-
menta podobnych jako v bodu I) ziskdme spor s tim, Ze o je okamzik prvni
singularity. Tim je dikaz Véty 3.1 hotov.

O

4. HRANICNI PRIPAD PRODI-SERRINOVYCH PODMINEK

Cilem této kapitoly je ukdzat, ze pokud slabé (Leray—Hopfovo) feseni navic patii
do L*(0,T; (L3(R?))3), pak je feSen{ hladké. Pfipomeiime, e slabé feseni patiic
do L*(0,T; (L3(R?))3) je soucasné i v prostoru L*(0, T; (L*(R?))3) a tudiz spliiuje
dokonce energetickou rovnost, je to tedy feseni Leray—Hopfovo. Tento vysledek fesi
hrani¢éni pripad Prodi-Serrinovych podminek, tj. dokazuje tvrzeni, ze je-li slabé
feseni Navier-Stokesovych rovnic prvkem prostoru L*(0,T; (L*(R?))%), 2 4+ 3 <1,
s > 3, potom je toto Teseni tak hladké, jak umoznuji data dlohy. Piipad s > 3 je
mozno nalézt v [7]. Nasim cilem tedy bude ukézat nésledujici

Véta 4.1. Necht’ ug € (L3*(R?))3 N L3, (R?) a £ = 0. Necht’ u je slabé reseni
Navier—Stokesovyjch rovnic odpovidajici témto datum. Necht’ navic mdame, Ze pro
jisté T > 0 nase feseni u € L°°(0,T;(L3(R?))3). Potom u € (L5((0,T) x R3))3,
a tudiz je na tomto intervalu hladké, tj. patii do (C>((0,T) x R3))3.

V dukazu budeme postupovat nédsledovné. Nejprve ukdzeme, ze pro pocateéni
podminku ug € (L3(R?))® N L3, (R3) existuje lokdlné v ¢ase hladké feseni Navier—
Stokesovych rovnic, které je tudiz jednozna¢né na tiidé Leray—Hopfovych slabych
feSeni, a proto je na svém intervalu existence totozné s fesenim z Véty 4.1. Druha
cast pak obsahuje dukaz toho, ze Véta 4.2 nize implikuje Vétu 4.1:

Véta 4.2. Necht’ (u,p) jsou definovdny v casoprostorovém vdlci @1 = (—1,0) x By.
Necht’ (u,p) spliiuji Navier—Stokesovy rovnice ve smyslu distribuct a necht’

ue L®(=1,0; (L3(B1))%) NL2(=1,0;(W'2(By))%), pe L2(Qy).
Ddle predpoklddejme, Ze
u e L™(—1,0; (L*(B1))%).
Potom je u hdolderovsky spojitd na @
Tieti ¢ast pak obsahuje dikaz jednoho technického lemmatu souvisejiciho s regu-
laritou feseni, ktery je rozsitenim Véty 2.19. Ctvrta a pata ¢ast pak obsahuji dukaz
lemmat, kterd souvisi s dulezitou myslenkou dukazu Véty 4.2, totiz s jednoznaénym

prodluzovanim a zpétnou jednoznacnosti feseni rovnice vedeni tepla. Posledni ¢ast
pak obsahuje samotny dukaz Véty 4.2.
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4.1. Lokaln{ existence silného feSeni s po¢ateéni podminkou z (L3(R?))3 N
L3, (R3). Nejprve dokazme dvé pomocnd lemmata.

Lemma 4.3. Méjme Cauchyovu ulohu pro rovnici vedent tepla

ou
— —Au=0v(0,T) x R®
(4.1) gt~ Au=0v0T) xR
u(0,z) = a(x) v R3.
Potom
(4.2) lu(t, )lls < C(s,s1)t " [lalls,

prolibovolnét>0,328121al:%(i_l)'

S1 S
Diikaz. Reseni muzeme psat pomoci konvoluce
u(t,) =T(¢,) *a,

kde konvoluc¢ni jadro je definovdno vztahem

1 e_# t>0
I't,z) = —= ) ,
) (47rt)3/2{ 0, t<0,
a tedy
1 1 1
£l < lallaI0GE )l o Lliion
ut, s < llalls, [T, )l pro ==+
Mdame

0 = [ (e ) d

s . r = —_— t €T.
rs \(47t)3/2

Substituci y = % kone¢né dostavame

3r (1 1

2
f%w%/ e gy = opir oD — oy,
R3

I(E )l <

1
(4m)?

Lemma 4.4. Uvazujme Cauchyovu ulohu pro Stokesiv systém

Ju .
E—Au-dlvf—Vq

(4.3) diva=0
u(0,z) = a(r) v R

v Qr = (0,T) x R?,

Necht’ £ € (L¥2(Qr))>*® N (L*(Qr))>*3, a € L3, (R?) N (L3(R?))3. Pak pro kazdé
T > 0 existuje (u,q) Tesici Stokesiv problém (4.3) takové, Ze

u € C([0, T]; (L*(R*))?) N L2(0, T; Wy (R)) 0 C([0, T); (LA(R?))*)N
(4.4) NELYQT))* N (L°(Qr))?,
q € L*(Qr) NL3*(Qr).

Navic

(45) Jm Jut, ) —alfl e ey =0,

(4.6)  [[ull Lo 0,758 me))2) + 1ullzs@rys < C(IEllLsr2@ryexs + lallzs@ry)2):

(4.7) ||u||(L4(QT))3 < O(Hf”(L5/2(QT))3X3OL2(QT))3X3 + ||a||(L3(QT))3ﬂL2(QT))3).



36 MILAN POKORNY

Diikaz. Predpokladejme, ze f € (C5° (Q7))**® a a € Cg%;, (R?), obecny piipad
ziskdme pomoc{ aproximaci. Je zfejmé, ze feSenf (u, ¢) existuje a je hladké. Soucasné
pouzitim energetické metody mame odhady

[[al[ Lo 0, 7522®2))%) + [V ull(22(@ryyexs + H ot 12 0,7;(Wk2(®3))")

< C(llallzz@ae + £l z2(@re=a);
coz také davd u € C([0,T]; (L3(R?))3). Z rovnice
(4.8) Ag =divdivf
ziskdme odhad

(49) ||qHL5/2(QT) < CHfH(Ls/Q(QT))Bxs.

Otestujme rovnici funkei |uju. Dostdvame
1d
**||UH?L3(R3))3 + 2/ [u||Vul? dz = / (gdiv(Julu) — £ : V(Julu)) dz
3 dt R3 R3
Méme tedy
d 3
%”uH?L?’(RS)P + [V]ual> ||%L2(R3))3
5, 5 3/5
S C(HqHL5/2(R3) + HfH(L5/2(R3))3><3> (/RS |VU‘3 |u|3 dx) .

Odhadujme posledni ¢len

5/6 1/6
/ |Vul5 a5 dz < (/ |Vu|2|u|dx) (/ |u|5dx)
R3 R3 RS

2] ;
< (L, 1wl d) ™ o ool o sy o
Proto celkem diky (4.9)
||uH(L3(]R5))3 + [ V]ul? ||(L2(R3
(4.10) < C||f||(Lo/2(R3))3X3 / |Vll| |u| d:U) ||11||(g 5(R3) 3||uH(L9(R3))3
< C(g)HfH(L5/2(R3))3><3Hu||(L3(R3))3 +8/R3 ‘Vu| |u| dz + 6||11H?L9(]R3))3
pro € libovolné malé. Tento odhad dava

HuHL”(O,T;(L3(R3))3) < C(”fH(Ls/z(QT))gxa + Ha|‘(L3(R3))3)

a také
|||u|%H§2(O,T;W1v2(R3)) < C(Ellzsr2(@ry<s + lall s @sys)-
Protoze
lallws@rys < C”“”ii 0.T5(L? (R)) ||u||L3 0,T5(L0 (R9))3))
lallzs@rys < C||u||L<><> 0,75(L3 (R3))3) ||u||L2(0T (L5(R3))3)*
dostavame
(4.11) lallzs@rys < CUIEll(Lor2(ryexe + llallLarsys),

Hu||(L4(QT))J S C(”fH(L5/2(QT))3X3Q(L2(QT))3><3 + Ha”(LS(RS)):SQ(LQ(RIS))S).

Ukazme nyni, ze u € C([0,T]; (L*(R?))?). Zfejmé diky (4.10) mame, ze ||[ul|(3gs))s
je spojitd na [0,7]. Navic, diky Lemmatu 2.2.5 z [7] (u € C([0,T]; (L*(R3))3),
L3(K) < L3*(K), husté) je u € C([0,7); (L*(K))?)w) VK, omezené, coz diky
odhadu v L>(0,T; (L3(R?))3) déavd u € C([0,T]; ((L3(R?))?),). Dohromady tedy
u € C([0,T]; (L3(R3))?). O
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Nyni muzeme pristoupit k dukazu lokalni existence silného feseni Navier—Stoke-
sovych rovnic pro pocateéni podminku z (L3(R?))% N L3, (R?).

Véta 4.5. Necht’ a € (L3(R?))3 N L3, (R3). Potom existuje T* > 0 tak, Ze na
[0,T%) existuje dvojice (u,q) Tesend

ou
5 Au+div(u®u) = —Vg na (0,T7) x R,
divu=0

u(0,z) = a(x) na R3.
Toto Tesent spliuge (4.4), (4.5) a je tudiz na (0,T*) hladké.

Diikaz. Polozme ul(t,-) = I'(t,-) x a(:), x(T*) = ||u1||(L5(QT*))3 + ||u1||(L4(QT*))3.
Protoze diva = 0, mdme téz divu' = 0. Déle polozime pro k > 1
S R

kde w* fesi Cauchyovu tilohu pro Stokesiiv problém

— —AwF = —div(uk ® uk) — qu na (0 T*) « R3
(4.12) divwh =0

M34-1i posloupnoust u” limitu U, bude U = w + u’, kde

E%V - Aw = —div(U® U) — Vg, divw =0, w(0,-) =0,
MW Aw =0,  diva =0, ul(0,)—a,
ot
a tedy
% — AU = —div(U® U) — Vg,
divU =0,
U(0,z) =

tj. U fesf nasi dlohu. Ukazme, Ze zobrazeni u* — u**! je kontrakce na vhodném
prostoru. Oznacme
k _ o k+1 E_ ok k—1
Wi=u""" —u"=w'—w""",
tj.
OW*F
ot
Oznac¢ime-li pravou stranu v rovnici vyse F, mdame
F = div((u* ! —u*) @ u* 1) + div(u" ! @ (uf ! — ub)),

a proto pouzitim odhadu z Lemmatu 4.4 (viz (4.11)) dostdvame

— AW* = —div(u* ® u*) + div(u* ' @ uF 1) — V(¢F — ¢* ).

o™ —utlzs(gre s + 07— 0¥l ze(qpnys
SC(H(U —u )®( +u )”(L%(QT*))?'XS

(! —u) ® ('t u) | z2gre)
< C(||u — ukiln L5(Qqpx))3 =+ ||11 — uki || L4(QT*))3)X
< (II0®[lzs(@p-s + 10 M lzs@pens + 10" ze(@rens + 10"l za(@rs)-
Ukazme, ze muzeme volit T™* tak, aby

(4.13) || k+1|| L5(Qqp+))3 T ||u +1 ||(L4(QT*))3 < QK(T*) Vk € Np.
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Pro k = 0 je (4.13) dusledkem definice (7). Déle postupujeme indukci. Mdme,
diky (4.11) a (4.12),

k-

— |25y + 0T —u [ (La(@puyys

< O (0¥l zo(@re s + 0 ns(@re)
Proto
™ 2oy + [0 2o (@
< Ol zs@rns + 10l wsi@res)” + 10 zs@rans + 10l zs@rays-
Tedy vyuzitim indukéniho predpokladu
HUkHH(Lf’J(QT*)P + ||uk+1||(L4(QT*))3 <ACKY(T*) 4 w(T*) = w(T*)(1 + 4CK(T™)).
Staci tedy ovéfit, ze lze volit T tak, ze
1
Tok
Polozme a, = w, * a zhlazen{ a. Polozme ul(t,-) = ['(t,-) * a.(-). Potom

w(T*) < I+ 12,

K(T™) <

kde 1 1 1
I. = v 25 @ ? + e llza (@ ))2s

2= ut =gl zo@reye + 10" = uellzai@rn e
Pouzitim Lemmatu 4.4 (které zajisté plati i pro rovnici vedeni tepla)
IZ < C(||a — a€||(L3(R3))3 + Ha — aEH(L2(R3))3),
kde C je konstanta nezavisla na case. Fixujme € > 0 tak, aby
1
I’< —.
¢ 8C

Pro odhad I! pouzijeme Lemma 4.3. Odhad (4.2) ndm déva
||ui (t, ')H(LS(RS))S < .[{(‘,_?’/40||a€||(L4(]R3))37

Il (£, )l (Lo rsyys < Kt71/8||a€||(L3(R3))37
proto

gl s (@reys < K (T |acllpaes))s,

[l (pi@rens < KT |lacllLs@s)e
pro kladné konstanty K, $; a B3. Volbou T™* dostatetné malého zajistime

1
I < —.
¢ 8C

Proto lze provést limy_ .., zobrazeni je kontrakce a tudiz existuje jedina limita.
Odhady jsou diisledkem odhadii z Lemmatu 4.4. Protoze feseni patif do (L®(Qr+))?,
je hladké a jediné na tiidé Leray—Hopfovych feSeni. O

4.2. Kritérium regularity implikuje hlavni vétu. Dokazme nyni, Zze pokud
plati Véta 4.2, potom plati téz Véta 4.1. Predpokladejme tedy, ze u je slabé te-
seni Navier-Stokesovych rovnic, tj. u € L>(0,T; (L*(R?))3) N L2(0, T; W2 (R3)),
a navic u € L>(0,T; (L*(R3))3). Ukazme, Ze
(4.14) t— u(t,z) - w(x)de

R3

je spojité na [0,T] Vw € (L2 (R3))?. Diky regularité vyse mame asovou derivaci
9u ¢ 12(0,T; (W2 (R?)*) a také u € C([0, T]; (L*(R?))?). Proto také, analogicky
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jako v kapitole 3, mizeme ukazat, ze u € C([0,T]; (L2 (R3))?), coz dokazuje spoji-
tost vyse. Navic, diky Fatouové véte,

su u(?, )|l (z3m®s)z < ||U||Loe (0.7 (L3 (R3))3)-
OgthH (, Mzswsys < lallLeo,1;(L3®3))?)

Proto Ize predpokladat, ze [[u(t,-)||(zs®s))s je omezend Vt € [0,T]. Déle vime, ze

ue (L4(Qr))®
(viz interpolace mezi L>(0,T; (L3(R3))3) a L2(0,T; (L5(R?))3)), tudiz

T 4 T 4 4
/0 ha- VuH(BL%(lRa))a dt < /0 Hu||(3L4(R3))3 ”VUH(BLZ(]RS))3><3 de
4

S Mz 0 73z oyy9) IV L2 0 i moy o)
Proto také

(4.15) O 9rn,Vp e L4, (L R))

Déle, diky rovnici
Ap = —divdiv(u ® u)
méame ,
p € L>(0,T; L2(R%)).
Proto miizeme rovnici testovat u®, ® € C§°((0, T) x R3) a dvojice (u,p) je vhodnym
slabym feSenim na kazdé podoblasti, kterd lez{ striktné uvniti (0,7) x R3. Plati
energetickd rovnost a zobecnénd energetickd nerovnost.
Nyni pouzijeme Vétu 4.2. Rika, ze
(4.16) Vzo € R x [0,T] 30, okoli bodu z; takové, ze
u je holderovsky spojitd na (R* x (0,7)) N O,,.
Vime totiz, ze Vzo IR > 0 tak, ze (u,p) je vhodnym slabym fesenim na Q(zo, R) =
(to — R?,tg) x Br(zo). Provedeme-li kalovan{
u(t,z) = Ru(ty + R*t,zo + Rx),
p(t,z) = R?p(to + R*t, 29 + Rx),
pak u, p spliiuji predpoklady Véty 4.2, tj. u je holderovsky spojita na @, tedy u
je holderovsky spojitd na Q(zo, &). Dokazme, ze (4.16) implikuje tvrzeni Véty 4.1.
Uvédomme si, ze
(4.17) lim (Juf* +[pl) d= =0, Q(z0.7) C Qr,
|2z0]|—+o0 Q(z0,7)
a proto diky zndmému kritériu (viz Véta 2.19) mame, ze

. < .
(4.18) 206%1’%;% [u(z)| < C(d) < +o0, V5 >0

Pokud polozime w = \u\%, pak
w € L*>(0,T; L*(R3)) N L?(6, T; WH2(R?)), V6 > 0,

a proto pouzitim multiplikativni nerovnosti

2 3
(4.19) [, 39 oy < Clwlt | Lz gs) Voot )l 2 gs)
mame
(4.20) we L% ((5,T) x R?).

To déavéd, ze u € (L3((5,T) x R?))3. Koneéne, diky tomu, ze uy € (L3(R?))3 N
Lgiv (R3), vime, Ze lokalné v case existuje hladké fesenf takové, Ze je shodné s nasim
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feSenfm, a u € (L5((0,T*) x R3)3, viz Véta 4.5. Proto u € (L5((0,T) x R?))3, tedy
u je hladké, jak umoznuji data tlohy. Proto v nasem piipadé je u nekonecnékrat
diferencovatelné na (0,7) x R3.

4.3. Rozsiteni kritéria regularity.

Lemma 4.6. Euxistuje e > 0 takové, Ze pro (u,p) vhodné slabé feseni Navier—
Stokesovijch rovnic na Q1 spliugict

(4.21) / (Juf® + [p|*/?) dz dt < €
1
mdme, Ze pro kazdé k € N je VF~1u hélderovsky spojityj na Q1/2-
Diikaz. (Idea) Piipad k = 1 je pfesné Véta 2.19. Ukazme tedy k = 2, ostatni piipady
plynou analogicky. Protoze u je omezena na @ 142-2, muzeme na ) 1i2-3 pouzit re-

gularitu evoluéniho Stokesova problému s pravou stranou u- Vu € (L*(Q1 42-3))".
Proto u € L*(—23,0; (W??(Byo- 5))%), 2 (%, Vp € (L*(Qy5-5))". Mizeme tedy
testovat Au, coz vede k odhadu u v L*°(—22,0; (W 2(B1 ~3))3). Dale diky re-
gularité Stokesova problému méme u € L?(—22,0; (W26(31+2 5))%), 24, Vp €
L>°(—22,0; (L°(By 1o 3))3). Postupné vylepsovani regularity v prostoru mi umozn{

testovat A%u a atAu az nakonec diky vétam o vnofeni dostaneme pozadovany

vysledek. O
4.4. Jednoznacné prodluzovani. Cilem je dokdzat nasledujici tvrzeni.

Véta 4.7. Necht' |ul,|Vul|,|V2ul,|22| € L2((0,T) x Bg), |22 + Au| < C1(|Vu| +
|ul) s.v. na (0,T) x Br a pro vsechna (t,z) € (0,T) x Bgr

(4.22) lu(t,z)| < Cp(lz| + VO)* k=0,1,...

Potom u(0,z) = 0 pro Vx € Bg.
Tato véta je pfimym dusledkem nésledujictho lemmatu.
Lemma 4.8. Necht’ jsou splnény predpoklady Véty 4.7. Potom existuje v = v(Cy) €
(0, 13—6) a absolutni konstanty (1, Bo takové, Ze
lu(t,z)| < K1(Ch, N)Ao(T, R) e~ i
pro vsechna (t,x) € (0,T) x Br spliujici 0 <t <~T, |z| < B1R, Pat < |z|?. Zde
Ay = max (Ju(t, )| + VT|Vu(t,z)|).

(t,m)e(O,%T)xB%R

Z lemmatu tedy plyne, ze u(t,0) = 0 pro vSechna || < $;R. Poznamenejme
jesté, ze z regularity parabolickych rovnic plyne, ze 4g < ¢(T, R) fOT / B lu|? dz dt.
Diikaz. Polozme A = \/2t, p = 2|z|/\. Necht’ |z| < 3R 8t < |z|%. Potom je p >4
aproyEBpJe/\yeBsR Necht’ s € (0,2); pakproT<1 t<AT ay < 3 76 je
As € (0,32). Polozme

v(s,y) = u(\’s, \y).

Potom v(-,-) je dobfe definovéna na (0,2) x B,. Zfejmé také

‘——&—Av

(VI +Vv])
v (0,2) x B,. Dile
(4.23) Iv(s,9)| < Cr(lyl + vs)k, CL.=Cp\, k=0,1,....
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Zvolme € > 0 a definujme

1 (s,y) € (0, %) X B,_1,
0<¢(s,y) =4 €(0,1) jinak,
0 (s,y) € (0,2) x B
1 s € (2¢,2),
0<¢p:(s) =4 €(0,1) jinak,
0 s € (0,¢e).

Polozme w = ¢pv, w. = p.w. Ziejmé

‘3w5 + Aw.

0

< KA(jwe| +[Vwe]) + ¢(|96][ 9] + | Vgllv]
(4.24)
A+ [ 9] 1) + el vl

Nyni pouzijeme Carlemanovu nerovnost (viz Lemma 4.9 nize)

// h™ 2a
20 |5L ow,
// h™ ‘a + Aw,

kde ¢ je absolutni konstanta, h(t) = te%t, a > 0 je libovolné. Polozme

(\VW5| +|w.|)?dyds

dy ds,

A= max v(s,y)| + |Vv(s,
(s,y)€(0,2)xBP\(O,%)xB,,_lu (s, 9)l+ [Vv(s,y)])

a vezméme vy dostatecné malé, aby

_1
cK2X\? < 2¢K?y 5

Proto se hlavn{ ¢len napravo dohadne pomoci levé strany (viz (4.24)) a dostdvdme

[L

<cA2// h™2(s -l x(s,y)dyds

2e
/ h—2a 4S

kde x(-,-) je charakteristickd funkce mnoziny (0,2) x B, \ (0, 3) x B,_;. Uvédomme
si, ze

(| Twe | + [we])? dyds

v(s,y)* dyds,

Iv(s,9)| < Ch(lyl +vs)k, k=0,1,....

Proved’'me lim,_,g+. Dostdvame (druhy ¢len vymiz{ diky exponencidle a podmince

(4.23))
D= / / h™2(

y2
<cA2/ / h=2a( Gfl‘lL x(s,y)dyds
3 lp—112
< 2|1 —2a (" N-1 —2a -
<cA {h (2) +p /0 h™%(s)e™ 7 ds}.

(9] + [v)? dy ds

Protoze p > 4, je

D < cA? [/ﬁa@) +pN! /2 B2 (5)e 5 ds].
0

2
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Vezméme 5 > 0 a fixujme
__ B
2Inh(3/2)’
Protoze h(3/2) > 1, je vSe v porddku. Tedy

tj. h20(3/2) = e 97",

2 2
D < cA2e57" [1 + pN_le_ﬁpz / h_za(s)ezﬁpz_g7 ds}.
0

Upiesnéme volbu 3 € (0, g 4) napr. f = Potom

100"
p2
D < cA%e P’ [1 +/ h™2%(s)e” 165 ds].
0

Protoze 8 < %, je pro g(s) = h_Qa(s)e_fTi splnéno ¢'(s) > 0 pro s € (0,2), a
definovano vyse. Proto

D< cA2e=PP",
Volbou p a A mame pro viechna p € (0,1) a x € Bsg/s splnéno, ze By (§z) C B,_;.
Polozme @ = (3,1) x By(4x). Potom

D> /~e_%|v\2dyds.
Q

Protoze
ly|? < 2 |$\2 +2,
volbou p = /28 dostavame

=2

2
/~ V|2 dyds < cA%e(728+5)%
Q

]2

= cA% P

Na druhou stranu, pouzitim regularity pro zpétnou parabolickou rovnici
Lop NP 2
v(5.50)] < Ken Ny [ IvEayds,
2°A 3}

a proto

u(t, /282)]* = [u(t, px)” = ‘V(%%W < cAZe—PEE
Zéménou proménnych T = 1/28z je
u(t, 7)| < cAe~ 5
pro |Z| < A1 R, |Z|? > Bat, B1 = 21/2B, B2 = 168. U
Nyni dokazeme Carlemanovu nerovnost pouzitou v dikazu Lemmatu vyse.

Lemma 4.9. Pro vsechny u € (C5°(0,2) x RN g libovolné a > 0 plati

2 o2 1
/ _hT(He = (” |u|2—|—|Vu|2) d dt

= Ou
< 20 _l=l?
co/ /szh (—8 —|—Au> dz dt,

kde h(t) = te's a co je pevnd kladnd konstanta.

Diikaz. Necht’ u € C5°((0,2) x RM)N je libovolna funkce. Pro a > 0 polozme

O(t,z) = —I‘;—f —(a+1)Inh(t), v = e®u. Potom
ov »0U 0P . > . o
E—FA E—i—ue E—i—dlv(e u®V<I>)+d1V(Vue )
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Proto
Ju ov ) 5, 090
Ivi—e (E +Au) = o~ div(v © V@) — (VV)VE + Av + (Ivap - - =)v.
Rozlozme tL na symetrickou a antisymetrickou ¢ast, tj.
tL =S+ A,
0P 1
— 2 _
Sv tl[A(;l(:— )(V@a 5 )v} 5V
v v .
Av = 5( 5 +t§) — t(div(v ® V) + (Vv)V®).

Ziejmeé
/ / t%e w —|—Au‘ dzdt = / / t2|Lv|? dz dt
RN RN
/ / (\SV|2+\AV|2 + [S, Alv - v) dz dt,

kde [S, A] = SA — AS je komutétor S a A. Pi{mym vypottem mame

2
I= / [S, Alv - vdzdt

o JRN
4/2/t 9*d  Ov Jov 0 R acpa@"}dxdt
N RN axzaxj Ox; Oz;  Ox;0x; Ox; (‘336]

// t2\v| —2—2—|V<I>|2 A%)}dxdt—i—// t|Vv|* d dt
RN ot RN

// t|v\ \v<1>\2 8t)dxdt

P#i na8i volbé ® dostavame
(4.25)

/ / 2
I=( +1// 2] - h ) h(t)}\vﬁdxdt:aﬂ// tlv|? dz dt.
]RN t th(t) 3 0 ]RN

Protoze |Vv|? = %(% + A)|v]? - v(%—‘t’ + Av), je

// 2| Vv]2dz dt = // tlv|* dz dt

RN

// v - LvdxdtJr// t2|v| |V<I>|27—>da:dt
RN

V nasem pifpadé je VO[> — 22 = —|V®|? + (a + 1) h((t)) Tedy ( ( t _ 3=t

2 2
/ / 2(IVv? + [vPIV8?) dedt < 31 - / / 2y Dvdodt
0 RN 0 RN

2 2 1/2 2 1/2
< 3/ / 2| Lv|? de dt + (/ / £2|Lv[? du dt) (/ / £Iv]? de dt
0 RN 0 RN 0 RN

Diky (4.25) je tedy

2 2
[ [eaove s wevepyasar < [ [ v acar
0 RN 0 RN

kde b; je absolutni kladna konstanta. Protoze

o |Vu| < [Vv] + [v]|[Vel



44 MILAN POKORNY
2
a |[VO]2 > ol o = e~ h20a+ ) (¢), e
uf®

2 z2
/ / h—%(t)(th—l(t)ﬁ[(a )—+\Vu|} —4r dedt
0 RN 9 ) : o
gb/ R24 () (th™ (1) ( = + Au ‘dedt,
o[ et 02 (G + au)
kde by je konstanta. Dukaz je hotov. O

4.5. Zpétna jednoznacnost.

Véta 4.10. Necht R > 0, T > 0 a Qrr = [0,T] x RN\?R Necht’ M > 0 a

% + Au| < M(JVul + Jul) v Qr. Necht’ [ul,|Vul,|[V?ul,|5}| € LE,.(Qr.1)-
Necht’ navic |u(t,z)| < MeMl=l* y Qrr. Je-liu(0,z) =0 URN\BR, jeu=0wv
Qr,T-

Budeme vychézet z ¢ldnku [3]. Nejdifve dokdzeme dvé nerovnosti Carlemanova
typu (Lemmata 4.11 a 4.12) a poté dokdzeme tvrzeni véty ve dvou krocich; nej-
prve pro dostatecné kratké ¢asové intervaly, pteskalovanim pak dostaneme vysledek
hlavni véty.

Diikaz budeme délat pro skalarni funkeci u. Pro vektorovou funkci by se dikaz
délal uplné stejné. Podstatné je, ze diky specidlni struktufe rovnice méme, ze (viz
[5]) nerovnost (4.52) plati v analogickém tvaru, tj.

c(M) [*
a2 VEVuG)l )l < S [
§ s JB W)
g
kde
ou
(4.27) ‘Aqu E‘ < M(Ju| + [Vul)

alyl>2v/s+R,0<s<T/2
Nejprve mame

Lemma 4.11. Necht’u € C°([0,T] x (RN \ Bg)). Potom ezistuje ag = ao(R, N)
tak, zZe
(4.28)

He"(T‘“(‘””"R”‘x'zUHLQ(QR oy TR

P T=D0=R e Ay +5L)‘

2
5 + |V u(T, )| 2@y By~

L2(Qr,T)
plati Vo > ag a pro u spliugici u(0,z) = 0 Vo € RY \ Bg.

Diikaz. Budeme postupovat v nékolika krocich:
Krok 1: Piimym vypoctem lze ukazat, ze pro G, u, hladké funkce v oteviené pod-
mnozing RV*! a pro F' = £ (%2 — AG) platf

(4.29)
1
div (2%6:% +|VuP’VG —2(VG - Vu)Vu + uF GVu + Su*FVG
1 2 8 2 1 2
5 GVF) - —(|Vu| G+ Zu FG)
6u ou
= Q(E —VInG-Vu+ 2Fu) (Au—i— af)G
—2(@ —VInG-Vu+ Fu) G- 1 (a—F + AF)G 2V2(InG)Vu - VuG
ot ot '
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Nyni, pokud zintegrujeme identitu (4.29) pres (0,7) x RY \ Bg, dostavame

1
/ / ——va Vu+ Fu> G dz dt
RN\BR 2

+2 / / Vz(ln G)Vu - VuG dx dt
RN\Br

(4.30) / / it + AF) G da dt
RN\ Bp

_2/ / ——VInG Vu + Fu)(Aqu@)dedt
RN\B 8t
{|Vu\2G + quFG} dz.
RN\ Bpg 2 0
Protoze prvni ¢len na levé strané je nezaporny, za predpokladu na funkci G

. lnG je konvexni
o & + AF >0

nam predchoz1 identita unoZnuje kontrolovat vdhovou L?-normu u a Vu (s vahou
G) pomoci véhové L2-normy (%% + Au) se stejnou véhou.
Specidlné, zvolme

(4_31) G(t,gc) — eQa(T—t)(\x|—R)+2|g;‘2.
Ziejmé potom

32

20(T — t) T
4.32 1 t =(——FF+4)6;; —2a(T —t J
(132) GG ( ot )i — 2a( s
a tento vyraz spliuje pro a > 0
2
1 & > 2,
8$¢a$]’ nG(tvx)gzgj = CO|E|
Dale je splnéno
(4.33)
0G(ta) _ Aci
F(t,x) —_ ot ( 756)
2N 2 Glt:) 2 2
@ @ !
=-2a(jz| —R) — (T —t)+ —(T —t) —AN — (= (T —t) + 4) |z
alfe] = R) = (T = )+ (T = 1) (@ =0 +4)
a konec¢né
(4.34)
OF(t, x)
— -+ AF

=8a*(T —t) + 16alz| + 2a(T — t)(N — 1)(N — 3) — 16a(T — ¢ — 32N,

)N -1
||
tedy pro « dosti velké (v zdvislosti na T a R) je

oF
(4.35) F <o, B + AF > 1.
Konecné, protoze F' < 0 a G > 1, u(0,:) = 0, z posledniho integralu v (4.30)
je nezdporny pouze jeden ¢len; na prvni integrdl napravo pouzijeme Holderovu
nerovnost a dostdvdme (4.28). O

K dikazu druhé Carlemanovy nerovnosti, viz Lemma 4.12 nize, bychom potie-
bovali vzit G(t,z) = e~1#I’/4t_ V tomto pripads je
0?G(t, ) _ e—lw\2/4t(xixj B (5&)
8.1‘1'8.133' 4t2 2t
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tedy tato funkce neni konvexni. Proto musime tuto funkci vyndasobit vhodnou
funkei, kterd zavisi pouze na Case.

Lemma 4.12. Necht’ o(t) = te™t/3, 0,(t) = o(t + a). Potom existuje K = K(N)
tak, Ze nerovnost
(4.36)

ow @2 e louP /sty |

(01X + HG,;oée—\:c—y|2/8(t+a)qu(L2

0
< KHO_a—oze—|m_y‘2/8(t+a) (A + 871:) ’

((0,1)xRN))N

L2((0,1) xRN)

platiVa >0,0<a <1,y e RY aue C§([0,1) x RY) spliujici u(0,-) = 0.

Diikaz. Pokud v identité (4.29), kde G tes{ rovnici vedeni tepla (ﬁ - AG = 0),
pouZijeme mibto G funkei 067G = G, (0 = o(t), Fo = (%= — AG,)/Gy =
—a%/a = O‘at Ino), mdme

(4.37)

o~ “div (2%GVU +|Vu’VG — 2(VG - Vu)Vu — O‘UGVU%/U
do 2 0 —a do —a, 2
—ad—/(20)u VG) - at( |Vul*G — ad*/(QU) u G)
—afOu do u & u?
=20 (a —VInG-Vu— d*/(QU)U) (E + A“)G+ 37 1 2(1110) G
2
_20—_“(% ~VInG-Vu-— a%/(%)tﬂ) G =207 "V*(InG)Vu - VuG.

Vynédsobme nyni (4.37) funkci o uvédomme si, ze

dt’

)=o),
a/(da)gt( 0| Vuf? G—ad*/(2o> G = gt (Ul_a(di)‘vu'QG

—a/ZJ_O‘UQG) ol” O‘/( ) (0’/ )\Vu| G—|—a/20‘°‘ (o/ )

Potom
(4.38)

ol O‘/( ) div (2%GVu + |Vu*VG - 2(VG - Vu)Vu — a—/ouGVu
—ai—/( o)u QVG) gt( 1_”/(5) |Vul|?G — a/ZU_O‘uQG)

=20'" “/( )(CZ;Z VinG- Vu—a(ji—t/(Qa) )(%-FAU)G

01" a/( )(%—vmc Vu—ai—/(Zo) )e

—20!- a/( )V2(1nG)Vu VuG — o'~ “/(i—t)%ln (U/d—j)|Vu|2G.
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Nyni zintegrujeme (4.38) pies (0,1) x RY; diky tomu, Ze funkce o je nezdpornd
neklesajici na [0,1), méme

(4.39)
ou do 2
-« e . _
/ /RN / dt <8t Vino Vu—a /(20)u) Gdzdt

//RN . a/ dt (jt (U/dt>|vu|2+2vz(1nG)Vu Vu)dedt

—2/ /RN o= a/ ( E)(%_W G- Vu—ai—/(?a)u)dedt.

Pokud vezmeme a € (0, 1) a zvolime

P
G(t,z) = Ga(t,x) = (t + a)iN/zei 4(‘“1'0') ,
t+a

o(t) :=o04(t)=({t+a)e 7,
méme pro t € (0,1), x € RN

1 1 doa
. — < < — <1.
(4.40) 3e(t—|—a)_aa(t)_t+a, 2 T S
Protoze
d doy, 3
—1 —, /0a ] — )
dt n(dt /"> (t+a)3—(t+a)
je
d do 3 _al?
—In(—2 I+ 2v2(1 > — e A(tta) I
dtn<dt /0‘1) + V<nG)_g(t+a)(3l—(t+a)) ¢ t+a)
> I> -1
3—(t+a) — 3

Proto mame

lot-22G 2wl ,, < K[ot=rai (% 1 au)|

((0,1) xRN )N L2((0,1)xRN)

Dale si uvédomme, ze

(A+%) (A+ gt)u—i-2|Vu|27

proto

/ A + 2G o dxdt
RN

/ / 2|Vul*G (Fﬁdxdt—FQ/ / A—l— uG o, P dzdt.
RN RN

Pokud pouzijeme integraci per partes na levé strané nerovnosti a dale toho, ze G,
fesf rovnici vedeni tepla a u(0, ) = 0, méme

/ / u? o, —A-1G, dz dt
(4.41) RY

<K// ﬁ|vu|dedt+// A+ ;5Gadxdt).
RN RN

Vhodnou volbou «, 8, pouzitim Cauchy—Schwarzovy nerovnosti v (4.41), dostdvdme
(4.36), pricemz jsme vyuzili, ze vySe dokdzané nerovnosti jsou invariatni na posun
v prostorové promeénné. O

Nyni dokazme, ze tvrzeni Véty 4.10 plati na kratkach ¢asovych intervalech, jsou-li
konstanty dostatetné malé.
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Lemma 4.13. Necht’ u spliuje v [0,1] x (RN \ Bg)
0
(4.42) Au+ S| <elul +[Vul), utt,a)] < ol

a necht’ u(0,r) = 0 na RN \ By pro jisté R > 1. Potom exzistuje eo(N) > 0 takové,
zeu =0 na[0,e] x (RN \ Bg) proe < ego(N).

Diikaz. Ukazme nejprve, ze existuje eo(N) > 0 a C = C(N) tak, ze funkce u
splitujici predpoklady Lemmatu 4.13 spliuje v [0,1/C] x (RN \ Bgr)

(4.43) [u(s, )| + [Vu(s, y)| < Ce /O (14 [Jull o 0,1 % (Bar\ B
je-li € < gy.

Necht’ tedy w spliuje (4.42), |y| > 6R a r > 4|y|. Polozme nyni u,(¢t,z) =
u(t,z)p(t)-(x), ¢ € CPR), p = 1 prot < 1/2, p = 0prot > 3/4 a1, €
C(RN), 4. = 1 pro 3R < |z| < 2r, ¢, = 0 pro |z| < 2R nebo |z| > 3r,
0 < ¢,1, < 1. Aplikujme nyni Carlemanovu nerovnost (4.36) z Lemmatu 4.12 na
Uy, kde volime o = k, k € N, a € (0,1). Potom
(4.44)

HJ k— 1/2 —|z—y|?/8(t+a)

xr— 8 a
r||L2((0,1)><RN +||ar e y|?/8(t+a) Vu,
< CHa;keflwfyp/s(Ha) (% N Aur)’

Na druhou stranu, diky definici u, a (4.42)
(4.45)

||Lz ((0,1)xRN)

L2((0,1)xRN)’

(5, + ) (t,2)] < (et )] + Vg1, 2)
H (e (6] + 0(0) ([t 2) (1A )]+ [V @)]) + 2V ()] [Vult,2)]).

Volime-li £ dostateéné malé, 1ze prvni ¢len v (4.45) pfevést na levou stranu v (4.44)
a proto mame
(4.46)

oy B/ 2elovl* /8y | o v + [log e Y/ T a0

)xRN)
< C(H%_k ~lz=yl’ /8(t+a)u||L2 (1/2,3/4)x (RN\BR))

Hlog e PSR (u] 4 [Vl 22 0,3/4) ¢ (Bar\ B

+||J—k —|z— U| /8(t+a) (|’LL| + |VU|)HLZ((O,3/4)><(B;;T\BQT))~
Nyni vyuzijeme L*°-odhadu skaldrnich parabolickych rovnic, viz [5]. Budeme pak
mit, ze
(4.47) ||°'5ke_|$_y'2/éi+i) (Jul + Va2 0,3/0) % (Bar\B2r))

< Ca™e™" Jlullz=(0.1)x (B4\B,)-

Proto pro e < 15 Jde pravé strana této nerovnosti k nule pro r — 400. Tedy pokud
posleme r — +oo a potom a — 01 v (4.46), diky (4.40) dostdvame, Ze

_k— —|z—y|?
||t k 1/2 |z—y|*/8 U||L2((0 1/2)x (RN\B2Rr))

[t ke le v/ UHL?((O 1/2)x (R¥\ Bar))
< CF(N)||e~lemvl*/8 “ul L2 ((1/2,3/4) x (R¥\ Br))
+Ck(N)||t_k ~le—yl? /St(|u| + |vu|)“LZ((0f3/4)X(B3R\B2R))'
Diky (4.42) méme
2 2 2 2
(4.48) e 30 Lo 12,372y x @3\ Bry) < Clle* 180 Lo gy < Celv”
Déle, e~ lo=v*/8t < o=IW*/16t 116 2 € Bap \ Bag a diky Stirlingové vzorci méame

I?féit ke ly|?/16t _ | | 2k(16k)k 7k< |y| 2kck( )
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Tedy diky standardnim L°°-odhadum (viz [5])

(4.49) [t Fe~! : vl /St(|uL;;C|Vu|)HL2<<0,3/4>X(BSR\BQR))

< CH(N)RNy[™ = Nlull oo ((0,1) x (Bar\Br))-
Z vyse uvedenych odhadu a z (4.42) dostavdme, Ze existuje C = C(N) tak, ze pro
vechna |y| > 6Rak >0

k —le—y?
(4.50) It e B | a0, ) w3\ Bar))
< CFN) Ryl ™ lull oo ((0,1) % (Bar\Br)) + el
Vynasobme (4.50) |y|?*/(2C*(N)k!) a sectéme pies k > 0

elv1?/ (O o~ lz—y|? /5t

(4.51) ull L2 ((0,1/(8C(N)) x BN\ B2r)
< O+ [Jull e ((0,1)x (Bar\Br)))-

Pokud nyni pouzijeme standardn{ odhad pro feseni prabolickych nerovnosti (viz

[5])

2s
(@52 fuls.p)l+ VaIVals) <€/ [ judsa,
s B 5 (y)
nerovnosti (4.52) a (4.51) (exponencidlni faktor!) davaji nerovnost (4.43).

Nyni, necht’ opét 0 < a < 1, 7 > 0 (velké), ¥, € C(RY) splituje ¥, ,(z) = 0
pro |z| < (14 a)R nebo |z| > 2r a ¢, () =1 pro (1 4+ 2a)R < |z| < r. Zvolme
T =4e,0<e <1/(10C(N)) a pouzijeme Carlemanovu nerovnost z Lemmatu 4.11
(viz (4.28)) na funkci ug , = uthg
(4.53)

[[ecde=tel=R)+al? ale=t)(el=R)+lal* 7y, ||

ua’rHaLz(QRAa) + ||€
elte =Bl (24 A,
Stejné jako vySse

0
454 ’(7 A) o
(@50) | (2 +8)u,
a stejné jako v piipadé (4.44)—(4.45) muzeme prvni ¢len napravo pro € dostatecné

malé schovat do levé strany. Proto dostavame

(4.55)
eQeaaR

(L2(QR,ae))N

< )+ He|m|2Vua,T(4a,-)HLQ(RN).

HLZ(QRAE

< e(|var] +|Vtar]) +[ul([AYar | +[Viar]) + 2 ViPar

[Vl

aar 7'2
lull L2 (0,09 x (BBt 150y m)) < CE 7 Il + [Vulll 12((0,46) x (B2, \ 1))
+C(a)e®* *Hl[u] + |Vulll L2((0,4¢)

2
+||e‘$|2u(487 ')||L2(B2T\B(1+Q)R)
+||e\w| Vu(45, ) “(Lz(BZT\B(1+a)R))N .

X(B(1+20)rR\B(1+a)R))

Nerovnosti (4.55) a (4.43) ddvaji, ze pro jistou konstantu zdvislou na € a a plati

—r? —eaa
(4.56) [l 22((0,.0)x B\ Brssayn)) < Cle,a) (€277 + e75ef),

V této nerovnosti nejprve posleme r — oo, pak o — 400, coz vede nakonec k vy-
sledku
u=0 na [0,e] x (RY\ Bg).
O

Diikaz. (Véty 4.10): Nyni muzeme pfistoupit k dukazu Véty 4.10. Za predpokladu
této véty existuje § > 0 tak, ze u(5%t, dx)/M (pFeznacené na u(t,z)) spliiuje (4.42)
v [0,T] x (RN \ Bg) pronové R >1aT > 1 s libovolné malym e. Pro T > 1 diky
Lemmatu 4.13 dostédvame, ze u = 0 v [0, €] x (R™\ Bg). Potom ale u(t+e¢, ) spliiuje
(4.42) na [0,T —¢] x (RN \ Bg) aje-li T —¢ > 1, dostavame u = 0 na [0, 2] x (RN \
Bpg). Timto zptisobem nalezneme a > 0 takové, ze u = 0 na [0,a] x (RY \ Bg), kde



50 MILAN POKORNY

0<T—a<1. Polozme ag = a a ug(t,z) = u((T—ak)t—i—ak, VT — akx)7 kde k > 0,
uy spliuje (4.42) a t € [0,T/(T — ap) — ao] (T/(T — ag) — ap > 1!). Lemma 4.13
zarucuje, ze u = 0 na [0, ax11] X (RN \ Br), axr1 = (1 —¢)ag +€T. Tedy {ax }ren je
rostouci (jinak T'= ag) a 0 < ax < T. Proto limy_, o ar = T', coz dokazuje tvrzeni
Véty 4.10. 0

4.6. Dukaz Veéty 4.2.

Diikaz. Pfipomenime, 7e funkce u € L>°(—1,0; (L?(By))3) NL2(—1,0; (W12(By))3)
NL>®(—1,0; (L3(B1))?) a tedy patii i do (L*(Q1))3. Proto miizeme testovat rovnici
FeSenfm u respektive u®, & € C§°(Q1). Navic p € L%(Ql) a dvojice (u,p) je tudiz
vhodnym slabym feSenim na Q.
Méme (viz (4.14))
t u(t, ) -w(-)de
B

je spojité v [—1,0] Vw € (L?(B;))2. Navic také

sup [[u(t, )ll(zs(Br)ye < lallnee(—1,023(81))%)-
<t<0

Podobné jako nékolikrat diive rozlozime tlak na dvé ¢asti, tj. p = p1 + po, kde
prvni ¢ast splnuje
Apy(t,-) = —divdiv(u®@u) v By,
p1 = 0 na 0By,
ve slabém smyslu, a tedy druhd ¢édst tlaku, po, je harmonicka,
Apy(t,-) =0 v By.

Proto dostavame
||p1HL°°(71,0;L3/2(Bl) < CHU||%°°(—1,O;(L3(B1))3)'
Dale

0 2
3
P22 10z = ( / (sup |pa(t,)[*2) dt)
— wEBg/4

(4.57) <C // \pz\?’/?dxdt)
B3,y

< pllzsrz(—1.0:08/2(B,,0)) + P2l L3r2(—1,0,1872(By 0))
< C(||u||2L°°(—1,0;(L3(B1))3) + ||p||L3/2(Q1)) :
Piedpoklddejme tedy, ze tvrzeni Véty 4.2 neplati. Necht' zo = (to,70) € Q12
je singuldrni bod. Z Lemmatu 3.6 ziskdme posloupnost kladnych éisel Ry — 0
spliujicich
1

A(Ry) = sup / ha(t,2)2 dz > .
to—R2<t<tg Rk Br,, (w0)

Vk € N, kde €, > 0 je kladnd konstanta.
Oznaéime @, p, p1 a P prodlouzeni u, p, p1 a ps nulou na celé R* a definujeme

uls(t,z) = Rkﬁ(to + R2t, o + Ryx),
ka (t, ) to + Rit, To + Rix ,
pi*(t,x) =

i )
pi(to + Rit, w0 + Ry),
Py (t,x) = Rkp2(t0 + Rit,z0 + Ryx).
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Pomoci véty o substituci dostaneme

|uR’“(t z)Pde = / [u(to + Rit,x)|? dz,
(4.58)
/ lpf(t, z)| dx—/ Ip1(to + R2t, x)|2dw

a pro kazdou Q C R? omezenou

@so) [ (suplpfecta)f) = Ru [ (sup (oo + Rl ) ds

zEQ zeQ

Tedy muzeme vybrat slabé konvergentni podposloupnosti, které lze bez tjmy na
obecnosti oznaéit puvodnimi indexy tak, ze pro k — oo

o ults ~* U v L2(R;(L3(R?))?), piicemz divU = 0,
o pi* =" Py L®(R L2 (R)),
o py* = 0v L¥2(R; L=(Q))
pro kazdou Q C R? kompaktni.
Vezméme pevnou ¢ € C§° (]R‘l)7 nezapornou. Definujme ®%# vztahem

®(1,y) = Ru®" (to + Rim,w0 + Rry), y €R’,7 €R.
Zvolme Rj dost malé, aby platilo

supp® C {(T,y);to +Rir e (—9/16,0), xo + Ry C 33/4},

tedy
supp @ C (—9/16,0) x By

Protoze (u, p) je vhodné slabé feseni Navier—Stokesovych rovnic, méme zobecnénou
energetickou nerovnost ve tvaru

0
2 / / B (1, 2)|Vu(t, o) de dt
—1JB;

0 R
s/ / |u(t,x)\2(A<I>Rk(t,x)+aq)(;7W> de dt
~1.JB, t

0
VSR (£ 1) (lult. 22 N
+[1 /B1 u(t,z) - VO (¢, )(| (t, )% + 2p(t, ))d dt,

a tedy, zdménou proménnych ¢t = tg + RzT, x = xg + Ry, dostaneme

2 / / B(r,y)[Vyul (1, ) dy dr
R3

// [ (r.y)* (A, 8(r,y) + aé ))d dr
//W -V, ®(7,y) (Ju™ (1, 9)|* + 2p™ (1,y)) dy dr.

Nynf odvodime apriorni odhady na tlak na (a,b) x 2, Q CC R3 a —00 < a <
b < oo:

R R
127 (| Lar2 ((apy ) < P11 Lar2 ((apy <) + 192 1l £3/2((a,p)x )

< C(a,b,9) {Hp?kHL‘”((a,b);Li‘/Z(Q)) + ||p5™ ||L3/2((a,b);L°°(Q))}

o 2/3

< Clab. D [Ipal~raorscony + (R [ (supliaf*2)ds) |
R yeQ

< C(a,,9) [||p\|L%(Q1) + Hu||%°°(71,0;(L3(Bl))3)]'
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Ze zobecnéné energetické nerovnosti, (4.58), (4.59) a predpokladim véty muzeme
tedy dostat odhady nezavislé na Ry:

/ (Ip"]3/% + |[Vul*?) dz dt < C1(Q) < oo
Q

pro Q CC R* libovolnou kompaktni podmnozinu R*, kde konstanta C(Q) je nezé-
visla na Ry,. Pfipomeiime, ze u®® (¢,2) = 0 pro to + Rt > 0.
Ptipomenme déle, ze pro Q = I x B
Ry, Ry |3 Ry |3
o™ fza@ne < Cl 2w (1 2oy 10 W2y 5y
tedy
/ luftr |t dz dt < Co(Q).
Q

Proto
/ u'® - Va5 dzdt < C5(Q).
Q

Muzeme tedy opét pouzit regularitu Stokesova problému a dostat

- (o

Proto diky Aubin-Lionsové lemmatu mame

uf U v (L(Q)).

4/3

+ |v2uRk ‘4/3 + |vak|4/3> dz dt S C4(Q) < 0.

Ukazme, Ze navic
u™ — U v C([a,0]; (L*(2))%),
—o0 < a<b< oo, QCR3 omezend. Ziejmé diky (4.60)

uf = U v C([a,b]; (L3 (Q))%),

nebot’
WS ([a, b]; L3 () 0 L ([0, b]; W23 (Q)) > C([a,0]; L3 ().
Pocitejme
[wf (t + At, ) —a™ (¢, )| L2@)s <
[af (t + At,-) — (2, .)||?£5% . [af (¢ + At, ) — uftk (¢, .)||f£§(m)3 -0

pro At — 0. Celkem limitn{ funkce (U, P) spliauji

4

/ (\U|4 +|VUP + ‘%—Ij T+ |VP\%) dz dt < C5(Q) < o0

Q
pro véechny Q C R*, omezené
U € C([a,b]; (L*(2))?), —00 < a < b < 00, 2 C R?, omezend
U € L=(R; (L3(R?))?), P € L* (R?)
Dvojice (U, P) je distributivnim resenim Navier—Stokesovych rovnic (a spl-
fiuje je i skoro viude na R%)
Pro vSechny nezéporné ® € C§°(R?*) splituje zobecnénou energetickou rov-
nost

2// <I>|VU|2d:cdt:// [|U\2(A<I>+a—q))+U~V¢(|U|2+2P)}dxdt
R JR3 R JR3 ot

a tudiz je (U, P) V[a, b] xQ, —00 < a < b < 00, ) C R3. omezend, vhodnym
slabym FeSenim na této mnoziné
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sup / [U(t,x)|*dz > e, > 0,
B

—1<t<0
protoze
sup  — lu(t,z)|*dz = sup / lufts (t,2)|* do > e,.
to—R2<t<to T JBp, (x0) ~1<t<0 /B,

Dokazme nyni, ze 3Ry a T > 0 tak, ze Vk = 0,1,... madme V*U holderovsky
spojity a omezeny na (—2T%,0] x R*\Bg, /2. Pro pevné Ty > 2 plati, ze

0
/ / (|U\3+\P\3/2) dzdt < o0,
—a1, Jrs

proto

0
lim / / (U] + |P|3?) dzdt = 0.
R—o0 —A4T, RB\?R

To tedy znamend, ze pro libovolné ¢ > 0 existuje Ra(eg,T2) > 4 tak, ze

/0 /
—4T, JR®\Bhg, 4

Vezméme z; = (t1,21) € (—27%,0] X R3\Bg, /2. Potom
Q(z1,1) C (=4T3,0] x R*\ Bg, /4,

t1
/ / (JUP + |P[2) dedt < o
t1—1 Bl(Il)

pro véechna z; € (—275,0] x R*\Bg, 2, T> > 2, Ry > 4. Proto

(JUP +|P*?) dedt < e

a proto

max |V*U(2)| < Cop <00, VE=0,1,...
2€Q(21,1/2)
a VFU(2) je holderovsky spojity na (—2T5, 0] x R3\BR2/2, viz Lemma 4.6.
Definujme vorticitu w = rot U. Potom

%':-i-U-Vw—wVU—Aw:O

v (=T2,0] x R?*\ Bg,. Diky hladkosti U, viz vyse, mame Ze na (—7T»,0] x R®\ Bg,
plati

%‘: - Aw’ < M(|lw|+ |Vw|), M >0.

Navic mame |w| < Cpo + Co1 < co. Ukdzeme, Ze w(x,0) = 0 pro x € R3\Bg,.
Pripometime, ze U € C([-T5,0]; (L3(R2))3), @ C R3, omezend. Tedy pro z, €

R? \ BRz
1/2
(/ |U(O,m)|2dx)
Bi(z4)

1/2 1/2
< (/ lufx (0, z) —U(O,x)|2dx> + (/ |uR’“(O,:E)|2d:E)
Bl(w*) Bl(w*)

1/3
< ™ = Ullog-m,0i2@p») + |Bl|1/6(/ ( >|URk(O’x)|3d”)
Bl T

1/3
< '™ = Ulloq-m0pw2@ops) + |Bl|1/6(/ futto. ) dy) "
Br, (zo+Rizx)
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Protoze ug, — U v C([~T3,0]; (L?(B1(.)))?) a SUPye[—1,0] la(t, )3 (B,))s < oo,
mame

/ |U(0,z)*dz = 0 Vz, € R®\ Bp,,
Bi(z4)

tedy
w(0,2) =10t U(0,2) =0 Vz € R®\ Bg,.

Véta 4.10 ndm tedy dava, ze
w(t,z) =0, (t,2) € (=T3,0] x R*\ Bg,.

Zbyva dokézat, ze
w=0v (—T%,0] x Bg,.
Tim totiz dostaneme U = V1, kde 1) je harmonickd funkce s omezenou L3-normou
V. Pak V¢ = 0 a tedy U(¢t,-) = 0 pro s.v. t € (—T»,0], coz je ve sporu s pfed-
pokladem
sup / U(t,2)*dz > e, > 0.
—1<t<0J B,

Nyni dokazeme, ze w = 0.

Vime, 7e v (—=T3,0] x R® \ Bg, je AU = VdivU — rotrot U = 0, a proto
v (=Ty,0] x R®\ Bg, plati

aa—?+div(U®U)+VP:0

divU=0, AU=0, rotU=0.
Proto pro libovolné Qg C (=73, 0] x R\ Bag,
ou(z

k 19U (2) kpll < ot _
?éaQ)[i)[\VU(zﬂ—i-’V 5t ‘-i—|VP|}_CO,,€<oo7 k=0,1,....

Fixujme ¢ € C§° (R3) takovou, 7e ¢ = 1 na Byg, a ¢ = 0 na R3\ Bgg,. Polozme
W =¢U a R = ¢P. Potom
oW

S PAV(We W) AW + VR =g

divw = U - Vo
W(t7m)|33832 =0,

v Q* — (—T2/2,0] X BSRza

kde
g=(¢? —)div(U®U) + UU - Vy? + PVp — 2(VU)Ve — Ule.
Funkce g splituje g(t,z) = 0 pro x € Byg, nebo x € R*\ Bggr, a
0
sup [|vkg(z)| + ‘Vk—g(z)u <C% <oo, k=0,1,...,
2€Q. ot

coz jsme dostali z hladkosti U a P. Potfebujeme pracovat s funkcemi s nulovou di-
vergenci. Proto vyfesime Stokesuv problém v Q.. Tedy pro libovolné ¢ € (—T5/2, 0]
hledame feseni tlohy

~AW +VR=0
. X VB8R2
divw =U Vo

s hrani¢ni podminkou
WloBgs, = 0.
7Z regularity Stokesova problému méme

o ~ — -
sup HV—W(z)‘ + VAW () + [VER(:)]] < G < o0, k=01,
2€Q. ot
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Polozme V=W — W, Q = R — R. Nase nové funkce spliiuji rovnice

a—v+div(V®V)—AV+VQ:—div(V®W+W®V)+G

ot v Qs
divv =0
V(t,)|oBsr, =0,
kde N
G=—div(Wa W) + —%V.

Z predchozich odhadi mame
sup |[VFG(2)| < Cjp <00, k=0,1,....
2€Q 4
Vlastnosti U, P a odhady vySe nam davaji
V e L®(~T5/2,0; (L*(Bsr,))*) N O([~12/2,0}; (L*(Bsr,))®)
NL*(=T2/2,0; (W"*(Bsr,))),
oV
ot
Zvolme tg € (—13/2,0) tak, ze [[VV (to,)|(£2(Bsn,))? < o0. Existuje do > 0 takové,
ze %—‘t’, V2V,VQ € (L?((to,to + do) X Bsgr,))™. Vyuzijeme-li regularitu linedrnich
rovnic, dostaneme pro k =0,1,... a € < §p/4 odhad

4
sup sup |[VEV(t,2)| < CH, < oc.
to+e<t<to+dp—e z€BsR,

V2V, VQ e (LY3(Q.)™, m=3,3x 3 x 3.

Proto, specidlné

sup sup |VFU(t,2)| < C§, <00, k=0,1,....
to+e<t<to+do—e €Bsn,

Vime tedy, ze v (tg + €,to + 0o — €) X Bggr, pro jistd M, M; >0

Qo Aw| < M(IVw] + lw)),

ot
|LL}| S M1~

Navic, je-li (¢t,x) € (to + €,t9 + do — €) X Bsgr,\Br,, je w = 0. Diky Vété 4.7
(aplikované po posunuti v ¢ase i prostoru) dostdvame, ze

w=0 V(t0+€,t0+(50—€)><BgR2

pro s.v. tg € (=T2/2,0). Pokud zopakujeme stejny argument na (—Ts, —T5/2],
dostavame konecéné
wt,z) =0 v (=T5,0] x R3.
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