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... v budoucnosti se bude ument s technikou tak néjak
harmonicky doplnovat — lyrickoepickée verse pomohou pri
chemizaci likvidacni praxe — periodickd soustava pomize
rozvoji tmpresionismu — na kazdéem technickém vyrobku
bude zvlastni ploska, vyhrazend pro ucinny esteticky viem
— kominy atomovych elektraren budou pomalovany na-
simi nejlepsimi krajindri — dvacet tisic mil pod morem
budou citarny pristupnée vsem — diferencialni rovnice se
budou psat ve versich — na strechdach cyklotroni budou
divadla malych forem — a v nich se budou recitovat dife-
rencidlni rovnice — tak néjak lidsky . . .

Véaclav Havel, Zahradni slavnost
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Kapitola 1

Panové Navier, Stokes,
jeden systém PDR, nékolik
dalSich panu, jedna dama a
milion dolaru

S tekutinami se setkavame stéle. Zemé je obklopena atmosférou, voda tvoii 80%
lidského téla, prenasi zakladni ziviny. Kazdé pondéli si davame ,matematicky
¢aj“ a bez vina ¢i piva bychom byli o néco ochuzeni.

Je tedy zfejmé, ze lidstvo se snazilo studovat tekutiny od samého prvo-
pocatku, kdy si zacalo uvédomovat svou existenci. Staii Rekové pokladali vodu
za jeden ze Ctyl zivli. Ale az pomérné pozdé se pristoupilo k matematickému
chapani popisu tekutin. V roce 1822 navrhl francouzsky inzenyr C.M.L.H. NA-
VIER jistou soustavu parcidlnich diferencilnich rovnic jako model popisujici
viskdzni nestlacitelné tekutiny. Kdyz se na jeho odvozeni rovnic podivali fyzi-
kové, okamzité jej smetli ze stolu — fyzikalni predpoklady byly naprosto nerea-
listické. Pozdéji ale ke stejnému systému rovnic nezavisle dospéli S.D. P0OISSON
(1829) a A.J.C.B. DE SAINT-VENANT (1843), jejich jména ale s timto systémem
rovnic bohuzel spojena nejsou.

V roce 1845 G.H. STOKES odvodil mnohem rigoréznéjsim zpusobem, ta-
kovym, jaky znate z pfednasky z mechaniky kontinua, model linedrné viskézni
tekutiny. A dostal tytéz rovnice co o 23 let diive NAVIER. Tedy co vlastné zkou-
mame. Hleddme

u: [0,7) x Q@ — RY,
p: [0,T) x Q@ — R,
tak, ze
Ju
g—ﬁ—u.Vu—l/Au—f—Vp:f v (0,T) x Q }:Q% QCRN, N>2
diva=0 v (0,T) x Q
(1.1)

Je tfeba dodat poéateéni podminku pro rychlost u(0,z) = ug(z) a okrajové
podminky. My budeme uvazovat pouze u = 0 na (0,7) x 91, ale nesnazime



se viibec tvrdit, Ze je to ten jediny spravny model. Koneckoncti, mohli bychom
klidné uvazovat feseni Cauchyovy tlohy a potizi bude stale dost a dost.

Na prvni pohled je to docela kultivovany systém PDR. Jedina nelinearita je
kvadratickd a ma navic jesté péknou vlastnost, coz uvidime pozdéji. Umoznuje
odvodit zékladni apriorni odhady. Ale pfesto, je to nelinearita zaludné. Z hle-
diska charakterizace nelinearit je to pro N = 2 pfipad kriticky, totiz s jistou
nadmahou zvlddnutelny, zatimco pro N = 3 (a ten bychom asi vytesili nejradéji)
problém superkriticky. Tedy bez dodate¢nych trikd nezvladnutelny.

Prvnim, kdo se pokusil tento systém seriézné matematicky studovat, byl
C.W. OsEEN [28]. Na jeho prace pak navazal J. LERAY v sérii ¢lankd z let
1933-34 ([20], [21]), které obsahovaly vysledky jeho doktorské prace. Zatimco
pro piipad Q = R? dokazal existenci a jednoznacnost klasického feSeni, pro
Q = R? neuspél. Dokazal pouze existenci tzv. ,turbulentniho feseni (véfil, Ze
pravé turbulence je zodpovédna za pripadné singularity), coz je v modernim
jazyce de facto slabé FeSeni spliiujici silnou energetickou nerovnost.

Navrhl téz jistou moznost kterak ukézat, ze klasické feSeni nemusi obecné
existovat. To, Ze tato metoda nefunguje, bylo ukdzano az relativné nedavno
v élancich J. NECAS, M. RUZICKA, V. SVERAK [26]; J. MALEK, J. NECAS,
M. POKORNY, M. SCHONBEK [24] a T. TsAI [34].

Pak prisla druhd svétova valka. Po ni némecky matematik E. HopF [15]
rozsifil vysledky J. Leraye i do omezenych oblasti. Zhruba o desetileti pozdéji se
objevuje O.A. LADYZENSKA [19], ktera se az do své smrti intenzivné Navier—
Stokesovym rovnicim vénovala. Po ni potom celd fada vynikajicich matematiku:
J.-L. Lions [22], L. CAFFERELLI, R. KOHN, L. NIRENBERG [6], P.-L. LIONS
[23], ...

V poslednich letech se objevily zajimavé nové vysledky. Pro tzv. velmi slabé
feSeni (tedy TeSeni, pro které ani nemusi existovat prvni prostorové derivace)
T. BUCKMASTER a V. VICOL v préci [4] ukdzali, ze tento pojem je az prili§
slaby a takovych feSeni muze existovat hodné, dokonce az nespocetné mnoho.
Tento vysledek je spojen s analogickymi vysledky pro Eulerovy rovnice C. DE
LELLISE a L. SZEKELYHIDIHO (ptvodni préce je [8]).

Navic, V. SVERAK a H. JI1A naznaéili [16], Ze pro ne piili§ hladké pocateéni
podminky by mohlo existovat vice feseni Navier—Stokesovych rovnic. Tento vy-
sledek je zaloZen na splnéni jisté podminky, jejiz ,numericky“ dtkaz pochazi
z prace [14]. Nejde ale o dikaz analyticky. Ten se podafilo provést pro nulové
pocateéni podminky a pravou stranu f € L1(0,T; (L*(R?))3) v praci autori D.
ALLBRITTON, E. BRUE a M. CoLOMBO [2]. Tento vysledek plati i pro omezenou
hladkou oblast € ¢ periodické okrajové podminky (torus).

Fundamentalni otazka, zda existuje ve tfech prostorovych dimenzich hladké
(tj. klasické) feseni pro libovolné velkd data tlohy a libovolné dlouhy casovy
interval, zlistava stdle nezodpovézena. To, spolu se snahou napodobit D. HiL-
BERTA ve formulaci ,otevienych problému pro dalsi stoleti“, vedlo Clayuv in-
stitut v Massachusetts k vyhlaseni ,sedmi otevienych problémi“ a odmény
1000000 dolaru za jejich vyfeSeni. A tak se Navier—Stokesovy rovnice obje-
vily vedle takovych problémt, jako je dnes jiz dokdzana Poincarého hypotéza,
Riemannova hypotéza atd.

Co to je tedy slabé feseni? Vezméme ¢, hladkou funkci s kompaktnim no-
si¢em a nulovou divergenci, a pfenasobme ji rovnici (1.1). Jelikoz (pfipomeiime,
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(My si pozdéji ukdZeme mirné analogickou formulaci, ale mySlenka je pravé
tato.) Stac¢i nam tedy predpokladat, ze u € (L2 (Q7))N a f € (L} .(Qr))Y;
pak maji vSechny ¢leny smysl.

Budou nas zajimat nasledujici otazky:
1. Existence slabého feSeni. (N = 2, 3)
2. Zda je slabé feSeni jednoznacéné v rozumné t¥idé feseni. (N = 2)

3. Pokud méame Feseni hladsi, zda uz je to nutné jediné feseni (,,weak—strong
uniqueness® — je-li slabé feseni silné, potom je jiz jediné na tfidé slabych
feSeni). (N = 3)

4. Zda je kazdé slabé feSeni s hladkymi daty nutné hladké. (N = 2 ano,
N = 3 neni znamo).

Pravé tato otdzka je onim problémem za 1000000 dolart: (C. FEFFER-
MAN):

f : hladka funkce s kompaktnim nosi¢em
ug : hladka funkce s kompaktnim nosi¢em

Existuje klasické feSeni Navier-Stokesovych rovnic na R? pro libovolné
dlouhy ¢as? (Bud dokdzat, nebo najit protipfiklad.)



Kapitola 2

Zakladni prostory funkci

2.1 Sobolevovy a Lebesgueovy prostory

Pouzivame standardni znaceni pro
Sobolevitv prostor:  WkP(Q),
1

)

eEN,1<p<x
Lebesguetv prostor:  LI(Q) < o0

k
<q

S témito prostory se lze podrobnéji seznamit napfiklad ve skriptech z moderni
teorie parcidlnich diferencidlnich rovnic [5] ¢i ve standardnich monografiich vé-
novanych teorii funkci [1] nebo [18].

Uvedme jen jednu poznédmku o interpolacich:

a) Lebesgue:
Tvrzenicko 2.1.1. Nechf f € LP(Q)NLI(N), 1 <p < q< oo, 2 C RYN. Potom
fel'(@Q),p<r<gqa
1 o 1-«a
e <A IANGS, ===+ , aclo1]. 2.1
11l < AN 111l Ty [0,1] (2.1)

Dukaz. Je prenechan ¢tenafi jako elementarni rozcvicka na tavod. |

b) Lebesgue, Sobolev:

Méme f € L1(Q) N WH4(Q), 1 < g < 0o. Je mozno odvodit nerovnost typu

1l < ClAllG AT
pro jisté hodnoty r, g a s? Odpovéd je pozitivni.
Véta 2.1.1. Necht Q € C%! je omezend oblast v RN, f € Wh#(Q) N LI(),
1< g < o0
a) Je-li s < N, potom f € L"(Q), r < ]\JIV_SS aproq<r< J\J,vfs ezistuje
C=C(Q,N,s,q,r):

1£ll- < CIFIENFllg™ a € 0,1],

1 1 1 1
-—=al-——= 1—a)-.
r a(s N)+( a)q

(2.2)
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b) Je-li s = N, potom lze brdt v (2.2) ¢ < r < co a pro s > N lze brdt
r < o0.

Dukaz. Idea diikazu je zalozena na nasledujicich dvou krocich:

a) ukazeme, ze (2.2) plati pro f € C5°(RY),

b) kombinaci véty o prodlouzeni (proto Q € C%!!) a hustoty hladkych funkci
(popt. regularizétor) se pfevede situace na omezenou oblast.

Pozndmka: Je-li Q@ = RN nebo f € Wy*(Q), lze v (2.2) misto ||f|1.. psat
V£ -

Pozndmka: Ukézeme si dvé specidlni situace (2.2):

1 1 1 1

N=2r=4 s=q=2: 1 a<22>+(1a)¢a X
1 1 3

N = =4, s=q=2: - = -z 1—a)= 2
hr=ds=4q 1 a(2 3>+( alg Ta=g

. 3C = C(N): Yu e WH2(Q): lulla < C[luls [ully®, @ C R,
lulla < C iy Jully*, @ c R,

Provedme diikaz:
a) N =2: Necht u € Cg°(R2). Potom [Julls < v2|| V|5 [ull3/%.

Diikaz. Z Gagliardo—Nirenbergovy nerovnosti vime, Ze pro v € C§°(R?)
[oll2 < Vo1

Vezmeme v = |u|? a dostdvame
< [ V@ANde<2 [ julValdo < 2l Tuls,
R? R?
tj.
1 1
lulla < V2[[ull3[|Vul3 -
(Konstanta neni optimalni — viz R. TEMAM [32]: C' = 21.)
, o 3 3/4 1/4
b) N =3: Necht u € C3°(R3). Potom |Julls < (£)%[|Vull3/*|jully’*.

Ditkaz. Analogicky jako vySe mame

lolly < [V0]s.

Zvolme v = |u|3. Potom

8 5
[l < [ luldlde <5 [l o
R3 3 Jrs

8 5 —a)B 8 4/3 11/3
=§/IVWMWMW°%dx§yWWﬂMMHWJ-
R3



2.2. BOCHNEROVY PROSTORY 9

(Nebot § + 52 4 5022)

=1= a=3%.) Tedy celkem

8\*/* 3/4y n1/4
lulla < {5 ) IVulla™ llull"™

(Konstantu lze vylepsit na C' = v/2, viz [32].)

Specialné, je-li u € WO1 -2 (Q), pak plati nerovnosti vyse se stejnou konstantou,
stacl pouzit vétu o hustoté hladkych funkci. V obecném pripadé se pouzije véta
o prodlouZeni a misto normy gradientu se objevi cela W'2-norma. |

2.2 Bochnerovy prostory
Budou nas zajimat prostory funkci u: I C R — X, kde X je Banachuv prostor.
Diikazy nésledujicich tvrzeni je mozno nalézt napf. v [18] & ve skriptech [5].

Definice 2.2.1. a) f: I — X se nazgvd jednoduchd funkce, jestlize existuji
c1...,c6 €X aO01,...,0, CI,O;N0O; =0 i+# j, O; méritelné tak, Ze

£(t) = ; eixo ().

b) f: I — X se nazgvd silné méfitelnd, existuje-li posloupnost jednoduchych
funket fy, tak, Ze lim || fn(¢t) — f(t)]|x =0 pro s.v. t € I.
n—oo

Lemma 2.2.1. Necht f je silné méfitelnd. Potom || f(-)||x: I — R je méFitelnd
v Lebesgueoveé smyslu.

Definice 2.2.2. Funkce f: I — X je bochnerovsky integrovatelnd, jestliZe exis-
tuje posloupnost { f,},~, jednoduchych funkci tak, Ze

. li_)m I1fn®) — f@®)|lx =0 pro s.v. t € I (tj. f je silné méfitelnd),

o lim [ [1fa() ~ FO)llx dt =0,
Je-li J C I a f je bochnerovsky integrovatelnd pres I, pak

kn
fdt= lim [ x;(t)fn(t)dt = lim |07 N J|,

kde f, spliiuje predpoklady uvedené vyse.

Véta 2.2.1 (Bochner). Silné méfitelnd funkce f: I — X je bochnerovsky inte-
grovatelnd <= || f(*)||x md koneény Lebesguetiv integral pres I.

Dusledek 2.2.1. Necht I je omezeny otevieny interval v R. Je-li f € C (T; X),
pak je bochnerovsky integrovatelnd.

Lemma 2.2.2. Je-li f bochnerovsky integrovatelnd pres I, pak
a) || [y fatllx < [;lIflx dt,

b) ol [ fdt=0€X (nulovj proek).

Poznamka. 7 definice plyne, Zze pro n € X* a ¢ bochnerovsky integrovatelnd

pres I plati
(n [oa) = [ o) x
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2.2.1 Prostory L*(I;X)

Definice 2.2.3. Necht X je Banachiv prostor, 1 < p < oo, I C R. Potom
LP(I; X) je mnoZina véech silné méfitelngch f: I — X takovych, Ze

a) 1<p<oo
Jrllf @O dt < oo,
b) p=o0

esssup || f(t)|x < 0.
I

]

Véta 2.2.2. Prostory LP(I; X) jsou linedrni prostory. Pokud polozime f; = fo
jestlize f1(t) = fa(t) pro s.v. t € I (ve smyslu prostoru X ), pak LP(I; X) jsou
Banachovy prostory s normou

1/p
il = ([ 101K at) " 1<p<oa,

I llzee iy = esssup [f()llx, p=oo.

Poznamenejme, Ze je-li I omezeny interval, pak
o LP(I;X) — LUI; X), 1< q<p,
1
o [ f®)dtlx < [ IF@x dt < f o7
(f()llx € L*(I) = f je bochnerovsky integrovateln4.)

Véta 2.2.3. Necht X je reflexivni Banachiv prostor, X* jeho dudl, 1 < p < co.
Potom kazdy spojity linedrni funkciondl na LP(I; X) lze reprezentovat jako

(D, f)(Lr(1:x))",Lo(1;x) = /1 (), f()) x- x dt, f € LP(I; X), p € LV (I; X*).

Je-li 1 < p < 00, X reflexivni Banachiv prostor, potom LP(I; X) je reflexivni
Banachuv prostor.

Méjme I = (0,7), T < oo a polozme pro f € LP(I; X), f prodlouzené nulou
vné I. Nechf w je standardni regulariza¢ni jadro. Oznaéme

fult) = %/Rw <th$> £(s) ds.

frneC>(0,T];X).
Jestlize f € LP(I; X) pro 1 < p < oo, pak
fn— fv LP(0,T; X)

Potom

a pro libovolné 1 < p < oo
I fullzro,msx) < 1fllLro,15x)-
Jako diusledek dostavame

Véta 2.2.4. Necht 1 < p < 0o, X separabilni Banachiv prostor. Potom téZ
LP(I; X) je separabilni Banachiv prostor.

Dukaz. Je analogicky situaci, kdy X = R, a je ponechin na rozmysleni ¢tenafi.

Speciélné, pro 1 < p < oo jsou v LP(0,T; X) husté funkce z C§° ((0,7); X) .
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2.2.2 Prostory s ¢asovou derivaci

Nyni se pokusme definovat ¢asovou derivaci. Situace je analogicka jako u slabé
derivace funkci z LP(Q).

Definice 2.2.4. Nechf u € L} (0,T;X), g € L}, .(0,T;X). Potom g = u

5 loc loc
(= 5¢), jestlize

l/u@d@&:—/gﬁwwd Vo € D(0,T).
0 0

O

Lemma 2.2.3. Necht X je Banachiv prostor, X* jeho dudl. Necht u,g €
LY(0,T; X). Potom ndsledugici tvrzeni jsou ekvivalentni:

u(t) =¢ +/O g(s)ds, prosw.te€l0,T],€§€X, (2.3)
T T

Y € D(0,T): /0 w(t)g (1) dt = — /0 (Bt dt, (2.4)

ViE XTS5 ) x = 1)y v DOT). (25)

Je-li (2.3)-(2.5) splnéno, pak u =14 s.v. na [0,T], pricemzu € C([0,T]; X).

Dukaz.

Nejprve poznamenejme, %e zobrazeni t — fot g(s) ds je absolutné spojité na [0, T]
s hodnotami v X. Proto:

(2.3) = (2.4): nasobme (2.3) ¢'(t) € D(0,T) a vysledek plyne integraci per
partes.

(2.3) = (2.5): nejprve aplikujme na (2.3) n € X* a pak stejné jako vyse.

(2.5) = (2.4): vime, ze Vo € D(0,T)

T T
/<mwpx¢m:—/’mmpxw®
0 0
n € X*. Protoze n nezavisi na t, diky linearité integralu

T T
't / dt> —0 Vpex*
<n7/0 ugdt+ | gedt) n ,
coz je (2.4).

(2.4) = (2.3): miizeme bez Gjmy na obecnosti pfedpokladat, Ze g = 0. Polozme
totiz ug(t) = fgg(s) ds a v =u(t) —ug(t). Zfejmé ug € AC([0,T]; X), up’ =g
s.v. na I. Tedy necht

T
/ ve'dt =0 V€ D(,T).
0

Dokazme, Ze potom v = const € X. Kazdou funkci ¢ € D(0,T) lze psét jako

T
p=dentvs A= [ s
0
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kde o € D(0,T) je pevna funkce, pro niz

T
/ ondszly
0

a1 € D(0,T) je primitivni funkce k ¢ — Apg takovd, ze 1¥(0) = 0. Mame tedy

| 0 -0ewa=0 v en0.1), 6= [ ulshenls)as
0 0

Nyni standardni regularizaci v ¢ase plyne, ze v(t) —& =0 s.v. na (0,T). [ |

Uvazujme dva separabilni Hilbertovy prostory, V' (napf. WO1 2(Q)) a H (napf.
L?(2)). Pomoci Rieszovy véty provedme ztotoznéni H = H*. Vezméme Gelfan-
dovu trojici

Vowemte H=H" 2. V" (2.6)

husté

(husté vnofeni dudli dokdzeme pozdéji, viz Tvrzenicko 2.2.1). Uvazujme nase
prostory V. = VVO1 2(Q) a H = L?(Q). Vnofeni prostoru V do H reprezen-
tuje operdtor identity I: W,>(Q) — L*(Q). Nyni se podivejme na ztotoznéni
H a H*. K libovolnému ® € (L?(Q))" g € L*(Q): (Py,0)u+.u = [, 9 da,
@12+ = l9]lL2(q2)- Tento funkcional patii do (Wy2(€2))* ve smyslu

<(I)gaw>(w(}*2(9))*’wol’2(ﬂ) = /ng/JdﬂU Vi € Wom(Q)'
Proto pro g € Wol’z(Q)

1,2
(9: V) w2 wi) = (Ros V) w2y wi @) = /991/’ do Vi € Wy (Q).
V obecném pripadé mame pro u, v € V — H
(Tu, Iv)g = (Pru, [V) 5~ 1,
kde I: V' — H je operator identity reprezentujici vnofeni a .y hraje jako vyse
roli zobrazeni z Rieszovy véty o reprezentaci. Potom

(U, )y v def (@ru, V) e g = (Tu, [v) g, Yo € V.

V tomto smyslu chapeme, ze V — V*. Ve projde analogicky i pro pfipad, kdy
V' je pouze reflexivni Banachtuv prostor.

Poznamka. V terminologii prostorit V a H lze definovat casovou derivaci
funkce v € LP(0,T; V) lezici v prostoru L(0,T;V*) tak, Ze plati

T T
/(u’,v)v*ywdt:—/ (Tu, Iv) gy dt Yo eV, Vi € C§°(0,T).

0 0
Navic, jsou-li u,v € LP(0,T;V), v/, v € LY (0,T;V*) a ¢ € C(0,T), 2 < p <
oo, pak

T

/OT ((u',v>v*y + (v',u)v*7v)1/;dt — 7/0 (Tu, Iv) o' dt.

Diikaz je analogicky lemmatu nize.
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V dalsim budeme, pokud nebude hrozit nedorozuméni, znaceni I pro identitu
vynechavat.

Lemma 2.2.4. Necht'V je reflexivni Banachuv prostor, H je Hilbertiv prostor,
V* a H* jsou pFislusné dudlni prostory. Necht V 2, H = H* 3. V*. Necht
uwe LP(0,T;V), v € Lp/(O,T; V*), 1 < p < co. Potom je u rovno s.v. na (0,T)
spojité€ funkei z [0,T] do H. Navic
d
dt

Duikaz. Dukaz provedeme ve tfech krocich.

lullf; =2 (W u)y. v D'(0,T). (2.7)

Krok 1. Dokazme platnost rovnosti (2.7). Z Lemmatu 2.2.3 vime, %e u €
C ([0,T];V*), nebot V < V* tj. u,u’ € L*(0,T;V*). Dale

1
cu ) U >V*,V €L (O,T),
€L (0,T;V*) €L?(0,T;V)

lall7 = (ww)a = {u,u) g g =

tj. u € L?(0,T; H). Nyni necht u,, je regularizace @ (& = w na [0,T], jinak
t=0€V), u, € C®(0,T];V),

Um —> uv LP(0,T;V),

W, — uv LP(0,T; V"),

Uy — uwv L20,T; H).

Tedy
d

dt

lna 7 = 2 (s ) g = 2 (st} ¥m €N,

proto

T T
_ / o dt = 2 / () ot Ve € D(0,T)
0 0 ———
€L (0,T)

a limitnim pfechodem m — oo

T T
—/ lul ' dt = 2/ (W uy. o dt Vg € DO, T),
0 0
coz je rovnost (2.7), kde jsme pouzili, ze funkce: ¢ — (', u)y. y (t) € L'(0,T),
nebot diky tomu, ze v’ € L¥ (0,T;V*) a u € LP(0,T;V),
T T
/ (U, u)y. y dt < / ||y Nully dE < +oo;
0 0
tedy u € L>=(0,T; H). Navic u € C ([0, T];V*) a ||u||% € C([0,T)).

Krok 2. Plati:

Lemma 2.2.5. Necht X,Y jsou Banachovy prostory, X je reflexivni a plati
X e Y. Necht ¢ € L>®(0,T;X) a soucasné p € C([0,T];Yy). Potom ¢ €
C([0,T]; Xu).
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Dtikaz Lemmatu 2.2.5 uvedeme niZe. Jen pfipomenuti (pro krajni body uva-
Zujeme piislusné jednostranné limity):

o € C(0TI;Y) < Jim llpt) — olto)lly =0 Vi € [0,T],
p € C(0,T]Yy) = lim (n,0(t)) — (1, ¢(to))
= Jim (,0(t) = ¢(to)) =0 Vne Y™, Vo € [0,T].
t—to
Ziejmé p € C'([0,T];Y) = ¢ € C([0,T];Y.), obracena implikace plati jen
pro Y koneéné dimenzionalni. Proto méme, ze u € C([0,T]; V*), coz implikuje

u € C([0,T];V.}), a proto diky Lemmatu 2.2.5 a ztotoznéni H = H* vime, ze
ue€ C([0,T); Hy).

Krok 3. Dokazme nyni, ze u € C ([0,T]; H). Necht ty € I. Pocitejme

lu(t) — ulto)l|Fr = lu(®) |3 — 2 (u(t), ulto)) 5 + llulto)ll -

Tedy, diky tomu, ze |[u(-)||%, € C([0,T]) a u(t) — u(ty) pro t — to (v krajnich
bodech opét pfislusné jednostranné limity),

. 2
Jim flu(t) — u(to) I},

. 2 . 2
= Jim [u@)lf ~lme,  2@0).0)y (o)l
N — ~—_———
—lu(to)ll% —2(u(to),u(to))y diky kroku 2

2 2 2
= [lulto) s — 2[lulto) 5 + [lu(to) s = 0.

Zbyvé dokazat Lemma 2.2.5. Uvédomme si nejprve, ze
Tvrzenicko 2.2.1. Necht X je reflexivni Banachiv prostor. Necht X 52, Y.
Potom Y™* 7. X*.

Dukaz. Oznaéme
i: X —Y
zobrazeni realizujici vnoreni X < Y, tj. spojité prosté zobrazeni z X do Y,
definované na celém X. Dle pfedpokladu dale vime, ze i(X) je husté v Y. Defi-
nujme
7Y — X
tak, ze
("(y"), 2)x-x = (" i(@))y=v.
Ukazme, Ze i* realizuje vnoreni Y* do X™*, tj. je prosté spojité zobrazeni defi-
nované na celém Y™*, takové, ze i*(Y*) je husté v X*.

Necht i*(y*) = 0, tj. (y*,i(x))y-y = 0 pro vSechna x € X. Protoze i(X) je
husté v Y, je nutné y* = 0. Necht X je reflexivni Banachtiv prostor. Pfedpokla-
dejme, 7e Y* # X*. Potom 3 2** € X**: V y* € Y* je (**,i*(y*)) yor x- = 0,
ale 2** # 0. Diky reflexivité existuje 2 € X: z** = J(z) (J(x) je kanonické
zobrazeni) tak, ze

<i*(y*),x>X*7X =0V ey =
(W i(@))y.y =0 Vy' €Y' = i(z)=0,

tedy diky prostoté zobrazeni i je © = 0, coZ je spor s tim, ze Y* # X*. |
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Nyni mizeme pristoupit k dikazu Lemmatu 2.2.5, které mé samostatny
vyznam.

Dukaz (Lemmatu 2.2.5). Protoze X 5. Y, je Y* 52, X*. Dle predpokladu
vime, Ze
Me@)y-y =u Melto))y-y VneYr

Cilem je ukazat, ze

S

(o) xo x = (Hop(to))x- x Y€ X"

Definujme ¢(t) € X tak, Ze

h—0

_ 1 [th
B4 o e =limint 1 [ G p(6)) e s
t+hel t

Zfejmé pravé stana je omezena |[¢fpw o 7.x) [1llx, a tudiz 3(4(t) € X
Protoze X je reflexivni, je $(t) € X jednoznacné definovany. Navic

le@lx = suwp (,d() < sup el Lo rox) 1llxe < Mol oo 0.7 x) -
Il - <1 [

Specidlné pro p € Y*( 5. X*) vidime, ze ¢(t) = ¢(t) na [0,7]. Plati tedy
le@llx < llellpeor,x) ¥t € [0,T]. Nyni, protoze Y* je husté v X*, Vu € X*
aVe >0 3. € Y* i ||pe — p| - < €. Zvolme pevné € > 0. Tedy

(1, 0(t) = p(to)) x- x = (1 — pz, (1) — p(to)) x+ x + (e, (1) — p(t0)) xv x -

Nyni, pro € vhodné zvolené, je prvni ¢len

| {1 — pe, () — o(to0)) x+ x |

~ 3
o(t) — olto)ll x < 2@l peo,rx) € < 5-

< — pel| -

[\

Druhy ¢len je maly pro ¢ dosti blizko g, nebof pz € Y* a

e

[ {ue, (1) = @lto)) x- x | = [z, o) = (to))y- v | < -

Tedy k libovolnému € >0 36 > 0 Vt € Us(to): | {1, (t) — p(to)) x- x | < e. W

Dulezité bude pro nas kompaktni vnofeni z prostoru
W =Wo$ = {ve L*(0,T; Xo);v" € L (0,T; X1)}
do vhodného prostoru L*(0,T; X). Polozme

||U||W = ||U||Lao(0,T;X0) + ||U/||La1(0,T;X1) :
Plati

Véta 2.2.5 (Aubin-Lions). Necht Xo, X1, X jsou t7i Banachovy prostory splriu-
jici Xg —— X — X;. Necht Xo, X1 jsou navic prostory reflexivni. Ddle necht
l1<a; <o0,1=0,1.

Potom pro 0 < T < 00 je W —— L*(0,T; X).
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Poznamka. Je mozno brat a; = 1, pak je ovSem dilkaz komplikovanéjsi a my
nepotfebujeme ani komplikace, ani silu tohoto tvrzeni.

Nejprve dokazme:

Lemma 2.2.6. Necht Xy, X1, X jsou Banachovy prostory splriujici: Xg ——
X — X;.
Potom ¥n > 0 dc, tak, Ze Vv € Xy

[ollx < nllvllx, +enllvlly, - (2.8)

Dukaz. Lemma budeme dokazovat sporem. Necht (2.8) neplati, tj. In > 0:
VYm € N Jw,, € Xy, Ze

lwmllx > nllwmllx, +mllwnllx, -

PoloZzme
W

Um = 57— 7
lwmllx,
tedy
[vmllx >n+m ”Um”X1 .

Protoze [|vm| x, =1, vm je omezena v X (diky vnofeni) a tedy
[vmll x, — 0 pro m — oo.

Déle existuje podposloupnost v,,, silné konvergentni v X (X —<— X) a tedy
Um,, — 0 v X. Ale [|v,, || x >n > 0, coz dava spor. [ |

Dukaz (Aubin—Lions). Dikaz provedeme ve ¢tyfech krocich.

Krok 1. Necht w,, je omezend posloupnost prvkt z W. Chceme dokazat, ze
existuje Uy, , silné konvergentni podposloupnost v L*° (0, T'; X ). Protoze Xo, X1
jsou reflexivni, 1 < a; < 00, je i W reflexivni, a tudiz existuje u € W tak, ze

U, — u ve W,

tedy

U, — uwv L%(0,T;Xy),
Uy, — u' v LY0,T; Xy).
Je tfeba dokézat, Ze vy, = Um, —u —0 v L*(0,T;X).
Krok 2. Staci dokazat, Ze v,,, — 0 v L*(0,T; X1). Pak totiz

[V, HLO‘O(O,T;X) <0 |vm, ”Lao(o,T;XO) + ¢y [[om, ||L0<0(07T;X1) )

a diky omezenosti v™* ve W méame

[V, ”Lao(oyT;X) < Cn+cyllvm, ||L<¥0(0$T;X1) :

K libovolnému & > 0 existuje n > 0: Cn < § a existuje ng: Vmyg > ng je

e [0 | oo (0,7, x,) < §- Proto

[ ||Lao(0,T;X) <e€
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a € > 0 bylo libovolné, tvrzeni je proto dokazano.

Krok 8. Ukazme, ze W — C ([0,T]; X1). Vime, Ze (po pfipadné zméné na
podmnoziné [0, 7] miry nula) kazdy prvek z W patii do C ([0,7]; X;) diky
Lemmatu 2.2.3. Spojitost vnoreni je ziejmd, nebot diky Lemmatu 2.2.3 vime,
ze

mwzmm+ézm@®,

a tedy
lu@®)lx, < wO)lx, + 1vllL 0,7, -
Déle, integrovanim rovnosti vyse ptes (0,7)
T HU(O)HXl < HUHLl(O,T;Xl) +T ”uI”Ll(O,T;Xl)
< Cllullpro,rxe) + T W L1010,
= ax lu®)llx, < Cllully -

telo,

Krok 4. Vime, ze |[vm, (t)||x, < C Vt € [0,T]; tedy diky Lebesgueové vété o
majorizované konvergenci nam staci dokazat, ze

U, (£) — 0 silné v X;.

Zvolme napt. t = 0. Potom

Vi (0) = Uy, () —/0 v:nk (1) dr.

Integrujme tuto rovnost od nuly do s:

Umm>2342m@&_4142ﬁ@mga}

1 S 1 S
= f/ U, (£) dt — 7/ (5 = 7)), (T) AT := Gy, + by, -
0 0

S S

Zvolme € > 0. Zjevné by, |5, < fOS Hv;nk(r)Hxl dr < § pro s vhodné malé
(a1 > 11). Vime, Ze vy, — 0 v L (0,T; Xp) a tedy am, = % [ vm, (£)dt — 0
v Xo, a proto a,,, — 0v X;. Protoze s je pevné, je pro ng dosti velké [lam, ||y, <
% VYmy > ng.

2.3 Prostory s nulovou divergenci

2.3.1 Temamovy prostory

Definujme

Definice 2.3.1. Necht Q c RN je omezend oblast. PoloZme pro 1 < p < oo
EP(Q) = {g € (L"(Q))";div g € L"(Q)},
gl e (@) = llgllp + [ div gllp,

Eg(Q) _ WH : HEP(Q)-
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Z¥ejmé jsou oba prostory Banachovymi prostory, které jsou pro p > 1 refle-
xivni. Cilem bude dokézat, ze v prostoru EP(2) jsou husté funkce hladké az do
hranice. K tomu budeme potfebovat pojem hvézdicovité oblasti.

Definice 2.3.2. OblastQ Cc RY se nazyvd hvézdicovitd vzhledem k bodu xg € €2,
jestlize existuje spojitd kladnd funkce h: 0B1 — R takovd, Ze

Q= {J)ERN;‘JJ—l‘Ql <h(‘i:iz|)}

Oblast Q C RV se nazgvd hvézdicovitd vzhledem ke kouli B C , je-li hvézdico-
vitd vzhledem ke vsem bodim x € B.

Oblasti s lipschitzovskou hranici lze rozlozit na hvézdicovité oblasti. Plati
(viz [11]):

Lemma 2.3.1. Necht Q@ C RN je omezend oblast s lipschitzovskou hranici.
Potom existuje trida otevrengch oblasti

§={G1,Gs,...,Gr,Gry1,...,Grym}, r,meN
takovych, Ze
() Qc UiZ" Gi
(ii) o c U;_, G;

(i4i) existuje tiida kould

B={B1,Ba2,...,Brim}
takovych, Ze kazdd oblast
Q, =QNaG;, i1=1,...,7r+m
je hvézdicovitd vzhledem ke kouli B;.
Necht ddle f € C3°(Q) a [, fdxz = 0. Potom existuje tiida funkci
F={fi,.. s frsfrrro o fram}
takovych, Ze
(i) fi € C (), [y, fide =0
(ii) f(z) =72 filx)

”.fin,q,Q,', < C(maQ7917 . . '7QT+maQ)||f|
l<g<oo, k=0,1,....

k,q,Q25

Plati:

Véta 2.3.1. Necht Q€ C%, 1 <p < 0.

Potom EP(Q) _ WH e ) '
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Dukaz. Nebudeme délat, pouze naznacime jeho ideu:

a) Q=R" vysledek plyne piimo regularizaci
b) Q= C%' omezena oblast

pouzijeme lokalni popis hranice a rozklad jednotky

QCVUGW

i=1
na V pouzijeme regularizaci

na V; vhodnou translaci a opétovnym pouzitim rozkladu jednotky lze prevést
oblast V;* (tj. Vi N ) na oblasti, které jsou hvézdicovité vzhledem k pocatku,
viz Lemma 2.3.1 (zde se pouzije toho, ze Q € C%1!). Na hvézdicovité oblasti si
nejprve funkci ,vysuneme* ven pomoci

u)‘(x):u(§>, A>1

a tato vysunuta funkce se zregularizuje. Limitou A — 17 a h — 07 (regularizac¢ni
faktor) se ukaze, ze u,, — u v EP(Q), u,, € (C>=(Q))", kde

u,(x) = (u/\")hn .

Pfesny dikaz je mozno nalézt napt. v knize [33]. |
2.3.2 Sobolevovy prostory s nulovou divergenci
Specialné nas budou zajimat prostory typu
w@g«n:{ue@mmm»Mquzo}

resp.

Woh(©) = fu e (C@)V;diva=0} 7.

Ukazme, ze pro £ € C%! jsou oba prostory totozné. To je zaloZeno na nasledu-
jicim vysledku

Lemma 2.3.2 (Bogovskii, Solonnikov, Ladyzenskd, Borchers, Sohr aj.). Necht
Q € C% je omezend oblast v RYN. Necht f € W9 (Q), m >0, 1 < q < oo,
Jo fdz = 0. Potom 3v € (W Th ()N, které je fesenim

dive = f v,
vjoo = 0

takovym, Ze
IVUllg < ClUF g

kde C mnezdvisi na f. Specidlné, je-li f € C§°(S2), pak téz v € (C§°(Q))N.
Je-li f =divg, g€ E{(Q), pak také

[ollg < Cligll-

Navic je operdgtor T: {f € Wy (Q): [, fdz =0} — (W)Y takovy, Ze
Tf = v, linedrni (to samé plati i pro pripad f = div g, kde g € E{(Q).)
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Diuikaz. Dikaz je uveden v Appendixu k tomuto textu, viz Véta 4.2.1, popft. je
ho moZno nalézt i v [12] & [27].
|

Lemma 2.3.3. Necht Q € C%L. Potom Wolﬁiv(Q) = WolﬁiV(Q).

Dukaz. Ziejmé WO1 P(Q) C Wk (Q). Ukazme druhou inkluzi. Necht u €
Woldw(Q) Necht u,, € (CSO(Q))N’jsou takové, ze [[u, —ull; , ;=2 0. Obecné
mame ale divu,, # 0. Nicméné divu,, 7, divu = 0. Z Lemmatu 2.3.2 plyne,
ze uloha
divv, = divu,,
Valoo =0,
Vv, < Clldivu,l], (2.9)

(a diky podmince na hranici i [[v,|, < C(Q)[|Vv,]|,) mé feSeni (podminka
kompatibility 0 = [, divu, dz = [, u, - ndS je trivialné splnéna) takové, ze

€ (Cs°(Q))N. Navic, protoze divu,, — 0 v LP(Q), je nutné pro nekone¢nd
mnoho n € N u,, # v,.! Polome w,, = u,, — v,,. Potom

a) divw, =divu, —divv, =0,
b) [|w, — u“l,p < flu, — u“l,p + ”VnHl,p =0,
¢) wn € (C5° ()7,
. I,
tj. u € Wi, (Q). [ |
Poznamka. S jistou modifikaci by vysledek prosel i napf. pro € vnéjsi ob-

last nebo @ = RY, viz Appendix. Existuji ale oblasti, kde rovnost prostort
nenastava, napft. oblasti s vice exity do nekonecna.

2.3.3 Rozklad funkci z (L?(Q2))". Existence tlaku.

Budeme uvazovat prostory typu

I| -
13 (@) = Tu € (G @)V diva =0} ",
Cilem bude jednak charakterizovat tento prostor a jednak ukézat, ze prostor
(L*(Q))N = L 4;,(Q) @ P, kde budeme doplnék P charakterizovat.

Necht 1 < p < oo. Oznacme WlpP (GQ) obor hodnot operatoru stop z

WP(). Pfipomeiime, 7e nas prostor W'~ »"?(9Q) — necelo&iselné derivace —
je néco jako interpolacni prostor mezi LP (c’)ﬂ) a WP (9Q), presndji

()P »
) as,ds, )",
[|w || P (00) = [lull Lo a0y + /BQ /09 Iz —y ‘N—O—p 2

Oznacme W (00) = (W P(09))", p' = 25 Necht u € (0=(@)",
v e C®(Q), Qe C%. Potom

/u-Vvdx—l—/vdivudx:/ (u-n)vdS.
Q Q Xe)

I1Kromé ptipadu, kdy u = 0, ktery je ale nezajimavy, ¢i situace, kdy divu, = 0 pro viechna
n, kdy neni tfeba opravu délat.
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Protoze Q € C%!, norméla n existuje s.v. na 9. Leva strana ma smysl i pro
’ — 1 5
u € EP(Q), v € W' (Q)2. Napravo je v € W' #7 (9Q); v jistém smyslu
budeme moci tuto Greenovu formuli rozsifit i pro tyto funkce.
Véta 2.3.2. Necht 0 € C%', 1 < p < oo. Potom emistuje spojity linedrni
1 /
operdtor v, z EP(Q2) do W_%’p(aQ) = (W5 (8Q))* takovy, ze

Yo = u-nlpg pro ue€ (C*(Q))".

Pro w e EP(Q), v e WY (Q) plati

/u~Vudx+/vdivudz:<’ynu,Tv> 1 R ,
Q Q wo e Pa),w Y (99)

kde Tv je stopa funkce v (Tw € Wi (09) ).

Dukaz. Necht ¢ € Wl_i’p/(aﬂ), v e Wh'(Q) tak, ze ¢ = Tv. Prou € EP(1)
poloZzme

Xu(cp):/ (vdiva+u- Vov)dz.
Q

Hodnota X, (p) nezévisi na v, ale pouze na jeji stopé Tv = . TotiZ, necht
vi,v2 € WHP () jsou takové, ze plati Twvy = Twy = ¢. Polozme v = v; — vs.
Ukazme, ze

/ (vdivu+u-Vv)dzr = 0.
Q

Pro v € W'Ol’p/(Q) existuje v, € C§°(12), ze plati v,, — v v W' (Q), pro
u € EP(Q), existuje u,, € (C*(Q))V, ze plati u,, — u v EP(Q). Zfejms

O:/(Umdivum+um~va) dr =2 /(vdivu—i—u-Vv)da?.
Q Q

Tedy diky inverzni vété o stopach mame pro vhodné v (mtizeme brat libovolné
v, tedy specidlné vezmeme to, které ziskdme z inverzni véty o stopéch)

Xu(#) < 1l g o) Ivllwrr o) < Collullzogo) 1020 -
Pro pevné u € EP(Q) je Xu(:) € (Wlfﬁ’pl (09))*, a tedy existuje g = g(u) €
W5 P(9Q) tak, ze

Xulp) = (9,%) Vo e WP (99).

1 T
wE P e),w' P (90)

Ziejmé zobrazeni: u — g(u) je linedrni, Hg||W,%’p(am < Co llullgr(q) - Zbyva

dokazat, ze pro u € (C*(Q))" je g(u) = u - n|sq. Necht tedy u € (Cm(ﬁ))N,
v € C°(Q). Potom

Xu(Tv)zfdiV(vu)dxz/ vu-ndS = (Tv)u-ndS = (u-n,Tv).
Q o9 o9

2Ve skuteénosti sta¢i mit divu € (WHP(Q))* a u € (LP(Q))V, pokud chapeme dualitu ve
smyslu

=~

_ 1. 1 0/ )
worPow PP ()

(divu, i‘O)(Wl’P/(Q))*,leP/(Q) = — /Q u-Vodz+ (u-n,v)

to ale neni to samé jako tvrzeni véty.
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Protoze T (C>(9)) je husty v W“i’p'(am (nebot mame Wi (0Q) =
T(Wl’p/(ﬂ)) a C°° (1) je husté v W12'(Q)), plati rovnost

Xu = . ’ 17#’17/ Q .
(@)= m@) s w7 gy TP EW (09)

Potom N
g(u) =u-nlsg prouc (C*(Q)) .
[ ]
Nez se nam podafi charakterizovat Ladiv(ﬂ), budeme potfebovat lemma

o existenci tlaku. Plati nasledujici
Lemma 2.3.4. Necht Q € C%', 1 < ¢ < o0 a nechf G € ((Wolq(Q))N)*
(= (Wﬁl’q/(ﬂ))N) je takovy, Ze

(G0 vy wirayy = (Grp) =0 Vip € Wy, ().

Potom J p € LN‘Z'(Q) = {u € LY (Q); [,udz = 0} takové, Ze

<G,<p>:/pdiv<pdx v € (Whr()Y.
Q

K dtkazu budeme potiebovat jedno lemma z funkcionédlni analyzy, viz napft.
[3, Theoréme I1.18].

Lemma 2.3.5. Necht A: X —Y je spojity linedrni operdtor, D(A) = X, A1
existuje a je spojity. Necht X,Y jsou reflexivni Banachovy prostory.
Potom

R(A") = (kerA)l?’ = {f € X% (f,u)y=0 Vu € kerA}.
]
Diikaz (Lemmatu 2.3.4). Uvazujme A: (W, 9(Q))N — L4(), Av = divv.

Vezmeme specidlni vétev A~!, tzv. ,Bogovského operator®, tj. fesici operator
ulohy
divw = divv v,
W|6Q 07
Iwll,, < Cldivvl,,

viz Lemma 2.3.2. Tento operator je linedrni a omezeny, tedy spojity. Vime proto,
ze
(ker A)© = R(A").
Ziejmé
ker A= {ue (Wol’q(ﬂ))N; divu =0},
tedy G € (ker A)™ = R(A*). Protoze Y = L4((), je

Y* = {LQ’(Q)\R}4.

3tady tzv. anihilator

4faktorprostor (a lze jej specidlné reprezentovat pomoci L4’ (£2))
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Vzhledem k tomu, ze <A*v,u>X*7X = <v,Au>Y*7y, plati

(G,(p}z/ D Atpdx:/pdivcpdx.
o =~ Q

peELY (Q)

Nyni je vSe pfipraveno k charakterizaci L%,div(Q):

Véta 2.3.3. Necht Q € COL.
Potom

L3 () = {we (L) 5 diva=0 v D'(Q); ya(u) = 0} (= L3 4 (2))

(M)L 5= {v e (L2(2)";v=Vp,pe W“(Q)} (=: P).

Dukaz. Krok 1. Necht v € P. Potom Vw € {w € (Cee ()N ;divw = 0}
/v-wdx:/W-Vpdac:—/pdivwdx:(),
Q Q Q
1 ST
tj. v e (Lg’div(Q)) . Obrécens, necht v € (L%,div(Q)) . Tedy

/Qv -wdz =0 Yw e L§ 4,(Q),

[ /PP
specidlng i vw € {w € (Cg°(Q))V;divw =0} " € L2 41, (). Diky Lemmatu

:Wol,’jiv(ﬂ)

2.3.4 tedy existuje p € EQ(Q), pro néz plati

/V~wdx:—/pdivwdx Yw € (C5e ()N,
Q Q

L
Odtud plyne, ze v = Vp v D'(Q) tj. p € WH2(Q). Tedy (L%,div(Q)) CPa

1
dohromady (I3, (?)) = P.

Krok 2. Necht u € L 4. (Q). Potom existuje u,, € (Ce ()N, divu, = 0:
u, —»uv (L3(Q))V. Dile

Oz/divumgodz:f/um‘VQOdi Vo € C5° (),
Q Q

tedy pro m — oo
Oz—/u-Vgodx Yo € C5°(£2),
Q

a proto divu = 0 v D’(2). Mdme u € E?(Q), a tedy (pfipometime, 7e u,, — u
v B*(Q))
0=vm(um) > mu)=0=nuc L(Q)’div(Q).

5zde ortogonalni doplnék
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Obrécené, necht L2 ;. (Q) C Ladiv(Q). Necht u € H, kde H oznacuje ortogo-
nalni doplnek L 4 () do L§ 4,(92) (oba prostory jsou uzaviend!). Tedy dle
kroku 1 3p € W12(Q) tak, Ze u = Vp. Potom ale

divu=div(Vp) = Ap=0 v D'(Q),
u-nlpg = g—p =0 ve smyslu operdtoru v, (u),
n

(m(u) € H2(09)).

V prostoru W12(Q) existuje feseni této tilohy, jednoznacéné az na aditivni kon-
stantu, toto feSeni je p = const, tj. u = 0 a H = {0}. Tedy Lg’div(Q) =
Lg,div(Q)' u

2.4 Stokesuv problém

UvaZzujme problém: -
Hleddme u € (C?(Q)V N (C(Q)N, p e CHQ):

—Au+Vp = f vQ
divu = 0 v,
u |6Q = 0.

Pro slabou formulaci médme dvé moznosti:
a) ue (Wy* ()N, p e L*(Q), f € (L*(Q))V (popiipadé f € (W12(Q))N):

/Vu:chdx—/pdivgodx:/f-godx Vo € (CP ()Y
Q Q Q

- popt.(f,p)
(popf. Ve € (Wy(2)N),

spolu s

/ u-Vypder =0 Yy € WH3(Q).
Q

b)ue Woljiv(ﬂ), fe (L2(Q)N (poptipadé f e (W~12(Q))V):

Vu:chdx:/f-<pda: Vo €V = {w c (C5°(2)N;divw = 0}
Q Q

- popi.(f,p)
(popt. Ve € Wo,hiv(Q))'

Otéazkou je, zda formulace b) néjak neztrati informaci o tlaku. Ukazuje se, ze
ne. Mame totiz z Lemmatu 2.3.4 pro

(@) = [ (Vu:Vp—tp) da,

o G (W12(Q)V,
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o (G,p) =0 Vo € Wy T, (),

a tedy Jlp € L*(Q?), [, pdz =0:

/(Vu:V<p—f-<p) de/pdivcpdx e € Wy (9),
Q Q

coZ je pfesné to, co je uvedeno vyse. Proto je vyhodnéjsi formulace b), nebot

Véta 2.4.1. Necht fe (W-12(Q))V.
Potom ezistuje pravé jedno slabé teseni Stokesova problému ve smyslu b)
vyse. Navic
IVull,
Ipll,

ClAl 12
ClAl 12

kde tlak p je zkonstruovdn vyse tak, aby byla splnéna slabd formulace a).

<
<

Dukaz. Existence jediného u, véetné odhadu, plyne z Lax—Milgramova lem-
matu, existence tlaku z Lemmatu 2.3.4. Navic, pokud pouzijeme ve slabé for-
mulaci ve tvaru b) vyse (uvédomme si, Ze to jiz ted miizeme) jako testovaci
funkci ¢, Feseni tlohy

divp = p,
¥ loa

Il
o

mame
[ = ttor+ [ Vuiveds — ol <0 (18], + IVul,).

Poznamka. Pokud bereme f € (WO1 ’(iv(Q))*, pak existence slabého feseni u
projde, ale neni jasna existence tlaku — proto pozor!

Obecné pak (dtikaz viz kniha [11)):

Véta 2.4.2. Necht m > —1, 1 < q¢ < oo. Necht f € (W™1(Q))N, Q €
Cmax{7n+2,2}} u, € (Wm+27%,Q(aQ))N7 faﬂ u, - ndS = 0.

Potom existuje prdve jedno slabé reseni Stokesova problému s nehomogenni
okrajovou podminkou takové, Ze

u e (WmRaQ)N,
p € Wmﬂ’q(ﬂ),/pdx:O
Q
(2.10)

a3C =C(Q,N,q), ze

el 2, + 1Pli1,g < CUAL g + 6 llmra—1 4.00)-
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Pozndmka. Slabym fesenim zde nazyvame u € (W4(Q))Y takové, ze u—u, €
(W (@)Y, a

/ Vu: Vedz = (fp) VpeV={we (C(Q)";divw=0}.
Q

Vratme se k situaci ¢ = 2. Oznadme A FeSici operator Stokesova problému
s homogenni okrajovou podminkou, tedy

A L§ 3, (Q) — W3, (Q) € (W2 ()Y,

tak, ze
Af = u,

kde u je slabé feseni Stokesova problému. (Uvédomme si, Ze obecné f € (L2(Q))Y
mizeme rozlozit nasledovné:

f=1 + Vm,
kde f; € L2 ;;,,(Q) a 7 miZeme pridat do tlaku, a proto uvazovat pravé strany
rovnou z Lg)div(Q) je v poradku).

Lemma 2.4.1. Operidtor A je jakoZto operdgtor z L 4., () do L§ 4, (Q) samo-
adjungovany a kompaktni.

Diikaz. Operétor je ziejmé linearni, omezeny, D(A) = L§ 4, (), déle R(A) C

W(]l,,jiv(Q) = L§ 4, (Q), a proto je kompaktni.
Necht u,v € Lg,div(Q)- Potom pro Au = f, Av = g plati

Av=g Au=f
/Au-vdx:/f-vdx = /Vf:ngx = /u-gdx:/u-l\vdx.
Q Q Q Q Q

Proto mame Vu, v € L§ 4, () = D(A), ze (Au,v)rz ) = (WAV)2 (o),
tj. D(A) € D(A*). Protoze D(A) = L%,div(Q)7 je nutné téz D(A*) = L(QJ,div(Q) a
operator A je samoadjungovany. |

Poznamka. Vlastni funkce operatoru A tvori ortonormaélni bazi na prostoru
2
L§,aiv (),

. 1 .
AWJ:X'WJ jeN, Aj =00 pro j— oo.
J
Ziejmé
[owiivvde =, [ wiovde v e WiA@)
Q Q

/wj~widx:5¢jé/VWj:Vwid:r:)\jéij,
Q Q

a tudiz {wj};il je ortogonalni systém ve Wolﬁiv(Q). Zifejmé je téZ bazi ve

Wyt (Q) (Jo VW™ : Vodz =0 Yn = [,w" ¢ =0 Yn=¢=0). |
Déle, diky regularité feseni Stokesova problému, je-li Q € C™*2, pak w’ €

(Wm+22(Q))N m > 0 (a ziejmé w? € (C°(2))Y pro libovolnou § otevienou).



Kapitola 3

Slabé reseni evolucnich
Navier—Stokesovych rovnic

3.1 Existence slabého reSeni

Pfipomenme klasickou formulaci

ou

E—l—u-Vu—l/Au—i—Vp = f v (0,T)xQ,
divu = 0 v (0,7) x4,
ulgo = 0 na(0,7),

u(0,z) = wup(z) v

Slab4 formulace se zisk4 tak, Ze nasobime rovnici ¢ € (C§°(Q))Y, divp =0 a
integrujeme ,,per partes®:

/@wpdx+/(u~Vu)~<pdx—|—y/Vu:chdx—l—/pdiV(pd:c:/f-cpdx.
o Ot Q Q Q Q

Nejprve si uvédomme, Ze ¢len s tlakem je nulovy. Dale nebudeme schopni ukazat,
zZe %—‘t‘ € L}, .(Qr), proto misto skaldrniho sou¢inu budeme uvazovat dualitu a

navic budeme pak moct brat obecnéji pravou stranu.! Mame
Definice 3.1.1. Nechf Q@ ¢ RN, N = 2,3. Necht f € L*(0,T; (W5, (Q))*),
Uy € L%,div(Q)'

Potom funkce uw € L*(0,T; Wolj’inv(Q)) N L>(0,T; (L2(Q)N) s % €
LY(0,T; (Woliv(Q))*) se nazyvd slabym Tesenim Navier—Stokesovych rovnic od-

1Také mtizeme uvazovat Gasové zavislou testovaci funkci, nulovou v t = T, integrovat horni
rovnici pres Cas a Casovou derivaci nahradit vyrazem

7/0T/Qu~(‘;—fdxdtf/gu(ﬂ)wo(o)dx.

27
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povidagici datum f a ug, jestlize

<M,<p> +/ (u-Vu)wpdac—f—u/ Vu: Vepdr
at (W1,2 (Q))*,W1’2 (Q) 9] 9]

0,div 0,div
= O wiz )y wia @ € Wyt (Q) a st € (0,7),
lim [ u(t,-) pdr= / u-pdz Vo € L 4, (Q).
t—0t Jo Q ’

]

Poznamka. Pripad N > 3 je moZno fesit analogicky; to zde nebudeme délat. Je
tfeba brat ¢ hladké, aby se dal smysl konvektivnimu ¢lenu, a uvazovat casovou
derivaci v jinych prostorech.

Pozndmka. Polozme V = W% (Q), H = L2 4, (Q). Protoze dle difve do-
kézaného je u € C([0,T];V*) N L*>®(0,T; H), médme u € C([0,7T]; H,) diky
Lemmatu 2.2.5 a v tomto smyslu chapeme pocateéni podminku, za pfedpo-
kladu, Zze funkce u byla pfipadné zménéna na podmnoziné ¢asového intervalu
miry nula. Diky Vété 2.3.3 dokonce mame, ze u € C([0,7]; ((L3(2))V)w).
Uvidime pozdéji, ze pro pocateéni podminku umime dokazat silnéjsi vysledek:
T u(t) — o]l = 0.

Poznamka. Uvazujme ,dostateéné hladké“ feSeni Navier—Stokesovych rovnic.
Nésobme rovnici (klasickd formulace) u a integrujme pies Q) (respektive, po-
lozme ¢ := u ve slabé formulaci)

8—u«uder/(u~Vu)~ud:17+1//Vu:Vudx:(f,u>,
o Ot Q

Q
_— 1d o
1. ¢len: BWT: a5
1
2. ¢len: /(u~Vu)oudx:7/u~V\u\2dx
Q 2 Jo

1 1
:—7/(divu)|u|2dx+f/ u~n\u|2d5.
2 0 2 Ciong

Pokud integrujeme ptes cas,

t t
/\u(t)|2dm+2V/ /|Vu|2dxd7':/ \u0|2da:+2/ ) dr,  (3.1)
Q 0 JQ Q 0

coz je tzv. energeticka rovnost. My ale pro NV = 3 dokazeme pouze slabsi tvrzeni,
energetickou nerovnost:

t t
/|u(t)\2dx+2u/ /|Vu\2dxd7§/ |u0|2dx+2/ Ew)dr (3.2)
Q 0 Q Q 0

pros.v. t € (0,7).

Definice 3.1.2. Reseni budeme nazyvat Leray—Hopfovym slabym fesenim Navi-
er—Stokesovych rovnic, je-li w fesenim slabym a navic spliiuje pro s.v. t € (0,T)
nerovnost (3.2). O
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Cilem je dokazat nasledujici vysledek:

Véta 3.1.1 (slabé feseni, N = 2). Necht Q C R? je omezend oblast a necht

I, ug spliuji predpoklady Definice 3.1.1 a 0 < T < oo. Potom ezistuje prdvé

jedno slabé teseni Navier—Stokesovych rovnic. Toto Teseni je soucasné Leray—

Hopfovym fesenim a splriuje pocédtecni podminku ve smyslu tlir51+ lu(t) — uoll, =
—

0. Navic w € C([0,T]; (L*(2))?) a také u € C([0,T]; L§ 4, () a ddle spliuge

energetickou rovnost (3.1).

Véta 3.1.2 (slabé feseni, N = 3). Necht Q@ C R3 je omezend oblast, f a
uy spliuji predpoklady Definice 3.1.1 a 0 < T < oo. Potom existuje ale-
spom jedno Leray—Hopfovo slabé teseni Navier—Stokesovych rovnic. Toto TeSeni
spliiuje pocdtecni podminku ve smyslu tLi%L |lu(t) — uoll, = 0.

Diikaz obou vét budeme provadét paralelné a rozdélime jej az na tplny zavér.
Postup bude nasledujici:

a) Galerkinovské aproximace — formulace

b) feSitelnost Galerkinovskych aproximaci + apriorni odhady pro u”
c¢) apriorni odhady pro ¢asovou derivaci

d) limitni pfechod

e) energetickd nerovnost

f) nabyvéani pocateéni podminky

g) jednoznacnost a energetickd rovnost pro N = 2

Ad a) Vezméme {Wi}zl ortogonalni bazi prostoru WO1 ’iv (Q) tvofenou vlastnimi
funkcemi Stokesova problému. Navic budeme predpokladat, Ze posloup-
nost {w'}" je normalizovéna v L2 4 ().

n .

Definice 3.1.3. Funkci u"(t,xz) = Y c?(t)w'(z) budeme nazyvat n-tou
i=1

Galerkinovskou aprozimact, jestlize

Ou -wjdx—i—/ (u"'Vu")'wjdx—i—z// (Vu") : (Vo) dz
o Ot Q _ Q
:<f,'w7> Vi=1,.,n,
u"(0,2) = Zaiwi(sc),
i=1

(3.3)
kde a; = [ uo(z)-w'(z) dz (4. w(0,z) je projekce ug(x) do Lin {wi}jzl
v Lg,div(Q))' U

Rovnost (3.3) mizeme piepsat na systém obycejnych diferencialnich rovnic



KAPITOLA 3. SLABE RESENI EVOLUCNICH ROVNIC

pro {c'(t)};_, . Piipomenime, ze [, w' w’dz = §;;2.

er(t) Jcm(t)cl”(t)/ (wh - vw!) widz+v A () = (f, wi), j=1,.,n
Q N——
nescita se
(3.4)
cj(0) = a;.

Kvli lepsi citelnosti budeme nadale horni index n vynechévat.

Na systém (3.4) mtzeme pouzit Caratheoddryho teorii ODR (a kdyby
fe C([0,T]; (W, *(2))*)Y), pak dokonce teorii klasickou). Existuje tedy
(lokélné v case) pravé jedno zobecnéné feseni — ¢; € AC'[0,T};) — sys-
tému (3.4) Vn € N. Je-li éasovy interval [0,7, ), na kterém toto FeSeni
existuje, takovy, Ze T,y < T, pak nutné max |c;(t)| ,_77- +oc. Ukazeme,
Ze toto nenastane, a tudiz feseni bude existovat na celém intervalu (0, 7).
Navic, jak uvidime dale, feseni lze dodefinovat i do ¢asu t = T. Nasobme
(3.4); c;(t) a seCtéme pres j = 1,..,n. Integrujme pres (0,t) (formalné je
to totéz jako vzit za testovaci funkci v (3.3) u™). Mame

/ Z |C]| dT+/ Z CkCng/ (W Vw) -wl dzdr

k=1 Q
+u/ Z|cj|2Ade=/ (£, c;w’)dr
0 0
j=1

nebo ekvivalentné

[ s ars [ [ @ vt ar

t
+V/ /|Vu"|2 dxdT:/ (f,u™) dr,
0 Jo 0

1 n 2 i ni2
31Oy [ 9w ar

a tedy

n 2
< Hf”p(w (W2, ()" [u ||L2(0twold2v(9)) +3 ||u O] -

Prvni ¢len na pravé strané muzeme pomoci Friedrichsovy a Youngovy
nerovnosti odhadnout

2 1 ni|2
C(v) ”fHL%O,t;(W&‘iv(Q))*) + 7Y [Vu HL2(0,75;L2(Q)) ’

coz vede na

t
()15 + V/O IVu"|l; dr < C (f,uo), (3.5)

iz v . c ez < L. o« Ou;
2Pouzivame sumaéni konvenci, s¢itame tedy pies dva opakované indexy; napf. ula—zf =
i

ou
ey uZO—:Z nebo c?(t)wk(z) = SF_; R (t)wh(z).
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Ad ¢)

n
nebot Hu”(O)Hg = Y aj < Hung. Odtud plyne, zZe ¢;(-) jsou omezené
j=1

funkce v Case, a proto T, =T Vn € N. Mame tedy

T
sup [[u™(8)]2 —l—u/ V|2 dr < C (£ uo). (3.6)
te[0,T) 0

(Posloupnost u” je proto omezend v prostorech L>(0,T;(L%(Q))Y) a
L2(0,T; Wh2(Q))V).) Reseni mizeme dokonce prodlouzit az do ¢asu 7.

Odhad (3.6) ndm na limitni pfechod nestaéi, nebot Fesime nelinearni evo-

luéni tlohu. Mame k dispozici Aubin—Lionsovo lemma, ale k nému po-

tfebujeme odhad casové derivace. Ten nam vyjde rizné pro rtzné di-

menze, a proto nejprve pocitejme leh¢i dvoudimenziondlni situaci, pro

N = 3 jen ukézeme, kde je zména. Necht ¢ € L%(0,T; Wolﬁiv(Q)). Po-
&)

tom je mozno psat ¢(t,z) = Y. ar(t)w*(z), ar(t) = [, e(t, z)w"(z)dz.

Oznaéme @™ (t,z) = > ap(t)w"(z). Zfejmé (provedte podrobné!)
k=1

9"l 20, Wi () < lleell 22 0,7 Wi ()

Tedy
a n
i ooz L5
O 20 mWi 3, @) werzorawt2, o o
el <1
T ou™
= sup ‘/ >
2 wl2 0 D
EL2(0,TsWy 3, (2) muzeme pouzit Definici 3.1.3
llell <1
_ ‘/ (£, ™) dt—// )" dzdt
¢€L2(OTW12 +(2)
H<PH<1
T
_V/ /Vu”:V(p”dxdt’
0 Q
< sup {( ||fHL2(O,T (Wo 3o ()%)
PEL2(0,T;W 5 ()
llell <1
IVl 2o i@y ) 197 2o, mw 2, ey + K-C. }

Odhadujme konvektivni ¢len (K.C.)

T
‘_/O/Q Vu") dmdt‘—‘// ~V<p”)dxdt’

T
S/O Vg™ [ a3 dtSC/O V"™ [ [[Va™{|, [lu™[], dt

< Ol oo o,75p2(0)2) IV 20,75 L2000 IV | L2(0,75(L2 ()8 -
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Celkem tedy mame

T
8 n
sup Dot drdt
ot
peL2(0.miwy g (@) Y0 9
llell<1
< s Oz, @) Y IV o ma@m
‘peLQ(O,T;Wolﬁiv(Q)) ,
el <1
IV 0,720y 107 e 0,17322 000y ) 19" 20, mwt 2, )
S C(fa u0)7
a proto
a n
N = H u <C(fu). (37
Ot |20, w2, (9)))

Ve trech dimenzich je jedind zména v konvektivnim c¢lenu.
T 2 4 2
| [ erivetasa < [ v, o a
0o Ja 0
TR gru—
<C ; V" [l [[u™ (|3 [[Vu"[|3 dt

1 3
< Ol Zee 0,y 22009) IV 20, m5022000)0) 1V 0, 75022(52))0)

Tedy u vyse uvedeného odhadu mame

‘/T/ o
sup
perdo.miwyf () YO JQ ot

llell <1

~pdadt| < C(f,ug),

ou"
ot

=N

< C(fug). (3.8)

4 1,2
L3(0,T5(Wy 51, (2)*)

Jak uvidime pozdéji, horsi integrovatelnost casové derivace pres Caso-
vou proménnou, kterd tzce souvisi s horsi integrovatelnosti konvektivniho
¢lenu, bude mit dalekosahlé dusledky.

Ad d) Nyni uz mame vSe pfipravené pro limitni pfechod. Diky apriornim od-
hadtim vime, Ze existuje u € L?(0,T; Wol’jiV(Q)) N L>(0,T; (L3(Q)N)
s %—‘t‘ € L10,T; (Woljw(Q))*) (g=2pro N =2, g= 3 pro N = 3) ta-
kové, Ze pro vhodnou podposloupnost ny:

Wt v L0, T (L)),

u™ = u v LX0,T: Wy, (),
ou" R ou

ot ot

v L0, T (Wy 5, ()%).
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Vezmeme-li v Aubin—Lionsové lemmatu za prostory Xg = WO1 ’iv(Q), X =

Ladiv(Q) alX;= (I/Voly’inV(Q))*7 pak pro {) omezenou ziejmé
Xg —>— X — X,
a tedy (obecné pro dalsi podposloupnost)
u™ —u v L%0,T;(L*(Q)N).

Navic diky omezenosti u™ v L>(0,T; (L*(Q))Y) a v L?(0,T; Woliv(Q))

mame, zZe
u™ —u v LY0,T; (L*(Q)N) Vg<oo

u™ —su v L20,T;(LP(Q)N),
Vp<oopro N =2, Vp<6proN =3.

Vezméme tedy rovnost (3.3) pro pevnou funkci w’. Nésobme ji v €
C§°(0,T) a integrujme ptes (0,7"). Mame (misto nj piSme opét n)

T n T
/ <au ,wj>wdt+/ /(u”-Vu”)-wjdxwdt
o \ Ot 0o Ja

T T
+1// / Vu" : Vw/ dzy dt = / <f, Wj>1/1dt7
0 Jo 0

pricemz

<7<9u ,Wj>=<au 7Wj> . ) = du -wldz VYn e N.
ot ot (W 3 () W3, () q Ot

Nyni provedme limitn{ pfechod n — oco. V linedrnich ¢lenech neni problém,
tam vystac¢ime se slabou konvergenci. Proto se podivejme na konvektivni
¢len. Diky silné konvergenci méame (odhady provadime pro N = 3, pro
N =2 je situace jednodussi)

‘/OT/Q (" Tu") W — (u- Vu) - w] da o df|

:‘/OT/Q[(u-VWj)-u—(u"-VWj)-u"] dxwdt’

T ow?
< L k
<[] e G
) ,
0 Q

T
< / = u[ly g [|w |, 4]t

urth d dt’

ow "
813? (up —ug)yde dt’

T
+/O = w5 [ [ 7w, 1]

<l ="l 2o sy IVl 2o 11 e 0.0 X

X (11all 20 2o sy T 10" L2 0 7 zs )3y ) — 0-
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Limitni funkce u tedy spliiuje

/T<?;;,wj>¢dt—|—/T/Q(u~Vu)~wjdxwdt
0 0

T T
+1// / (Vu: Vw/) day dt :/ (fw/)pdt  (3.9)
0o Jo 0
VjeN, Vi € C5°(0,7).
Nyni necht @ € Wy 3, (), tedy @ € Lin{wi}>2, a tudiz (formalné li-
mita w", n — 00) je rovnost (3.9) splnéna pro vSechny testovaci funkce

Z Wolﬁiv(Q). Nyni si stac¢i uvédomit, ze diky splnéni rovnosti pro vSechny
P € C§°(0,T) plati ve skute¢nosti

ot
Yo € Wol”dZiv(Q) pros.v. t € (0,7).

<87u,(p>+/ (u-Vu)~<pdx+y/Vu:chdx:(f,cp)
Q Q

Ad e) Vezméme rovnost

1 ¢ ¢ 1
f||u”(t)||§+u/ /|Vu"\2 dxdr—/ (f,u™) dr — = [[u™(0)]]3 = 0,
2 0 Ja 0 2

nasobme ji ¢ € C§°(0,T), ¢ > 0 na [0,7] a integrujme ptes [0,T]. Mdme

T t
1 n n
[ ke [ [ g wdr
0 0 Q
- / (f0) dr — 2 ()3 v] dt = 0
0
a poSleme n — oo. Prvni ¢len jde diky silné konvergenci u” — u

v L2(0,T; (L? )k f ||u||§ 1 dt. Ve druhém pouZijeme slabou zdola
polospoptost normy a Fatouovo lemma. Protoze

t t
liminf/ / |Vu"|? dz de/ / |Vul?dz dr
oo Jo JO 0 Ja

a 1 > 0, mame

T
nrginf/ / /|vu"|2 dz dri dt
/ hmmf //\Vu”| dz d’T wdt>/ //|Vu\ dz dry dt.
n—oo

Treti clen Je Jednoduchy — staci slaba konvergence a posledni ¢len jde
k fo 3 Jua( H2 ¢ dt, diky aplnosti systému {w’ } v L§ 4iy (Q). Celkem

mame
T 9 t t
| G+ [ [ vrasar— [ g ar

f%||u0||§]¢(t)dt§0 Vi € Cg°(0,T); > 0mna [0,7].
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Ad f)

Vhodnou volbou ¥ = w. — regulariza¢ni jadro — diky limité ¢ — 0T
dostavame, ze

1 t 1 t
D@2 + v / / Vul? dzdr < L fugl2 + / (£ ) dr
2 o Ja 2 0

pro s.v. t € (0,7, coz je hledand energeticka nerovnost.

VysSetfeme nyni v jakém smyslu se nabyva pocate¢ni podminka. Postupu-
jeme jako v limitnim pfechodé, pouze v ¢lenu s ¢asovou derivaci s ¢ €
C*>[0,T], ¥(T) = 0 integrujeme per partes pres ¢as. Mame

// wj—dxdt /Q n(0) - with(0) dz
// ) - wit dz dt

T
-1-1// /Vu":Vijdxdtz/ <f,wj>wdt
0 Ja 0

a limitnim pfechodem n — oo s vyuzitim tplnosti systému {w’ };";1 mame
(ve skutecnosti jde o dva limitni pfechody, stejné jako v ¢asti d))

/ /u <p8t dzdt — /Qu0~<p1/;(0)dx+/OT/Q(u~Vu)-wz/;dxdt
+V/O AVu:wadxdt=/0T<f,tp>z/Jdt.

Nyni si uvédomme, ze

k) T
/0<altl >wdt /0 %m,@ bt

=& Jouepdz

:_/OT(/Quwpda:)?fdt—/gu(o)'<Pd33¢(0)-

ueC([0,T;(LE,(2))N)

Volbou #(0) # 0 mame

/u(O)wpdx:/uowpdx,
Q Q

u(t) = ug v (L*(Q)N pro t — 0*.

tedy

Specialné
liminf [[u(t)||2 > |juo || .
im inf [lu(t)]l; = [luoll
Na druhou stranu ale z energetické nerovnosti plyne

. 2 2 . 2 2
limsup [[u(t)[l; < [luoll; = lim [u(®)[l; = [Juoll3 -
t—0+ t—0+
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Tedy diky hilbertovské struktute L2(Q) je 11I(§1+ [[u(t) — u0||§ = 0. Do-
t—

dejme, 7e pro N = 2 mame diky Lemmatu 2.2.4 u € C([0, T]; L§ 4, (),
a silnd konvergence k pocateéni podmince plyne primo.

Ad g) Necht uj,us jsou dvé rtznd feseni Navier—Stokesovych rovnic ve dvou
dimenzich, ptislusnd pocateéni podmince ug a pravé strané f. Potom

<aui,<,0>+1//Vui:V(pdx—i—/(ui-Vui)-<pdx:<f7(p>
ot Q Q

1=1,2.
Odectenim méame

<6(u1 —uy)

5 ,<p> —s—V/QV(ul —uy) : Vedz

+/(u1~Vu1—u2-Vu2)-<pdx:O.
Q

Nyni si pfipometime, Ze rozdil feseni u; — up € L*(0,T; (W&ﬁiv )M n
L>(0,T; (L*(Q))N). Analogicky jako v ditkazu vySe je mozno ukazat, ze
67 2 (w1 — u) € L2(0,T; (W, 75, (2))%), a tudiz

u; —ug € C([OvT]§L(2),div(Q)) a

d 2 8(u1 — I.IQ)

— ||lu; —u :2<7,u 7u>,

g w2l 5 1 —up
viz Lemma 2.2.4. Funkce u; — uy je dobrou testovaci funkci, po dosazeni
mame

1d

2 2
—— |lu; —ug +V/ V(uy —uy)|” dx
5 g m vl 4 [ 19 (- )

= / (ug - Vug —u; - Vug) - (ug — ug) da.
Q
Prepisme pravou stranu
(P.S.) = / 7(1.12 -V(a; — uQ)) -(ug —ug) dzx
Q
=0
—l—/ (ug —uy) - Vuy - (ug —ug) do
Q

2
< ur —agfly [Vui |l < Cllug —ually [V (ur —w2)lf, [V, -

Mame tedy

1d v
~— fu —us; +V/ IV (uy —wp)|? dz < 5 |V (w — up)f5
2 o 2

2 2
+CV) [[ur — uzll; [Vl
coz dava

d
= el [V (w0l do < O0) s wall} Va3
Q
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Protoze ||Vu1||§ € LY(0,T) a (u; — uz)(0) = 0, plyne z Gronwallovy
nerovnosti

u; — w3 (t) =0 sv.na (0,7), tj. wy =uy s.v.na (0,T) x Q.

Protoze miizeme diky stejnému argumentu jako v dikazu jednoznac¢nosti
pouzit pro N = 2 jako testovaci funkci samotné feSeni, analogickym
postupem jako vySe dokdZeme energetickou rovnost (3.1). Navic, pokud
pouzijeme spojitého reprezentanta (pfipometime, Ze diky Lemmatu 2.2.4
je u € C([0,T]; (L*(Q))Y)), plati energetickd rovnost pro vsechny éasy
t e 0,17

3.2 Rekonstrukce tlaku

Cilem je zjistit, zda slaba formulace neznicila informaci o tlaku, tj. zda Jp €
D'((0,T) x Q) (¢i spise hladsi) tak, ze

ot ¥
Y € (C5(Q)Y asv. te(0,T). (3.10)

<aj >+/Q(u.vl1).(pdx+y/QVu:V(pdx+<Vp,<P>=<f’<P>

Obecné, pokud pouze f € L?(0,T; (Wolﬁiv)*), to neni zfejmé a tlak nemusi exis-
tovat, viz napf. ¢lanek [29].

Miizeme se pokusit pouzit pro f € L2(0,T;(W~12(Q))N) diive dokizané
Lemma o existenci tlaku 2.3.4. Tedy uvazujme funkcional

<F,<p>—<?;tlf,<p>+/(u~Vu)~<pdx+1//Vu:chdx.
Q Q

Ale obecné neni ziejmé, Zze F je distribuce! Divodem je, Ze Casova derivace
%—‘t‘ € L90,T; (Wolﬁiv(ﬂ))*), ale nemame zadnou informaci o tom, zda patii do
L0, T5 (Wo () )™).

Pozndmka. Pii jinych okrajovych podminkach, napf. pouze u-n = 0 (spolu
s napf. podminkou smyku na hranici) bychom méli

pe (W Q)N == 1 +Vr,
~~
e(Wh2(Q))N,dive1=0,¢1-n=0 na 0Q
ou
<§, V7T> = 07

a ted je nutno ovérit, ze ¢ je dobra testovaci funkce; p¥i podminkdch u-n =0
je to v poradku a vse projde. Proto %—‘t‘ je distribuce a miizeme pouzit Lemma o
existenci tlaku 2.3.4. Pro Cauchyuv problém nebo periodické okrajové podminky
muZeme postupovat jinak. Pouzijeme-li na bilanci hybnosti operator divergence
(ve smyslu distribuci), ziskdme nésledujici rovnici

Ap =divf—divdiv(u ® u).
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Ve vyse zminénych ptipadech je tento problém v odpovidajicich prostorech jed-
noznacneé fesitelny. Na druhou stranu pro napt. Dirichletovy podminky na rych-
lost ndm chybi okrajova podminka pro vyse uvedenou rovnici a postup tedy
selze. Vidime, ze problém existence tlaku se v dasledku homogennich Dirichle-
tovych podminek komplikuje.

Plati nicméné

Véta 3.2.1. Necht u je slabé veseni Navier—Stokesovijch rovnic zkonstruované
Galerkinovou metodou, Q € C%', N =2, 3.
Potom existuje P: (0,T)xQ — R tak, ze P(t) € L?>(Q) Vt € (0,T) a spliuje

/Ot(—V/QVu:dex—A(u.vu>.de+<ﬁx>)dT
:/Qp(t)divxdx+/gu(t)'Xdﬂﬁ—/QUO'de vx € (WEA@)™.

Dikaz. Vezméme vztah pro Galerkinovu aproximaci, integrujme pies ¢as, ¢a-
sovou derivaci integrujme per partes:

Lroum , ,
—— w'dzdr= [ u"() -w'dz— [ u™(0) w'dz.
0 Jo Ot Q Q

Mame tedy

t
/ (—z//Vum:Vwidac—/(um-Vum)-widx+<f,wi>)dT
0 Q Q

:/um(t)-wida:—/um(O)-widx Vwi, i=1,.,m.
Q Q

Limitnim pfechodem m — oo (pfipomeﬁme, Ze u patii do prostoru V = {v €
L0, T; (WH2(@)N)) N L0, T3 (L*(Q))V); G5 € L0, T35 (Wy i, ()} =
C([O,T];(Lg,div)w)) a dale ,w' — x“ mame (vyuZijeme hustotu kone¢nych

linedrnich kombinaci bazovych funkei ve Wolﬁiv(Q))

t
F(x):/ {—V/ Vu:Vx—/ (u-Vu)-x+(f,x)}dT
0 Q Q
—/ u(t) -xdx+/ ug-xder=0 Vxe Wolﬁiv(Q).
Q Q
Navic F (x) ma smysl pro Vx € (W3 2(Q)N, vt € (0,T), tedy diky Lemmatu
2.34
=  Vte(0,T)3P(t) € L*(Q):
F(x)= / P(t)divxdz Yx e (W2 ()N, N=23.
Q
|

Pozndmka. Obecné neni ale pravda, ze P(t) = fot p(7) d7, neni zfejmé, Ze nas
Ltlak® je skuteéné primitivni funkci k hledanému tlaku. Tedy ziskany vysledek
neni ptili§ uspokojivy.
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Pro piipad, kdy je oblast  hladka, je mozné pfedchozi visledek zesilit:?

Véta 3.2.2. Necht Q € C?, w € L9(0,T;(L*(Q)N), dive = 0 ve slabém
smyslu, H; € L%(0,T; (L% (Q))Ng), i =1,2 jsou takové, Ze

/ / u- —dxdt /OT/Q(Hl + H) : Vedadt (3.11)

pro vSechna ¢ € (C§°((0,T) x )) s divep = 0. Potom existuji skaldrni
funkce p; € L%(0,T;L%(2)), i = 1,2 a skalarm harmomcka funkce Dn €
L9(0,T; L*" (2 )) 5 Vpn ELq(O (L)), s+ = [1,00)
pro s = N a s* € [1,00] pro s takovd, Ze
/ / dxdt / / H1+H2) thda:dt
(3.12)

+/ /(p1 +p2)divcpdxdt+/ /fow—‘pdxdt
0 Q 0 Q ot

pro vsechna ¢ € (C§°((0,T) x Q))N. Navic

”piHL%‘ (0,T;L%i(Q2)) < C”Hi”L‘li(O)T;(Lsi (Q))N2)7 1= 17 2a

IVorllLeo,rye )~y <

Poznamka. Tuto vétu lze pouzit tak, Ze za H; vezmeme u® u a za Hy funkci
—vVu — F, f = divF. Vyznam této véty spoCiva v tom, Ze umoznuje uvazo-
vat pomérné obecnou pravou stranu, na druhou stranu ale ukazuje, ze tlak se
obecné nechova tak, jak bychom mohli naivné ocekavat. Hladkost hranice neni
tfeba pozadovat, pokud ndm bude stacit pouze prislusna lokalni integrabilita
jadonotlivych slozek tlaku.

Dukaz. Zvolme ty € (0,T) libovolné takové, Ze ¢y je Lebesguetv bod, tj.

1 to+r
lim —/ u(r)dr = u(tp)

=0+ 21 Jy .y

v (L*(2))V. Definujme pro i = 1,2

to

Uvazujme nasledujici Stokesovy problémy

—-Av;, = —Vm —div ﬁ;(t) v Q,
divv, = 0 v,
v, |3Q = 0.

Diky regularité Stokesova problému méame pros.v.t € (0,7) as.v. h € (0,7 —t)

1 C = =
g lImit+h) = mit)lls, < [ Hi(t + h) = Hi(0)lls,.

3Cast véty lze dokazat i pro méné hladké oblasti, to ale vyzaduje pomérné hluboké vysledky
z teorie regularity pro stacionarni Stokestiv problém pro oblasti s lipschitzovskou hranici.
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Proto m; € W14 (0, T; L*:(€2)) a plati

87‘('1'
H < ClHil|Lai 0,515 (2))-

ot

L% (0,T;L%i(Q))

Daéle uvazujme pro s.v. ¢t € (0,7") Stokestv problém

—Avh = —Vﬂ'h + u(to) — u(t) v Q,
divv, = 0 v Q,
Vi loa = 0.

Opét, pouzitim regularity Stokesova problému a integraci pres ¢as mame
V7Rl Laco,r;Ls ) < Cllullzao, s @))-
Ziejmé téz Amp, = 0 na (0,7) x Q. Sec¢tenim tloh vySe méme pro s.v. ¢t € (0,7
—A(V1+ Vo +vy) = —V(m 4 m +m) — div(H; + Hy) +u(te) — u(t). (3.13)
Pokud ve (3.11) vezmeme @™ € C§°((0,T) x Q)N tak, ze o™ — ¢, kde

P(a) € (CROQ)N 7€ (to,t)
olro) = { 0 e O\ (to. ),

mame

/(u(t) ~u(ty)) -pde = /ai LH) Ve dr
Q Q

pro viechna ¥ € (C§°(Q))Y, divep = 0 a tedy diky Lemmatu 2.3.4 existuje
m e L"(Q), r > 1 tak, Ze

u(t) —u(ty) = —div(H; + Hy) + Vo v D'(Q). (3.14)

Proto z (3.13) a (3.14) plyne

—A(vVi+va+vy) = —V(m+mtm—m) v,
divivi+va+vy) = 0 vQ
Vi+tvat+vploa = 0

a z jednoznacnosti FeSeni staciondrniho Stokesova problému (pro tlak az na
aditivni konstantu; ve vSech ulohach budeme predpokladat, ze jeho integralni
stfedni hodnota je nulovad) méame, Ze

Vi+ve+vy,=0 T + 7 + T = T

Proto v D’(0,T)

_Or_ 9™
p—at—pl b2 o’

_ om - v _ . .
kde p; = 4. Na zavér polozime p, = 7, a vyuzijeme prostorovou regularitu
této funkce. |
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Ukazme si jinou moznost rekonstrukce tlaku. K tomu se budeme muset chvili
zabyvat nestacionarnim Stokesovym problémem

ou

afz/AquVp = g v (0,T) x Q,
divu = 0 v (0,T) x Q,
u =0 na (0,7) x 09,
u(0) = uw v Q.

Slaba formulace je analogickéd slabé formulaci pro Navier—Stokesovy rovnice.
Hledame u € L2(0, T; Wy %, (2))NL>(0,T; (L2(Q)N), % € L2(0,T; (Wy'5,)*)
takové, ze

0
<—u,<p>+V/Vu:V<pdx:<g,<p> V(peW(}ﬁ. Q)
ot Q ,div
asv.te(0,T),

u(t) = ug v L 4;, () prot — 0F. Ziejmé pak plati (ditkaz je analogicky ditkazu
pro evoluéni Navier—Stokesovy rovnice, jen o néco jednodussi)

Véta 3.2.3. Necht g L?(0,T; W=12(Q)V), QC RN, uy € L%’div(Q).
Potom existuje prdve jedno slabé rfesent nestaciondrniho Stokesova problému.
Navic w € C([0,T}; L§ 4, (), a proto limy_,q+ [|[u(t) — w12y~ = 0. |

Analogii Véty 3.2.2 je (dikaz viz [17]):

Véta 3.2.4. Necht je pocdtecni podminka dosgatecvné hladkd, 2 € C? je kon-
verni a necht g=div F, F e (LP((0,T) x Q))V", 1 < p < .

Potom jediné feseni u € LP(0,T; Wol’ﬁ)iv(Q)) NWz2(0,T; (LP(Q)N). Navic,
tlak

_or
T™=Dp1 ata

kde P je harmonickd funkce, p; € LP((0,T)xQ), P € LP (O,T; W2’p(Q)),
VP e W22(0,T; (LP(Q)N) a plati

1ellyy 3 o oy T IV 8o, 75(zo 2y + 1P1llo 0 71200

+ HVPHV[/%(QT;(LP(Q))N) + ||VP||LP(O,T;(W1=P(Q))N)

<C ||F||LP(07T;(LP(Q))N2) + C1(uo).

Dudle

1
||P||Wl,ﬁ,g,p(oyT;ij(Q)) < C(u, HFHLP(O,T;(LP(Q))M)) S (07 1-— 5}

Opét jsme nebyli schopni odstranit harmonickou ¢ast tlaku, ktera je hladka
v prostoru, ale ne v ¢ase. O néco lepsi situace je v pfipadé, kde prava strana
fe L'(0,T; L5(Q)). Pak mame (viz [13])
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Véta 3.2.5 (Solonnikov, Giga, Sohr). Necht je poddtecni podminka dostatecné
hladkd, 2 € C?, necht g€ L' (0, T; (Lé(Q)) ) :
Potom jediné teseni také splhiuje V>u, Bt’ Vp € LY0,T; (L*(Q)*) a plati

ou
(92l + |51 +191x) <€ bl
X
kde X = L' (0, T; (L*(Q))*), 1 < t,s < oo, k= N? resp. N. [ ]

Poznamka. Puvodné byly tyto odhady dokazany pouze pro t = s V.A. So-
LONNIKOVEM, préce [13] je rozsifenim pro ¢ # s.

Nyni mizeme tyto odhady pro nestacionarni Stokestv problém pouzit na-
sledovné. Konvektivni ¢len ddme na pravou stranu. Mame

g—ltl—yAu—FVp = f—u-Vu,
divu = 0, (3.15)
u(0) =y,
ulpo = 0.

Protoze nase feseni u existuje a Stokesiv problém mé jednoznacéné definované
TeSeni, je jasné, ze odhady z Vét 3.2.4 a 3.2.5 miizeme pouzit na nase feSeni.
Uvédomme si téz, ze Véta 3.2.4 se pro nase ucely moc nehodi, tlak neni LP-
funkce, harmonicka ¢ast ma Spatnou regularitu v ¢ase. Proto pouzijeme spise
Vétu 3.2.5. Predpoklady na pravou stranu f si mizeme sami upravit. Pocitejme
tedy chvili, v jakych prostorech méame konvektivni ¢len:

a) N=2
/ o Vul* dr < Va3 ful e, 1< s <2,
—2
Juf 2o < C llull,* ||11||12 :
.
T 5 % 25—2)% t(2 i
u-Vul*dz) dr Vu H—(S a5
| | 3
< (2—s) =
¢ Hu||L°C (0,T5(L2(2))2) ”uHL2(O,T;(W1v2(Q))2)
za predpokladu, ze
t 2 2
tH(2s-2)- =2 = T+-=3 s<2.
b) N=3
25 6 ts< o
s < =
95— W T=g
Pak
-3
[af| 2o < Clully ™ ||u||12
(2—5 a+1—a;> 3—2s 1 35—3)
= — o= — =
2s 2 6 s s
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a
r s L i t+(3s—3)% —25) i
( [ Ju-vu dz) dt) < c( || 15 dt)
(3—2s) %
<C ” ”Loo 0.T5(L2(@)9) Hu”LZ(O,T;(Wl”“(Q))B)’

je-li
t 2 3 3
tr(2s—3)- =2="4+2 =4 s<°.
+(2s )s t + s 18S9

Mame tedy

Véta 3.2.6. Necht u je slabé feseni Navier—Stokesovyjch rovnic a necht Q € C?,
f a ug jsou dostatecné hladkeé.

Potom ezistuje tlak a Navier—Stokesovy rovnice jsou splnény s.v. na caso-
prostoru. Navic

V2u, 8—u, Vp € L0, T; (L*(Q)F), 1 < s < k= N? resp. N

ot

2 N
Tt =N+LN=23
S

N-1’

Poznamka. Tento vysledek ztstava v platnosti i pro N > 3.

Podivejme se, jakou informaci ndm to ve tfech dimenzich dava pro samotny
tlak. Pro zajisténi jednozna¢nosti budeme pfedpokladat, ze [, p(x,t) dz = 0 pro
s.v. t € (0,T). Vime, zZe

2 3
Vp e L' (0,T; L*), E+7:475< ;
s
t].
* 3s 2 3 2 3-s
e LY(0,T; L% (), s*= 7 L2 _Z
P ( @), s 3—s t+s* t+ 5
2 3
== -+ —=3
t  s*
Pokudchceme,abyt:s*:>%+%:3:> = thGLS(( T)x Q).
(Ovétte si sami, %e pro N = 2 mame p € L?((0,T) x Q) pro hbovolneq<2.)

3.3 Regularita (N = 2)

Ukazme nyni, ze nami zkonstruované jednoznacné slabé feseni Navier—Stoke-
sovych rovnic je ve dvou prostorovych dimenzich hladsi. Dokazeme nasledujici
tvrzeni

Véta 3.3.1. Necht Q € C2, ug € Wy'3, (), f€ L*(0,T; (L*(2))?).
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Potom slabé teseni Navier—Stokesovych rovnic ve dvou prostorovych dimen-
zich splriuje

Viu % ,Vp e L*0,T; (L*(Q)F), Vu € L>=(0,T; (L*(Q))*), k = 4resp. 2,

¥ + VDl 1202 (1202
H L2(0,T;(L2(2))?) L2(0,T;(L*())?)
+ HV’UIHLOC 0,T;(L2(Q))4) < C HfHL2(0 Ty(L2(2))2) > )

Specidlné tedy u € C([0,T]; (W2(2))?). Je-li pouze uy € (LQ(Q))Q, potom vyse
wvedené odhady plati na [0,T), § > 0, libovolné malé.

UHL2(OT(L2(Q H

Dokazme nejprve jedno lemma:
Lemma 3.3.1. Oznacme P projekci z (L*(Q))N do Lj 4,() (nazjvd se téz
nékdy Leraytiv projektor). Necht Q € C2.
Potom
3C, Co: Yu € Wy'd, () N (W2(Q)N
plati
Cillullyy < [[PAully < Colully, -

Duikaz. Uvazujme Stokestuv problém:

—vAu+Vp = f v
divu = 0 v Q,
u‘ag = 0.

Bez Ujmy na obecnosti pfedpoklddejme, ze f € LO aiv(€2). Problém je mozno
prepsat na tvar

—vPAu = f v Q,
divu = 0 v,
u|ag = 0.

Diky regularité feseni Stokesova problému vime, ze Ieseni spliiuje
[ully o < Cifll,
a tudiz
[ully, < Clflly = Cf|PAu],.
Na druhou stranu, diky tomu, ze P je projektor,
[PAu]l, < [[Aull, < Cllually, -
|

Dukaz (Véty 3.3.1). Pfipomerime si, Ze jsme FeSeni konstruovali pomoci Galer-
kinovské aproximace. Vezméme si ji a ndsobme j-tou rovnici ¢} (t), seCtéme pres

. . . . . , o O . , . du™
j a integrujme pres ¢as. Mame (vlastné pouzijeme jako testovaci funkci %)

2 1 [td
— dl‘dT—‘r*V/ —/|Vum\2 dzdr

//f du dxdT—// u™ -aLdde.
ot
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s 2 . . m s ST . o
Soucasné nésobme j-tou rovnici A;c7(t), se¢téme pres j a integrujme pies Cas.
Pripomenme, zZe

Vw’ : Vodr = )\j/ wlopdr Ve Wyt (9),
Q Q

tedy vlastné pouzijeme jako testovaci funkci —PAu™. Mame

%/0 dt/‘vuml d:(;dT—i—V/ /Vu (ZCJ /\Vwﬁ)dxdT
:/ /f ZCJ )\w dxdT—// LV u™ (Zc] /\Wj)dl'dT.

=—PAum™

Pocitejme

/Ot/Q( ch /\ij)dxdr

// (aum Zc] JAw!) dedr

7f0t’ fQ(PAum+Vz)( T c]-(‘r))\jwj)dsz

Celkem tedy mame

L5 H dTﬂ/ 722 dr + 9w 3 1)

gc( ’ d7'+u/ |PAu™|? dT+%(1+y) ||Vum||§(t))

0
<o [ . H ||+ 1pawr, ) ar (3.16)
+0/ Q|Vum|2|um|2dx> (/ (%)Z(Mﬂf dx>1/2d7'
rervwr ol <y [ |2 Lo g [ v ar

y)/ |\f||§d7+o||vumm)\|§+c/ / vum ? [um? dzdr,
0 0 Q

I

pricemz konvektivni ¢len odhadneme

t t
2 2 2
1< / Va2 a2 dr < © / IV, [V 2 u™]l, dr

t t
7”/0 y|v2um|\§+0(u)/0 Ivum | dr.
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Celkem méame

t ou™ (12 t 2 .
/0 1% ngﬂ/o IV2u|f, dr + [ Vu™ |5 (1)

t t
< [VumO)|2 + C(v) / 162 dr + C(v) / Va2 Va2 dr.

Z Gronwallovy nerovnosti (integralni tvar)
t t
10 <50+ [ gnar+ [ i —
0 0
t t
f(1) < (f(0)+/ g(7) dT)efo h(r)dr
0
volbou f = [Vu™(#)|3 , h = |[Vu™(t)|; € L'(0,T) plyne
T
sup |[Vu™(t)[l, < C([|Vu™(0)ll,, / 18115 dr, T).

(0,7) 0

Pokud toto dosadime zpét do odhadu vyse, dostavame

2 t
dr + 1// ||PAum||§ d7 + sup ||Vum(t)||§
0 (0,7)

1%
o Il Ot ll2

T
<c(Ivw O, [ 1813 anT) < € (0. £7),

nebot
[Vu™(0)[[, < [[Vuoll, -

Nyni stac¢i pouzit Lemma 3.3.1 a pfejit s m — oco. Pokud nemame informaci o
poc¢atecni podmince, zvolime funkci

g(t):=0 O<t<g7
git):=1  t>9,
geC (0,T)) ¢>0

a pred integrovanim pres ¢as nerovnost nasobime funkci g. Potom

t

i d m 2 m 2 / m 2
/0 g(r) 5 IV (D)2 dr = g(6) [Vur ()2 - / ¢ () [Vum (D)% dr.

Druhy ¢len dame na pravou stranu a v odhadech pokracujeme stejné jako vyse.
Diky vlastnostem funkce se nam ,ztrati“ informace o chovani pro ¢asy blizici se
k nule, ale zato nepotfebujeme védét nic o gradientu pocateéni podminky. Véta
je dokazana. |

Nyni bychom mohli studovat dalsi regularitu. Je mozné dokazat, ze je-
li divug = 0, up = 0 na 9Q a f € (C~((0,T) x Q))N, potom téz u €
(C>=((0,T)x Q)% p € C*((0,T) x Q) — pozor, ne az do ¢asu 0, to jen
prfi splnéni jistych podminek kompatibility mezi ug a f + regularita ug. To nas
nebude v tomto okamziku zajimat. My budeme studovat spiSe jednoznacnost a
regularitu ve tfech dimenzich.



3.4. JEDNOZNACNOST (N = 3) a7

3.4 Jednoznac¢nost (N = 3)

Nejprve si uvédomme, ze obecné nevime, zda kazdé slabé feseni Navier—Stoke-
sovych rovnic ve tfech prostorovych dimenzich nutné spliiuje energetickou ne-
rovnost. Plati ale

Lemma 3.4.1. Necht u je slabé reseni Navier—Stokesovych rovnic, které navic
patii do L* (0, T (L*(Q2))N)*.
Potom wu spliiuje energetickou rovnost.

Dukaz. Ukazme, Ze je-li navic u slabé feseni Navier—Stokesovych rovnic a navic
patif do L* (0,T; (L*())V) , potom 2% € L2(0,T; (Wy'3,,)*). Méme totiz

T ou
s | [ (G =
APELZ(O,T;W&"giV(Q)) 0

llell <1

sup ‘/OT(—VAVu:V¢dx+<f7¢)—/Q(u-Vu)wpdx)dT‘

1,2
«peL2(o,T;W01fdiV(sz))

llell<1

T
< s [ (Ivull, 19l + 61y [l + 19, i) o

b 1,2
PEL2(0,T5W 5, ()

llell<1
<C.

Proto muzZeme vzit za testovaci funkci samotné feSeni u, vSechny integréaly jsou
konec¢né. Dostavame

1d

s Il v [ (vuf dr == [ (V) udet ().
Q Q

=0

Navic u € C([0,T7; Ladiv(Q)), a tudiZ integraci pres cas

t t
Dz + y/ / Va2 dedr = = [luo|2 + / (Eu)dt Vi [0,T).
2 0 Ja 2 0
|
Poznamka. Piipomenime, Ze ve dvou prostorovych dimenzich patii slabé feseni
Navier—Stokesovych rovnic do u € L*(0, T; (L*(9))?) a tedy spliiuje nejen ener-
getickou nerovnost, ale dokonce energetickou rovnost.

Obecné neni znamo, zda je tfida slabych feSeni ve tfech prostorovych di-
menzich tfidou jednoznacnosti. Plati ale

Véta 3.4.1. Necht u, v jsou dvé slabd Teseni Navier—Stokesovijch rovnic odpo-
vidajici tymz datiim. Necht u splriuje energetickou merovnost a necht v spliuge
navic

ve L0, T5 (1)), 2

@ | W

+-=1, s€[3,00].

Potom u=wv s.v. na (0,T) x .

4Tuto podminku se podaiilo v jistém smyslu zeslabit, viz [7]. Podminku na dodate¢nou
regularitu feseni lze vyjadfit pomoci Sobolev—-Slobodetského prostorti, tj. prostori s neceloci-
selnou derivaci.
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Poznamka. Jedna se o jednoznacnost typu silné feseni = slabé feSeni. Tedy
je vidét, ze regularita a jednoznacnost slabych feSeni jsou dosti provazany. Pod-
minky na v z Véty 3.4.1 se v literatufe Casto nazyvaji Prodi-Serrinovy pod-
minky.

Ditkaz (Véty 3.4.1). Budeme jej délat pro s > 3. Piipad L°°(0,T; (L3(£2))3) je
technicky komplikovanéjsi. Nejprve provedme formélni dukaz.

Vezméme jako testovaci funkci pro u a v rozdil u — v (to ale nemtiZzeme) a
odectéme od sebe vysledné nerovnosti. Mame

%%||u—v||§—|—l//Q|V(u—v)|2dx:/Q(V-Vv—u-Vu)-(u—v)dx
:/(V~Vv)~(u—v)dx—/(u-V(u—v))~(u—v)dac (3.17)
Q Q

=0

—/Q(u~Vv)-(u—v)dx:—/ﬂ((u—v)-Vv)-(u—v)dx
:/(u—v)@v:V(u—v)dx.
Q

Odhadujme ¢len napravo

K.C.| S/ V(u—v)[lu—v| [v] <[[V(u-v)[;[u=v]_- [v],
O ——— —— s
_2s_ s
5—2
<V =v)ly* [la=vly* [lv],
s=3 3
u—v[| 2 <flu—vly* [u-vlg,
1 2 2 2
= K.C[ < gv V=V +CW)la = vl [v]5
Je-li s = 3, pak tento dikaz nefunguje.) Pro s = oo lze konvektivni ¢len
p gu]

odhadnout pomoci
v <lw 2+C SVl
Vlloo la = vll; [V(a = v)ll; < 5 [V = v)[lz + Clu=vl; vl

Tedy celkem
d 2 2 t
3 e =vllz < Cllu=viz v,
a protoze (u — v)(0) = 0, plyne z Gronwallovy nerovnosti, ze u — v = 0.

Pokusme se nyni odvodit vztah (3.17) rigorézné; ve skutec¢nosti ziskdme tvar
zintegrovany pres ¢as a misto rovnosti budeme mit nerovnost. To vSak na sa-

motny zavér dikazu neméa vliv, bude nam to naprosto stacit.

Prvnim vztahem, ktery mame k dispozici, je energetickd nerovnost pro u:

1 t 1 t
f||u(t)||§+u/ /|Vu|2da:d7'§f||u0||§+/ ) dr. (3.18)
2 0 Q 2 0
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Déle v € L*(0,T; (L*(2))?), coz plyne jednoduse interpolaci, a tudiz dle Lem-
matu 3.4.1

1 k 1 K
Amw@m§+y/m/ﬁvw%Mdegwuﬂ§+/"@v>m: (3.19)
2 o Ja 2 0

Je tfeba ukéazat, ze mohu vzit za testovaci funkci pro v funkci u a naopak.

Z dtkazu Lemmatu 3.4.1 vime, ze %}’ € L*(0,T; (WO1 iv)*), a proto muzZeme
pouzit u € L*(0,T; Woljiv(Q)) jako testovaci funkci. Mame tedy

t 9y ¢ ¢
—/ <—,u>—/ /(V~Vv)-udxd7'—1// /Vv:VudxdT
o \Ot 0 Ja 0 Jo

:-/%mnw. (3.20)
0

Zbyva posledni — testovani rovnice pro u funkci v. Ukazme nejprve, Ze %—‘t‘ €
(L20. 73 W33, () N L0, T3 (L)) ) -

T 9u T T
/ <—,<p> dr = 71// / Vu: Vedzdr — / / (u-Vu)-pdedr
o VOt 0o Ja 0o Ja
T
- [ e ar
0
Prvni a tfeti ¢len odhadujeme standardné, pro konvektivni ¢len mame (viz vyse)

[ v sodwdf\</ 19l sl
S(/IWM@M) (/Hw

Pripad s = 0o je ponechan jako cviceni ¢tenafi.
Tudiz mizeme testovat rovnici pro u funkei v:

/ dT—// -Vu) - vdedr
—1// /Vu Vvdxdr——/o (f,v) dr. (3.21)

Budeme-li postupovat stejné jako v Lemmatu 2.2.4 (viz téz poznédmka pied
nim), muzeme dokazat (pomoci aproximace), Ze

/Ot(<g;1,v> s drf/ dt/uvdxdT

:/Q(u-v)( )dx—/ﬂ(u v)(0) dz (3.22)

o dT) Hu||L°0 (0,T5(L2(2))%) *

Poznamenejme, ze u € C([0,T]; (Lg,div(Q))w) av e C(o,T] L% aiv (), tedy
hodnota v nule je dobfe definovana. Pokud sedteme (3.18)—(3.2 ) a pouzijeme
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(3.22), dostavame

1 t t
fHu—ng(t)—i—u/ / |V(u—v)|2dxd7§/ /(V~Vv)~udxd7'
2 0 Ja 0o Jo

t
+/ /(u-Vu)~vd:1:dT
0 Ja

a dale postupujeme Uplné stejné jako ve formélni ¢asti dukazu. |

3.5 Globalni podminéna regularita (N = 3)
Cilem je dokazat nésledujici

Véta 3.5.1. Necht Q C R3, Q € C?, u je slabé reseni Navier—Stokesouvijch rov-
nic s pocdteéni podminkou wy €  L§ 4. (Q) a pravou stranou
fe L*0,T;(L*(Q))?). Necht w e L'(0,T;(L*(2))*%), 2+ 2 <1, s > 3 nebo
lull oo 0.7 (13 (02))) J€ dostatecné mald.

Potom toto slabé reseni w € L?(e,T; (W>%(Q))3) N L= (e, T; (W12(Q))3),
9u ¢ [2(e, T3 (L*(Q))%) Ve > 0. Je-li ug € Wolﬁiv(Q), pak lze brdt € = 0.

Vétu dokazeme ve dvou krocich. Nejprve uvazujme tlohu

g—‘t’ +u-Vv—vAv+Vr = f (3.23)
divv = 0,
v(0,z) = uo(),
Vg = 0

(ve slabém smyslu). UkéZeme nejprve

Lemma 3.5.1. Necht u, ug, f a Q spliuji predpoklady Véty 3.5.1. Necht navic
we L2(0,T; Wy's, (2)) N L2(0,T; L3 4, ().

Potom exzistuje slabé Tesent ilohy (5.23). Navic, v € L2(e, T; (W22(Q))3)
NL® (e, T5 (W2(Q))%), 9 € (L*(e,T; LA(Q))?). Je-li ug € Wyt (), pak lze
brat € = 0.

Déle pak

Lemma 3.5.2. Necht u je slabé teseni Navier—Stokesovijch rovnic odpovidagict
datim wuy, f a v je slabé Feseni (3.23) odpovidajici tymZ datim. Necht jsou
splnény predpoklady Véty 3.5.1.

Potom u=1v s.v. v (0,T) x .

Ziejmé Lemma 3.5.1 a Lemma 3.5.2 implikuji dikaz Véty 3.5.1. Pfipomenime
pouze (viz [9], [10], [25]), Ze pro piipad Q@ = R?, © = R3 nebo Q € C? staci
piedpokladat, ze u € L>(0,T; (L3(2))?). Diikaz udélame pouze za predpokladu
s > 3, pfipad s = 3 s dodateénym predpokladem malosti se dokazuje analogicky
a je ponechan jako cviceni. Poznamenejme dale, ze diky Vété 3.5.1 mizeme
stejné jako ve dvou prostorovych dimenzich dokazat plnou regularitu. Specialné,
pokud pravé strana a oblast Q jsou C°°, potom je také feseni C'*°, ale obecné
ne az do ¢asu 0.
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Dukaz (Lemmatu 3.5.1). Existence FeSeni se dokazuje Galerkinovskou meto-
dou. Vezméme si bazi tvorenou vlastnimi vektory Stokesova problému a slabé
feSeni konstruujeme jako v existencéni vété pro Navier—Stokesovy rovnice. Ziejmé
ukézeme ([, (u- Vv¥) - vFdz =0!), ze

||VkHL°°(O,T;(L2(Q))3 +v|[vvt ||L2 0,T;(L2(2))3%3)
< C ([Ifll 20,7512 (02))2x2), [1oll,) -

Navic, analogicky jak bylo ukdzano nékolikrat vyse,
H ovk

ot

Stejné jako pro pfipad dvou prostorovych dimenzich pouiijeme jako testovaci

funkce 8: a —PAV* (t]. j-tou rovnici nasobime X;c¥(t) resp. 2ck(t)). Dosta-
vame (viz 2D)

<C (||fHL2(O,T;(L2(Q))3)v ||u0||2) :

L2(0,T5(Wy 3y ()7)

§%|wui+u||mvk||§= [ (w-9) - pavias - [ pavetas
. o OVF ov
S e e e AR R R st

Clen s f necini potize, je tfeba odhadnout konvektivni &len.

s—3 3
/Q (u- Vv¥) ade < [al, [[ul, [|[VvF], " [VvE]]7,

<clal?+¢||PAVE|} + C(e)| I
(1+i+771:» = 25)
2 " 2s 1= 573
Tedy
Lot a2+ |22 <l v + .

Nyni stejné jako v piipadé dvou dimenzi odvodime z Gronwallovy nerovnosti

(nasobime sefezavaci funkei ¢asu), odhad pro VvF, PAvF a % na (¢,T).

Limitni pfechod v rovnicich je jednoduchy, nebot médme silnégjsi odhady nez pro
Navier—Stokesovy rovnice a jen linedrni rovnici. Je-li ug € I/Volﬁiv (Q), pak lze
brat e = 0. |

Dukaz (Lemmatu 3.5.2). Vezméme £ > 0 pevné. Potom

//315 <p1dxd7+u//Vv V(pldxdT—i—// -Vv) - prdadr
= / / f-ordudr Vo € W5, (). (3.24)
e JQ

Protoze predpoklady na u zaruéuji, ze u € (L*((0,T) x £2))3, u spliiuje energe-
tickou rovnost, a proto

1 1 ¢ ’
S O = 5@l +v [ [Validr= [ [ frudear. (325)
€ e JQ
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Déle

t
/ jt(/u podx dT—// 8902 dde—i—u/ /Vu Vo dzdr
+/ /Q(u~Vu)~<p2dxdT:/ /Qf~<p2dxd7' (3.26)

0
Yy € L7(e, T W, (9) 1 (W22(0))°); 22 € I2(e, T3 (12())).
Tedy volbou

p1 = v—u

Y2 = -V

a sectenim (3.24) + (3.25) + (3.26) méme pro w:=u—v

1 t 1
5 ||w(t)||§ + V/ / |Vw|2 dedr = 3 ||W(E)||§
€ Q

(nebot

/t/[(u.vV).(V_u)_(u.vu).V]dsz
// Vv —u-Vu]- (V—u)dxdT—// Vw) wdzdr = 0

a ¢len mé smysl!). Nyni poSleme ¢ — 07. ProtoZe u spliiuje energetickou
(ne)rovnost, je

. 2 2
Jim[lu(e)2 = fluol.
Déle diky konstrukci mame (v spliiuje energetickou rovnost v (0,7))
lim a2 = |luo?.
Tim[[v(<)]3 = f[wol
Proto, pouzitim slabé spojitosti,
lim |Ju(e) —ugp|l, = lim ||v(e) —ugll, =0
Tim [[ue) — woll, = Tim.[v(e) — o, =0,

coz dava
lim [[(u—v)(¢)|[, =0.
t10+||( )()HQ

Tedy w = 0 s.v. na (0,7) x Q. [ |

3.6 Lokalni regularita (IV = 3)

Necht f € L2(0,T; (L?(2))3), up € WOIiV(Q) Ukazme, ze 3T > 0 tak, ze FeSeni
Navier—Stokesovych rovnic je z L>(0,T™; W(Jl,,(?iv(Q)) N L2(0, 7% (W?2(Q))3) a
u ¢ L2(0,T%; (L*(2))*) (a totéz pro Vp).
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Véta 3.6.1. Necht Q C R?, Q€ C?, uy € Wol’fiv(ﬂ), f= 0 (pro jednoduchost).

Potom 3T* = T*(v, ||uol|, 5, Q) tak, Ze na (0,T*) existuje prdvé jedno ,re-
guldrni reseni Navier—Stokesovijch rovnic; specidalné T > HVCV I C=0C(Q).
Navic 3G = G(§), £ > 0 tak, Ze pro ||u0H2 < G (||Vwll,), T* mize byt libovolné

C=C(Q).

kladné cislo. Pro 2 omezenou, G = HV%H ,

Poznamka. Vétu lze interpretovat dvojim zpiisobem. Tvrzeni plati, pokud bud
je pocatecéni podminka v L?(Q) dostateéné mald nebo viskozita v je dostatecné
velka.

Dukaz. a) ,kratky cas“
Postupujeme jako pfi konstrukci Galerkinovou metodou v pfedchozi vété.
Mame tedy

HVukH2 + V/ |1DAuk|2 dx = / (uk . Vuk) PAu” dz.
2 dt Q
Odhadnéme konvektivni ¢len:

K| < [t [u ] | Pavt], < Ee@ [Fut]l; [[Pavt];
c(Q)

-2 vuts,

< LullPaut]}+

Pokud polozime y = ||Vuk||§ , mame

dy _ 1 1 v}

— < C(Q 33:>———2Kt — == —0

dt 7&1/_/1/ 2 +y8 4 1—2Kty?
K

Tedy feseni existuje, pokud

3

2Ky 2C(Q) |Vuolly

1-2KT*ys >0=T* <

re 7 k Ve’ v ’
Testovanim % a pouzitim odhadu na Au” dostaneme pozadované od-

hady pro ¢asovou derivaci.

b) ,dlouhy ¢as“
Nyni odhadujme konvektivni ¢len ponékud jinak

|K C.| < [[ut], [[Vut ], [|PAWE], < € [ju*|Z [ Vub|F [|Pavt]s,
3 3 2
ST vt + ( = C(Q) [|u|3 HVu’“HQ) [PAut(; <o0.
Jeli v — C(Q) [u(®)]}} [Vu(®)ll} >0, pak

[Vur@)|, < [[Vuoll, -

Ale protoze
[u* @), < lhuoll,
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plyne z predpokladu
1 1
v—=C(Q) [luol|3 [[Vuoll3 >0
nerovnost

v— @) [ut @) [Vt @))F >0 vt o0.

Tim dostaneme hledané odhady pro Vu* v L*(0,T;(L?*(Q))3>*3) a pro
u* v L2%(0,T;(W?2%(Q))3). Odhad pro &asovou derivaci se jiz dokaze
lehce.

|

Pozndmka. Je-li Q2 € C, ug € (C*(Q))?, pak u € C= ((0,T) x Q) (a staci i
ug € Wolﬁiv(Q) pro lokaln{ regularitu v ¢ase). Ale nemiizeme z principu oéekédvat,
zeue C™ (Qx[0,T]). Pro¢?

ulpox(0,r) = 0, tedy nutné na 9N

0
% +ug - VUQ 7I/A110 + Vp(oa ‘T) = f(O, ‘T)
~—~ =0

=0
Soucasné ma platit

Ap(0,z) = divdiv(ug ® ug) — div £(0, x) v Q,

n = —Auy-n+f0,z) n na 0N

a podminka na 09Q: —vAugy 4+ Vp(0,z) = £(0,z) je obecné nadbyteéns, tedy je
tfeba, aby byly navic splnény néjaké podminky kompatibility.

Poznamka. Nerovnost typu

1 2 k 2 1 2
301+ v [ 19al? d7 < 3 Ju(@)]

pro s.v. ¢ > 0, Vt € [0,T] se nazyva silnd energetickd nerovnost (nase byla
pro o = 0). Napftiklad pro omezené oblasti existuje feSeni, které ji splituje a
mohli bychom to dokazat pfimo pouzitim nasi konstrukce, jen bychom museli
byt opatrnéjsi v limitnim pfechodu k energetické nerovnosti. V takovém piipadé
plati

Véta 3.6.2. Necht Q € C, u je slabé Feseni Navier-Stokesovyjch rovnic od-
povidajict f= 0 a necht u spliiuje silnou energetickou nerovnost.
Potom AT — sjednoceni disjunktnich casovych intervali tak, Ze

(@) 1(0,00)\T1 =0 (3((0,00)\7) =0),

(b))  we(C®(T =),

(c) T* € (0,00) : (T*,00) C T,

(d) Pokud ug € Wy's,(Q), pak 311 > 0:(0,71) C 7.



Kapitola 4

Appendix: Resitelnost
ulohy divu = f

4.1 Integralni operatory

Drtive nez pristoupime k diikazu Lemmatu 2.3.2, pfipomenme nékolik zakladnich
vysledki tykajicich se integralnich operatort.

Definice 4.1.1. Necht Q je omezend oblast a necht

w (z,y) €U x Q,z #
K(J),l‘—y): |a:—y\k ) y Y ) Y,
0, Jinak,

kde © € L>®(2 x By). Necht 0 < A < N. Potom

T: f— ; K(z,z —y)f(y)dy
se nazyva slabé singuldrni operdator.
Plati (viz [31] nebo [11])
Véta 4.1.1. Nechf1 < q < 0o, Q C RN je omezend oblast. Potom T: L(£2) —
L1(Q) a plati
NoA
ITfllg < CN, A @)U 7 [[B]l L= @xom) 1 fllq-
Definice 4.1.2. Nech?
o, )
K(z,z) = W’
kde © € L=(RN x 0B;). Necht
/ O(z,2)dS. =0  VzecRN.
|z|=1

Potom
[T f)(z) = lim K(z,x —y)f(y)dy

e=0% Jjz—y|>e

95
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se nazyvd singuldrni integrdlni operdtor Calderon—Zygmundova typu, K je sin-
guldarni jadro Calderon—Zygmundova typu.

Plati (viz [31])

Véta 4.1.2. Necht 1 < q < oo a necht T je singuldrni integrdlni operdtor
Calderon—Zygmundova typu. Potom T: LY(RY) — L1(R"Y) a

1T fllg < Clg, NIl Lo ®r xam) [ flq-

4.2 Bogovského operator v omezenych oblastech
4.2.1 Homogenni okrajova podminka
Studujeme tlohu

divv=f v Q,
v=0 na 052,

kde 2 je omezena oblast. ProtoZe piredpoklddame, ze f € L1(Q)) pro jisté ¢ > 1
a Q je dosti hladka, plati

/divvdx:/ v-ndS =0,
Q oN
/fdaczO
Q

je nutnou podminkou Fesitelnosti nasi tlohy.
Oznac¢me

tedy

r(Q) = {f € LP(Q);/ fdz = o}.
Q
Hlavnim vysledkem je

Véta 4.2.1. Necht Q C RV je omezend oblast s lipschitzovskou oblasti. Potom
existuje linedrni operdtor Bo = (B, B3, ..., BY) takovy, Ze:
(i)
B LP(Q) — (W P(Q)Y, 1<p< oo

(i) Pro f € LP(Q)
div(Ba(f)=f s.v. nafl

(#ii) 3C = C(p, N,Q): Vf € LP(Q)) mdme

IVBa(Hllp < Cllfllp, 1 <p<oo

() Je-li f =divg, g€ Ef(Q), pak

1Ba(Hll, < Clp, N, D)lgllp, 1 <p<oo
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(v) Je-li f € Wy"P(Q)NLP(Q), m >0, pak
IVBa(f)llmp < Clo, N, fllmp, 1<p<oo

(vi) Je-li f € C5°() (a samoziejmé [, f da =0), pak Bo(f) € (C5°(Q2))N.

Poznamka. Poznamenejme, ze Lemma 2.3.2 je pfimym disledkem predchozi
véty. Soudasné také uvedme, ze z diikazu vyplyne, Ze operator B je linearni a
nezavisi na p.

Misto Véty 4.2.1 dokazeme jiné tvrzeni, kde predpoklad o lipschitzovskosti
hranice nahradime pfedpokladem, Ze €2 je hvézdicovitd vzhledem k jisté kouli
Bpr. Presnéji
Lemma 4.2.1. Necht Q C RY je hvézdicovitd vzhledem ke kouli Br(xo), kde
Bpg(zg) C Q. Potom existuge linedrni operdtor

Bg 030(9):{fngO(Q);/Qfdxzo}%(C?(Q))N

takovy, Ze

divBa(f) = f, el
IVBa(Hllg < Clg, N, fllg, 1< g < o0

Navic, je-li f =divg, g€ (C(Q)N, pak
1Ba(f)llq < Cla; N, Q)llgllg, 1< g < oo

Konstanta C ma tvar

diam Q)N(l n diam Q)7

€ = Cola, N) =

kde diam Q2 = sup,, ,cq [T — yl.

Poznamka. Véta 4.2.1 plyne z Lemmatu 4.2.1 nésledovné. Pouzitim Lemmatu
2.3.1 rozlozime Q € C%! na koneény pocet podoblasti, které jsou hvézdicovité
vzhledem ke koulim, lezicim uvnit¥ téchto podoblasti. Funkci f € C§°(€2) s nu-
lovym prameérem rozlozime na soucet funkci f; € C§°(€;) s nulovym pramérem
pres €; a na kazdé mnoziné €2, zkonstruujeme operator Bg,. Potom

r+m

Ba(f) = Z Ba,(fi)

a diky Lemmatu 2.3.1 ztistanou odhady z Lemmatu 4.2.1 zachovany i na lipschi-
tzovské oblasti. Nakonec vyuzijeme hustotu hladkych funkci s kompaktnim no-
siCem v L4(12) respektive v EX (). Analogicky, pouzitim hustoty téchto funkef i
v Wy"(€2) a mirné apravé postupu z ditkazu Lemmatu 4.2.1, se dokaze i odhad
pro vyssi derivace, tedy

Lemma 4.2.2. Necht f € Wy %(Q) N L4(Q), kde Q@ < RV je hvézdicovitd
vzhledem ke kouli Br(xo), Br(xzo) C Q. Potom operdtor Bq z Lemmatu 4.2.1
také splnuje

IVBallm.g < C(¢; N, D fllmg ™€ Np, 1 <g<oo.
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Dukaz. Diikaz provedte sami tak, ze modifikujete pFislusna mista dikazu Lem-
matu 4.2.1 nize. ]

Dukaz (Lemmatu 4.2.1). Operétor div je invariantni na translace. Proto staci
uvazovat oblasti €2, které jsou hvézdicovité vzhledem ke kouli B (0) (se stfedem
v pocatku). Kandidatem na FeSeni je

V@OZZBQLﬂCﬂ::/QfQQéfggﬁv{/giyWR(y+-ﬂi::;)sN_ﬂh}d%
(4.1)

kde
o) ol3),

a w je standardni regulariza¢ni jadro, tj. w € C§*(RY), suppw C B;(0) a

/ wdx = 1.
RN

Potom suppwpr C Bg(0), [(wrdz=1a

1 1
wrllcomyy < wxllwllco®mny, IVwrllcomyy < prarliVellcoma).-

PfepiSme (4.1) do nékolika ekvivalentnich tvart. Pouzitim substituce r =

Ir‘iiy\ méame

v = [ s -0 [ enlrra-p) e @)

a pouZitim substituce s = |[x — y| +r

v(x):/ﬂf(y)(x_y)(/OoowR<x+rx_y)(|x—y|—|—7‘)N1d7“> dy. (4.3)

lz —y|NV lz — 9]

Protoze f € C§°(2), je mozno misto misto integrace pfes €2 psat integral pres
RY. Substituci z = x — y v (4.2) mame

v(z) = - flz— z)z( /100 wr(z — 2+ zr)rV 1 dr) dz. (4.4)

Pro dtkaz lemmatu mizeme pouzit kterékoliv z vyse uvedenych ekviva-
letnich vyjadieni. Z tvaru (4.4) derivaci integrdlu podle parametru plyne, Ze
Ba(f) € (C*°(Q))N. Ukazme, ze supp Ba(f) C A, kde

A={z€Q;2=Xz1 + (1 — N)z2,21 €supp f, 22 € Br(0), A € [0,1]}.

(Uvédomme si, ze Q je hvézdicovitd vzhledem ke vSem bodtm 2o a tudiz celd
spojnice bodl (21, 22) lezi v Q.) Necht x € 2\ A. Potom y + r(x — y) ¢ Br(0)
pror > 1,y € supp f, nebot prow =y+r(z—y) jex =y(1— %)+w% Proto je
Bao(f)(xz) =0 pro x € Q\ A. ProtoZe A je kompaktni mnozina, dokazali jsme,
e B (/) € (C52()).
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Pocitejme nyni derivace.

ov@) [ Ofe—2)_ [ [* v
oz, —/RN oz, z](/l wr(x —z 4 2r)r dr)dz

<9
+ f( z) j( 1 5::?(m—z+rz)rN_1dr) dz

:/B(O){sz(/lme(x—z+zr)rN_ldr)

+f(x—z)zj</100 %;f(x—z—i—rz)r]v_l dr)}dz

+/E(O)f(xz){él-j(/loowR(szrzr)erdr)

+zj( 100 85;? (x — 2z 4rz)r™ dr) } dz

—zz»ﬁ Oow z—z+ zr)rV " dr
+/335(0)f(x ) J|Z|(/1 R( + ) d )dsz
= (12)ij (x) + (I2)i5 () + (I2)i5().

Ziejmé
] 1 L=
Ekgh(g)w 0.
Ve druhém integralu provedeme substituci y = = — z a poté analogické
substituce jako pfi pfechodu od tvaru (4.1) ke tvaru (4.3):
(I2)ij(z) =

/Ba(m {ﬂy):B@ZVV(/OMWR(x+T|i_z|)(|$— yl+ )N tdr)| dy+
/Bs(;p) [f( )|x_|lg\J/J+1</O 88& <x+r‘x ‘>(|x—y|+r) drﬂ dy.

Vyraz (|Jz — y| + )Y resp. analogicky ¢len v prvni integralu piepiseme pomoci
binomické véty. Clen bez |z — y| ponechame zvlast. Protoze

0<r < (R+diamQ) < 2diam , |z — y| < diam Q,

1ze odhadnout

0 T—Y\ N—k k—1 : N
— g — <
; 8§in(x + T|x y|)r |z —y|" " dr C;Iela); |Vwr|(diam £2)

o0 j—
/ wR<x Y )TN_l_k|x — gy~ dr < C max |wg|(diam Q)N !
0 TE€DBR

Celkem tedy
2= [ Ko i)+ [ Gy o)y
B=(z) B (x)

Oij (=, Z7)

kde K;j(z,2) = — S

oo

G)ij('rvT;) =§ij/ooowR(sc+r|Z|> N=ldqpr 4 22 |z| 8851 (m+r| ‘)TNdr
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|Gij(@,y)| < (4.5)

C(N) (diamQ)N-1! (1 N diamQ)
gAY 7o)

x,y € .
Treti integral muzeme prepsat

(Ig)ij(of)
- /t)BE(o)(f(x —2)- f(@)@%(/l wr(x — 2z +rz)rV 1 dr) ds,

2

—I—f(x)/ z]—z</ wR(x—z—Frz)rN*ldr)dSz.
oB.0) 12\ 1

Nejprve se podivejme na druhy integral. Substituci z = ew
2(12)ij = f(:p)eN/ w;w; (/ wr(z — ew + rew)rN ! dr) dSy,
8B1(0) 1
0 t N-1
iji(/ wr(z + tw) (7 + 1) dt) ds,,
0 €

:f(x)/ T;T;ng(x—l—w) dw+o(l) proe—0T.
RN

e(r—1) = 1] = f(x)eV ! /

8B1(0)

Protoze prvni integrél obsahuje dodateény ¢len jdouci k nule (|f(z — 2) —
f(z)] <Clz| = 0 pro e — 01), mdme

lim (I2);;(z) = f(x)H; (),

e—0t

H(z) = / L o (x + w) dw,
R

~ - |w]?

Celkem tedy

ov;(x
=t [ K-y [ Golen) ) dy+ S ),

z € Q. Protoze

d{ r—y N Tp—yp O r—Y
—wR(x—H" ) r—y +r ]: —wR(a:—i—r )x
ar rEr A N ]
x(\x—y\+T>N+NwR(x+r|§j§|)<|x—y|+r>N*1,
dostavame
(I2)ii()

= o (L lenls =)o)

- —wn(e) / fw)dy = —wr() | fl)dy=o0.
Be(x) Q
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Dale

H“-(x):/RNwR(:chw)dwzl,

a proto

divv(z) = f(x), x e Q.

Zbyvaji dokazat odhady. Diky (4.5) je G;; slabé singularni jadro a diky Vété
4.1.1 (|Q|¥ < diam Q)

| [ cutwrwal <| [ atnrwal,

diamQ)N(1 n dia;lQ)Hqu-

< C(q,N)(
Potom
/ O;;(x,2)dS,
|z|=1

= / (5ij/ wR(aj—&—zr)rN*ldr—sz/ in(m+rz)rNdr> ds,
|2]=1 0 o 0§

0
:/ {&ij(x—i—y)—}—yja wR(x—i—y)} dy = 0.
RN Yi

Déle, analogicky jako pfi odhadech slabé singularniho jadra,

sup ’@(w,‘—z')’ < C’(N)”w”cl(RN)(dia;lQ)N(l N diamQ>’

z,zERN R
a proto
lim / Kij(,- —y) f(y) dy
e—=0+ (1) q
diam Q\ N diam Q2
< CaNw)(T5—) (1+ =) Ifl.

Posledni ¢len

w; W5
sup |Hij(x)] = Sup/ —wp(r +w) dw S/ wr(y)dy =1,
€N zeQ JRN |w| RN

a tudiz je odhad

diamQ)N<1 n diam )

IVBa(£)lls < cola. V) (= = )17l

dokézan.
Zbyva dokazat odhad pro f = divg, g € (C5°(Q))". Dosadme za f do
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vztahu (4.4). Mame
vj(z) = / div, g(x—z)zj(/ wr(x — 2z +rz)rV -1 dr) dz
B:(0) 1
oo
+/ divIg(x—z)zj(/ wr(z —z+rz)rV-1 dr) dz
B=(0) 1
= / div, g(’I*Z)Zj(/ wR(l‘*Z+7‘z)7’N*1 dr) dz
<(0) 1
+/ gz — z) {51»]»/ wr(r — 2z +rz)r¥"tdr
B (0) 1

< 9
+2z; —wr(z —z+712)(r — Dr¥ "1 dr| dz
[ e )= 1r ! ]

zfzzﬁ oow x—z+rz)rNldr
+/a&(o) (e =202 IZ/1 ale == dr) s,
= (J2)ij (@) + (I2)ij(x) + (J2)ij(x), &> 0.

Stejné jako vyse se tedy dostavame k

v = tim [ Kya eyt [ Gyle o) du+ By @),

0% JBe(a)
z € Q, kde K;; je stejné jako vyse, (771-]- je slabé singulérni jadro, spliujici stejny
odhad jako G;. Proto dostavame stejny odhad jako v pfedchozim piipadé. MW

Poznamka. V nasem pripadé, tj. pro omezenou oblast, mizeme pro p < N
dokazat i odhady
VIl oo < Cllfll,,  1<p<N,

tedy (pro p > N pouzitim Friedrichsovy nerovnosti)
Vil < Cllfllp, 1 <p<oo.
Ovsem konstanta C' zavisi na () pres konstantu z Friedrichsovy nerovnosti resp.
N
z vnoreni Lﬁ(ﬂ) — LP(Q2).
4.2.2 Nehomogenni okrajova podminka
Resime tlohu

diva=f v Q,
u=a na df)

/fdx:/ a-ndS.
Q o0

Véta 4.2.2. Necht Q € C%! je omezend oblast. Potom existuje linedrni ope-
~ ~. A ~ 1

ritor Bo = (B, B2, ..., BY) takovy, ze pro f € LP(Q), a € (W' 7P (9Q))V,

splriugict podminku kompatibility

/fdm:/ a-ndS
Q a0

s podminkou
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plati _ _
divBqo(f,a)=f swv. naQ, T(Bao(f,a) = a,

kde T je operdtor stop. Navic existuje konstanta C, zavisld pouze na dimenzi
N, exponentu p a oblasti ) tak, Ze

1Ba(f.a)lp < CONp. 0 (Ifllp + lalli— 2 pon), 1 <p< oo

Ditkaz. Ozna¢me A rozsffeni a do (WP(Q))Y podle inverzni véty o stopach,
tji. TA=a, [|[All1p0 < C(p,N,Q)|all;_1 , so- Polozme
+p,

VvV = %Q(f, a) = 'Bg(f —div A) + A,

tedy feSeni hleddme ve tvaru v =w + A, kde divw = f —div A, w = 0 na 9.
Zfejmé
divv = f, Tv=TA=a
a plati
IVl < Clo. N ([Allpe + If = divAll,0)
<Cle, N.Q(If1p + lalli—1 5 00)-

Pfipomenme, ze pro nehomogenni okrajovou podminku plyne nutnost ale-
spon lipschitzovské hranice z toho, aby stopa funkce byla dobie definovana.
Pro homogenni okrajovou podminku je také jista regularita nutna. Nasledujici
konstrukce pochézi od Luca Tartara a ukazuje, ze pro pripad nehladké hranice
obecné Feseni nemusi existovat a to dokonce i v pfipadé p = 2.

Uvazujme 2 C R?, jejiz hranice je tvofena parabolami y = x2 resp. y = —z2,
0 < z < 1 a obloukem kruznice y? + (z —1)2 =1, 1 < 2 < 2. Necht u = (uy, us)
je Fesenim

diva = f,
kde f € L2(Q2). UkaZme, Ze obecné nemusi byt |Vu| v L?(Q). Pfedpoklddejme,
ze tomu tak je, a budeme se snazit dospét ke sporu. Polozme

[T 0w Ouay [ Ow
9(@—[962 (%+37y>dy_/mz oz (37 y) dy,

protoze uy € Wy"*(€). Dale definujme pro s.v. € (0,1)

2

Aw) = [ wwy)dy
Potom, diky tomu, Ze u; € W01’2(Q),
SA@) = [ L)y + 20 (@, 2?) + (@ —2)
dx 2 Ox
/_m2 aﬁ’dl dy

Proto g(z) = A'(z). Ale A(0) = 0, tedy

Az) = /Ox g(s)ds. (4.7)
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Dale, diky tomu, Ze ui(x, —x?) = 0 pro s.v. x € (0, 1),
Yoo
ui(x,y) = /—m2 Eul(x,T) dr.
Proto pouzitim Fubiniho véty

Ax) = /_152 (/_12 %ul(mﬂ') dT) dy = /_902 (/;2 grul(ajm) dy) dr

2 z2
2

= /JE (x? — T)azul(x, 7)dr,

a2 T
a tedy
23/2 3 a? 8U1 2 %
Proto Alx)
x
. € L*(0,1),
nebot
YAz a
< -
/0 ( dx / / 3y (z,y ) dy dx
au; € WH3(Q).
Vezmeme nyni f(z) = € (0,1), prodlouzeno na 2 takovym zptisobem,

aby [, f(z,y)dzdy = 0. Protoze f € L?(Q), specialné musi platit

1 z2
/ / 2% dy dz < oo,
0 J—z2

1
/ 22 2 dz < oo,
0

a tedy 2a.+2 > —1. Proto nage f patii do L?(Q) pravé tehdy, kdyz je o > f%.
Na druhou stranu

tj.

z? z2

g(x) = — divu(z,y)dy = f(z,y)dy = 2272

—x2 —x2

pro z € (0,1). Proto vzhledem k (4.7)

* 2
A _ 2a+2d: a+3
@)= [ ey = e

pokud a > —3, coz je splnéno diky pozadavkim na f. Podminka (z) € L%*0,1)
dava

x> € L*(0,1),
coz je splnéno pro a > —5 a to je siln€jsi pozadavek nez podminka plynouci
z predpokladu f € LQ(Q) (tJ o > —32). To znamené, Ze podminka f € 12(Q)
neni dostacujici proto, aby existovalo u € (W, ?(Q))? fesici nasf tlohu.
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4.3 Neomezené oblasti

Ozna¢me pro 1 < p < oo

D7) =ue oy .

Poznamenejme, Ze pro {2 omezenou dostavame prostor Wol P(Q), tedy netrivialni
piipad dostdvdme pouze pro 2 neomezenou. Pro 1 < p < N a 92 € C%! (pokud
je neprazdnd) je
DLPQ, L (Q): PO I\?I%Q. _
0 ( )_{ueLloc( )7VUE(L( )) ,UEL p( )7TU|OQ_0}
Je-li p > N, potom

Dy"(Q) = {u € L}, (); Vu € (L*(2))V; T ulon = 0}.

Pro Q=RY,p> N je

Dy?(RN) = {u = {a+ C}eer;i € L}, (RY); Vi € (LP(RV))V}.

loc

4.3.1 Cely prostor

V tomto pripadé je feSeni tlohy divu = f obzvlasté jednoduché. Lze totiz hledat
feseni ve tvaru u = Vi, tj.

Ayp=f v RY,
a tedy
Bry (f) = VEx f,

kde € je fundamentalni feseni Laplaceovy rovnice.
Méme (dikaz je zfejmy a je ponechdn jako uziteéné cviceni)

Véta 4.3.1. Operdgtor Bry: LP(RY) — (DYP(RN)N, 1 < p < o0. Pro f €
LP(RYN) plati
divBg~(f) = f s.v. na RY

IVBry ()l < Clo, N)Ifllp, 1 <p<oo.
Je-li f € C*(RYN), potom Br~ (f) € (CZ(RN))N a

Bre ()|(2) < W

pro vsechna x € B%(0), R > 0.

4.3.2 Vnéjsi oblasti

Véta 4.3.2. Necht Q) je vnéjsi oblast s lipschitzovskou hranici. Potom ezistuje
linedrni operdtor Bo = (B, BE, ..., BY) takovy, ze

(i) Ba: LP(Q) — (DPQ)NY, 1 < p < oo
(ii) divBa(f)=f sv. v Q, f € LP(Q)
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(ii2) [[VBa(f)llp < Clp, Q)| fllp, 1 <p < o0

(iv) Je-li f € Cg°(9), pak Bo(f) € (CX(Q)N a[Ba(f)|(z) < Ghxit pro
x € BE(0), R > Ry takové, Ze Q° C Bg,(0).

Dukaz. Bez Gjmy na obecnosti pfedpoklddejme, ze f € C§°(Q), tj. pouzijeme
vétu o hustotd. Prodluzme f nulou tak, ze f € C§°(RY). Polozme
vV=u-—+w,
kde
Vesxf, 1<p<N

_ 1, N
U vess VEx fdr, N <p<oo € (Dy"(R))™,

|QR0| QR

tj. divu = f na RM. Proto divw = 0 na Q a je tfeba zvolit w tak, aby
vyeliminovalo nenulovou podminku u na 9f2. Tedy

divw =0 na Qg, = QN Bg,(0),
w=-u na 0,
w=0 na 0Bg,(0).

Protoze

/ u~ndS+/ OdS:f/ u'ndS:f/ diva dz =0,
o0 dBr, Qe Qe

je splnéna podminka kompatibility a tudiz w existuje dle Véty 4.2.2. Dode-
finujme w nulou vné Bg,(0). Mame tedy splnéno (ii), (iv) a zbyva dokdzat
odhady. Zfejmé

IVull, my < C|f]lp-

Dale, diky Poincarého nerovnosti,

IVWllpry < [IVWlp0p, < Cp, N, Qro)[ITulli_1 00
< Cllullip.ar, < ClIVullp,ap, <C[fllp-

4.3.3 Oblasti s nekompaktni hranici
Uvazujme oblast
Q={zcRY; 2" > F(xy,...,any_1) = F(2")},

kde F je globalné lipschitzovska funkce. Bez Gijmy na obecnosti predpokldadejme
F(0) = 0. Jako piiklad uvedme

Q={zeRY; 2" > (|2/|+1)* -1}, a<1.
Tedy oblast 2 obsahuje uvnitt néjaky kuzel. Oznacme pro jisté M > 0
Cf ={z e RN;zny > M|2/|}.

Diky pfedpokladiim vysSe oblast Q takovy kuzel pro jisté M uvniti obsahuje.
Plati (véta je ptrevzata z [30])
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Véta 4.3.3 (Solonnikov). Necht Q) je oblast typu vyse. Potom ezistuje operdtor
Ba = (B, B3, ..., BY) takovy, Ze

(i) Ba: LP() — (DgP(Q)N, 1 <p < o0
(i3) divBqo(f) = f sv. v Q, f € LP(Q)
(ii) [[VBa(f)llp < Clp, N)|Ifllp, 1 <p < o0

(iv) Jeli f € C°(9), pak Bo(f) € (C=(Q)N a [Bo(f)|(z) < TR pro
zeQf R>0.

Dikaz. Polozme C, = C_, = {y € RM;y —z € Con = 706’:19}. Potom
Cr C RV \ Q. Necht f € C5°(2). Prodluzme f nulou vné ) a polozme

V(@) = Baln)@) = [ (L) rw)ay

- /c W“(Wf (@ =2)ds,

kde w € C§(9B1(0) N Cyy), faBl(O) wdS = 1.
Zbytek je analogicky jako dfive a je ponechan pro zajemce jako zajimavé
cviceni. n

4.3.4 Aplikace

Pokud chceme dokéazat hustotu hladkych funkeci s nulovou divergenci a s kom-
paktnim nosi¢em ve Wolﬁiv(Q), je pripad, kdy Q je vnéjsi oblast, podstatné
komplikovanéjsi nez pripad, kdy je 2 omezenda oblast. Ukazme dtkaz pro pii-
pad @ = RV, kdy vSechny tézkosti zptisobené tim, 7e oblast je neomezeni,
se projevi, uSetiime si pouze problémy kolem hranice, které jsme ovsem fesili
v pripadé omezené oblasti dfive.

Necht tedy u € W&ﬁ’iv(RN). Vezméme R > 1 a polozme ugr = ung, kde ng
je sefezévaci funkce takova, Ze

1 =z € Bg(0),
@ ={ o 7D

0<nrp <1, Vnr < % Ziejmé limg oo up = u ve (WHP(RN))V. Funkce ug
ma jiz kompaktni nosi¢, nemé ale nulovou divergenci. Proto polozime

diVVR:diVU.R na BQR(O)\BR(O),
VR|aBR(0) = VR|oBsr(0) = O

Ziejmé FeSeni existuje a spliiuje
IVVRIp,Boro\Br0) < Clldivurlly,B,s0)\Br(0),

kde C nezévisi na R. Proto

C
INVEllpBar)\Br©) < Cllu- Viglp,por©n\Br©) < Fl0lp,Bor©0)\BRO)-
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Diky Poincarého nerovnosti také plati
IVRIlp,Bar(0\Br(0) < CRIVVEp Byrn)\Br(0) < Cllullp, Bor(0)\Br(0)-
Polozme wgr = up — vr. Potom wr mé kompaktni nosi¢ (Bar(0)), spliiuje
divwg =divug —divvg =0
v RY a plati

[wr —ull1pry < 0l =9R)|1p,Bsr0\Br©) T VRI1.p,B2r(0)\Br(0)
< Cllully,p,Bar0)\Br(0) = 0

pro R — +oo. Nyni staci vzit regularizaci

WRn = w% *WR.

Pro vhodnou posloupnost R,, — +00 mame wg,, ,, € (CC(RV))V, divwg, ,, =
0 (regularizace komutuje s divergenci) a

lim wg, ,=1u
n—oo

ve (WLP(RV))V.
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