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3.8 Schurova věta a reálné matice . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31
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5.4.4 Zpětná stabilita Choleského rozkladu . . . . . . . . . . . . . . . 75
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6 Singulárńı rozklad matice 79
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10.1.1 Základńı fakta . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 115
10.1.2 Chyba a konvergence stacionárńıch iteračńıch metod . . . . . . 116
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Kapitola 1

Numerická matematika a jej́ı
problémy

1.1 Č́ım se zabývá numerická matematika
• Vývoj a analýza (matematických) postup̊u pro vyřešeńı problémů tak, aby posky-

tovaly (1) spolehlivě, (2) robustně a (3) za přijatelnou cenu aproximaci
řešeńı v toleranci dané zadáńım.

• Velký rozvoj numerické matematiky souviśı s rozvojem výkonu a dostupnosti
výpočetńı techniky. Nicméně, mnoho aspekt̊u numerické matematiky je te-
oretických a jejich studium neńı nutně závislé na výpočetńı technice. Nicméně
výpočetńı technika je nutně za úvahami o metodách / postupech / algoritmech.
V této souvislosti dnes hovoř́ıme sṕı̌se o výpočtové matematice než o nume-
rické matematice.

• – (1) Řešit problémy spolehlivě vzhledem k postup̊um (algoritmům) či mo-
delu reality znamená znát meze použitelnosti takových postup̊u, jejich
potenciálńı problémy a umět dobře interpretovat výsledky použitých po-
stup̊u.

∗ Pro základńı problémy jako je řešeńı soustav lineárńıch/nelineárńıch
rovnic máme mnoho r̊uzných metod. Obecně výpočetńı software umožňuje
volbu mnoha parametr̊u. Muśıme být schopni zvolit spolehlivou me-
todu podle vlastnost́ı soustavy jako jej́ı velikost, specifických rys̊u ma-
tice soustavy, podle aplikace, ve které soustava vznikla a podobně.

– (2) Řešit problémy robustně budeme chápat jako nalezeńı postup̊u řešeńı
pro velký rozsah možných vstupńıch dat.

– (3) K tomu, abychom řešili problémy za přijatelnou cenu muśıme vědět,
co ona přijatelná cena postup̊u vlastně je. Tento aspekt tedy vede k studiu
složitosti použitých postup̊u.

• Výpočtová matematika dneška představuje fúzi věděńı toho, co plat́ı a proč
to plat́ı a toho, jak to nalézt. Týká se jak matematických objekt̊u, tak jejich
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souvislosti s aplikacemi.

1.1.1 Metodologie numerické matematiky
• Metodologickým kĺıčem je nalezeńı takového modelu problému/reality, ze

kterého je řešeńı odvoditelné. V praktických situaćıch je řeš́ıćı postup obvykle
přibližný (aproximativńı).

– Je třeba poč́ıtat úlohy z model̊u, které realitu vystihuj́ı.
– Je třeba vyv́ıjet modely reality, které jsou poč́ıtatelné ve smyslu dř́ıve

zmı́něné spolehlivosti, robustnosti a ceny.

• Analyticky je řešitelná pouze velmi malá část praktických problémů. Ale, ana-
lytické postupy jsou v numerické matematice podstatně př́ıtomny jako jej́ı
komponenta.
Jako př́ıklad duality mezi modelem a výpočtovým postupem uved’me vývoj mo-
del̊u populačńı dynamiky.

x+ = xR(x),

kde x+ je velikost populace v nové generaci, x je velikost populace v současné
generaci a R(x) je nějaká modelová funkce, která dotvář́ı vztah.

– Malthus̊uv model (Thomas Robert Malthus, An Essay on the Principle of
Population (1798))

R(x) = r > 0.

– Verhulstovo započteńı omezených zdroj̊u (Pierre-François Verhulst: Notice
sur la loi que la population poursuit dans son accroissement (1838))

R(x) = r

1 + xK
, r > 0, K > 0.

– Model predátor/kořist (např. V. Volterra, Fluctuations in the abundance of
a species considered mathematically (1926))

R(x) = rx

1 + (x/K)2 , r > 0, K > 0.

S č́ım souviśı zmı́něná přibližnost / aproximace

• Aproximace souviśı s chybami, které očekáváme při zadáńı a kterých se do-
poušt́ıme při samotném řešeńı řeš́ıćımi postupy. Chyby při zadáńı očekáváme v
rámci určitých toleranćı.

– Chyba často vzniká t́ım, že mı́sto nekonečně dimenzionálńıho popisu problému
se použ́ıvá jeho konečnorozměrná reprezentace. Typickou datovou struk-
turou ve výpočtech se pak stávaj́ı matice a grafy, ale v teoretických úvahách
se využ́ıvá zhusta i obecněǰśıch postup̊u.
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– Velkým problémem aproximace je určit samotnou toleranci, kterou očekáváme
v řešeńı. Ta je často dána t́ım, jak přesně dokážeme naměřit vstupńı data.
Tato tolerance na základě vstupńıch dat odpov́ıdá jednomu typu chyby,
který brzy zmı́ńıme a který se nazývá zpětná chyba.

1.2 Nejd̊uležitěǰśı typy numerických problémů
• Výpočet funkcionálu l : F → IR (komponenty derivaćı, integrály, normy).

• Řešeńı analytických rovnic (určeńı funkćı či funkčńıch hodnot pro dané operátorové
rovnice jako jsou např́ıklad obyčejné diferenciálńı rovnice (ODE), parciálńı dife-
renciálńı rovnice (PDE) či integrálńı rovnice).

• Řešeńı optimalizačńıch problémů: určeńı specifických funkćı nebo jejich hod-
not vyhovuj́ıćıch předepsaným omezeńım, které optimalizuj́ı danou účelovou funkci.

• Numerická lineárńı algebra tvoř́ı často základ vlastńıho numerického poč́ıtáńı
v mnoha oblastech matematiky. Významná část problémů se převád́ı na problémy
v numerické lineárńı algebře. Tyto postupy se někdy shrnuj́ı pojmem mati-
cové výpočty. Mohutný rozvoj tohoto oboru se datuje do doby počátk̊u rozvoje
výpočetńı techniky, kdy vznikly základńı texty klasik̊u, jako byl J. von Neumann,
H. Goldstine a C. Lanczos v čtyřicátých a padesátých letech dvacátého stolet́ı.

• Obsahem numerické lineárńı algebry je předevš́ım řešeńı soustav algebraických
rovnic a řešeńı částečného či úplného problému vlastńıch č́ısel, jak podrobněji
probereme v následuj́ıćı sekci.

1.3 Obsah tohoto kursu
• I. část:

– Numerická lineárńı algebra: čtyři standardńı problémy
∗ Řešeńı soustav lineárńıch algebraických rovnic

Ax = b, A ∈ Cn×n(Rn×n), b ∈ Cn(Rn), x ∈ Cn(Rn) (1.1)

· Různé aplikace generuj́ı matice s r̊uznými vlastnostmi
· Problémy pak vyžaduj́ı naprosto r̊uzné př́ıstupy rozlǐsované hlavně

podle vlastnost́ı matice soustavy
∗ Řešeńı problému nejmenš́ıch čtverc̊u

minimize ∥Ax−b∥, A ∈ Cn×m(Rn×m), b ∈ Cn(Rn), x ∈ Cm(Rm) (1.2)

· Přeurčený problém, nedourčený problém
· Úplný problém nejmenš́ıch čtverc̊u
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∗ Řešeńı problému vlastńıch č́ısel

Ax = λx, A ∈ Cn×n(Rn×n), λ ∈ C(R), x ∈ Cn(Rn), x ̸= 0 (1.3)

· Mohou být částečné nebo úplné.
Definice 1.3.1 V částečném problému hledáme několik, obvykle
extremálńıch vlastńıch č́ısel a vektor̊u. V úplném problému hledáme
všechny.

∗ Řešeńı problému singulárńıch č́ısel

A∗Ax = λx, A ∈ Cn×m(Rn×m), λ ∈ C(R), x ∈ Cm(Rm), x ̸= 0 (1.4)

· Opět mohou být částečné nebo úplné.
– Numerická lineárńı algebra: dvě základńı metody

∗ Základem iteračńıch metod je vytvářeńı iteračńı posloupnosti

x0, x1, . . .

do té doby, než źıskáme přijatelnou aproximaci řešeńı. Vyhodnoceńı, zda
aproximace je přijatelná, je složitý problém, kterým se zde nebudeme
zabývat.

∗ Př́ımé metody umožňuj́ı zapsat řešeńı algebraickým výrazem.
∗ Naprosto podstatnou roli hraj́ı dva termı́ny zmı́něné v úvodńı přednášce,

které mohou v r̊uzných situaćıch odlǐsný význam: konvergence a sta-
bilita.

∗ Častá je řeš́ıćı kombinace př́ımé a iteračńı metody.

• II. část:

– Algebra nelineárńı, optimalizace: f(x) = 0, min f(x)
– Konečnodimenzionálńı aproximace funkćı - interpolace
– Úlohy obsahuj́ıćı integrály – numerická integrace
– Úlohy obsahuj́ıćı derivace – numerická derivace, ODEs, PDEs item Někdy

je produktem těchto úloh problém numerické lineárńı algebry-

1.4 Návaznost na předmět Lineárńı algebra.
V této sekci zmı́ńıme a připomeneme některé pojmy a postupy z lineárńı algebry.
Budeme si přitom odkazovat na posledńı verzi skript Lineárńı algebra od L. Barto a J.
Tůmy [1]. Ačkoli mnoho z těchto termı́n̊u bude dále osvětlováno na cvičeńıch, některé
pojmy zde máme nashromážděny také jako výzvu k zopakováńı obsahu předmětu
Lineárńı algebra. V přednášce předpokládáme jen letmý / částečný pr̊uchod tohoto
seznamu.
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• Odstupňovaný tvar ([1], str. 34) je tvarem, na který převád́ıme matici soustavy
v Gaussově eliminaci pomoćı ekvivalentńıch úprav (prohozeńı dvou rovnic,
vynásobeńı nějaké rovnice nenulovým č́ıslem t, přičteńı t-násobku jedné rovnice
k jiné rovnici); Počet operaćı Gaussovy eliminace, který zmı́ńıme, je uveden v
([1], Tvrzeńı 2.19)

– Pojmy pivot, hodnost matice soustavy, hodnost rozš́ı̌rené matice soustavy
– Pojmům pivotace (částečná, úplná, ([1], str. 49)) a stability řešeńı ([1], 2.6.1)

se budeme podrobněji věnovat
– V části naš́ı přednášky, věnované Gaussově eliminaci, ozřejmı́me pojmy

špatné a dobré podmı́něnosti

• Tělesa, nad kterými budeme diskutovat problémy numerické lineárńı algebry
budou tělesa reálných a komplexńıch č́ısel.

• V typech matic budeme navazovat na ([1], kap. 4) (diagonálńı, permutačńı,
trojúhelńıkové) matice.

• Otočeńı a zrcadleńı jako maticová zobrazeńı v rovině ([1], kap. 4.3). Např́ıklad,
bez detail̊u, matice určuj́ıćı rotaci v rovině kolem počátku o úhel ϕ v kladném
směru (proti směru hodinových ručiček) je(

cos ϕ − sin ϕ
sin ϕ cos ϕ

)
.

• Matice regulárńı, invertovatelné, hledáńı inverzńıch matic.

• Vektorové prostory, direktńı součet podprostor̊u

• Lineárńı obal vektor̊u: span, LO

• Normy vektor̊u a matic

• Sloupcový prostor matice (obor hodnot matice)

Im(A) ≡ Range(A) ≡ R(A).

• Nulový prostor matice (jádro matice)

ker(A) ≡ N (A).

• Věta o dimenzi jádra a obrazu ([1], Věta 5.99)

• Jádro a obraz (obor hodnot) lineárńıho operátoru

• Determinanty a jejich vlastnosti.

– Determinanty jsou užitečným teoretickým nástrojem
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– Cramerovo pravidlo vypadá pěkně, ale v praktickém životě na ně za-
pomeňte.

• Skalárńı součin, vyjádřeńı projekce na podprostor, Gram-Schmidtovu ortogo-
nalizaci budeme rozv́ıjet a dáme je do souvislosti s QR rozkladem

• Unitárńı a ortogonálńı matice ([1], Tvrzeńı 8.82) a jejich př́ıklady jako jsou
rotace a zrcadleńı

• Metoda nejmenš́ıch čtverc̊u bude také probrána podrobněji. Viz ale v ([1])
souvislost s regreśı ve statistických problémech a souvislost s pseudoinverźı, ke
které se vrát́ıme.

• Vlastńı č́ısla a vlastńı vektory V tomto kursu navážeme na základńı fakta
algoritmy hledáńı vlastńıch č́ısel a vektor̊u či diskuśı o vztaźıch mezi vlastńımi
č́ısly a rozklady matic.

• Č́ıslo podmı́něnosti matice ([1], str. 414)

• Podobnost matic. Podobné matice maj́ı stejný charakteristický polynom ([1],
Tvrzeńı 9.36).

• Algebraickou násobnost́ı vlastńıho č́ısla rozumı́me jeho násobnost jako kořene
charakteristického polynomu př́ıslušné matice ([1], Definice 9.48)

• Čtvercová matice A řádu n je diagonalizovatelná právě tehdy, když existuje
báze prostoru tvořená vlastńımi vektory matice A. ([1], Důsledek 9.60). Také:
Má-li čtvercová matice A dimenze n celkem navzájem r̊uzných vlastńıch č́ısel,
pak je diagonalizovatelná.

• Geometrickou násobnost́ı vlastńıho č́ısla čtvercové matice rozumı́me dimenzi
podprostoru vlastńıch vektor̊u matice A př́ıslušných tomuto vlastńımu č́ıslu. ([1],
Definice 9.67)

• Jordan̊uv kanonický tvar

– Matice v Jordanově tvaru. Matice v Jordanově tvaru je blokově diagonálńı
matice, jej́ıž bloky tvoř́ı Jordanovy buňky. ([1], Sekce 9.4.2) Připomeňme,
aniž bychom šli do detail̊u, že Jordanova buňka vypadá následovně

Jλ =



λ 1 0 . . . 0
λ 1 . . . 0

. . . . . . 0
. . . 1

λ

 .

– Pro každý operátor na konečně generovaném prostoru nad C existuje Jor-
dan̊uv kanonický tvar.
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– zobecněné vlastńı vektory

• Cayleyho-Hamiltonova věta ([1], Věta 9.119)

• Unitárńı a ortogonálńı diagonalizace. Unitárńı matice.

• Hermitovské a symetrické matice

– Necht’ A je komplexńı čtvercová matice. Pak A je unitárně diagonalizova-
telná a všechna jej́ı vlastńı č́ısla jsou reálná právě tehdy, je-li A hermitovská.
([1], Věta 10.15)

– Je-li A reálná, pak Matice A je ortogonálně diagonalizovatelná právě tehdy
je-li symetrická. ([1], Důsledek 10.16).

• Pozitivně definitńı a semidefinitńı matice A, jejich vztah k A∗A.

• Singulárńı rozklad

• Vztah mezi Choleského rozkladem a LDLT rozkladem.
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Kapitola 2

Aproximace a klasifikace chyb
výpočtu

V přibližném řešeńı problému (aproximaci tohoto řešeńı) se dopoušt́ıme chyb r̊uzného
typu a na r̊uzných úrovńıch. V v daľśım textu budeme tyto chyby klasifikovat nejprve
podle p̊uvodu v celém procesu řešeńı problému od modelu k výpočtu a potom
z pohledu samotného numerického poč́ıtáńı.

2.1 Klasifikace chyb podle p̊uvodu
• Chyba modelu

– Model obvykle vystihuje realitu jen přibližně
– Př́ıklad: matematické kyvadlo: hmotný bod, nehmotné propojeńı

ϕ′′ = −ω2sin(ϕ(t)), ω2 = g/l (2.1)

(vztah mezi úhlovou odchylkou ϕ a úhlovou frekvenćı ω)

– Zanedbává se třeńı o vzduch a třeńı v uchyceńı (ložisku)

Existuje celý matematicko-fyzikálńı obor nazývaný matematické modelováńı,
který se zabývá korektńım návrhem modelu. Samozřejmě, návrh modelu souviśı
se spoustou daľśıch souvisej́ıćıch matematických obor̊u, numerickou matematiku
nevyj́ımaje.

• Chyba dat

– Data nejsou obvykle naměřena přesně
– Př́ıklad: Měřeńı délky l u modelu kyvadla , gravitačńı konstanta r̊uzná na

r̊uzných mı́stech

Chyba v datech je často podstatná pro určeńı přesnosti výpočtu, jakkoli vágně
ted’ o přesnosti hovoř́ıme.

15
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• Chyba algoritmu

– Přesný algoritmus pro nalezeńı řešeńı v konečném počtu krok̊u
nemuśı existovat

– A to i v př́ıpadě postup̊u založených na konečnorozměrných aproximaćıch.
– Př́ıklady

∗ u iteračńıch metod se tvoř́ı posloupnost přibĺıžeńı řešeńı a ta se
zastav́ı někde podle dané tolerance, aby platilo

Ax ≈ b,

∗ diskretizačńı chyba: zkracuje se počet člen̊u nekonečné řady,
∗ lineárńı aproximace nelineárńıch problémů.

S takovou to chybou samozřejmě muśıme poč́ıtat a dokázat ji pokud možno
odhadnout. Zde je prostor pro analytické postupy.

• Zaokrouhlovaćı chyba zp̊usobená reálnými výpočetńımi prostředky. Souviśı s
reprezentaćı dat v poč́ıtači.
Tuto chybu bychom mohli nazvat také chybou praktického provedeńı algo-
ritmu. T́ım, že model poč́ıtáńı je obvykle standardizován, jej́ı analýza je častou
součásti text̊u, týkaj́ıćıch se numerické matematiky.

2.2 Druhy chyb z pohledu numerického poč́ıtáńı
Uvažujme následuj́ıćı jednoduché symbolické schéma matematizované úlohy s třemi
obecnými parametry.

Fx = y, F : X → Y (2.2)

Podle toho, kterou ze tř́ı složek vztahu x, z, F považujeme za neznámou a které
zbylé považujeme za známé, zavedeme následuj́ıćı značeńı.

• Neznámou budeme označovat s a nazývat řešeńı (solution).

• Zbylé dvě složky budeme označovat d a nazývat datové vstupy nebo data.

S využit́ım tohoto značeńı pak budeme rozlǐsovat následuj́ıćı tři problémy:

• Př́ımý problém: Jsou dána data: d : F, x Řešeńı s pak odpov́ıdá složka y.
Př́ıkladem je výpočet určitého integrálu.

• Inverzńı problém: Jsou dána data d : F, y. Př́ıkladem je řešeńı x soustavy
lineárńıch algebraických rovnic.

• Identifikačńı problém: Jsou dána data d : x, y. Př́ıkladem hledáńı zbylé složky
F je prokládáńı křivky.
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Abychom formálně popsali druhy chyb, vyjádřeme si vztah Fx = y z (2.2) pouze
implicitně jako vztah mezi danými datovými vstupy d a řešeńım s bez ohledu na to,
jedná-li se o př́ımý problém, inverzńı problém nebo problém identifikačńı následuj́ıćım
zp̊usobem:

d → {s | r(d, s) = 0}. (2.3)

• Př́ımou chybou f (forward error) nazveme odchylku ∆s spoč́ıtaného řešeńı od
přesného řešeńı s. Formálně můžeme psát

ŝ = s + ∆s.

Tato chyba je nejbĺıže běžné intuitivńı představě o chybě i názoru na to, jak chybu
poč́ıtat. Jednoduše uvažujeme možné odchylky výpočtového postupu a źıskáme
odhad př́ımé chyby. Ten ale může být extrémně pesimistický nebo obt́ıžně
źıskatelný. I to je d̊uvod, proč nám př́ımá chyba “nestač́ı”.

– Př́ıkladem př́ımé chyby (v inverzńım problému) může být odchylka řešeńı
soustavy Ax = b, kde A, b jsou maticové a vektorové datové vstupy. Vektor x
je v našem značeńı řešeńı s. Př́ımá chyba odpov́ıdá rozd́ılu mezi spoč́ıtaným
x̂ a x pro

x = x̂ + ∆x.

• Zpětná chyba b (backward error) je chyba řeš́ıćıho postupu promı́tnutá do
dat. Spoč́ıtáme-li mı́sto přesného řešeńı s přibližné řešeńı ŝ, pak zpětná chyba
odpov́ıdá vztahu

r(d + b, ŝ) = 0.

Samozřejmě, nemuśı být jednoduché zpětnou chybu určit. To, co je podstatné je

– nalézt horńı odhad jej́ı velikosti (obvykle v nějaké normě, tedy v nějaké
formě, která tento odhad převád́ı na skalár),

– určit tento odhad jako funkci vstupńıch dat na základě spoč́ıtaného přibližného
řešeńı.

Zpětná chyba nebo alespoň jej́ı odhad dávaj́ı odpověd’ na otázku, jaký problém
byl vlastně vyřešen. Je-li tato zpětná chyba menš́ı než neurčitost v datech,
např́ıklad tedy, je-li menš́ı než chyba modelováńı či experimentu, pak jsme źıskali
přijatelné řešeńı ŝ. To ale předpokládá, že jsme schopni odhad zpětné chyby
vyjádřit jako neurčitost v datech. Odhad zpětné chyby se źıská obvykle snadněji
než odhad př́ımé chyby, ale hlavně převád́ı problém chyby na něco, co známe, což
jsou datové vstupy.

– Př́ıklad: řešeńı soustavy Ax = b, A, b jsou datové vstupy. Zpětná chyba
odpov́ıdá v našem značeńı neurčitostem v datech A a b, které vyjádř́ıme
jako Â = A + ∆A a b̂ = b + ∆b a odhadneme je na základě spoč́ıtaného
řešeńı tak, aby mohlo platit

Âx̂ = b̂.

Tyto chyby
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V souvislosti se zpětnou chybou budeme hovořit o zpětné stabilitě algoritmu. Bu-
deme ř́ıkat, že algoritmus je zpětně stabilńı, má-li malou zpětnou chybu. Ale to,
kdy je zpětná chyba malá záviśı na konkrétńı úloze. Také, abychom dokázali ř́ıci,
že je zpětná chyba malá, muśıme ji vztáhnout k daným dat̊um úlohy. Proto bu-
deme koncept zpětné stability diskutovat samostatně u některých diskutovaných
algoritmů a ne v této obecné části.

• Chyba reźıdua (reźıduum) je odchylka samotného implicitńıho vztahu r(d, ŝ) od
nuly, kterou jsme požadovali v (2.3). Často je tato chyba ta úplně nejjednodušš́ı,
která se dá spoč́ıtat.

– Př́ıklad: řešeńı soustavy Ax = b, A, b jsou datové vstupy, chyba reźıdua je
dána rozd́ılem Ax̂ − b ≡ A(x + ∆x) − b měřeným v nějaké normě.

Z velikosti reźıdua můžeme pak často odhadnout velikost chyby, např́ıklad př́ımé
chyby.

• Speciálńı možnost, která ukazuje, že je vždy d̊uležité rozlǐsit, co jsou data a co je
hledané řešeńı, které je spoč́ıtáno přibližně: reźıduum může být někdy považováno
za zpětnou chybu. Uvažujme řešeńı soustavy lineárńıch algebraických rovnic s
výsledkem, kterým je přibližné řešeńı x̂. Protože plat́ı

Ax̂ = b + r,

pak reźıduum r může být také považováno za zpětnou chybu, promı́tnutou
pouze do změny datového vstupu pravé strany, ale to je pouze za velmi silného
předpokladu, že matice A je přesná a je tedy pouze konstantńım členem pro-
cesu a nikoli daty. V tomto př́ıpadě by pro nás vstupńı data byla pouze b.

2.3 Zp̊usoby (módy) analýzy/odvozováńı chyb
Důležité rozlǐsováńı chyb je často založeno na tom, zdali je odhadujeme před výpočtem
nebo až po výpočtu, kdy máme k dispozici výsledek řešeńı př́ımého, inverzńıho nebo
identifikačńıho problému. Zmiňme následuj́ıćı dva zp̊usoby odvozováńı.

• Apriorńı odhad chyby. Je dán dopředu před výpočtem jako funkce B(d, která
je odvozená z dat, přesnosti poč́ıtače, detail̊u algoritmů a implementace.

– Př́ımá a zpětná chyba jsou často (ale ne vždy) poč́ıtány (odhadovány) apri-
orně.

• Aposteriorńı odhad chyby: Je dán aposteriorně po výpočtu jako funkce B(d, ŝ)
odvozeńım z dat a dosaženého řešeńı s přihlédnut́ım k přesnosti poč́ıtače, detail̊um
algoritmů a implementaci.

– V aposteriorńıch odhadech se často použ́ıvaj́ı spočtená reźıdua, protože to
jsou veličiny, které zároveň se spočteným řešeńım ŝ mı́váme k dispozici.
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2.4 Shrnut́ı
• Vznik chyb v numerickém řešeńı matematických problémů.

• Př́ımý, inverzńı a identifikačńı problém.

• Př́ımá chyba, zpětná chyba a reźıduum. Př́ıklady na tyto druhy
chyb.

• Apriorńı a aposteriorńı odhady.
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Kapitola 3

Schur̊uv rozklad, soustavy rovnic a
problém vlastńıch č́ısel

Dř́ıve než v následuj́ıćım textu probereme jeden z centrálńıch klasických výsledk̊u nu-
merické lineárńı algebry, Schurovu větu (Schur̊uv rozklad), zmı́ńıme principiálńı rozd́ıl
mezi výše zavedenými kategoriemi problémů. Konkrétně mezi rozklady na straně jedné
a problémy vlastńıch nebo singulárńıch č́ısel na straně druhé.

3.1 Problém vlastńıch č́ısel versus rozklady
Rozd́ıl mezi těmito dvěma druhy problémů je možné také charakterizovat mezi řešeńım
problémů př́ımo nebo iteračně.

Konvence 3.1.1 Pokud neřekneme jinak, předpokládáme dále konvenci, že diskuto-
vané matice jsou obecně komplexńı. V našem značeńı jsou tedy formálně prvky prostoru
Cn×m o př́ıslušných dimenźıch. Nezd̊urazńıme-li jinak, budeme o čtvercových matićıch
dále předpokládat, že jsou prvky Cn×n

3.1.1 Vztah mezi rozklady matic a problémy vlastńıch č́ısel
• Rozklady jako tvoř́ı základ Gaussovy eliminace nebo QR rozklad jsou základem

př́ımého řešeńı soustav lineárńıch rovnic. Zároveň maj́ı tyto rozklady v přesné
aritmetice deterministicky omezené počty operaćı k jejich dosažeńı s horńı hra-
nićı danou polynomem ńızkého stupně v dimenzi (dimenźıch) matice. To ale
můžeme o řadě iteračńıch metod ř́ıci také. Hlavńı rozd́ıl je v tom, že u př́ımých
metod předpokládáme, že poč́ıtané řešeńı všechny tyto předpokládané kroky
potřebuje a řešeńı se dá vyjádřit algebraicky. Řešeńı soustav rovnic pomoćı roz-
klad̊u je tedy považováno za př́ımou metodu.

• S problémem vlastńıch č́ısel, ale i se souvisej́ıćım problémem singulárńıch
č́ısel, to je složitěǰśı. Plat́ı totiž následuj́ıćı věta.
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Věta 3.1.1 (Abel (1824) – Ruffini (1799), moderńı popis d̊ukazu pomoćı Galoi-
sovy teorie) Řešeńı polynomiálńı rovnice s obecnými koeficienty a stupněm 5 nebo
vyšš́ım se nedá popsat algebraicky (v radikálech - odmocninách).

– Obecně tedy v řešeńı problémů vlastńıch č́ısel muśıme konstruovat přibližné
rozklady a měnit je iteračně.

– Jak se daj́ı hledat rozklady? Pro problémy vlastńıch č́ısel např́ıklad můžeme
nejprve problém transformovat s využit́ım podobnosti.

– Jak uvid́ıme dále, některé rozklady pro řešeńı problému vlastńıch č́ısel jsou
preferovaněǰśı než jiné.

3.2 Schurova věta

3.3 Obecně diagonalizovatelné matice
Definice 3.3.1 Čtvercovou matici nazveme (obecně) diagonalizovatelnou, je-li po-
dobná diagonálńı matici.

Vztah diagonalizovatelnosti a podobnostńı transformace je dán následuj́ıćım tvrzeńım.

Věta 3.3.1 Čtvercová matice A ∈ Cn×n je diagonalizovatelná právě tehdy, existuje-
li ne nutně ortogonálńı báze prostoru Cn složená z vlastńıch vektor̊u této matice.

Důkaz: Je-li A ∈ Cn×n diagonalizovatelná, pak existuj́ı diagonálńı matice D = diag(di) ∈
Cn×n a regulárńı matice S ∈ Cn×n takové, že je

D = S−1AS. (3.1)

Označ́ıme-li sloupce matice S jako s1, . . . , sn, které tvoř́ı bázi prostoru Cn, pak můžeme
rozepsat vztah diagonalizace(

As1 . . . Asn

)
= AS = SD =

(
d1s1 . . . dnsn

)
. (3.2)

Po vyškálováńı sloupc̊u matice S jejich normami dává př́ıslušné vztahy mezi matićı A,
jej́ımi vlastńımi č́ısly a vlastńımi vektory a v prostoru Cn tedy existuje báze z vlastńıch
vektor̊u.

Opačně, vezměme bázi prostoru složenou z vlastńıch vektor̊u s1, . . . , sn,. Pak plat́ı

AS =
(
As1 . . . Asn

)
=
(
λ1s1 . . . λnsn

)
=
(
s1 . . . sn

)
diag(λi) = SD. (3.3)

Následně, D = S−1AS. �
Postačuj́ıćı podmı́nka diagonalizovatelnosti je uvedena v následuj́ıćı větě.

Věta 3.3.2 Má-li čtvercová matice A ∈ Cn×n n vzájemně r̊uzných vlastńıch č́ısel, pak
je diagonalizovatelná.
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Důkaz: Má-li matice A ∈ Cn×n n vzájemně r̊uzných vlastńıch č́ısel λ1, . . . , λn se svými
vlastńımi vektory x1, . . . , xn, pak muśı být lineárně nezávislé. Předpokládejme, že tomu
tak neńı a že plat́ı

dim(span(x1, . . . , xn)) = r < n. (3.4)

Přeč́ıslováńım vektor̊u doćıĺıme toho, že prvńıch r vektor̊u z x1, . . . , xn je lineárně
nezávislých a všechny ostatńı jsou tedy jejich lineárńı kombinaćı. Plat́ı tedy i vztah

xr+1 = α1x1 + . . . + αrxr. (3.5)

Odsud
Axr+1 = α1Ax1 + . . . + αrAxr (3.6)

a tedy
λr+1xr+1 = α1λ1x1 + . . . + αrλrxr (3.7)

Odečteńım λr+1-násobku (3.5) od (3.7) źıskáme lineárńı kombinaci lineárně nezávislých
vlastńıch vektor̊u x1, . . . xr. To znamená, že všechny př́ıslušné koeficienty jsou nulové.
Následně, xr+1 = 0 a to je spor. Proto, r = n a existuje tedy báze Cn z vlastńıch
vektor̊u matice. Podle Věty 3.3.1 je tedy matice diagonalizovatelná.

�

Poznámka 3.3.1 Výše uvedená podmı́nka nestejnosti vlastńıch č́ısel neńı nutná. Di-
agonalizovatelné matice mohou být i takové, které maj́ı stejná vlastńı č́ısla,
jako je např́ıklad jednotková matice. D̊uležité je, aby charakteristický polynom byl součinem
lineárńıch člen̊u, tedy, aby neexistoval žádný věťśı Jordan̊uv blok v Jordanově kano-
nickém rozkladu matice.

Př́ıslušná báze transformace může být ale velmi špatně podmı́něná ve smyslu č́ısla
podmı́něnosti.

Poznámka 3.3.2 Matice, které nemaj́ı dost vlastńıch vektor̊u k vytvořeńı báze
celého prostoru, nazýváme defektńı matice

3.3.1 Unitárńı transformovatelnost
Viděli jsme výše, že obecná diagonalizovatelnost nemuśı být nejlepš́ım základem pro
transformaci matice. Jak uvid́ıme, možným řešeńım problému s podmı́něnost́ı je hledáńı
unitárńı podobnosti. Důvod, proč je unitárńı podobnost matice velmi d̊uležitá z nu-
merického hlediska, si nyńı vysvětĺıme. Necht’ A ∈ Cn×n a aplikujme na tuto matici
podobnostńı transformaci.

B = S−1AS (3.8)

Tato podobnostńı transformace může být motivována t́ım, že matice B ∈ Cn×n je
jednodušš́ı a uvid́ıme v ńı v́ıc. Napǐsme formálně transformaci, kde poč́ıtáme s chybou
v matici A. Tuto chybu můžeme formálně vyjádřit matićı E ∈ Cn×n následovně

A = Ā + E (3.9)
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Pak můžeme psát
B = S−1AS = S−1(Ā + E)S = S−1ĀS + S−1ES (3.10)

No a ted’ zkusme odhadnout, jak se nám chyba transformovala podobnostńı transfor-
maćı. Proto, abychom ji odhadli, si nejprve připomeneme pojem maticové normy (viz
[1]). Frobeniova norma matice S ∈ Cn×m je definována výrazem

∥A∥F =
√√√√ n∑

i=1

m∑
j=1

|aij|2 =
√

trace(A∗A). (3.11)

Euklidovská (spektrálńı) norma je pak dána vztahem
∥A∥2 = ∥A∥ = max

∥x∥2=1
∥Ax∥2, (3.12)

tedy na základě euklidovských vektorových norem. Pak můžeme pro normu matice B
psát

∥S−1ES∥ ≤ ∥S∥ ∥S−1∥ ∥E∥ (3.13)
Je-li součin |S∥ ∥S−1∥ velký, chyba se nám může výrazně zvětšit nebo ji máme naod-
hadnutou, ale nev́ıme, který př́ıpad nastane a rozhodně nemůžeme vždy očekávat ten
nejoptimističtěǰśı scénář. Nav́ıc, výpočtový postup by pokud možno neměl zvyšovat
neurčitost, která odpov́ıdá vstupńım dat̊um nebo zavádět nové zdroje neurčitosti.
Definice 3.3.2 Součin ∥S∥ ∥S−1∥ se nazývá č́ıslo podmı́něnosti a znač́ı se někdy κ(A).
Plat́ı

κ(A) = ∥A∥ ∥A−1∥ ≥ ∥A−1A∥ = 1 (3.14)
Je-li matice S unitárńı (budeme často značit pomoćı U), pak plat́ı

κ(S) = ∥S∥ ∥S−1∥ = 1. (3.15)
V tomto př́ıpadě tedy plat́ı, že unitárńı podobnost podle Schurovy věty neurčitost v od-
hadu nezvyšuje. Č́ıslo podmı́něnosti můžeme vyjadřovat v r̊uzných normách. Uvid́ıme
dále, že toto č́ıslo hraje d̊uležitou roli v řešeńı soustav lineárńıch rovnic.
Poznámka 3.3.3 Pojem podobnosti má zaj́ımavou geometrickou interpretaci. Konkrétně,
podobnostńı transformace zobrazuje objekty na objekty jim podobné, tedy takové, že za-
chovává úhly (konformńı zobrazeńı) a všechny vzdálenosti měńı ve stejném poměru.

Nejprve uvedeme (zopakujeme) definici unitárńı matice:
Definice 3.3.3 Čtvercovou matici U ∈ Cn×n nazveme unitárńı, plat́ı-li UU∗ =
U∗U = I, kde I je jednotková matice př́ıslušné dimenze.
Obecný tvar unitárńı matice nemuśı být úplně zřejmý. Uved’me si dva př́ıklady. Podle
definice se dá ukázat, že unitárńı matice U ∈ C 2×2 má obecný tvar(

a b
−eiϕb∗ eiϕa∗

)
, |a|2 + |b|2 = 1, a, b ∈ C, ϕ ∈ R.

Obecná diagonálńı unitárńı matice U ∈ Cn×n má pak tvar

U = diag(eiϕj ), ϕj ∈ R, (3.16)
ale můžeme se omezit na 0 ≤ ϕj < 2π.
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3.4 Tvrzeńı Schurovy věty
Věta 3.4.1 ( Schurova věta) Pro libovolnou matici A ∈ Cn×n existuje taková unitárńı
matice U ∈ Cn×n, že matice

R = U∗AU (3.17)

je horńı trojúhelńıková s vlastńımi č́ısly matice A na diagonále v libovolném předepsaném
pořad́ı. Řı́káme, že matice A a R, pro které plat́ı vztah (3.17) jsou unitárně podobné.
Rozklad (3.17) nazveme Schurovou formou matice.

Důkaz: Větu dokážeme indukćı podle dimenze n matice A. Pro k = 1 je tvrzeńı zřejmé.
Necht’ tvrzeńı Věty plat́ı až do dimenze k. Uvažujme čtvercovou matici A dimenze k+1
a uvažujme nějaké předepsané uspořádáńı jej́ıch vlastńıch č́ısel. Necht’ λ je prvńı vlastńı
č́ıslo v tomto uspořádáńı a necht’ tedy

Ax = λx, ∥x∥ = 1. (3.18)

Necht’ je dále matice H =
(
x X

)
∈ C (k+1)×(k+1) unitárńı. Pak můžeme psát

H∗AH =
(

x∗Ax x∗AX
X∗Ax X∗AX

)
=
(

λ x∗AX
0 X∗AX

)
≡
(

λ y∗

0 Y

)
. (3.19)

Aplikujme nyńı indukčńı předpoklad o Schurově rozkladu na matici Y (včetně předepsaného
pořad́ı). Necht’ V ∗Y V je rozklad, který splňuje tento indukčńı předpoklad. Pak pro

U =
(
x XV

)
= H

(
1 0
0 V

)

máme
R = U∗AU =

(
1 0
0 V ∗

)(
λ y∗

0 Y

)(
1 0
0 V

)
=
(

λ y∗V
0 V ∗Y V

)
(3.20)

a Schurova věta je dokázána. �

Poznámka 3.4.1 Schur̊uv rozklad ze Schurovy věty neńı jednoznačný, což je ve
Větě vyjádřeno možnost́ı libovolného uspořádáńı vlastńıch č́ısel na diagonále R. Také
ale plat́ı

A = URU∗ = (UD)(D∗RD)(UD)∗ (3.21)

pro jakoukoli diagonálńı unitárńı matici.

3.4.1 Schurova věta pro hermitovské matice
Připomeňme si dvě speciálńı tř́ıdy matic a odpov́ıdaj́ıćı varianty Schurovy věty. Nejprve
to jsou matice hermitovské.

Definice 3.4.1 Čtvercovou matici A ∈ Cn×n nazveme hermitovskou, pokud A = A∗.
Výraz A∗ = AT = (Ā)T označuje matici konjugovanou k matici A. Čtvercovou matici
A ∈ Rn×n nazveme symetrickou, plat́ı-li A = AT .
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Pro hermitovské matice plat́ı následuj́ıćı varianta Schurovy věty.

Věta 3.4.2 ( Schurova věta pro hermitovské matice, Prvńı spektrálńı věta.) Her-
mitovská matice A ∈ Cn×n je unitárně podobná reálné diagonálńı matici, to jest existuj́ı
taková unitárńı matice U ∈ Cn×n a reálná diagonálńı matice D ∈ Rn×n, že plat́ı

U∗AU = D (3.22)

Nav́ıc, všechna vlastńı č́ısla matice A jsou diagonálńı prvky D a mohou zde být obsažena
v libovolném předepsaném pořad́ı. To mimo jiné znamená, že diagonálńı podobnost
(diagonalizace) neńı jednoznačná.

Důkaz: Podle obecné Schurovy věty je matice A unitárně podobná horńı trojúhelńıkové
matici R. Matice R je také hermitovská, protože plat́ı

A = URU∗, A∗ = (URU∗)∗ = UR∗U∗. (3.23)

Pak je tedy také R = R∗. Tuto matici, která je diagonálńı a reálná označ́ıme D a věta
je dokázána. �

Uved’me př́ıklad jednoduché komplexńı hermitovské matice a jej́ıho spektra. Matice

A =
(

1 2i
−2i −2

)

je hermitovská. Jej́ı charakteristický polynom je

p(λ) = det(λI − A) = (λ − 1)(λ + 2) − 4 = λ2 + λ − 6 = (λ − 2)(λ + 3). (3.24)

Spektrum matice je tedy reálné σ(A) = {−3, 2}. Vlastńı vektory, které tvoř́ı unitárńı
bázi v C 2×2 jsou −i√

5
2√
5

 a

 2i√
5

1√
5

 . (3.25)

3.4.2 Schurova věta pro normálńı matice
V tomto odd́ıle uvedeme Schurovu větu (Druhou spektrálńı větu) pro matice normálńı.
Nejprve definici.

Definice 3.4.2 Čtvercová matice A ∈ Cn×n se nazývá normálńı, plat́ı-li

A∗A = AA∗. (3.26)

Schurova věta pro normálńı matice má následuj́ıćı tvar
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Věta 3.4.3 ( Schurova věta pro normálńı matice, Druhá spektrálńı věta.) Čtvercová
matice A ∈ Cn×n je normálńı právě tehdy, když je unitárně diagonalizovatelná, to jest
právě tehdy, existuj́ı-li unitárńı matice U ∈ Cn×n a diagonálńı matice D ∈ Cn×n ta-
kové, že plat́ı (Schur̊uv rozklad pro normálńı matice)

U∗AU = D (3.27)

Nav́ıc, všechna vlastńı č́ısla matice A jsou diagonálńı prvky D a mohou zde být obsažena
v libovolném předepsaném pořad́ı.

Důkaz: Necht’ je matice A unitárně diagonalizovatelná. Pak můžeme psát A =
UDU∗ a dále

AA∗ = UDU∗UD∗U∗ = UDD∗U = UD∗DU∗ = UD∗U∗UDU∗ = A∗A (3.28)

a matice A je tedy také normálńı.
Opačně, necht’ je matice A normálńı. Přepǐsme podmı́nku normality s použit́ım

Schurova rozkladu A = URU∗ neboli R = U∗RU následovně:

R∗R = U∗A∗UU∗AU = U∗A∗AU = U∗AA∗U = U∗AUU∗A∗U = RR∗, (3.29)

což dává vztah normality RR∗ = R∗R pro trojúhelńıkovou matici R ze Schurovy věty.
Rozepǐsme si tyto součiny

R∗R =


r∗

11
r∗

12 r∗
22

... ... . . .
r∗

1n r∗
2n . . . r∗

nn




r11 r12 . . . r1n

r22 . . . r2n

. . . ...
rnn

 (3.30)

a

RR∗ =


r11 r12 . . . r1n

r22 . . . r2n

. . . ...
rnn




r∗
11

r∗
12 r∗

22
... ... . . .

r∗
1n r∗

2n . . . r∗
nn

 (3.31)

Porovnáńım diagonálńıch prvk̊u obou matic dostaneme

|r11|2 = |r11|2 + |r12|2 + . . . + |r1n|2,
|r12|2 + |r22|2 = |r22|2 + |r23|2 + . . . + |r2n|2,

...
|r1n|2 + |r2n|2 + . . . + |rnn|2 = |rnn|2.

Tyto vztahy implikuj́ı, že rij = 0 pro i ̸= j a R je tedy diagonálńı.
�
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3.4.3 Důsledky Schurovy věty
Normálńı matice zahrnuj́ı dvě velmi d̊uležité speciálńı tř́ıdy matic. Následuj́ıćı tvrzeńı
jsou součást́ı základńıho kursu lineárńı algebry, ale patř́ı k tomu nejpodstatněǰśımu k
zapamatováńı a tak je uvedeme. Jejich d̊ukazy patř́ı sṕı̌se na cvičeńı.

Věta 3.4.4 Čtvercová matice A ∈ Cn×n je unitárńı právě tehdy, je-li normálńı a jej́ı
vlastńı č́ısla lež́ı na jednotkové kružnici.

Důkaz: Je-li A unitárńı, je samozřejmě normálńı. Uvažujme pro nenulový vektor x
vztah

Ax = λx. (3.32)

Unitárńı ekvivalence norem pak implikuje

∥x∥2 = ∥Ax∥2 = |λ|2∥x∥2, (3.33)

odkud plyne, že |λ| = 1.
Opačně, z normality matice A plyne jej́ı diagonalizovatelnost, kterou můžeme zapsat

ve tvaru
A = UΛU∗.

Předpoklad, že jej́ı vlastńı č́ısla, která jsou na diagonále diagonálńı matice Λ, lež́ı na
jednotkové kružnici můžeme zapsat

Λ∗Λ = I.

Z těchto dvou fakt̊u plyne

A∗A = UΛ∗U∗UΛU∗ = UΛ∗ΛU∗ = UU∗ = I = U∗U = UΛΛ∗U∗ = UΛU∗UΛ∗U∗ = AA∗.
(3.34)

To vyjadřuje unitárnost matice A a tvrzeńı je dokázáno.
�

Přepisem diagonalizačńıho vztahu

U∗AU = D (3.35)

na
AU = UD (3.36)

źıskáváme následuj́ıćı d̊usledek

Důsledek 3.4.1 Čtvercová matice A ∈ Cn×n je normálńı právě tehdy, existuje-li or-
togonálńı báze prostoru Cn složená z vlastńıch vektor̊u této matice.

Věta 3.4.5 Čtvercová matice A je hermitovská právě tehdy, je-li normálńı a všechna
jej́ı vlastńı č́ısla jsou reálná.
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Důkaz: Necht’ A je hermitovská, pak můžeme podle Schurovy věty psát A = URU∗

a tedy A∗ = UR∗U∗. Z toho plyne, nejenom že R = R∗ a matice A je tedy zjevně
normálńı, ale také jej́ı vlastńı č́ısla, která jsou na hlavńı diagonále R, jsou reálná.
Tento závěr můžeme ale učinit i bez použit́ı Schurova rozkladu následuj́ıćım zp̊usobem.
Předně, snadno vid́ıme, že hermitovská matice je normálńı. Dále, uvažujme následuj́ıćı
sadu ekvivalenćı pro vlastńı č́ıslo λ matice A a vlastńı vektor x.

λx∗x = x∗Ax = (Ax)∗x = λ̄x∗x, (3.37)

což implikuje, že λ = λ̄ a λ je tedy reálné. Opačnou implikaci věty dokážeme následovně.
Je-li matice A normálńı se všemi vlastńımi č́ısly reálnými máme podle Schurovy věty
(diagonalizovatelnost)

A∗ = UR∗U∗ = URU∗ = A, (3.38)

a tvrzeńı je dokázáno, nebot’ vid́ıme, že A je také hermitovská.
�

3.5 Normálńı matice, dyadický rozklad a aproxi-
mace

Spektrálńı rozklad normálńı (tedy unitárně diagonalizovatelné) matice A ∈ Cn×n lze
také napsat ve tvaru

A = UDU∗ = U


λ1

λ2
. . .

λn

U∗

=
(
λ1u1 λ2u2 . . . λnun

)


u∗
1

u∗
2
...

u∗
n

 =
n∑

i=1
λiuiu

∗
i

Uved’me si zde některé vlastnosti, které se týkaj́ı člen̊u dyadického rozkladu. Předně
je zřejmé, že plat́ı

∥λiuiu
∗
i ∥ = max

∥y∥=1
λiuiu

∗
i y = |λi|, (3.39)

protože se maximum mezi vektory s normou 1 realizuje pro y = ui.

Pro diskusi o Frobeniově normě nejprve připomeňme, že tato norma je unitárně
invariantńı. Konkrétně, plat́ı

Věta 3.5.1 Uvažujme matici A ∈ Cn×n a unitárńı matice U, V ∈ Cn×n. Pak plat́ı

∥UAV ∥F = ∥A∥F . (3.40)
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Důkaz: Připomeňme, že Frobeniova norma matice A ∈ Cn×n je definována následovně

∥A∥F =

 n∑
i=1

n∑
j=1

|aij|2
1/2

=
√

trace(A∗A). (3.41)

Plat́ı

∥UAV ∥2
F = trace(V ∗A∗U∗UAV ) = trace(V ∗A∗AV ) = ∥AV ∥2

F = ∥V ∗A∗∥2
F

= trace(AV V ∗A∗) = trace(AA∗) = ∥A∗∥2
F = ∥A∥2

F

a odsud máme tvrzeńı. �
Druhou mocninu Frobeniovy normy normálńı (tedy unitárně diagonalizovatelné)

matice A pak můžeme vyjádřit následuj́ıćım zp̊usobem

∥A∥2
F ≡

n∑
i=1

n∑
j=1

|aij|2 = ∥UDU∗∥2
F = ∥D∥2

F =
n∑

i=1
|λi|2 (3.42)

jak snadno plyne právě z jej́ı unitárńı invariance.

Poznámka 3.5.1 Vid́ıme, že v př́ıpadě, kdy jsou vlastńı č́ısla na diagonále seřazena
podle velikosti jejich absolutńıch hodnot nejvěťśım poč́ınaje, nab́ıźı se možnost, že ma-
tici A m̊užeme aproximovat tak, že ji nahrad́ıme součtem prvńıch člen̊u jej́ıho dya-
dického rozvoje. Tuto myšlenku zde nebudeme dále rozv́ıjet a vrát́ıme se k ńı v kapitole
o singulárńım rozkladu matice.

3.6 Rozklady a speciálńı matice
Následuj́ıćı tabulku uvedeme pro připomenut́ı souvislost́ı mezi speciálńımi typy matic
na jedné straně a některými rozklady na straně druhé.

typ matice \ typ rozkladu Jordan̊uv rozklad SVD Schur̊uv rozklad
normálńı matice UDU∗ UD̃U∗ UDU∗

diagonalizovatelné matice SDS∗ UΣV ∗ URU∗

obecné matice SJS∗ UΣV ∗ URU∗

Poznamenejme, že u SVD muśı mı́t diagonálńı matice kladné prvky na diagonálńı
matici. To vede k mı́rné změně faktor̊u, označené zde jako vztah D → D̃. Bĺıže bude
připomenuto v tomto textu později.

3.7 Diagonalizovatelné matice s navzájem r̊uznými
vlastńımi č́ısly a vztahy některých tř́ıd matic

Věta 3.7.1 Množina všech diagonalizovatelných matic s navzájem r̊uznymi vlastńımi
č́ısly je hustá v celém (komplexńım) prostoru matic. Jinými slovy, pro každou čtvercovou
matici A ∈ Cn×n a každé ϵ > 0 existuje diagonalizovatelná matice Aϵ ∈ Cn×n s
navzájem r̊uznými vlastńımi č́ısly splňuj́ıćı

∥A − Aϵ∥ < ϵ. (3.43)
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Důkaz: Podle Schurovy věty lež́ı vlastńı č́ısla na diagonále př́ıslušné horńı trojúhelńıkové
matice R Schurova rozkladu A = URU∗. Zvolme diagonálńı matici Dϵ tak, že plat́ı

∥Dϵ∥ < ϵ, a definujme Rϵ = R + Dϵ. (3.44)

a že tato matice má na diagonále r̊uzná vlastńı č́ısla. Pak

∥A − URϵU
∗∥ = ∥URU∗ − URϵU

∗∥ = ∥UDϵU
∗∥ = ∥Dϵ∥ < ϵ (3.45)

a vid́ıme, že můžeme položit Aϵ = URϵU
∗. �

3.7.1 Tř́ıdy matic a jejich srovnáńı: pouze množiny unitárńıch
a hermitovských matic se prot́ınaj́ı.

• Obecné

• Diagonalizovatelné

• Normálńı (unitárně diagonalizovatelné)

• Unitárńı

• Hermitovské

3.8 Schurova věta a reálné matice
V této kapitole si zmı́ńıme některé souvislosti Schurova rozkladu v reálném oboru.
Nejprve ale připomeňme definici ortogonálńı matice.

Definice 3.8.1 Řekneme, že matice U ∈ Rn×n je ortogonálńı, jestlǐze plat́ı

UT U = UUT = I. (3.46)

Ortogonálńı transformace jsou transformace realizované prostřednictv́ım ortogonálńıch
matic.

3.8.1 Obecné reálné matice
Věta 3.8.1 ( Schurova věta pro obecné reálné matice) Necht’ A ∈ Rn×n je
obecná reálná čtvercová matice. Potom existuj́ı (reálná) ortogonálńı matice U ∈ Rn×n

a reálná blokově trojúhelńıková matice T ∈ Rn×n s bloky o velikosti 1×1 a 2×2 takové,
že plat́ı T = UT AU .
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3.8.2 Reálné normálńı matice
Věta 3.8.2 (Schurova věta pro reálné symetrické matice) Necht’ A ∈ Rn×n

je reálná symetrická matice. Potom existuj́ı (reálná) ortogonálńı matice U ∈ Rn×n a
reálná diagonálńı matice D ∈ Rn×n takové, že plat́ı D = UT AU .

Věta 3.8.3 (Schurova věta pro reálné normálńı matice) Necht’ U ∈ Rn×n je
reálná a obecně normálńı matice. To jest plat́ı AT A = AAT . Potom existuj́ı (reálná)
ortogonálńı matice U ∈ Rn×n a reálná blokově diagonálńı matice B ∈ Rn×n s bloky o
velikosti 1 × 1 a 2 × 2 takové, že plat́ı B = UT AU .

Bloky 1×1 a 2×2 odpov́ıdaj́ı reálným vlastńım č́ısl̊um respektive dvojićım komplexně
sdružených vlastńıch č́ısel. Sloupce ortogonálńı matice U odpov́ıdaj́ıćı reálným vlastńım
č́ısl̊um představuj́ı př́ıslušné vlastńı vektory, dvojice sloupc̊u odpov́ıdaj́ıćı pár̊um kom-
plexně sdružených vlastńıch č́ısel představuj́ı reálné báze odpov́ıdaj́ıćıch invariantńıch
podprostor̊u.

3.8.3 Zmı́nka o konstrukci Schurova rozkladu, QR algoritmus
Poznámka 3.8.1 Jak bylo zmı́něno výše, neńı př́ımá cesta ke Schurovu rozkladu vyjádřeńım
v radikálech. Algoritmy mohou naj́ıt pouze přiblǐzné řešeńı a to iteračně. K hledáńı
Schurova rozkladu máme specifické algoritmy. Jeden z nich za chv́ıli zmı́ńıme.

Poznámka 3.8.2 Zd̊urazněme, že zde dohromady p̊usob́ı dvě aproximace:

• Přiblǐzný algoritmus pro Schur̊uv rozklad

• Přiblǐzné poč́ıtáńı na výpočetńı technice

a to vede k netriviálńım matematickým problém̊um.

Jedńım ze zp̊usob̊u nalezeńı Schurova rozkladu je QR algoritmus. Nep̊ujdeme zde do
podrobnost́ı, ale QR rozklad známe a t́ım pádem konstrukce následuj́ıćı posloupnosti
(v jednoduchém speciálńım př́ıpadě s ortogonálńımi maticemi) nám neńı nebĺızká.

A0, A1, A2, . . . (3.47)
následuj́ıćım zp̊usobem

Algoritmus 3.8.1 QR algoritmus
Input: Matice A ∈ Rn×n.
Output: Přiblǐzný trojúhelńıkový faktor R.

1. Polož A1 = A, k = 1
2. while (Ak neńı “dostatečně trojúhelńıková”) do
2. Rozlož Ak = QkRk QR rozkladem
3. Polož Ak+1 = RkQk

10. end while
11. return Ak
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Vztah mezi po sobě následuj́ıćımi členy posloupnosti (3.47) můžeme vidět z následuj́ıćıho
rozpisu

Ak+1 = RkQk = Q∗
kQkRkQk = Q∗

kAkQk

= Q∗
k . . . Q∗

2Q
∗
1AQ1Q2 . . . Qk.

Také plat́ı

Q1Q2 . . . Qk−1QkRkRk−1 . . . R1

= Q1Q2 . . . Qk−1(QkRk)Rk−1 . . . R1

= Q1Q2 . . . Qk−1AkRk−1 . . . R1

= (Q1Q2 . . . Qk−1Ak)Rk−1 . . . R1

= AQ1Q2 . . . Qk−1Rk−1 . . . R1

= Ak

Označ́ıme-li
Q̂k = Q1Q2 . . . Qk−1Qk, R̂k = RkRk−1 . . . R1, (3.48)

pak můžeme předcházej́ıćı vztahy shrnout

Ak = Q̂∗
k−1AQ̂k−1, Q̂kR̂k = Ak. (3.49)

To mimo jiné znamená, že matice v posloupnosti (3.47) jsou navzájem podobné a jsou
to postupně ortogonálně transformované matice.

Za určitých podmı́nek tato posloupnost konverguje k trojúhelńıkové matici. Př́ıklad
konvergence je uveden v následuj́ıćı Větě.

Věta 3.8.4 Necht’ matice A ∈ Rn×n má vlastńı č́ısla λ1, . . . , λn, kde

|λ1| > |λ2| > . . . |λn|. (3.50)

a zapǐsme jej́ı diagonalizaci ve tvaru

X−1AX = Λ ≡ diag(λ1, . . . , λn). (3.51)

Předpokládejme dále, že existuje LU rozklad X−1 = LU , kde matice L je dolńı trojúhelńıkový
faktor s jednotkovou diagonálou. Označme X = QR QR rozklad matice X. Označ́ıme-li
dále podle předcházej́ıćıho Ak = Q̂kR̂k QR rozklad matice Ak, pak existuj́ı diagonálńı
matice Dk s |Dk| = I takové, že plat́ı

Q̂kDk −−−→
k→∞

Q. (3.52)

a iterace Ak = Q̂∗
k−1AQ̂k−1 esenciálně konverguj́ı k trojúhelńıkovému faktoru Schurova

rozkladu. Pojem esenciálńı konvergence si vysvětĺıme v d̊ukaze.
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Důkaz:

Ak = XΛkX−1 = QRΛkLU = QR(ΛkLΛ−k)ΛkU = QR(I + Fk)ΛkU, (3.53)

kde Fk −−−→
k→∞

0. protože poddiagonálńı prvky matice ΛkLΛ−k na pozićıch (i, j), i > j

jsou rovny lij(λi/λj)k pro L = (lij) a konverguj́ı k nule pro rostoućı k. Dále můžeme
psát

Ak = Q(I + RFkR−1)(RΛkU) = Q(I + Gk)RΛkU, (3.54)
kde Gk −−−→

k→∞
0. Necht’ Q̃kR̃k je QR rozklad matice I + Gk. Ze spojitosti QR rozkladu

v́ıme, že Q̃k −−−→
k→∞

I. Pak
Ak = QQ̃kR̃kRΛkU (3.55)

Označme δ1, . . . , δn diagonálńı prvky horńı trojúhelńıkové matice R̃kRΛkU a položme

Dk = diag(δ∗
1/|δ1|, . . . , δ∗

n/|δn|).

Trojúhelńıkový faktor v rozkladu

Ak = (QQ̃kD−1
k )(DkR̃kRΛkU)

má pak kladné diagonálńı prvky. Z jednoznačnosti QR rozkladu pak vid́ıme, že muśı
být

Q̂kDk = QQ̃kD−1
k Dk

Q̂kDk tedy konverguje k Q. Snadno nahlédneme, že Q je unitárńı matice Schurova
rozkladu, protože plat́ı

X = QR ⇔ R−1QT AQR = Λ ⇔ A = QRΛR−1QT .

Pak ovšem iterace QR algoritmu Ak = Q̂∗
kAQ̂k konverguj́ı k trojúhelńıkovému faktoru

Schurova rozkladu až na ono diagonálńı škálováńı. Tuto konvergenci nazveme esenciálńı
konvergenćı. Všimněme si, že v samotné esenciálńı konvergenci vhodné škálováńı neměńı
diagonálńı prvky trojúhelńıkového faktoru, ale může měnit v každé iteraci mimodia-
gonálńı prvky násobky č́ısly s absolutńı hodnotou 1. �

3.9 Shrnut́ı
• Principiálńı potřeba iteračńı konstrukce rozklad̊u pro řešeńı problémů

vlastńıch č́ısel.

• Schurova věta v obecném tvaru, Schurova věta pro normálńı ma-
tice, Schurova věta pro hermitovské matice.

• Důsledky Schurovy věty: charakterizace hermitovských a normálńıch
matic.

• Zásadńı rozd́ıly mezi rozklady, které se daj́ı použ́ıt pro řešeńı problému
vlastńıch č́ısel. Důležitost unitárńı transformovatelnosti.
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• Role č́ısla podḿıněnosti ve výběru těchto maticových rozklad̊u z
numerického pohledu.

• Schurova věta a reálné matice.

• Základńı schéma QR algoritmu.
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Kapitola 4

QR rozklad

Tato kapitola je věnována QR rozkladu obecně obdélńıkové matice A. Na rozd́ıl od
většinu textu budeme zde nejprve uvažovat reálné matice A ∈ Rn×m. Důvodem je
jednak velké množstv́ı aplikaćı v reálném oboru a jednak geometrická názornost trans-
formaćı, na kterých je v tomto oboru QR rozklad založen. V následuj́ıćım textu nejprve
zavedeme dva základńı typy ortogonálńıch transformaćı. Prvńı z nich jsou Given-
sovy rotace. Druhým diskutovaným typem ortogonálńı transformaćı jsou Househol-
derovy reflexe. Obě tyto transformace byly nazvány na počest významných nume-
rických matematik̊u minulého stolet́ı.

4.1 Givensovy rotace

4.1.1 Pootočeńı v R2

Uvažujme nejprve rotace v prostoru R2. Jak v́ıme, matice rotace G(ϕ), která realizuje
pootočeńı o kladný úhel ϕ (proti směru hodinových ručiček), se dá zapsat jako

G(ϕ) =
(

cos ϕ − sin ϕ
sin ϕ cos ϕ

)
. (4.1)

Jak tuto rotaci aplikujeme jako transformaci na vektor x ∈ R2? Uvažujme ta-
kový vektor x, který rozeṕı̌seme po komponentách s využit́ım jednotkových vektor̊u ve
směrech souřadných os.

x =
(

ξ1
ξ2

)
= ξ1

(
1
0

)
+ ξ2

(
0
1

)
= ξ1e1 + ξ2e2 (4.2)

Aplikace matice rotace na tento vektor pak vypadá

G(ϕ)x =
(

cos ϕ − sin ϕ
sin ϕ cos ϕ

)(
ξ1
ξ2

)
= ξ1G(ϕ)e1 + ξ2G(ϕ)e2 = ξ1

(
cos ϕ
sin ϕ

)
+ ξ2

(
− sin ϕ
cos ϕ

)
,

(4.3)
kde jsme opět zd̊uraznili rozpis po komponentách. Př́ıslušný úhel mezi danými vektory
můžeme źıskat inverzńı transformaćı, jak je uvedeno v následuj́ıćım tvrzeńı.

37
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Věta 4.1.1 Předpokládejme, že pro dva vektory x, y ∈ R2 plat́ı ∥x∥ ̸= 0 ̸= ∥y∥. Pak
pro velikost úhlu mezi těmito vektory m̊užeme psát

ϕ = arccos yT x

∥x∥∥y∥
∈ (0, π). (4.4)

Důkaz: Kosinová věta v R2 prav́ı, že

∥x − y∥2 = ∥x∥2 + ∥y∥2 − 2∥x∥∥y∥ cos ϕ. (4.5)

Připomeňme, že pro x ⊥ y dostaneme Pythagorovu větu. Postupně můžeme pak psát

cos ϕ = ∥x∥2 + ∥y∥2 − ∥x − y∥2

2∥x∥∥y∥
= xT x + yT y − (x − y)T (x − y)

2∥x∥∥y∥

= 2xT y

2∥x∥∥y∥
= xT y

∥x∥∥y∥
.

Zobecněńı do obecné dimenze pro prostory s reálným skalárńım součinem se dá provést
na základě zobecněné CBS nerovnosti, která zaručuje, že výše uvedený poměr je v
intervalu ⟨−1, 1⟩ a existuje tedy jediná hodnota ϕ v intervalu ⟨0, π⟩.

�

4.1.2 Vnořeńı rotace do Rn

Obecné Givensovy rotace v Rn pro n ≥ 2 źıskáme z rotaćı v R2 jejich vnořeńım do Rn.
Rotace Gij(ϕ) v rovině Rn určené dvojićı r̊uzných jednotkových vektor̊u ei, ej je dána
aplikaćı následuj́ıćı matice na vektor zleva.



i j

1
. . .

1
i cos ϕ − sin ϕ

1
. . .

1
j sin ϕ cos ϕ

1
. . .

1



(4.6)

Výsledek aplikace na vektor x =


ξ1
...

ξn

 je pak
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Gij(ϕ)x = Gij(ϕ)


ξ1
...

ξn



=



i j

1
. . .

1
i cos ϕ − sin ϕ

1
. . .

1
j sin ϕ cos ϕ

1
. . .

1




ξ1
...

ξn



=



ξ1
...

i ξi cos ϕ − ξj sin ϕ
...

j ξi sin ϕ + ξj cos ϕ
...

ξn



4.1.3 QR rozklad pomoćı Givensových rotaćı
QR rozklad reálné a obecně obdélńıkové matice A ∈ Rn×m pomoćı Givensových rotaćı
je založen na jejich postupné aplikaci zleva na matici A takovým zp̊usobem, že se
touto aplikaćı nuluj́ı prvky v A. Pod́ıvejme se pro jednoduchost nejprve na situaci v

R2. Konkrétně, chceme, aby při aplikaci rotace na vektor x =
(

ξ1
ξ2

)
, platil následuj́ıćı

vztah:

y = G(ϕ)x = G(ϕ)
(

ξ1
ξ2

)
=
(

ξ1 cos ϕ − ξ2 sin ϕ
ξ1 sin ϕ + ξ2 cos ϕ

)
=
(√

ξ2
1 + ξ2

2
0

)
(4.7)

Protože unitárńı transformace neměńı normu, tak ten nevynulovaný prvek j́ı muśı
být roven. Prvńı otázka, kterou si muśıme položit, je zp̊usob, jak źıskáme úhel rotace
odpov́ıdaj́ıćı tomuto vynulováńı. Uvažujme následuj́ıćı sadu úprav, kde předpokládáme
nenulovost normy vektoru x a nenulovost jeho prvńı komponenty ξ1. Z rovnice pro druhé
komponenty máme
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ξ1 sin ϕ + ξ2 cos ϕ = 0 (4.8)

Z toho postupně źıskáme i s použit́ım vztahu pro prvńı komponenty

tan ϕ = −ξ2

ξ1

sin ϕ = − ξ2√
ξ2

1 + ξ2
2

cos ϕ = ξ1√
ξ2

1 + ξ2
2

Jinou možnost́ı je předpokládat ve výsledku prvńı komponentu negativńı a napsat

G(ϕ)
(

ξ1
ξ2

)
=

(
−
√

ξ2
1 + ξ2

2
0

)

sin ϕ = ξ2√
ξ2

1 + ξ2
2

cos ϕ = − ξ1√
ξ2

1 + ξ2
2

Vid́ıme, že rotace, která nuluje př́ıslušný prvek, neńı nutně jednoznačně určená. Jak
dále uvid́ıme, použit́ım (i) Givensových rotaćı v Rn a (ii) jejich aplikaćı k matici A
v př́ıpustném pořad́ı, je možné źıskat QR rozklad této matice. Co je to př́ıpustné
pořad́ı budeme demonstrovat dále.

4.1.4 Givensovy rotace a QR rozklad matice
Ačkoli bychom QR rozklad zde mohli diskutovat pro obecně obdélńıkové matice, pro
názornost se soustřed́ıme na matice čtvercové, tedy př́ıpad n = m.

QR rozklad matice A ∈ Rn×n založený na Givensových rotaćıch si můžeme představit
následuj́ıćım zp̊usobem. Uvažujme nejprve v Rn rotaci v rovině určené jednotkovými
vektory e1 a e2. Tuto transformaci označ́ıme G1,2 a jej́ı aplikaci si schématicky zaṕı̌seme
jako

G1,2A = G1,2



a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

a31 a32 . . . a3n
... ... . . . ...

an1 an2 . . . ann

 =



ā11 ā12 . . . ā1n

0 ā22 . . . ā2n

a31 a32 . . . a3n
... ... . . . ...

an1 an2 . . . ann

 (4.9)
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V př́ıpadě, že platilo a11 = 0, matice transformace (redukovaná jen na dva směry) je(
0 1
1 0

)
(4.10)

a jej́ım výsledkem je pouze přehozeńı př́ıslušných řádk̊u. T́ım vlastně řeš́ıme speciálńı
př́ıpad vyloučený výše. Jsou-li nulové oba prvky a11 i a22, transformaćı je identita,
kterou v praxi nemuśıme samozřejmě v̊ubec aplikovat.

Poznámka 4.1.1 Vid́ıme, že G1,2 ovlivńı prvky v řádćıch 1 a 2, ale ne v jiných řádćıch.

QR rozklad matice (zat́ım jej chápeme v intuitivńım smyslu, jak si jej vybavu-
jeme z kursu lineárńı algebry) je založen na tom, že postupnou aplikaćı rotaćı na ma-
tici źıskáme matici, která má všechny prvky pod hlavni diagonálou nulové. Př́ıpustné
pořad́ı je takové, které toho doćıĺı. V praxi to může znamenat např́ıklad takové pořad́ı,
které neměńı dř́ıve vynulované prvky zpět na nenulové. Označ́ıme-li výslednou matici
R ∈ Rn×n a označ́ıme-li rotace v pořad́ı, jak je aplikujeme, Q1, . . . , Qs, s ≤ (n−1)n/2,
pak QR rozklad můžeme psát

Qs . . . Q1A = R. (4.11)

Má-li R všechny prvky pod hlavńı diagonálou nulové, pak součin unitárńıch matic
Qs . . . Q1 je unitárńı a můžeme jej označit QT . Ve výsledku jsme takto nalezli rozklad

A = QR. (4.12)

Zastavme se ještě u možných př́ıpustných pořad́ı. Jedńım z nich je např́ıklad postupné
nulováńı prvk̊u matice A na pozićıch

(2, 1), (3, 1), . . . , (n, 1), (3, 2), . . . , (n, 2), . . . , (n, n − 1). (4.13)

Toto ale neńı ale jediné možné pořad́ı. Kĺıčem k tomu, která pořad́ı jsou př́ıpustná, je,
abychom dospěli k matici R, která má všechny prvky pod hlavńı diagonálou nulové.

4.1.5 Givensovy rotace a ř́ıdké matice
Situace je mnohem zaj́ımavěǰśı v př́ıpadě, že již matice A má mnoho prvk̊u nulových.
Matice, kde jsme schopni využ́ıt faktu nulovosti prvk̊u matice k zefektivněńı výpočtových
postup̊u, nazýváme matice ř́ıdké. V tomto př́ıpadě je možné ř́ıdkosti využ́ıt např́ıklad
k výraznému zmenšeńı počtu s použitých rotaćı. Zaj́ımavé je také studovat, jak a kde
se změńı nulovost a nenulovost prvk̊u matice po aplikaci jedné nebo v́ıce Givensových
rotaćı.

Pozorováńı 4.1.1 Při aplikaci Givensovy rotace, která p̊usob́ı v rovině určené vek-
tory ei a ej na matici A ∈ Rn×m, je struktura řádk̊u i a j ve výsledné matici dána
sjednoceńım struktur v obou z nich.
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Toto pozorováńı se dá využ́ıt k posouzeńı ř́ıdkosti QR rozkladu ř́ıdké matice A. Dis-
kutujme tento rozklad podrobněji. V QR rozkladu ř́ıdké matice hraj́ı roli dva následuj́ıćı
základńı aspekty.

• Za prvé, ř́ıdkost výsledného faktoru R,

• za druhé, počet operaćı během QR rozkladu.

Prvńı z těchto aspekt̊u je jasný. Faktor R může obecně obsahovat některé nenulové
prvky na pozićıch, které byly v matici A p̊uvodně nenulové. Takové prvky budeme
nazývat prvky zaplněńı. V praxi bude těchto prvk̊u obecně mnoho a pozorováńı výše
ukazuje princip zvětšováńı jejich množstv́ı sjednocováńım struktur řádk̊u zapojených
v rotaćıch. Tento aspekt QR rozkladu ř́ıdkých matic se dá formalizovat ještě jiným
zp̊usobem. Uvažujme permutačńı matici P ∈ Rn×n a QR rozklad matice PA, kde
A ∈ Rn×m má pro jednoduchost lineárně nezávislé sloupce. Pak plat́ı

AT A = AT P T PA = (QR)T QR = RT R. (4.14)

Vzhledem k jednoznačnosti QR rozkladu za předpokladu kladných diagonálńıch prvk̊u
R vid́ıme následuj́ıćı

• Faktor R je při přesném poč́ıtáńı roven Choleskému faktoru matice AT A.

• Permutace řádk̊u, kterou vyjadřuje permutačńı matice P , nehraje ve výsledném
faktoru R žádnou roli.

Problém faktoru R v QR rozkladu, který je nahĺıžen jako faktor Choleského faktoru
matice AT A, můžeme vidět na extrémńım př́ıkladě, kdy matice A obsahuje husté řádky.
Uvažujme následuj́ıćı strukturu matice A

∗
∗ ∗

∗
∗

∗ ∗ ∗ ∗ ∗

 . (4.15)

Je zřejmé, že matice AT A neńı obecně ř́ıdká, nebot’ je úplně zaplněná. To může vést k
velké výpočetńı složitosti ve výpočtu QR rozkladu. A to také snadno vid́ıme, např́ıklad,
z aplikace Givensových rotaćı.

Ačkoli tedy rozklad je nezávislý na řádkové permutaci matice A, tedy na per-
mutačńı matici P , tato matice hraje velkou roli v praktické aplikaci Givensových rotaćı.
Konkrétně, promyšlená volba pořad́ı Givensových rotaćı umožňuje zmenšit počet ope-
raćı během QR rozkladu, což se týká druhého zmı́něného aspektu. Obecnou d̊uležitou
otázkou je ale jaké př́ıpustné pořad́ı použ́ıt, aby počet aritmetických operaćı v QR roz-
kladu byl co nejmenš́ı. Nep̊ujdeme zde do detail̊u, ale existenci rozd́ıl̊u v počtu operaćı
ukážeme na př́ıkladě následuj́ıćı struktury ř́ıdké matice, kde hvězdičky znač́ı nenulové
prvky.
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

∗ ∗ ∗
∗ ∗

∗ ∗
∗ ∗
∗ ∗
∗ ∗
∗ ∗
∗ ∗


(4.16)

Je jasné, že když pro eliminaci nenulových prvk̊u v prvńım sloupci nejprve použijeme
rotace s využit́ım třet́ıho řádku

G34, G35, G36, G37, G38, G13

bude celkový potřebný počet operaćı menš́ı, než když použijeme nejprve rotace s
použit́ım prvńıho řádku

G13, G14, G15, G16, G17, G18.

Použit́ı prvńıho řádku pro eliminaci totiž (jak je vidět z výše uvedeného pozorováńı)
dá vzniknout novým nenulovým prvk̊um ve druhém sloupci, které pak muśı být dále
eliminovány.

4.2 Householderovy reflexe
Stejně jako v př́ıpadě Givensových rotaćı se zde omeźıme na těleso reálných č́ısel a
budeme uvažovat transformace pouze v prostoru Rn. Jak uvid́ıme, na rozd́ıl od Given-
sových rotaćı uvažujeme tyto nové transformace rovnou v obecné dimenzi n.

4.2.1 Princip zrcadleńı a zobrazováńı vektor̊u zrcadleńım
Uvažujme nadrovinu H v Rn. Vı́me, že nadrovina má dimenzi n − 1 a popǐsme ji jej́ım
normálovým vektorem q, ∥q∥ = 1 následuj́ıćım zp̊usobem.

H(q) = {z ∈ Rn | z ⊥ q} (4.17)

Pro obecný vektor x ∈ Rn si vyjádř́ıme jeho obraz při zrcadleńı podle této nadroviny,
kterou budeme také nazývat nadrovinou zrcadleńı. Př́ıslušný postup ted’ poṕı̌seme v
několika logických kroćıch.

• Nejprve si vektor x rozlož́ıme na složku ve směru normálového vektoru, která je
rovna xq = qqT x. Matice qqT přitom reprezentuje projekci na normálový vektor
q nadroviny H.

• Složka kolmá na vektor q (čili rovnoběžná s nadrovinou) je x − xq.

• Zrcadlený vektor bude mı́t druhou z těchto složek, to jest x − xq, shodnou s
p̊uvodńım vektorem, ale ve směru rovnoběžném s q má mı́sto xq vektor −xq.
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q x

Hx
nadrovina

Obrázek 4.2.1: Ilustrace Householderovy reflexe vektoru x označené zde jako Hx nadro-
vinou s normálovým vektorem q v R 2.

Dohromady tedy lze zrcadlený vektor a př́ıslušnou transformaci H(q) zapsat následovně

y = H(q)x = (x − xq) − xq = (I − 2qqT )x. (4.18)

Snadno nahlédneme, že matice H(q) je ortogonálńı, symetrická a také splňuje

H2(q) = I, (4.19)

protože, celkem logicky, zrcadĺıme-li dvakrát, jako kdybychom nezrcadlili v̊ubec. Schéma
zrcadleńı je znázorněno následuj́ıćım schématem.

Proces zrcadleńı mezi jedńım a druhým vektorem o stejné normě je formálně popsán
v následuj́ıćı větě tak, že př́ıslušné nadroviny, reprezentované svými normálovými vek-
tory, jsou zde zkonstruovány.

Věta 4.2.1 (Věta o zrcadleńı) Mějme dva r̊uzné vektory x, y ∈ Rn se stejnou normou.
Necht’

q1 = x − y

∥x − y∥
, q2 = x + y

∥x + y∥
(4.20)

Pak H(q1)x = y, H(q2)x = −y.

Důkaz: Vektor x−y je kolmý k nadrovině zrcadleńı vektoru x na vektor y. Normalizaćı
źıskáme q1. Podobně, vektor x + y je kolmý k nadrovině zrcadleńı vektoru x na vektor
−y. �

Stejně jako v př́ıpadě Givensových rotaćı, zrcadleńı lze použ́ıt k hromadnému nu-
lováńı prvk̊u matice a následně tak źıskat QR rozklad.
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Uvažujme vektor x ∈ Rn a zrcadleńı takové, že jej zobraźı na vektor ±∥x∥e1. To
tedy znamená, že chceme naj́ıt nadrovinu zrcadleńı, kde zrcadlený vektor bude splňovat

H(x) = ±∥x∥e1 (4.21)

Př́ıslušné normálové vektory z předcházej́ıćı věty potom jsou dány vztahy

q1 = x − ∥x∥e1

∥x − ∥x∥e1∥
, q2 = x + ∥x∥e1

∥x + ∥x∥e1∥
. (4.22)

Otázkou z̊ustává, kterou z těchto variant v praxi zvolit. Volba v praxi muśı vźıt do
úvahy fakt, že výpočty se provád́ı v aritmetice, která má pouze konečnou přesnost.
V ńı plat́ı, že přesnost výsledku můžeme významně ztratit vyrušeńım při odeč́ıtáńı
bĺızkých č́ısel. Aby k tomu nedošlo, voĺıme znaménko podle komponenty ξ1 vektoru x.
To jest, nadrovinu zrcadleńı určenou vektorem q1 použijeme v př́ıpadě, kdy ξ1 < 0 a
q2 použijeme v př́ıpadě, kdy ξ1 > 0.

4.2.2 QR rozklad pomoćı reflex́ı
Stejně jako v př́ıpadě Givensových rotaćı je QR rozklad pomoćı Householderových
reflex́ı založen na jejich postupné aplikaci zleva na matici A takovým zp̊usobem, že
se touto aplikaćı nuluj́ı prvky této matice. Na rozd́ıl od nich je však př́ıpustné pořad́ı
obvykle zřetelněji určeno. Standardńı postup nuluje postupně poddiagonálńı prvky ve
sloupćıch 1, . . . , n − 1 matice A tak, abychom źıskali matici R Použili-li jsme n − 1
reflex́ı Q1, . . . , Qn−1, pro každý sloupec jednu, QR rozklad pak můžeme psát

Qn−1 . . . Q1A = R. (4.23)

Součin unitárńıch matic reflexe Qn−1 . . . Q1 je unitárńı a můžeme jej označit QT a
stejně jako v př́ıpadě rotaćı jsme nalezli rozklad

A = QR. (4.24)

V př́ıpadě, kdy je matice A ř́ıdká, je problém nulovosti a nenulovosti prvk̊u jak v R
tak i v mezivýsledćıch QR rozkladu, kdy jsme na A aplikovali pouze část rotaćı, také
velmi zaj́ımavý. Obecně je vliv reflex́ı na ř́ıdké matice jasný z jejich ´matematického
vyjádřeńı.

4.2.3 Komplexńı rozš́ı̌reńı Givensových rotaćı a Householde-
rových reflex́ı

• Tato rozš́ı̌reńı nejsou jednoznačná, ale jsou. Je tedy možné je aplikovat na obecně
komplexńı matice. Jedno z možných zobecněńı Givensových rotaćı neńı založeno
na geometrickém pojmu rotace, ale využ́ıvá matici
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

i j

1
. . .

1
i c −s

1
. . .

1
j s c

1
. . .

1



, (4.25)

kde |c|2 + |s|2 = 1. Za účelem nulováńı pak můžeme položit

s = − ξ̄2√
|ξ1|2 + |ξ2|2

c = ξ̄1√
|ξ1|2 + |ξ2|2

a dostaneme

y = G1,2x = G1,2

(
ξ1
ξ2

)
=
(

ξ1cϕ − ξ2sϕ
ξ1s̄ϕ + ξ2c̄ϕ

)
=
(√

|ξ1|2 + |ξ2|2
0

)
≡
(

∥x∥
0

)
. (4.26)

H(q) = {z ∈ Cn | z∗q = 0} (4.27)

H(q) = (I − 2qq∗). (4.28)

• xq = qq∗x lež́ı ve směru normály ⇔ q∗x je reálné (že v tom směru tedy obecně
nelež́ı vždycky)

Věta 4.2.2 (Věta o komplexńım zrcadleńı) Mějme dva r̊uzné vektory x a y se stejnou
normou v Cn. Necht’

q1 = x − y

∥x − y∥
, q2 = x + y

∥x + y∥
(4.29)

Pak H(q1)x = y, H(q2)x = −y právě tehdy, když y∗x je reálné.



4. QR rozklad 47

No ale toho můžeme vždycky doćılit. Je-li ξ1 = |ξ1|eiα, a zvoĺıme-li y = −eiα∥x∥e1, pak
je

y∗x = −|ξ1|∥x∥
a skalárńı součin je přitom reálný. Pak tedy pro

q = x + eiα∥x∥e1

∥x + eiα∥x∥e1∥
(4.30)

plat́ı
H(q)x = e−iα∥x∥e1 (4.31)

• Výpočet je numericky stabilńı, protože prvńı prvek vektoru q je
(|ξ1| + ∥x∥)eiα

∥x + eiα∥x∥e1∥
. (4.32)

4.3 QR rozklad z pohledu matice jako celku
Jak jsme viděli výše, QR rozklad je mimo jiné základńım kamenem nalezeńı Schurova
rozkladu, ale jeho role je významná i v daľśıch úlohách. Ačkoli jsme jej výše popsali jeho
dva základńı př́ıstupy, zmiňme si ještě QR rozklad pro obecnou obdélńıkovou matici.
Třet́ı př́ıstup, který zde uvedeme, je přirozeně spjat s obdélńıkovými maticemi.
Definice 4.3.1 Necht’ A ∈ Cn×m je obecná obdélńıková matice. Rozklad tvaru A =
QR, kde Q je matice s ortonormálńımi (ON) sloupci a R má všechny prvky pod hlavńı
diagonálou nulové, to jest kde R = [rij], rij = 0 pro i > j, nazýváme QR rozkladem
matice A.
V praxi můžeme rozlǐsovat v́ıce př́ıpad̊u podle vztahu dimenźı n a m. V př́ıpadě, kdy
n ≥ m, může mı́t matice R pod svou hlavńı diagonálou řádky se samými nulovými
prvky. Následuj́ıćı obrázek nejprve znázorňuje schématicky tvar rozkladu pro n ≥ m a
potom pro př́ıpad n ≤ m. Samozřejmě, v př́ıpadě rovnosti n a m oba př́ıpady splývaj́ı.

Někdy hovoř́ıme o ekonomickém QR rozkladu, kde mı́sto matice R máme ve
výsledku čtvercovou matici R1 ∈ Rm×m bez oněch nulových řádk̊u a mı́sto matice
Q ∈ Rn×n uvažujeme matici Q1 ∈ Rn×m složenou z prvńıch n sloupc̊u Q. V př́ıpadě
n ≤ m źıskáme takzvaný široký rozklad, kde speciálńı ekonomický tvar neńı třeba
uvažovat.. Schéma ekonomického QR rozkladu pro n ≥ m je na následuj́ıćım obrázku.
Poznámka 4.3.1 QR rozklad neńı obecně jednoznačný, nebot’ pro každou dia-
gonálńı matici D, pro kterou D∗D = I, a pro libovolný QR rozklad matice A této
dimenze plat́ı

A = QR = QD∗DR = (QD∗)(DR)
Když však povoĺıme na diagonále matice R pouze kladné prvky, je ekonomický QR
rozklad jednoznačný a tvrzeńı hned formulujeme jako větu.
Věta 4.3.1 Necht’ A ∈ Cn×m je obecná obdélńıková matice s lineárně nezávislými
sloupci. Pak existuje jediná dvojice matic Q ∈ Cn×m a R ∈ Cm×m taková, že Q je
matice s ortonormálńımi sloupci a R je horńı trojúhelńıková matice s kladnými dia-
gonálńımi prvky splňuj́ıćı

A = QR.
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R

0
QA =

A = Q R0

Obrázek 4.3.2: Ilustrace QR rozkladu pro př́ıpad n ≥ m (nahoře) a n ≤ m (dole).

R

A = Q

Obrázek 4.3.3: Ilustrace ekonomického QR rozkladu pro př́ıpad n ≥ m.
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4.4 Gram-Schmidt̊uv algoritmus
Gram-Schmidt̊uv algoritmus je proces, kterým můžeme také nalézt QR rozklad matice.
T́ım, že jej obvykle popisujeme jinak než jako aplikaci transformačńı matice, věnujeme
mu speciálńı pozornost a popisujeme jej samostatně. Zde jej uvažujeme pro obecně
komplexńı vektory. Nav́ıc, jeho provedeńı má v́ıce variant, které se výrazně lǐśı nu-
merickými vlastnostmi a tak jeho podrobněǰśı algoritmický popis je rozumné provést
samostatně.

4.4.1 Základńı odvozeńı Gram-Schmidtova algoritmu
Definice 4.4.1 Gram-Schmidt̊uv algoritmus je proces, který nalezne ortonormálńı bázi
podprostoru generovaného danými a obecně komplexńımi vektory a1, . . . , am. Schématicky
budeme psát pro k = 1, . . . , m přerod z daných vektor̊u a1, . . . , ak na ortonormálńı bázi

span{a1, . . . , ak} → span{q1, . . . , qk}, (4.33)

kde q1, . . . , qk jsou ortonormálńı.

• r11 = ∥a1∥, q1 = a1/r11 (inicializace, ∥q1∥ = 1)

• Jak nalézt druhý vektor? Má být

span{a1, a2} = span{q1, q2}
q2 ⊥ q1

• Promı́tněme a2 na q1 a tu projekci, která je ve směru vektoru q1, odečtěme od
a2. Výsledek pak normalizujme a dostaneme

a2 − q1q
∗
1a2 = (I − q1q

∗
1)a2 (4.34)

• Normalizace a normalizovaný vektor

r22 = ∥(I − q1q
∗
1)a2∥, q2 = (I − q1q

∗
1)a2/∥(I − q1q

∗
1)a2∥, r12 = q∗

1a2 (4.35)

• No a takhle pokračujeme s t́ım, že promı́táme na podprostor z předcházej́ıćıch
ortonormálńıch vektor̊u q1, . . . , qk−1 následuj́ıćım zp̊usobem

Qk−1 = [q1, . . . , qk−1]

z = (I − Qk−1Q
∗
k−1)ak = ak −

k−1∑
i=1

(q∗
i ak)qi

rkk = ∥z∥, qk = z/∥z∥, rik = q∗
i ak
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– Lineárně nezávislé vektory a1, . . . , am implikuj́ı ∥z∥ ̸= 0, protože vždycky
odeč́ıtáme jen složky ve směru předchoźıch vektor̊u.

– Z hodnot rik se dá utvořit horńı trojúhelńıková matice

A = [a1, . . . , am], Q = [q1, . . . , qm], R =


r11 r12 . . . r1m

r22 . . . r2m

. . . ...
rmm

 (4.36)

– No a máme zase QR rozklad

4.4.2 Dvě varianty Gram-Schmidtova algoritmu: CGS a MGS
V praxi rozlǐsujeme dvě základńı varianty Gram-Schmidtovy ortogonalizace podle toho,
jakým zp̊usobem jsou nové sloupcové vektory ortogonalizovány. Tyto varianty dávaj́ı
v přesné poč́ıtačové aritmetice shodné výsledky, ale v konečné přesnosti se chovaj́ı
velmi odlǐsně. Prvńı z těchto variant, kterou nazveme klasickou Gram-Schmidtovou
ortogonalizaćı (CGS) postupuje tak, jak jsme o ortogonalizaci hovořili výše. Konkrétně,
nový vektor qk+1 vznikne normalizaćı vektoru z definovaného takto

z = (I −
k−1∑
i=1

qiq
∗
i )ak ≡ (I − Qk−1Q

∗
k−1)ak ≡ Ck

Q ak (4.37)

V tomto př́ıpadě ortogonalizujeme nový vektor nezávisle proti předcházej́ıćım orto-
normálńım vektor̊um. Aplikace modifikované Gram-Schmidtovy ortogonalizace (MGS),
která je v přesné aritmetice matematicky ekvivalentńı CGS, se zaṕı̌se

(I − qk−1q
∗
k−1) . . . (I − q1q

∗
1) ak ≡ Mk

Q ak. (4.38)

Proces tedy prob́ıhá tak, že mezivýsledek ortogonalizace nějakým vektorem tvořené
báze je dále postupně ortogonalizován proti daľśım vektor̊um báze.

Věta 4.4.1 Pro výše zavedené operátory Ck
Q a Mk

Q plat́ı pro k ≥ 2

Ck
Q = Mk

Q. (4.39)

Důkaz: Rovnost je jasná pro k = 2 nebot’ obě strany tvrzeńı vyjadřuj́ı totéž. Necht’
k > 2, pak uvažujme indukčńıho předpoklad

Mk−1
Q = Ck−1

Q ,

který můžeme také zapsat

(I − qk−2q
∗
k−2) . . . (I − q1q

∗
1) = (I −

k−2∑
i=1

qiq
∗
i ). (4.40)
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Úpravou levé strany a použit́ım indukčńıho předpokladu postupně dostáváme

Mk
Q = (I − qk−1q

∗
k−1) . . . (I − q1q

∗
1)

= (I − qk−1q
∗
k−1)(I −

k−2∑
i=1

qiq
∗
i )

= (I −
k−2∑
i=1

qiq
∗
i ) − qk−1q

∗
k−1 − qk−1q

∗
k−1

k−2∑
i=1

qiq
∗
i

= (I −
k−2∑
i=1

qiq
∗
i ) − qk−1q

∗
k−1 = Ck

Q.

Z ortogonality qk−1 v̊uči předchoźım vektor̊um tedy dostáváme platnost indukčńıho
kroku a lemma je dokázána. �
V daľśım textu tyto dva zp̊usoby ortogonalizace poṕı̌seme i formou algoritmických
schémat.

4.4.3 Klasický Gram-Schmidt̊uv algoritmus (CGS)
Algoritmus 4.4.1 CGS
Input: A = [a1, . . . , am]
Output: QR CGS rozklad.

0. Inicializace: r11 = ∥a1∥, q1 = a1/r11, Q1 = [q1]
1. for k = 2 : m do
2. z = ak

3. [r1k, . . . , rk−1,k]T = Q∗
k−1z (nezávislé poč́ıtáńı koeficient̊u)

4. z = z − Qk−1[r1k, . . . , rk−1,k]T
5. rkk = ∥z∥
6. qk = z/rkk

7. Qk = [Qk−1, qk]
8. end do

4.4.4 Modifikovaný Gram-Schmidt̊uv algoritmus (MGS)
Algoritmus 4.4.2 MGS
Input: A = [a1, . . . , am]
Output: QR MGS rozklad.

0. Inicializace: r11 = ∥a1∥, q1 = a1/r11, Q1 = [q1]
1. for k = 2 : m do
2. z = ak

3. for i = 1 : k − 1 do
4. rik = q∗

i z
5. z = z − rikqi
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6. end do
7. rkk = ∥z∥
8. qk = z/rkk

9. Qk = [Qk−1, qk]
10. end do

4.4.5 Zpřesňováńı algoritmu - reortogonalizace (ICGS)
S kvalitou ortogonalizace může být problém v tom, že výsledné vektory q1, . . . , qm ne-
muśı být př́ılǐs ortogonálńı při implementaci v aritmetice s konečnou přesnost́ı. Jak
dále uvid́ıme, problém vzniká předevš́ım u varianty CGS. Kvalitu vytvořené báze
můžeme vylepšit, když částečně ortogonalizované mezivýsledky ortogonalizujeme proti
předchoźım vektor̊um. Tento postup, který nazýváme reortogonalizaćı, nyńı schématicky
uvedeme pro k-tý krok procesu, kdy m8me k dispozici prvńıch k − 1 normalizovaných
vektor̊u.

• Uvažujme klasickou variantu ortogonalizace CGS

zk = ak −
(
(q∗

k−1ak)qk−1 + . . . + (q∗
1ak)q1

)
(4.41)

• Aplikujme daľśı ortogonalizaci ještě na výsledek zk

w = zk −
(
(q∗

k−1zk)qk−1 + . . . + (q∗
1zk)q1

)
(4.42)

• Dosazeńım

w = ak −
(
(q∗

k−1ak + q∗
k−1zk)qk−1 + . . . + (q∗

1ak + q∗
1zk)q1

)
(4.43)

Následuj́ıćı algoritmus implementuje CGS s touto dodatečnou ortogonalizaćı (reor-
togonalizaćı).

Algoritmus 4.4.3 ICGS
Input: A = [a1, . . . , am]
Output: QR ICGS rozklad.

0. Inicializace: r11 = ∥a1∥, q1 = a1/r11, Q1 = [q1]
1. for k = 2 : m do
2. zk = ak

3. r = 0
4. for l = 1 : 2 do
5. r̃ = Q∗

k−1zk

6. zk = zk − Qk−1r̃
7. r = r + r̃
8. end do
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9. [r1k, . . . , rk−1,k]T = r
10. rkk = ∥zk∥
11. qk = zk/rkk

12. Qk = [Qk−1, qk]
13. end do

4.5 Řešeńı soustavy pomoćı QR rozkladu
Uvažujme čtvercovou matici A ∈ Rn×n soustavy lineárńıch rovnic. Jej́ı řešeńı pomoćı
QR rozkladu vyplývá z následuj́ıćı soustavy ekvivalenćı

Ax = b ⇔ QRx = b ⇔ QRx = QQ∗b ⇔ Rx = Q∗b (4.44)

4.6 QR rozklad a jeho stabilita
Připomeňme nejprve, že ve standardńım modelu výpočtu v aritmetice s konečnou
přesnost́ı (bez uvažováńı podtečeńı či přetečeńı) se uvažuje následuj́ıćı model operaćı

fl(x op y) = (1 + δ)(x op y), |δ| ≤ ϵ/2, op = +, −, ∗, / (4.45)

Jak jsme již uvedli výše, ř́ıkáme, že algoritmus je zpětně stabilńı, má-li malou zpětnou
chybu. Samozřejmě, tato definice je záviśı na kontextu a v konkrétńıch př́ıpadech si
řekneme, co zpětná stabilita algoritmu bude znamenat.

4.6.1 Aplikace rotaćı a reflex́ı
Je-li U ∈ Cn×n (reálná nebo obecně komplexńı analogie) matice Givensovy rotace nebo
Householderovy reflexe, pak plat́ı

fl(UA) = U(A + E), ∥E∥/∥A∥ ≤ γn2ϵ + O(ϵ2). (4.46)

Předcházej́ıćı výraz zkracujeme na přibližnou rovnost

∥E∥ ≈ ϵ∥A∥ (4.47)

V tomto př́ıpadě ř́ıkáme, že aplikace rotaćı a reflex́ı je zpětně stabilńı, nebot’ spočtené
řešeńı této úlohy je přesným řešeńım modifikované úlohy se vstupńımi daty, která jsou
bĺızká p̊uvodńım dat̊um dané úlohy. To jsme výše nazvali malou zpětnou chybou. To,
že je chyba skutečně malá plyne z toho, že v ńı jsou jen členy, které nám přirozeně
muśı vzniknout z d̊uvodu

• konečné přesnosti poč́ıtače (ϵ),

• jednoduchých operaćı v pohyblivé řádové čárce (norma matice A, skalárńı faktor,
polynom malého stupně dimenze matice).

Jiné členy, jako je např́ıklad č́ıslo podmı́něnosti, tu nejsou.



54 4. QR rozklad

4.6.2 Ortogonalita spočtené matice
Předpokládejme, že jsme spoč́ıtali v QR rozkladu matici Q̂ mı́sto přesné matice Q.
Zaj́ımá nás chyba v ortogonalizaci EQ matice A, kterou můžeme zavést vztahem

Q̂∗Q̂ = I + EQ. (4.48)

Tuto chybu budeme nazývat ztráta ortogonality matice Q a budeme ji měřit normou
∥EQ∥. Výsledkem jsou následuj́ıćı závislosti pro r̊uzné typy QR rozkladu, kde C(n, m)
s př́ıslušným indexem je nějaká funkce dimenze (dimenźı) problému (obecně r̊uzná v
r̊uzných situaćıch shrnutých ńıže), která neroste př́ılǐs prudce.

Householderovy reflexe → ∥EQ∥ ≤ CH(n, m)ϵ
Givensovy rotace → ∥EQ∥ ≤ CG(n, m)ϵ

CGS → ∥EQ∥ ≤ CC(n, m)κ2(A)ϵ
MGS → ∥EQ∥ ≤ CM(n, m)κ(A)ϵ
ICGS → ∥EQ∥ ≤ CI(n, m)ϵ

Poznamenejme, že u MGS předpokládáme ortogonalizaci v̊uči předcházej́ıćım vek-
tor̊um báze v p̊uvodńım pořad́ı. S jiným pořad́ım v MGS může být výsledek méně
přesný, až jako CGS CGS nav́ıc předpokládá mı́rně pozměněný výpočet diagonálńıch
prvk̊u.

4.6.3 Stabilita výpočtu faktoru R

Uvažujme QR rozklad, který vypoč́ıtá Q̂ a R̂. Při výpočtu faktoru R s použit́ım Hou-
seholderovy reflex́ı, Givensových rotaćı či MGS existuje taková přesně unitárńı matice
Q taková, že

Q∗(A + E) = R̂ (4.49)
kde pro zpětnou chybu E zároveň plat́ı ∥E∥F ≤ C(n, m)ϵ∥A∥F . Jinými slovy, v těchto
př́ıpadech je výpočet R zpětně stabilńı.

V př́ıpadě Householderových reflex́ı nav́ıc plat́ı, že Q̂ je bĺızko Q v následuj́ıćım
smyslu:

∥Q̂ − Q∥F ≤ C(m, n)ϵ. (4.50)

4.6.4 Norma reźıdua
Zde se ještě pozastavme u normy reźıdua dané následuj́ıćım rozd́ılem.

A − Q̂R̂ (4.51)

Pak plat́ı ∥A − Q̂R̂∥ ≤ C(n, m)ϵ∥A∥ pro Householderovy reflexe, Givensovy rotace,
MGS, ICGS i CGS.
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4.7 Počty operaćı pro jednotlivé druhy QR roz-
kladu

Zde uvedeme jen jednoduché návodné počty pro čtvercové matice.

• Householder: 4/3n3

• Givens: 2n3

• CGS, MGS: 2n3

4.8 Arnoldiho algoritmus

4.8.1 Definice Krylovovy posloupnosti
Definice 4.8.1 Předpokládejme, že A ∈ Cn×n, b ∈ Cn. Posloupnost

b, Ab, A2b, . . . (4.52)

nazýváme Krylovovou posloupnost́ı př́ıslušnou matici A a vektoru b.

V daľśı definici zavedeme Krylov̊uv prostor, který se hojně využ́ıvá jak v iteračńıch
algoritmech řešeńı soustav lineárńıch rovnic, tak i při řešeńı problému vlastńıch č́ısel.

Definice 4.8.2
Km(A, b) = span{b, Ab, . . . , Am−1b} (4.53)

nazýváme m-tým Krylovovým prostorem pro m ≤ n.

Důležitý postup, který nalezne ON bázi Krylovova prostoru, je uveden ńıže.

4.8.2 Hledáńı ortonormálńı báze prostoru Km(A, b)
Hledáńı ON báze Krylovova prostoru je z formálńıho hlediska založeno na modifikaci
Gram-Schmidtovy ortogonalizace, ve které použ́ıváme jako výchoźı vektory vektory
generuj́ıćı tento prostor.

Nalezeńı ortonormálńı báze prostoru Km(A, b)

Schématicky je postup založen na opakováńı následuj́ıćıch třech krok̊u

• Zvoĺıme q1 = b/∥b∥

• Pro k > 1 postupujeme Gram-Schmidtovou ortogonalizaćı (zde demonstrujeme s
použit́ım CGS)

z = ak −
k−1∑
i=1

(q∗
i ak)qi −→ z = Aqk−1 −

k−1∑
i=1

(q∗
i Aqk−1)qi (4.54)

Na levé straně je krok standardńıho GS procesu, na pravé straně je krok
Arnoldiho algoritmu, jak tento proces nazýváme.
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• normalizace vektoru z
rkk = ∥z∥, qk = z/rkk. (4.55)

Hledáńı ON báze prostoru Km(A, b) jako QR rozklad

Proces źıskáńı ON báze Krylovova prostoru můžeme také chápat jako QR rozklad
Konkrétně, přepǐsme si vztah pro výpočet vektoru z následovně

Aqk−1 = z +
k−1∑
i=1

(q∗
i Aqk−1)qi (4.56)

tedy

Aqk−1 = rkkqk +
k−1∑
i=1

(q∗
i Aqk−1)qi. (4.57)

Vid́ıme, že každý sloupec Aqj, j = 1, k − 1 je lineárńı kombinaćı předcházej́ıćıch ON
vektor̊u a nového sloupce, což spolu s prvńım sloupcem dává pro k ≥ 2 následuj́ıćı
rozklad

[b AQk−1] = QkRk. (4.58)
Neuvažujeme-li prvńı sloupec v tomto rozkladu, můžeme Arnoldiho algoritmus také
chápat jako převedeńı matice A na horńı Hessenberg̊uv tvar.

AQk−1 = QkHk,k−1 (4.59)
Matice Hk,k−1 ∈ C k×(k−1) je vlastně matice Rk, které jsme odebrali prvńı sloupec.
Horńı Hessenberg̊uv tvar matice je strukturálně znázorněn následuj́ıćım schématem

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗

∗ ∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗

∗ ∗ ∗
∗ ∗


(4.60)

Předcházej́ıćı vztah můžeme napsat i jinak, kde poč́ıtaný k-tý sloupec je explicitně
vyjádřen následuj́ıćım zp̊usobem

AQk−1 = Qk−1Hk−1,k−1 + rk,kqkeT
k−1. (4.61)

4.9 Shrnut́ı
• Givensovy rotace a Householderovy reflexe z numerického po-

hledu.

• Aplikace Givensových rotaćı a Householderových reflex́ı na ř́ıdké
matice.

• Gram-Schmidt̊uv algoritmus a numerické vlastnosti jeho variant.
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• Stabilita QR rozkladu:

– aplikace rotaćı a reflex́ı,
– ortogonalita faktoru Q,
– chyba reźıdua,
– chyba výpočtu faktoru R.

• Báze Krylovského prostoru a jej́ı nalezeńı. Interpretace jej́ıho
hledáńı jako provedeńı QR rozkladu.
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Kapitola 5

LU rozklad a Gaussova eliminace.

Uvažujme řešeńı soustavy lineárńıch algebraických rovnic

Ax = b, (5.1)

kde A ∈ Cn×n, b ∈ Cn a hledáme řešeńı x ∈ Cn. Předpokládáme, že matice A je
regulárńı.

5.1 Standardńı LU rozklad

5.1.1 Kĺıčové body v historii
• Nine chapters on arithmetics (Č́ına, 200 B.C.): eliminace soustavy o třech neznámých

• Seki Kowa, G.W. Leibniz (17. stolet́ı), pojet́ı determinantu

• Gabriel Cramer (začátek 18. stolet́ı)

• Gauss (1777 - 1855)

• Hotelling, Goldstine a von Neumann (1947) - výpočty chyby rezidua pro inverzi
matice

• Turing (1948) - podmı́něnost soustavy

5.1.2 Sloupcové eliminačńı matice a jejich inverze
Sloupcovou eliminačńı matici Mk pro nějaký index k ≤ n a pro daná č́ısla mk+1,k, . . . , mn,k

si definujeme následovně

Mk =



1
. . .

1
mk+1,k

. . .
. . . 1

mn,k 1


= I + mkeT

k , mk =



0
...
0

mk+1,k
...

mn,k


(5.2)
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Jedna z nejkrásněǰśıch vlastnost́ı těchto jednoduchých matic je, že i jejich inverze
se snadno vyjádř́ı pomoćı stejných prvk̊u. Konkrétně, inverze regulárńı matice Mk je
dána výrazem M−1

k = I − mkeT
k , což můžeme rozepsat následovně

M−1
k =



1
. . .

1
−mk+1,k

. . .
. . . 1

−mn,k 1


(5.3)

Použit́ı sloupcových eliminačńıch matic pro řešeńı soustavy rovnic uvid́ıme ńıže.

5.1.3 Použit́ı eliminačńıch matic: Gaussova eliminace a LU
rozklad

Kroky procesu Gaussovy eliminace se daj́ı vyjádřit aplikacemi (inverźı) sloupcových
eliminačńıch matic na rozkládanou matici A zleva. To si znázorńıme následovně.

A(0) ≡ A =



a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

a31 a32 . . . a3n
... ... . . . ...

an1 an2 . . . ann

 → A(1) =



a11 a12 . . . a1n

0 a
(1)
22 . . . a

(1)
2n

0 a
(1)
32 . . . a

(1)
3n

... ... . . . ...
0 a

(1)
n2 . . . a(1)

nn


= M−1

1 A (5.4)

je-li

M1 =



1
a21/a11 1
a31/a11 1

... 1
an1/a11 1

 (5.5)

Všimněme si přitom značeńı, které jsme takto zavedli a budeme nadále použ́ıvat.
Aplikaćı inverze sloupcové eliminačńı matice na matice A zleva nám vznikla následuj́ıćı
ekvivalentńı soustava rovnic.

Ax = b → A(1)x = M−1
1 b (5.6)

Vid́ıme, že matice transformované soustavy je v určitém smyslu jednodušš́ı. Nejznáměǰśı
vyjádřeńı Gaussovy eliminace je založeno na převáděńı matice soustavy do odstupňovaného
tvaru opakováńım tohoto postupu aplikovaným postupně na podmatice výsledku. Zvoĺıme-
li
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M2 =



1
1

a
(1)
32 /a

(1)
22 1

... 1
a

(1)
n2 /a

(1)
22 1

 , (5.7)

pak aplikaćı M−1
2 na transformovanou soustavu zleva źıskáme

M−1
2 A(1)x = M−1

2 M−1
1 b (5.8)

Opakováńım postupu se dostaneme k soustavě

M−1
n−1 . . . M−1

1 Ax = M−1
n−1 . . . M−1

1 b (5.9)
Součin inverzńıch sloupcových eliminačńıch matic, které jsme na A aplikovali zleva,
společně s touto matićı si označ́ıme U a vid́ıme, že tento součin je v horńım trojúhelńıkovém
tvaru

U = M−1
n−1 . . . M−1

1 A (5.10)
Samotný součin těchto matic si označ́ıme výrazem L−1, tedy

L−1 = M−1
n−1 . . . M−1

1 (5.11)

Dostaneme tak rovnost
Ux = L−1b ⇔ LUx = b. (5.12)

Uved’me si dvě podstatné vlastnosti matici L

L = M1 . . . Mn−1 (5.13)
Za prvé, matice je samozřejmě dolńı trojúhelńıková, nebot’ vznikla znásobeńım
dolńıch trojúhelńıkových matic. Za druhé, L je explicitně definována pomoćı prvk̊u
matic A ≡ A(0), . . . , A(n−1). Konkrétně plat́ı

L =



1
a

(0)
21 /a

(0)
11 1

a
(0)
31 /a

(0)
11

... ... . . .
a

(0)
n1 /a

(0)
11 . . . 1





1
1

a
(1)
32 /a

(1)
22

... ... . . .
a

(1)
n2 /a

(1)
22 . . . 1

 . . . =



1
a

(0)
21 /a

(0)
11 1

a
(0)
31 /a

(0)
11 a

(1)
32 /a

(1)
22

... ... . . .
a

(0)
n1 /a

(0)
11 a

(1)
n2 /a

(1)
22 . . . 1


(5.14)

Tohle je jeden z kĺıčových moment̊u této kapitoly a formulujeme si jej jako d̊usledek
našich úvah.

Důsledek 5.1.1 Postupem z této kapitoly, kde jsme uvažovali o nulováńı poddiagonálńı
část́ı zároveň źıskali i rozklad A = LU s explicitńım vyjádřeńım prvk̊u v obou fakto-
rech L i U , z nichž prvńı je dolńı trojúhelńıkový s jednotkami na diagonále a druhý je
v horńım trojúhelńıkovém tvaru.
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Konkrétně U vypadá následovně

U =



a11 a12 a13 . . . a1n

0 a
(1)
22 a

(1)
23 . . . a

(1)
2n

0 0 a
(2)
33 . . . a

(2)
3n

... ... . . . ...
0 0 0 . . . a(n−1)

nn

 (5.15)

Můžeme tedy mluvit záměnně o LU rozkladu nebo Gaussově eliminaci.

Definice 5.1.1 Necht’ A ∈ Cn×n je regulárńı. Odvozený rozklad tvaru LU, kde L je
dolńı trojúhelńıkovou matićı s jednotkovou diagonálou a U je horńı trojúhelńıkovou
matićı nazýváme LU rozkladem matice A.

Plat́ı

Ax = b ⇔ L−1Ax = L−1b ⇔ Ux = L−1b ≡ b(n−1) (5.16)

5.1.4 Př́ımý a zpětný chod v řešeńı soustav rovnic pomoćı LU
rozkladu

V této podkapitole zd̊urazńıme význam odděleného źıskáńı faktor̊u L a U a daľśıho
postupu řešeńı soustavy lineárńıch algebraických rovnic, které nazveme př́ımým a
zpětným chodem.

Algoritmus 5.1.1 LU rozklad
Input: A = [aij]
Output: LU rozklad.

0. Inicializace: A(0) = A
1. for k = 1 : n − 1 do
2. for i = k + 1 : n do
3. mik = a

(k−1)
ik /a

(k−1)
kk

4. for j = k + 1 : n do
5. a

(k)
ij = a

(k−1)
ij − mika

(k−1)
kj

6. end j
8. end i
9. end k

Někdy se tento rozklad doplňuje ještě o aplikaci rozkladu př́ımo na pravou stranu b
jako je to uvedeno ve skriptech. V tomto textu LU rozklad striktně oddělujeme od jeho
aplikace na pravou stranu. Proces aplikace tady uvád́ıme jako dva kroky, nazývané
př́ımá a zpětná substituce (př́ımý a zpětný chod).
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Algoritmus 5.1.2 Př́ımý chod (substituce) při řešeńı soustavy LU rozkla-
dem
Input: A = [aij], LU rozklad této matice, vektor pravé strany soustavy b.
Output: Vektor z = L−1b.

0. Inicializace: b(0) = b = [β1, . . . , βn]T
1. for k = 1 : n − 1 do
2. for i = k + 1 : n do
3. mik = a

(k−1)
ik /a

(k−1)
kk ≡ lik

4. β
(k)
i = β

(k−1)
i − mikβ

(k−1)
k

5. end i
6. end k

Algoritmus 5.1.3 Zpětný chod při řešeńı soustavy LU rozkladem
Input: A = [aij], , LU rozklad této matice, vektor z = L−1b

Output: Řešeńı soustavy rovnic x = [ξ1, . . . , ξn]T .

0. Inicializace: A(n−1), z = [z1, . . . , zn]T
1. ξn = zn/unn

2. for i = n − 1 : −1 : 1 do
3. ξi = zi

4. for j = i + 1 : n do
5. ξi = ξi − uijξj

6. end j
7. ξi = ξi/uii

8. end i

Význam odděleńı př́ımého a zpětného chodu od samotného rozkladu je založen na tom,
že pravou stranu nebo v́ıce pravých stran nemuśıme mı́t v době rozkladu k dispozici.
Dále, moderńı algoritmy použ́ıvaj́ı pro rozklady a následuj́ıćı substitučńı chody obvykle
úplně jiné datové struktury s jinými nároky na výpočetńı prostředky.

5.2 LU rozklad ř́ıdkých matic
Na rozd́ıl od QR rozkladu se LU rozklad chová vstř́ıcněji k ř́ıdkým matićım, tedy k
matićım, kde nulovost části jejich prvk̊u hraje podstatnou roli. Konkrétně, vynásobeńı
matice sloupcovou eliminačńı matićı zleva znamená, že struktura řádku pivota
(množina pozic nenulových prvk̊u řádku pivota) bude sjednocována se strukturou
ostatńıch řádk̊u, ale sama nebude ovlivněna. Podrobněji, je-li index řádku pivota
i, pak pro každé j > i je struktura j-tého řádku výsledku dána sjednoceńım p̊uvodńı
struktury j-tého řádku a struktury řádku pivota na všech sloupcových pozićıch sloup-
cem i+1 poč́ınaje. Samozřejmým předpokladem je, že neuvažujeme náhodné vyrušeńı
nenulových prvk̊u během operace rozkladu. Struktura řádku i pivota se nezměńı.
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Uvažujme následuj́ıćı př́ıklad matice, jej́ıž strukturu ř́ıdkosti znázorńıme hvězdičkami.

A =


∗ ∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗
∗ ∗
∗ ∗
∗ ∗

 . (5.17)

Uvažme jej́ı LU rozklad a použijme na prvńı krok rozkladu následuj́ıćı sloupcovou
eliminačńı matici M1, kde jej́ı obecné nenulové prvky znázorńıme zase hvězdičkami

M1 =


1
∗ 1
∗ 1
∗ 1
∗ 1

 . (5.18)

Snadno nahlédneme, že struktura matice M1A bude obecně hustá, jak můžeme následně
znázornit, neuvažujeme-li náhodné numerické vyrušeńı prvk̊u

M1A =


∗ ∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗ ∗

 . (5.19)

Na rozd́ıl od QR rozkladu je ale praktická procedura, která se vyhne podobné situaci,
výrazně jednodušš́ı. Stač́ı totiž uvažovat řešeńı soustavy PA s permutovanými řádky,
nebo i soustavy se symetrickou permutaćı řádk̊u i sloupc̊u. Uvažujme nejprve následuj́ıćı
permutačńı matici P , která prvńı řádek matice A přesune na posledńı.

P =


0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1
1 0 0 0 0

 . (5.20)

Permutovanou matici pak můžeme znázornit následovně

A =


∗ ∗
∗ ∗
∗ ∗
∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗ ∗

 . (5.21)

V tomto př́ıpadě se vyhneme zaplněńı ve faktoru U , ale faktor L bude hustý, protože
v každém kroku se nám zaplńı daľśı sloupec v poddiagonálńı části rozkládané matice



5. LU rozklad a Gaussova eliminace. 65

podle následuj́ıćıho schématu pro struktury částečně eliminovaných matic.
∗ ∗
∗ ∗
∗ ∗
∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗ ∗

 →


∗ ∗

∗ ∗
∗ ∗
∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗

 →


∗ ∗

∗ ∗
∗ ∗
∗ ∗
∗ ∗ ∗

 → . . . →


∗ ∗

∗ ∗
∗ ∗

∗ ∗
∗


(5.22)

Formálně lze schéma řešeńı soustavy rovnic s permutovanými řádky vyjádřit následovně

PA = LU

Ax = b ⇔ PAx = Pb ⇔ x = U−1L−1Pb.

Ještě lepš́ı je ale pomoćı výše uvedené permutace P matici permutovat symetricky,
tedy permutovat jak jej́ı řádky, tak i jej́ı sloupce. Struktura symetricky permutované
matice je na následuj́ıćım obrázku a při jej́ım rozkladu žádné zaplněńı nevznikne.

A =


∗ ∗

∗ ∗
∗ ∗

∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗ ∗

 . (5.23)

Řešeńı soustavy rovnic s permutovanými řádky i sloupci se dá opět jednoduše vyjádřit
následuj́ıćım zp̊usobem. Symetricky permutovaná matice s permutačńı matićı P se dá
zapsat následovně

PAP T = LU. (5.24)
Řešeńı soustavy rovnic Ax = b pak postupuje v následuj́ıćıch kroćıch.

PAP T = LU (rozklad)
Lz = Pb (substituce)
Uy = z (substituce)

x = P T y (permutace vektoru)

Nalezeńı permutace matice A takové, aby se v rozkladu nebo jeho části sńıžila ve-
likost zaplněńı, čili počet nově vzniklých nenulových prvk̊u, je možné algoritmicky for-
malizovat. Důležitou tř́ıdou algoritmů, které zaplněńı snižuj́ı představuj́ı postupy, které
postupně vyb́ıraj́ı řádky pomoćı lokálńıch kritéríı. Pro každý krok nejprve vyb́ıraj́ı
řádek pivota, který zaplněńı minimalizuje, což je často řádek s nejmenš́ım počtem ne-
nulových prvk̊u v rozkládané matici. Existuje ale ještě druhá d̊uležitá motivace výběru
řádku pivota. Ta neńı motivována úvahami o struktuře nenulových prvk̊u ř́ıdkých ma-
tic, ale problémem proveditelnosti a stability rozkladu. J́ı bude věnována velká část
následuj́ıćıho textu. V praxi je nutné ohledy na proveditelnost a stabilitu rozkladu na
jedné straně a na velikost zaplněńı na straně druhé kombinovat.
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5.3 Rozklad s částečnou pivotaćı
Výsledky, které se týkaj́ı stability LU rozkladu, jsou obecně slabš́ı než analogické
výsledky pro QR rozklad a obdobné tvrzeńı plat́ı i pro praktické provedeńı LU
rozkladu. V následuj́ıćım textu budeme diskutovat variantu př́ıstupu k LU rozkladu,
kde do tohoto procesu zapoj́ıme permutaci řádk̊u rozkládané matice.

5.3.1 Silná regularita
Důležitým pojmem, který se týká LU rozkladu matice, je silná regularita, který
definujeme následuj́ıćım zp̊usobem.

Definice 5.3.1 Matice A = (aij), A ∈ Cn×n je silně regulárńı právě tehdy, plat́ı-li

det


a11 . . . a1k
... · · · ...

ak1 . . . akk

 ̸= 0, k = 1, . . . , n. (5.25)

Podmı́nku z této definice vyjadřujeme slovně, že všechny hlavńı minory matice A jsou
nenulové.

Věta 5.3.1 Pro pivot a
(k−1)
kk př́ıslušné eliminačńı matice plat́ı a

(k−1)
kk ̸= 0 právě tehdy,

když A je silně regulárńı.

Důkaz: Zde uvedeme jen poznámku k odvozeńı tvrzeńı věty. A(k) je singulárńı právě
tehdy, je-li a

(k)
k+1,k+1 = 0, což znamená, že jsme narazili na lineárně závislý sloupec,

protože v algoritmu se provád́ı jen takové operace, které neměńı hodnost matice. �
V praxi nemuśı být předpoklad silné regularity pro regulárńı matici A splněn.

Př́ıkladem je matice (
0 1
1 0

)
, (5.26)

která je regulárńı, ale nikoli silně regulárńı. Nicméně, v praktickém prováděńı LU roz-
kladu nejsou problémem jen matice, které nejsou silně regulárńı, ale i matice, které
jsou maj́ı některý ze svých hlavńıch minor̊u bĺızko nule. To znamená, že př́ıslušná
podmatice je bĺızko množiny singulárńıch matic. To si demonstrujeme na následuj́ıćım
př́ıkladě LU rozkladu (

ϵ 1
1 ϵ

)
=
(

1
1/ϵ 1

)(
ϵ 1

ϵ − 1/ϵ

)
(5.27)

V této matici máme pro malé ϵ pivot s malou absolutńı hodnotou. V d̊usledku
děleńı prvk̊u matice ve sloupci pivota t́ımto pivotem źıskáváme v pr̊uběhu rozkladu
mezivýsledky s velkou absolutńı hodnotou (úměrné 1/ϵ), kde je při práci v aritme-
tice v konečné přesnosti značná pravděpodobnost ztráty přesnosti výpočtu. Následuj́ıćı
věta neřeš́ı úplně problém bĺızkosti hlavńıch minor̊u nule, tak jako jsme v minulém
př́ıkladě mohli za matici numericky singulárńı považovat matici tvořenou jej́ım
prvńım řádkovým a sloupcovým prvkem pro ϵ s malou absolutńı hodnotou. Nicméně
praktické hledáńı matice P uvedené ńıže bude často řešit i tento problém.



5. LU rozklad a Gaussova eliminace. 67

Věta 5.3.2 Ke každé regulárńı matici A ∈ Cn×n existuje permutačńı matice P taková,
že PA je silně regulárńı. Matice P neńı určena jednoznačně.

Důkaz: Nástin d̊ukazu provedeme výkladem, kde zároveň ukazujeme postup rozkladu,
který některou takovou permutačńı matici P využ́ıvá. V tomto nástinu ukážeme postup
jak źıskat nějaké permutace. Fakt, že tyto permutace se daj́ı zapsat podle výše uvedené
Věty bude diskutován v textu dále.

Chceme-li źıskat multiplikátor mik = a
(k−1)
ik /a

(k−1)
kk , který je v absolutńı hodnotě co

nejmenš́ı, v konkrétńım kroku rozkladu, tedy pro A ∈ Cn×n v rozkladu matice

A(k−1), k = 0, n − 2,

najdeme nejprve takový index l, pro který plat́ı

| a
(k−1)
lk | = maxi=k,...,n| a

(k−1)
ik |.

Potom vyměńıme k-tý a l-tý řádek rozkládané matice a pokračujeme analogicky v
daľśıch kroćıch rozkladu. V triviálńım př́ıpadě, je-li maximum dosaženo pro l = k,
nemuśıme výměnu provádět.

Algoritmus LU rozkladu, kde takto vyměňujeme řádky, nazveme LU rozklad
(nebo Gaussovu eliminaci) s částečnou pivotaćı a budeme jej označovat GEPP
Z lineárńı nezávislosti sloupc̊u matice A plyne, že GEPP nalezne takové l, které od-
pov́ıdá nenulovému pivotu. Pokud by tomu bylo jinak (tvar se zubem podle základńıho
kursu lineárńı algebry, kde se převád́ı matice na odstupňovaný tvar), dostali bychom
spor s lineárńı nezávislost́ı sloupc̊u. Úpravy v rozkladu totiž zachovávaj́ı hodnost v
submatićıch.

�
Maticově můžeme zapsat GEPP následuj́ıćım zp̊usobem

U = M−1
n−1Pn−1 . . . P2M

−1
1 P1A (5.28)

Matice M−1
n−1Pn−1 . . . P2M

−1
1 P1 neńı obecně dolńı trojúhelńıková, ale jej́ı vyjádřeńı

můžeme přepsat tak, že součin postupně přeuspořádáme na základě následuj́ıćı myšlenky:
Uvažujme Mk a Pt, t > k jak je máme na obrázćıch

M−1
k =



1
. . .

1
. . . 1

−ml,k 1
. . . 1

−mt,k 1
. . . 1


PtM

−1
k =



1
. . .

1
. . . 1

−mt,k 1
. . . 1

−ml,k 1
. . . 1


(5.29)
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PtM
−1
k Pt =



1
. . .

1
. . . 1

−mt,k 1
. . . 1

−ml,k 1
. . . 1


(5.30)

Výše uvedená transformace dá použ́ıt na přesunováńı permutačńıch matic ve vyjádřeńı
pro maticový zápis GEPP výše. Konkrétně plat́ı pro Mk ≡ M1 a Pt ≡ P2.

P2M
−1
1 P1A = (P2M

−1
1 P2)P2P1A = M̃−1

1 P2P1A (5.31)

Aplikujeme tuto myšlenku opakovaně a dostaneme rozklad s permutaćı P a trochu
jinou matićı L. Uvažujme výše uvedený horńı trojúhelńıkový faktor

U = M−1
n−1Pn−1 . . . P2M

−1
1 P1A (5.32)

Pak postupně dostaneme

U = M−1
n−1Pn−1M

−1
n−2Pn−2M

−1
n−3Pn−3 . . . M−1

2 P2M
−1
1 P1A

U = M−1
n−1(Pn−1M

−1
n−2Pn−1)Pn−1Pn−2M

−1
n−3Pn−3 . . . P2M

−1
1 P1A

U = M−1
n−1(Pn−1M

−1
n−2Pn−1)(Pn−1Pn−2M

−1
n−3Pn−2Pn−1)Pn−1Pn−2 . . . P2M

−1
1 P1A

U = M̃−1
n−1M̃

−1
n−2M̃

−1
n−3Pn−1Pn−2 . . . P2M

−1
1 P1A

U = . . .

U = (M̃−1
n−1)(M̃−1

n−2) . . . Pn−1Pn−2 . . . P2P1A

U = L−1PA

Věta 5.3.3 Gaussovu eliminaci s částečnou pivotaćı (GEPP) lze napsat jako PA =
LU tak, jak jsme to viděli výše při diskusi o struktuře rozkladu ř́ıdké matice, ale tvrzeńı
formulujeme i zde.

Ax = b ⇔ PAx = Pb ⇔ Pb = LUx (5.33)

5.3.2 Citlivost na změny vstup̊u v LU rozkladu
V této podkapitole si ukážeme transformaci změn na vstupu na změny v řešeńı. Uvažujme
pro jednoduchost pouze změnu (perturbaci) na pravé straně soustavy rovnic.
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Základńı vztah

A(x + ∆x) = b + ∆b (5.34)

Postupnými úpravami dostáváme

A∆x = ∆b

∥∆x∥ = ∥A−1∆b∥ ≤ ∥A−1∥∥∆b∥
∥b∥ ≤ ∥A∥∥x∥ ⇒ ∥x∥ ≥ ∥b∥/∥A∥

Dohromady tedy źıskáme následuj́ıćı vztah, který ukazuje transformaci perturbace.

∥∆x∥
∥x∥

≤ ∥A−1∥∥A∥∥∆b∥
∥b∥

= κ(A)∥∆b∥
∥b∥

(5.35)

Vid́ıme, že č́ıslo podmı́něnosti κ(A) je mı́rou citlivosti soustavy vzhledem k pertur-
baćım. Analogický vztah se dá odvodit když uvažujeme i/nebo změny v matici A.

Kvalita spočteného přibližného řešeńı

Necht’ je spočtené řešeńı x̂. Ptáme se na velikost př́ımé chyby ∥x − x̂∥ a zkusme ji
odhadnout aposteriorně. Můžeme psát

∥x − x̂∥ = ∥A−1(b − Ax̂)∥ ≤ ∥A−1∥∥r∥ ⇒ (5.36)

∥x − x̂∥
∥x∥

≤ ∥A−1∥∥A∥∥r∥
∥b∥

= κ(A)∥r∥
∥b∥

(5.37)

Důsledkem je, že je-li κ(A) malé, pak z malého reźıdua plyne i malá velikost př́ımé
chyby. Obecně ale z malého reźıdua malá velikost př́ımé chyby neplyne.

5.3.3 Zpětná chyba a stabilita LU rozkladu
Věta 5.3.4 Necht’ L̂ a Û jsou vypočtené faktory LU rozkladu obecně bez pivotace na
poč́ıtači se strojovou přesnost́ı ϵ. Pak plat́ı

A + E = L̂Û

∥E∥∞ ≤ 2nϵ∥L̂∥∞∥Û∥∞ + O(ϵ2)

Abychom dokázali ř́ıci, zdali je zpětná chyba malá, čili zdali je LU rozklad zpětně
stabilńı, museli bychom vyjádřit odhad zpětné chyby jako funkci vstupńıch dat. Jinak
máme zpětnou chybu, danou v tomto př́ıpadě jako reźıduum A − L̂Û , ale o zpětné
stabilitě nejsme schopni mnoho ř́ıci. Teprve vyjádřeńı E jako neurčitosti v datech A
dělá ze zpětné chyby užitečnou veličinu. Problém se stabilitou může být skryt právě ve
velikostech norem faktor̊u ∥L̂∥∞ a ∥Û∥∞. Normy těchto faktor̊u mohou být mnohem
větš́ı než norma datového vstupu. Následuj́ıćı věta ukazuje, jak je to se zpětnou chybou



70 5. LU rozklad a Gaussova eliminace.

řešeńı soustavy rovnic. V tomto př́ıpadě zpětná chyba se nedá napsat jen jako nějaké
reźıduum. V obou uvedených př́ıpadech je ale potřeba odhadnout zpětnou chybu jako
neurčitost v p̊uvodńıch datech, aby bylo možné posoudit zpětnou stabilitu diskuto-
vaných úloh.

Věta 5.3.5 Necht’ L̂ a Û jsou vypočtené faktory LU rozkladu (bez pivotace) na
poč́ıtači se strojovou přesnost́ı ϵ, nϵ ≪ 1. Necht’ x̂ je vypočtené řešeńı soustavy Ax = b
pomoćı tohoto LU rozkladu. Pak je x̂ přesné řešeńı úlohy

(A + ∆A)x̂ = b

∥∆A∥∞ ≤ 6nϵ∥L̂∥∞∥Û∥∞ + O(ϵ2)

5.3.4 Zpětná stabilita LU rozkladu s pivotaćı (GEPP)
Uvažujme nyńı GEPP. Plat́ı stále tvrzeńı z minulé sekce, ale vliv pivotace se projev́ı v
odhadech norem faktor̊u Abychom měli tvrzeńı, které o GEPP ř́ıká co nejv́ıce, muśım
se snažit neznámé veličiny odhadnout pomoćı známých, např́ıklad pomoćı velikost́ı
vstupńıch dat. Snadno nahlédneme, že plat́ı následuj́ıćı věta.

Věta 5.3.6 V GEPP máme ∥L̂∥∞ ≤ n.

Důkaz: Protože diagonálńı prvek je největš́ı v absolutńı hodnotě př́ıslušné eliminačńı
matice a prvky faktoru L źıskáme vyděleńım t́ımto prvkem, pak jsou všech poddia-
gonálńı prvky L nejvýše rovny jedné a odtud plyne tvrzeńı. �

Problémem je náhrada výrazu ∥Û∥∞ výrazem ∥Â∥∞, který potřebujeme, abychom
mohli něco ř́ıci o zpětné stabilitě. Předpokládejme, že poměr

∥Û∥∞

∥Â∥∞
= g (5.38)

je nějak omezen. Tento poměr g nazveme r̊ustový faktor. Můžeme jej definovat pro
r̊uzné maticové normy př́ıslušných matic. Nahrad́ıme-li ve formuli výše normu faktoru
součinem normy matice A a r̊ustového faktoru a zároveň dosad́ıme omezeńı ∥L̂∥∞ ≤ n,
źıskáme vztah

∥∆A∥∞ ≤ 6n2gϵ∥Â∥∞ + O(ϵ2) (5.39)

Na základě tohoto budeme ř́ıkat, že GEPP je podmı́něně zpětně stabilńı. Tou
podmı́něnost́ı se mysĺı, že pro stabilitu je potřeba malý r̊ustový faktor.

Velikost r̊ustového faktoru

Jak velký vlastně může r̊ustový faktor být? Zkusme si napsat odhady pro kĺıčovou
operaci z LU rozkladu. Uvažujme vytvořeńı prvk̊u a

(k)
ij matice A(k) pro k ≥ 1, i, j > k.

V GEPP plat́ı
mik ≤ 1 (5.40)
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a proto můžeme psát

|a(k)
ij | ≤ |a(k−1)

ij | + |a(k−1)
kj | ≤ 2 max

i,j
|a(k−1)

ij | ≤ 2 × 2 max
i,j

|a(k−2)
ij | ≤ . . .

Celkem tedy dostáváme maximálńı r̊ust

|uij| ≤ 2n−1 max
i,j

|aij|. (5.41)

Může tento pesimistický scénář nastat? Ano. Pro následuj́ıćı matici bude r̊ustový fak-
tor opravdu exponenciálńı. Naneštěst́ı může doj́ıt k velkému r̊ustu i v d̊uležitých prak-
tických úlohách. 

1 1
−1 1 1
... . . . . . . ...

−1 . . . −1 1 1
−1 . . . −1 −1 1

 (5.42)

5.3.5 Škálováńı
Uvažujme následuj́ıćı transformaci soustavy lineárńıch rovnic s matićı A ∈ Cn×n po-
moćı diagonálńıch matic D1 a D2.

D1AD2y = D1b, x = D2y (5.43)
Spoč́ıtáme-li LU rozklad matice D1AD2, pak se výpočet řešeńı x nové soustavy lǐśı
od p̊uvodńıho postupu jen tak, že nejprve přenásob́ıme p̊uvodńı pravou stranu ma-
tićı D1 (n operaćı) a na závěr vynásob́ıme vektor y matićı D2. Vid́ıme, že komplikace
řeš́ıćıho postupu vnesená škálováńım je naprosto minimálńı. Tato transformace, kterou
nazýváme škálováńı nebo také vyvažováńı, je schopna výrazně sńıžit velikost č́ısla
podmı́něnosti, ale d̊uvod̊u pro škálováńı může být v́ıce. Prvńım nich je normalizace
naměřených dat. Daľśım d̊uvodem bývá přizp̊usobeńı absolutńım velikostem
konstant použ́ıvaným v algoritmu. Třet́ım d̊uvodem může být výše zmı́něná mini-
malizace č́ısla podmı́něnosti, ale to je samozřejmě obt́ıžný úkol. Plat́ı ale např́ıklad
následuj́ıćı věta.

Věta 5.3.7 Zvoĺıme-li diagonálńı matice dimenze n takové, že D2 = I a D1 má jako
diagonálńı prvky inverze euklidovských norem př́ıslušných řádk̊u, pak je č́ıslo podmı́něnosti
κ(D1AD2) nejvýše

√
n-násobek nejmenš́ıho č́ısla podmı́něnosti dosažitelného libovolnou

jinou volbou diagonálńı matice D1.

5.3.6 Úplná pivotace
Úplná pivotace znamená, že se nevyb́ırá jenom prvek který má co největš́ı hodnotu
ve sloupci matice, ale hledá se v celé matici. Kroky rozkladu pak můžeme zapsat
následovně

PAQ = LU (5.44)
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pro permutačńı matice P a Q. Řešeńı soustavy rovnic Ax = b pak prob́ıhá v následuj́ıćıch
kroćıch.

PAQ = LU (rozklad)
Lz = Pb (substituce)
Uy = z (substituce)

x = Qy (permutace vektoru)

Problém úplné pivotace je v tom, že datové struktury, které je nutno použ́ıt pro
implementaci, obvykle neumožňuj́ı efektivńı výpočet. Hledáńı permutace, která může
zmenšit zaplněńı v LU rozkladu i při př́ıpadné daľśı částečné pivotaci pak může být
výrazně efektivněǰśı.

5.4 Choleského rozklad hermitovské PD (HPD) ma-
tice

Zahajme větou, kterou budeme předpokládat, ale která se dá snadno dokázat

Věta 5.4.1 Každá hermitovská pozitivně definitńı matice je silně regulárńı.

Jej́ı formálńı d̊ukaz pro hermitovskou a pozitivně definitńı matici A ∈ C n×n se dá
založit na tom, že podmatice

A
(1)
2:n,2:n, A

(2)
3:n,3:n, A

(3)
4:n,4:n, . . .

jsou také pozitivně definitńı a to tedy znamená, že nemohou mı́t žádný diagonálńı
prvek nulový. Podle Věty 5.3.1 pak v́ıme, že matice je silně regulárńı. Tato věta mimo
jiné znamená, že v rozkladu hermitovské PD matice nejsou potřeba permutace
pro existenci rozkladu při poč́ıtáńı v přesné aritmetice. V této kapitole si mimo jiné
ukážeme výsledek, který se týká stability LU rozkladu HPD matice v aritmetice v
konečnou přesnost́ı. V následuj́ıćım ukážeme, že v př́ıpadě rozkladu HPD matic plat́ı
vztah mezi jej́ımi faktory L a U a výslednou faktorizaci budeme nazývat Choleského
rozkladem.

5.4.1 Vztah mezi faktory L a U v LU rozkladu HPD matice
Věta 5.4.2 LU rozkladu HPD matice A ∈ Cn×n = L̃U je korektně definován a plat́ı
následuj́ıćı vztah

L̃ = [diag(u11, . . . , unn)]−1U∗ (5.45)

Důkaz: Uvažujme jednoznačně určený LU rozklad matice A

A = L̃ U

A = L̃ diag(u11, . . . , unn) Ũ
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Matice Ũ má tedy také jednotkovou diagonálu stejně jako L̃ v naš́ı konvenci. Využijme
toho, že A je HPD a že tedy muśı platit pro rozklad následuj́ıćı vztah

L̃ diag(u11, . . . , unn) Ũ = Ũ∗ diag(ū11, . . . , ūnn) L̃∗. (5.46)

Označme nyńı pro jednoduchost mimodiagonálńı prvky matic L̃ a Ũ symboly lij re-
spektive uij a porovnávejme matice v předcházej́ıćım vztahu po sloupćıch. Aplikujeme
obě ekvivalentńı strany v tomto vztahu na jednotkový vektor e1, což můžeme zapsat
následovně

L̃ diag(u11, . . . , unn) Ũe1 ≡ L̃


u11

. . .
unn

 Ũe1 = L̃ u11e1 (5.47)

Ũ∗ diag(ū11, . . . , ūnn) L̃∗e1 ≡ Ũ∗


ū11

. . .
ūnn

 L̃∗e1 = Ũ∗ ū11e1. (5.48)

Porovnejme nyńı prvńı sloupec a prvńı diagonálńı prvek obou matic a dostaneme

u11 = ū11

L̃e1 = Ũ∗e1

Vid́ıme, že prvńı sloupec L̃ a prvńı sloupec Ũ∗ se rovnaj́ı.
Uvažujme nyńı nějaké 1 < i ≤ n a induktivně předpokládejme, že plat́ı

ujj = ūjj, j = 1, . . . , i − 1 (5.49)

a také
L̃ej = Ũ∗ej, j = 1, . . . , i − 1. (5.50)

Po vynásobeńı obou rozklad̊u jednotkovým vektorem ei źıskáme vztahy, které by měly
vyjadřovat totéž.

L̃ diag(u11, . . . , unn) Ũei = L̃ diag(u11, . . . , unn)



u1i
...

ui−1,i

1
0
...
0


= L̃



u11u1i
...

ui−1,i−1ui−1,i

uii

0
...
0


(5.51)



74 5. LU rozklad a Gaussova eliminace.

Ũ∗ diag(ū11, . . . , ūnn) L̃∗ei = Ũ∗ diag(ū11, . . . , ūnn)



l̄i1
...

l̄i,i−1
1
0
...
0


= Ũ∗



ū11l̄i1
...

ūi−1,i−1l̄i,i−1
ūii

0
...
0


(5.52)

Podle indukčńıho předpokladu máme rovnost prvńıch komponent sloupce. Konkrétně
máme

u11 = ū11, . . . , ui−1,i−1 = ūi−1,i−1 (5.53)
a také

u1i = l̄i1, . . . , ui−1,i = l̄i,i−1. (5.54)
A tak dostáváme rovnost i pro i-tý sloupec L̃ a i-tý sloupce Ũ∗ a můžeme psát

A = L̃ diag(u11, . . . , unn) L̃∗ (5.55)

což je ekvivalentńı vztahu

diag(ū11, . . . , ūnn) = L̃−1AL̃−∗ (5.56)

�
Diagonálńı prvky můžeme odmocnit, protože plat́ı uii > 0 pro všechny indexy i.

Kdyby totiž pro př́ıslušný diagonálńı prvek platilo

(eT
i L̃−1)A(L̃−∗ei) ≤ 0 (5.57)

a to by byl spor s pozitivńı definitnost́ı matice A Podotkněme, že inverze trojúhelńıkové
matice s jednotkovou diagonálou je opět trojúhelńıková matice, stejného typu, s jed-
notkovou diagonálou.

5.4.2 Existence Choleského rozkladu a jeho některé vlastnosti
Věta 5.4.3 Pro HPD matici A ∈ Cn×n existuje jednoznačný rozklad A = LL∗, kde L
je dolńı trojúhelńıková matice s kladnými prvky na diagonále.

Věta 5.4.4 Pro Choleského faktor napsaný po řádćıch L = (lT
1 , . . . , lT

n )T plat́ı následuj́ıćı
vztah

lil
∗
i = ∥li∥2 = aii. (5.58)

Důkaz: Snadno nahlédneme, protože L je dolńı trojúhelńıková matice. �
Následuj́ıćı tvrzeńı vyplývá z předchoźıho

Věta 5.4.5
∥L∥2

F ≡ trace(A) =
n∑

i=1
aii. (5.59)

Důkaz: ∥L∥2
F = ∑n

i=1
∑n

j=1 |lij|2 = ∑n
i=1 lil

∗
i = ∑n

i=1 aii = trace(A) �
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5.4.3 Algoritmus Choleského rozkladu
Algoritmus Choleského rozkladu pro HPD matici je uveden v následuj́ıćım schématu.
Ačkoli je jeho schéma odvozeno ze schémat pro LU faktorizaci s využit́ım výše uve-
deného vztahu mezi faktory, zkuśıme si nejprve ukázat, jak vypadá tento rozklad pro
HPD matici A ∈ C 2×2. Konkrétně,

A =
(

a11 a12
a21 a22

)
=
(

l11
l21 l22

)(
l11 l12

l22

)
(5.60)

kde

l11 =
√

a
(0)
11 ≡ a11

l12 = l̄21

l22 =
√

a22 − l21l̄21 ≡
√

a
(1)
22

Algoritmus 5.4.1 Př́ımý chod Choleského rozkladu
Input: A = [aij] ∈ Cn×n, A je HPD
Output: Choleského rozklad.

0. Inicializace: A(0) = A
1. for k = 1 : n do
2. lkk =

√
a

(k−1)
kk

3. for i = k + 1 : n do
4. lik = a

(k−1)
ik /lkk

5. for j = k + 1 : i do
6. a

(k)
ij = a

(k−1)
ij − lik l̄jk

7. end j
8. end i
9. end k

5.4.4 Zpětná stabilita Choleského rozkladu
Přepǐsme si nejprve vztah pro zpětnou chybu uvedenou výše pro LU rozklad.

Věta 5.4.6 Necht’ L̂ je vypočtený faktor Choleského rozkladu HPD matice na poč́ıtači
se strojovou přesnost́ı ϵ. Pak pro Frobeniovu normu chyby plat́ı následuj́ıćı vztah.

A + E = L̂L̂∗

∥E∥F ≤ 2nϵ∥L̂∥2
F + O(ϵ2)

K tomu, abychom dokázali zpětnou stabilitu Choleského rozkladu, stač́ı źıskat
např́ıklad vztah tvaru

∥E∥F ∼ ϵ∥A∥F + O(ϵ2) (5.61)
Analogické tvrzeńı v př́ıpadě LU rozkladu využilo r̊ustového faktoru. V př́ıpadě Cho-
leského rozkladu je možné vztah tohoto typu skutečně odvodit.
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Věta 5.4.7 Necht’ L̂ je vypočtený faktor HPD matice A ∈ Cn×n se strojovou přesnost́ı
ϵ. Necht’ dále 2 n3/2ϵ ≪ 1. Potom pro matici E takovou, že plat́ı A + E = L̂L̂∗ máme

∥E∥F ≤
(

2n3/2

1 − 2n3/2ϵ

)
ϵ∥A∥F + O(ϵ2) (5.62)

Důkaz:
Porovnejme nejprve stopy matic následuj́ıćım zp̊usobem pro vztah se zpětnou chy-

bou v rozkladu
∥L̂∥2

F = trace(A + E) = trace(A) + trace(E) (5.63)
Protože pro libovolnou matici B ∈ Cn×n plat́ı vztah

|trace(B)| ≤
√

n ∥B∥F , (5.64)

jehož platnost můžeme vidět z následuj́ıćıho obecného vztahu, kde matici C vezmeme
jako jednotkovou

trace(CB) = ⟨vec(CT ), vec(B)⟩ ≤ ∥vec(CT )∥ ∥vec(B)∥ = ∥C∥F ∥B∥F (5.65)

Pak dostaneme jeho dosazeńım do předchoźıho pro odhad stop matic A a E následuj́ıćı

∥L̂∥2
F ≤

√
n(∥A∥F + ∥E∥F ) (5.66)

Nebot’ ale v́ıme, že plat́ı
∥E∥F ≤ 2nϵ∥L̄∥2

F + O(ϵ2) (5.67)
pak dostáváme

∥E∥F ≤ 2n
√

nϵ(∥A∥F + ∥E∥F ) + O(ϵ2), (5.68)
z čehož už je výsledek zřejmý.

�

5.4.5 Iteračńı zpřesněńı
Iteračńı zpřesněńı je jednoduchá iteračńı metoda, která může pomoci zlepšit řešeńı
soustavy lineárńıch rovnic v ńıže uvedeném smyslu. Nejprve uved’me samotný postup,
který konstruuje posloupnost

x1, . . . (5.69)
podle následuj́ıćıho schématu

Ax = b −→ x1

r1 = b − Ax1 = A(x − x1) = Ae(1)

Ae(1) = r1

x2 = x1 + e(1)

. . .

Teorie v pozad́ı iteračńıho zpřesněńı soustav ř́ıká, že se dá
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• zmenšit př́ımá chyba při poč́ıtáńı ri ve zvýšené přesnosti

• zmenšit zpětná chyba: jedna iterace iteračńıho zpřesněńı zajist́ı zpětnou stabi-
litu řešeńı, což můžeme konkrétně zapsat

(A + ∆A)x2 = b,
∥∆A∥
∥A∥

≈ ϵ + O(ϵ2) (5.70)

5.4.6 Výpočetńı náklady GE
Výpočetńı náklady budou probrány na cvičeńı.

5.5 Zmı́nka o srovnáńı LU a QR rozklad̊u pro řešeńı
soustav

V předcházej́ıćım textu jsme viděli, že pro QR faktorizaci plat́ı výrazně silněǰśı záruky
na stabilitu než se daj́ı odvodit pro LU faktorizaci. Ačkoliv jsme o tom v textu ne-
hovořili, uvedené horńı meze na stabilitu obvykle dobře vystihuj́ı nejhorš́ı, ale zároveň
prakticky dosažitelné, chováńı těchto rozklad̊u. Na druhé straně, LU rozklad obvykle
vede k výrazně rychleǰśım výpočt̊um. V tomto zrychleńı hraj́ı roli dva faktory. Prvńı z
nich je počet operaćı LU rozkladu obecně. Druhý z těchto efekt̊u je výrazně větš́ı šance
udržet strukturu faktor̊u L a U ř́ıdkou na rozd́ıl od faktoru R QR rozkladu. Právě
tento druhý d̊uvod je v praxi extrémně d̊uležitý.

5.6 Shrnut́ı
• Gaussova eliminace jako LU rozklad a vliv pivotace.

• LU rozklad ř́ıdké matice - změny ve struktuře.

• Škálováńı, úplná pivotace, iteračńı zpřesněńı.

• Choleského rozklad hermitovské matice.

• Stabilita LU rozkladu s řádkovou pivotaćı.

• Zpětná stabilita Choleského rozkladu.

• Porovnáńı LU a QR rozkladu z hlediska rozkladu ř́ıdké matice a
stability.



78 5. LU rozklad a Gaussova eliminace.



Kapitola 6

Singulárńı rozklad matice

Dř́ıve, než se zde začneme zabývat singulárńım rozkladem matice, připomeneme si
některé vlastnosti matic chápaných jako reprezentace lineárńıch zobrazeńı mezi pro-
story.

6.1 Matice jako lineárńı zobrazeńı a fundamentálńı
podprostory

Uvažujme obecně obdélńıkovou komplexńı matici A ∈ Cn×m, rank(A) = r. Tato matice
definuje lineárńı zobrazeńı, které prvku x z prostoru Cm přǐrazuje prvek Ax z prostoru
Cn. Následuj́ıćı věta zavád́ı fundamentálńı prostory lineárńıho zobrazeńı A.

Věta 6.1.1 Uvažujme lineárńı zobrazeńı A : Cm → Cn. Naṕı̌seme-li rozklad prostoru
Cm = N (A) ⊕ N (A)⊥, pak plat́ı

R(A∗) = N (A)⊥ (6.1)

a také
N (A∗) = R(A)⊥. (6.2)

Prostory R(A∗), R(A), N (A∗), N (A) nazýváme fundamentálńı prostory lineárńıho
zobrazeńı A.

Důkaz: Důkaz vyplývá z následuj́ıćı sady ekvivalenćı

z ∈ R(A∗)⊥ ⇔ ∀x ⟨A∗x, z⟩ = 0 ⇔ ∀x ⟨x, Az⟩ = 0 ⇔ Az = 0 ⇔ z ∈ N (A),

z ∈ R(A)⊥ ⇔ ∀x ⟨Ax, z⟩ = 0 ⇔ ∀x ⟨x, A∗z⟩ = 0 ⇔ A∗z = 0 ⇔ z ∈ N (A∗).

�
Shrňme tedy, že plat́ı

N (A) ⊕ R(A∗) = Cm, N (A) ⊥ R(A∗) (6.3)

a také

79
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N (A∗) ⊕ R(A) = Cn, N (A∗) ⊥ R(A) (6.4)

V následuj́ıćım textu uvedeme daľśı speciálněǰśı tvrzeńı, která se týkaj́ı fundamentálńıch
prostor̊u pozitivně semidefinitńıch matic AA∗ a A∗A a která použijeme při odvozeńı
singulárńıho rozkladu.

6.1.1 Spektrálńı rozklad hermitovské pozitivně semidefinitńı
matice

Matice AA∗ a A∗A jsou čtvercové a pozitivně semidefinitńı. Zapamatujme si, že v
našem označeńı máme

AA∗ ∈ Cn×n, A∗A ∈ Cm×m. (6.5)

Následuj́ıćı věta obsahuje tvrzeńı pro součiny matic A a A∗, které hraj́ı podstatnou roli
v odvozováńı singulárńıho rozkladu.

Věta 6.1.2 Pro fundamentálńı prostory zavedených matic plat́ı

N (A) = N (A∗A), R(A∗) = R(A∗A),
N (A∗) = N (AA∗), R(A) = R(AA∗).

Důkaz:
Ukážeme, že pro x ∈ Cm plat́ı vztah

x ∈ N (A∗A) ⇒ x ∈ N (A)

pomoćı následuj́ıćı sady implikace a ekvivalenćı

x ∈ N (A∗A) ⇔ A∗Ax = 0
⇔ ∀z ∈ Cm : ⟨z, A∗Ax⟩ = 0
⇔ ∀z ∈ Cm : ⟨Az, Ax⟩ = 0
⇒ ⟨Ax, Ax⟩ = 0
⇔ x ∈ N (A)

Opačná implikace je zřejmá a celkem tedy máme

N (A) = N (A∗A). (6.6)

Druhé tvrzeńı odpov́ıdá doplňk̊um těchto množin do př́ıslušného prostoru. Konkrétně
můžeme psát
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x ∈ R(A∗A) ⇔ x ⊥ N ((A∗A)∗) ≡ N (A∗A)
⇔ x ⊥ N (A)
⇔ x ∈ R(A∗).

Druhá sada tvrzeńı (třet́ı a čtvrté) snadno vyplyne, když budeme uvažovat matici A∗

mı́sto matice A. �
Připomeňme si, že plat́ı následuj́ıćı vztah pro dimenze diskutovaných podprostor̊u

dim(R(A)) = dim(R(A∗))

a stejně tak
dim(R(AA∗)) = dim(R(A∗A)). (6.7)

6.1.2 Vztah mezi spektrálńım rozkladem matice A∗A a AA∗

Předpokládejme, že známe spektrálńı rozklad matice A∗A ∈ Cm×m. Označme si λj jej́ı
vlastńı č́ısla a vj jej́ı ortonormálńı vlastńı vektory matice pro j = 1, . . . , m Tato matice
je pozitivně semidefinitńı a tedy všechna jej́ı vlastńı č́ısla jsou nezáporná. Rozepǐsme
si vztahy mezi jej́ımi vlastńımi č́ısly a vlastńımi vektory následuj́ıćım zp̊usobem

A∗Avj = λjvj, ∥vj∥ = 1, j = 1, . . . , m. (6.8)

Předpokládejme dále, že tato vlastńı č́ısla jsou uspořádána tak, že plat́ı

λ1 ≥ . . . ≥ λr > 0, λr+1 = . . . = λm = 0 (6.9)

Maticově můžeme diagonalizaci matice A∗A zapsat pro V = [v1, . . . , vm] následovně

V ∗A∗AV = diag(λ1, . . . , λr, 0, . . . , 0), V ∗V = Im (6.10)

Vid́ıme ale také

span{v1, . . . , vr} = R(A∗A) = R(A∗) (6.11)

a tedy také
span{vr+1, . . . , vm} = N (A∗A) = N (A). (6.12)

Zkusme ted’ naj́ıt vztah mezi vlastńımi č́ısly a vektory této matice A∗A a vlastńımi
č́ısly a vektory matice AA∗.

Věta 6.1.3 Uvažujme výše uvedený spektrálńı rozklad matice A∗A. Pak plat́ı

AA∗uj = λjuj, ∥uj∥ = 1, j = 1, . . . , r.

Dále, vektory uj = Avj/
√

λj pro j = 1, . . . , r jsou ortonormálńı vlastńı vektory AA∗.
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Důkaz: Rekapitulace a stručný d̊ukaz: Podle zadáńı máme v každém př́ıpadě

A∗Avj = λjvj, j = 1, ..., r. (6.13)

a tedy také
AA∗Avj = λjAvj, ∥vj∥ = 1, j = 1, . . . , r (6.14)

což jest
AA∗uj = λjuj, j = 1, . . . , r, (6.15)

kde jsou vektory uj, j = 1, . . . , r nenulové, protože př́ıslušné vektory vj nejsou v N (A).
Dále ukážeme, že vektory Avj jsou ortogonálńı pro j = 1, ..., r. Uvažujme indexy

j, k{1, ..., r}, j ̸= k. Z ortogonality vektor̊u vj, j = 1, ..., r pak dostaneme

(Avj)∗(Avk) = v∗
j A∗Avk = λkv∗

j vk = 0. (6.16)

Nav́ıc norma Avj je rovna
√

λj jak vid́ıme z úpravy

(Avj)∗(Avj) = v∗
j A∗Avj = λjv

∗
j vj = λj. (6.17)

Tud́ıž
∥uj∥ = 1, (6.18)

�
Vid́ıme tedy, že u1, . . . , ur tvoř́ı ortogonálńı bázi prostoru R(AA∗) = R(A). Tuto

bázi lze doplnit na bázi Cn pomoćı nějakých vektor̊u ur+1, . . . , un z N (AA∗) =
N (A∗). Výsledek po tomto doplněńı můžeme zapsat s použit́ım matice U = [u1, . . . , un]
následovně

U∗AA∗U = diag(λ1, . . . , λr, 0, . . . , 0), U∗U = In (6.19)

Pro následuj́ıćı odmocniny nenulových vlastńıch č́ısel si zaved’me následuj́ıćı speciálńı
označeńı

Definice 6.1.1 Odmocniny nenulových vlastńıch č́ısel matice A∗A pro A ∈ Cn×m, rank(A) =
r nazveme singulárńı č́ısla a budeme psát

σj =
√

λj, j = 1, . . . , r. (6.20)

Rekapitulujme si nyńı všechny čtyři fundamentálńı prostory spojené s lineárńım
zobrazeńım. Máme všechny fundamentálńı prostory: A prostřednictv́ım jejich báźı
následuj́ıćım přehledem.

R(A∗) = span{v1, . . . , vr}, N (A) = span{vr+1, . . . , vm}, (6.21)

R(A) = span{u1, . . . , ur}, N (A∗) = span{ur+1, . . . , un}. (6.22)
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6.1.3 Zápis singulárńıho rozkladu pomoćı matic
Vrat’me se k zobrazováńı prvk̊u báze fundamentálńıch prostor̊u. Plat́ı následuj́ıćı vztahy.

Av1 →
√

λ1
Av1√

λ1
≡ σ1u1

Av2 → σ2u2
... → ...

Avr → σrur

Avr+1 → 0
... → ...

Avm → 0

Přičemž
R(A) = span{u1, . . . , ur}, N (A) = span{vr+1, . . . , vm} (6.23)

Maticově můžeme tedy psát následuj́ıćı vztah, kde U ∈ Cn×n, V ∈ Cm×m jsou
unitárńı matice př́ıslušných dimenźı a matice Σ ∈ Rn×m je diagonálńı.

AV = UΣ, Σ =
(

Σr 0
0 0

)
, Σr = diag(σ1, . . . , σr) (6.24)

Tento vztah ale můžeme vidět i následuj́ıćım zp̊usobem, pomoćı lineárńıho zobrazeńı
A∗ ∈ Cm×n.

A∗u1 → σ1v1

A∗u2 → σ2v2
... → ...

A∗ur → σrvr

A∗ur+1 → 0
... → ...

A∗un → 0

Analogicky:

R(A∗) = span{v1, . . . , vr}, N (A∗) = span{ur+1, . . . , um} (6.25)

Maticově můžeme tedy opět psát analogicky pro U, V unitárńı a Σ diagonálńı a
reálnou.

V ∗A∗ = ΣT U, Σ =
(

Σr 0
0 0

)
, Σr = diag(σ1, . . . , σr) (6.26)

Zrekapitulujme si to, co jsme nyńı źıskali, ve formě věty.
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Věta 6.1.4 Každou matici A ∈ Cn×m, rank(A) = r lze rozložit na součin

A = UΣV ∗, U ∈ Cn×n, V ∈ Cm×m, Σ ∈ Rn×m, (6.27)

kde U =
(
u1 . . . un

)
, V =

(
v1 . . . vm

)
jsou unitárńı matice, Σ =

(
Σr 0
0 0

)
, Σr =

diag(σ1, . . . , σr), σ1 ≥ . . . ≥ σr > 0. Tomuto rozkladu ř́ıkáme singulárńı rozklad.

Někdy se použ́ıvá následuj́ıćı terminologie.

Definice 6.1.2 Vektory vj, j = 1, . . . , m se nazývaj́ı pravé singulárńı vektory př́ıslušné
výše uvedenému singulárńımu rozkladu. Vektory uj, j = 1, . . . , n se nazývaj́ı levé sin-
gulárńı vektory.

Odpověd’ na otázku o jednoznačnosti singulárńıho rozkladu je shrnuta v následuj́ıćı
větě.

Věta 6.1.5 Uvažujme singulárńı rozklad matice A ∈ Cn×m, rank(A) = r. Jej́ı sin-
gulárńı č́ısla σ1 ≥ . . . ≥ σr > 0 jsou t́ımto rozkladem jednoznačně určena. Jsou-li
nav́ıc, např́ıklad, všechna jej́ı singulárńı č́ısla navzájem r̊uzná, pak jejich levé i pravé
singulárńı vektory jsou jednoznačně určeny až na násobeńı komplexńımi skalárńımi
faktory, které maj́ı absolutńı hodnotu 1. Přitom volbou levého (pravého) singulárńıho
vektoru urč́ıme jednoznačně i ten druhý.

6.1.4 Ekonomický tvar singulárńıho rozkladu
Singulárńı rozklad můžeme zapsat v ekonomickém tvaru, který použije mı́sto matice
Σ ∈ Rn×m jen jej́ı podmatici Σr ∈ R r×r a odpov́ıdaj́ıćı podmatice matic U a V .
Výsledný ekonomický tvar můžeme zapsat

A = UrΣV ∗
r , Ur ∈ Cn×r, Vr ∈ Cm×r, Σr = diag(σ1, . . . , σr) ∈ R r×r, (6.28)

Grafické znázorněńı singulárńıho rozkladu a jeho ekonomického tvaru je na Obrázku
6.1.1.

Poznámka 6.1.1 Je-li matice A reálná, je i jej́ı singulárńı rozklad reálný. Toto tvrzeńı
snadno plyne z faktu, že v reálném př́ıpadě, tedy je-li A ∈ Rn×m, jsou matice A∗A i AA∗

reálné symetrické pozitivně semidefinitńı s reálnými ortonormálńımi vlastńımi vektory
(speciálńı př́ıpad diagonalizace matice).

6.1.5 Singulárńı rozklad a podmı́něnost
Zmiňme zde vztah singulárńıho rozkladu ke spektrálńımu rozkladu matice. Je-li matice
B ∈ Cn×n normálńı, pak můžeme psát

B = QΛQ∗, Λ = diag(λ1, . . . , λn) (6.29)
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A = U Σ

V

Σr

*

A = U Σr Vr
r

*

Obrázek 6.1.1: Ilustrace singulárńıho rozkladu a jeho ekonomické varianty.

Pro B regulárńı pak můžeme psát

D = diag(λ1/|λ1|, . . . , λn/|λn|), DD∗ = D∗D = I (6.30)

a tedy
D∗Λ = diag(|λ1|, . . . , |λn|) = ΛD∗. (6.31)

Singulárńı rozklad normálńı a regulárńı matice B se tedy dá zapsat ve tvaru

B = (QD)(D∗Λ)Q∗ = UΣV ∗ (6.32)

Vid́ıme, že singulárńı č́ısla jsou absolutńı hodnoty vlastńıch č́ısel rozkládané matice B.
Tato poznámka př́ımo naznačuje, že k výpočtu singulárńıho rozkladu můžeme použ́ıt
spektrálńı rozklad symetrických a pozitivně semidefinitńıch matic B = AA∗ a B =
A∗A, o kterých jsme hovořili výše. Konkrétně, je-li

• n ≫ m, k výpočtu SVD lze použ́ıt spektrálńı rozklad matice A∗A ∈ Rm×m.

• m ≫ n, k výpočtu SVD lze použ́ıt spektrálńı rozklad matice AA∗ ∈ Rn×n.

Rozšǐrme nyńı definici č́ısla podmı́něnosti následuj́ıćım zp̊usobem pro obdélńıkové
matice s plnou řádkovou nebo sloupcovou hodnost́ı, jak bude diskutováno na cvičeńıch.

κ(A) = σ1

σmin(m,n)
(6.33)

Potom plat́ı pro matici A s plnou sloupcovou hodnost́ı

κ(B) = κ(A∗A) = κ2(A). (6.34)

Analogický vztah plat́ı pro matici s plnou řádkovou hodnost́ı, pro kterou A∗ má pl-
nou sloupcovou hodnost. Toto zvětšeńı č́ısla podmı́něnosti může významně zkompliko-
vat kvalitu vypočtu singulárńıho rozkladu založeného na diagonalizaci, a tedy hledáńı
vlastńıch č́ısel př́ıslušných hermitovských pozitivně definitńıch matic.
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6.1.6 Poznámky k výpočtu singulárńıho rozkladu
Standardńı výpočet singulárńıho rozkladu matice A je založen na dvou kroćıch. Prvńı
krok tuto matici převede na bidiagonálńı tvar. Následuj́ıćı schéma ukazuje transfor-
movanou matici v horńım bidiagonálńım tvaru.

∗ ∗
∗ ∗

∗ ∗
∗ ∗

∗ ∗
∗


(6.35)

Původně hustou matici můžeme na tento tvar převést pomoćı unitárńıch transformaćı
zleva i zprava. Následuj́ıćı obrázek tento postup schématicky ukazuje. Konkrétně
vid́ıme, že aplikaćı unitárńıch transformaćı zleva i zprava sice nedokážeme matici dia-
gonalizovat, protože neexistuje žádné př́ıpustné pořad́ı, které by zároveň nezaplňovalo
dř́ıve vynulované prvky matice. Nicméně, bidiagonalizovat matici je takto možné.



∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗


→



∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗ ∗


→



∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗ ∗


→ (6.36)



∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗ ∗

∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗


→



∗ ∗
∗ ∗

∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗


→ . . . →



∗ ∗
∗ ∗

∗ ∗
∗ ∗

∗ ∗
∗


(6.37)

Druhým krokem rozkladu je nalezeńı singulárńıho rozkladu této transformované
bidiagonálńı matice. Jednou z nejpouž́ıvaněǰśıch procedur, která poč́ıtá všechna sin-
gulárńı č́ısla, je varianta QR algoritmu. Dodejme, že tento postup je nav́ıc velmi
přesný, nebot’ singulárńı č́ısla spoč́ıtá s relativńı přesnost́ı na úrovni strojové přesnosti.
Z předcházej́ıćıch úvah v́ıme, že takový algoritmus je iteračńı.

Souhrnně, počet operaćı singulárńıho rozkladu je přibližně (spodńı odhad) 8/3n3,
poč́ıtáme-li jen diagonálńı matici Σ, čili pouze singulárńı č́ısla. Poč́ıtáme-li také unitárńı
matice, pak je spodńım odhadem počtu operaćı výraz 16/3n3

6.1.7 Inverze a pseudoinverze matice
Definice 6.1.3 Uvažujme matici A ∈ Cn×m hodnosti r se singulárńım rozkladem A =
UΣV ∗. Matici

A† = V Σ†U∗ = VrΣ−1
r U∗

r . (6.38)
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nazveme jej́ı Moore-Penroseovou zobecněnou inverźı (pseudoinverźı), kde

Σ† =
(

Σ−1
r 0
0 0

)
(6.39)

Tato pseudoinverze je jednoznačně určená.

Dá se ukázat, že tato matice splňuje Moore-Penroseovy vztahy

AA†A = A, (AA†)∗ = AA†, A†AA† = A†, (A†A)∗ = A†A, (6.40)

kterými se někdy definuj́ı r̊uzné zobecněné maticové inverze včetně psudoinverze.
V př́ıpadě plné sloupcové nebo plné řádkové hodnosti matice A můžeme tvar Moore-
Penroseovy pseudoinverze explicitně napsat pomoćı dané matice A a jej́ı konjugované
transpozice A∗ zp̊usobem, který poṕı̌seme v následuj́ıćım textu.

Věta 6.1.6 (Př́ıpad plné sloupcové hodnosti matice) Necht’ A ∈ Cn×m, n ≥ m a také
rank(A) = m. Pak plat́ı

A† = (A∗A)−1A∗ (6.41)

Důkaz: Všimněme si, že samozřejmě n ≥ m platit muśı. Pak máme

A† = VmΣ−1
m U∗

m

= (VmΣ−2
m V ∗

m)(VmΣmU∗
m)

= (VmΣ−2
m V ∗

m)A∗

= (VmΣ2
mV ∗

m)−1A∗

= (A∗A)−1A∗,

což jsme měli ukázat. �

Věta 6.1.7 (Př́ıpad plné řádkové hodnosti matice) Necht’ A ∈ Cn×m, n ≤ m a také
rank(A) = n. Pak plat́ı

A† = A∗(AA∗)−1 (6.42)

Důkaz: Je analogický d̊ukazu předcházej́ıćıho tvrzeńı.

A† = VnΣ−1
n U∗

n

= (VnΣnU∗
n)(UnΣ−2

n U∗
n)

= (VnΣnU∗
n)(UnΣ2

nU∗
n)−1

= (VnΣnU∗
n)((UnΣnV ∗

n )(VnΣnU∗
n))−1

= A∗(AA∗)−1,

což jsme měli ukázat. �
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Věta 6.1.8 Pro A ∈ Cn×m čtvercovou a regulárńı matici plat́ı

A† = A−1 (6.43)

Všimněme si dále následuj́ıćıho faktu.

Věta 6.1.9 Pro matici A ∈ Cn×m plat́ı, že

AA† = UrU
∗
r (6.44)

je ortogonálńım projektorem na R(A) a

A†A = VrV
∗

r (6.45)

je ortogonálńım projektorem na R(A∗).

Důkaz: Snadno ověř́ıme obě vlastnosti ortogonálńıho projektoru, tedy jeho idempo-
tenci a samosdruženost. Ukážeme to pouze pro prvńı tvrzeńı. Důkaz druhého tvrzeńı
je analogický.
To, že matice UrU

∗
r zobrazuje z Cn do R(A) je zřejmé. I proto, že Ur ∈ Cn×r a

U∗
r ∈ C r×n Pro Pr = UrU

∗
r plat́ı

P 2
r = UrU

∗
r UrU

∗
r = Pr

a UrU
∗
r je tedy idempotentńı. Samosdruženost matice UrU

∗
r plyne z následuj́ıćıch ekvi-

valenćı:
⟨Prx, y⟩ = ⟨UrU

∗
r x, y⟩ = ⟨U∗

r x, U∗
r y⟩ = ⟨x, UrU

∗
r y⟩ = ⟨x, Pry⟩

pro př́ıslušné vektory. �

6.1.8 Normy a podmı́něnost vyjádřené s pomoćı singulárńıch
č́ısel

Věta 6.1.10 Pro matici A ∈ Cn×m hodnosti r se singulárńımi č́ısly σ1 ≥ σ2 ≥ . . . ≥
σr > 0 máme

∥A∥ = σ1

∥A∥F = (σ2
1 + . . . + σ2

r)1/2

∥A∥ ≤ ∥A∥F ≤
√

r∥A∥

Důkaz: Platnost prvńıch dvou vztah̊u je jasná z následuj́ıćıho rozepsáńı

∥A∥ = (ρ(A∗A))1/2 ⇒ ∥A∥ = σ1

∥A∥F = ∥UΣV ∗∥F = ∥Σ∥F = (σ2
1 + . . . + σ2

r)1/2

a pak je zřejmý i ten posledńı vztah. �
Připomeňme si nyńı ještě dř́ıve prob́ırané č́ıslo podmı́něnosti a souvisej́ıćı veličiny
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Věta 6.1.11 Pro regulárńı čtvercovou matici A ∈ Cn plat́ı kromě výše uvedeného
∥A∥ = σ1 také

∥A−1∥ = σ−1
n (6.46)

Čı́slo podmı́něnosti tak m̊užeme vyjádřit vztahem

κ(A) = σ1

σn

(6.47)

Poznámka 6.1.2 Zavedeme-li následuj́ıćı značeńı pro regulárńı čtvercovou matici A ∈
Cn

maxmag(A) = max
∥x∥=1

∥Ax∥ ≡ ∥A∥, minmag(A) = min
∥x∥=1

∥Ax∥, (6.48)

pak m̊užeme psát
κ(A) = maxmag(A)/minmag(A) (6.49)

Ačkoli to vypadá, že nové označeńı nepřináš́ı nic nového, nově vyjádřené č́ıslo podmı́něnosti
naznačuje, jak souviśı s maximálńı a minimálńı dilataćı (magnifikaćı, zvěťseńım) jed-
notkových vektor̊u.

6.1.9 Aproximace pomoćı SVD s využit́ım dyadického rozvoje
Singulárńı rozklad obecné matice můžeme napsat ve tvaru dyadického rozvoje následuj́ıćım
zp̊usobem

A =
r∑

j=1
σjujv

∗
j =

r∑
j=1

Aj (6.50)

a t́ım se vraćıme k dř́ıvěǰśı vyjádřeńım, které se týkaly normálńıch matic.Analogicky,
jako pro dyadický rozvoj diagonalizovatelných matic máme pro normy matic hodnosti
1

∥Aj∥ = ∥Aj∥F = σj (6.51)

a tud́ıž také
∥A1∥ ≥ . . . ≥ ∥Ar∥ > 0. (6.52)

Dyadický rozvoj lze použ́ıt k aproximaci matice A. Praktičnost takového vyjádřeńı
vyplývá z faktu, že singulárńı č́ısla jsou v singulárńım rozkladu seřazená podle velikosti
od největš́ıch k nejmenš́ım. Konkrétně, označ́ıme-li

A(k) =
k∑

j=1
σjujv

∗
j , (6.53)

pak můžeme matici A aproximovat nějakým částečným součtem tohoto tvaru. Nejprve
si dokažme pomocné lemma.

Lemma 6.1.1 Necht’ A ∈ Cn×m, rank(A) = r. Pak pro každou matici X ∈ Cn×m

hodnosti k, kde k < r plat́ı
∥A − X∥ ≥ σk+1. (6.54)
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Důkaz: Uvažujme matici X splňuj́ıćı podmı́nky lemmatu. Dimenze jej́ıho nulového
prostoru N (X) je tedy rovna m − k. Uvažujme prostor složený z k + 1 pravých sin-
gulárńıch vektor̊u matice A, tedy prostor

V = span{v1, ..., vk+1}, (6.55)

který je zobrazen na podprostor z př́ıslušných levých singulárńıch vektor̊u. Oba pro-
story V a N (X) jsou podprostory Cm a součet jejich dimenźı je m + 1. Muśı tedy
existovat jejich netriviálńı pr̊unik. Jinými slovy, existuje nenulový vektor y takový, že

y ∈ V ∩ N (X) (6.56)

a tedy

y ∈ V ⇒ y =
k+1∑
i=1

αivi,

y ∈ N (X) ⇒ Xy = 0

Zvoĺıme-li y s jednotkovou normou, což pro nenulové y můžeme, pak pro jeho koeficienty
źıskáme implikaci

∥y∥ = 1 ⇒ 1 =
k+1∑
i=1

| αi|2. (6.57)

Upravme nyńı vztah pro (A − X)y následovně

(A − X)y = Ay − Xy = Ay − 0 =
k+1∑
i=1

αiAvi =
k+1∑
i=1

αiσiui. (6.58)

Pro eukleidovskou normu z toho dostaneme

∥(A − X)y∥2 =
k+1∑
i=1

| αi|2| σi|2 ≥ σ2
k+1

k+1∑
i=1

| αi|2 = σ2
k+1. (6.59)

Protože ale pro maticovou normu máme

∥A − X∥2 ≥ ∥(A − X)y∥2, (6.60)

dostáváme tvrzeńı věty. �
Následuj́ıćı věta vztah optimality aproximace formalizuje.

Věta 6.1.12 (Eckart-Young-Mirsky) Necht’ A ∈ Cn×m, rank(A) = r a také k < r.
Potom plat́ı, že matice A(k) realizuje minimum vzdálenosti od matice A v eukleidovské
normě. Tedy,

∥A − A(k)∥ = minX∈Cn×m, rank(X)=k∥A − X∥. (6.61)

Přitom plat́ı
∥A − A(k)∥ = σk+1. (6.62)
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Důkaz: Protože matice A(k) ∈ Cn×m definovaná výše jako

A(k) =
k∑

j=1
σjujv

∗
j , (6.63)

splňuje předpoklady Věty a přitom plat́ı

∥A − A(k)∥ =
∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣

r∑
i=1

σjujv
∗
j −

k∑
i=1

σjujv
∗
j

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ = σk+1, (6.64)

tvrzeńı plyne z předchoźıho lemmatu. �
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Kapitola 7

Problém nejmenš́ıch čtverc̊u

Tato kapitola se věnuje problému nejmenš́ıch čtverc̊u, který byl již zmı́něn výše. Moti-
vaćı formulace tohoto problému je snaha o dobrou aproximaci řešeńı soustavy v př́ıpadě,
kdy je matice soustavy obecně obdélńıková. Uvid́ıme, že tento problém přirozeně sou-
viśı s problémem regrese v matematické statistice.

7.1 Dvě základńı úlohy: problém a úplný problém
nejmenš́ıch čtverc̊u

Rozlǐsme dva základńı a souvisej́ıćı problémy. Uvažujme A ∈ Cn×m, b ∈ Cn. Neexistuje-
li přesné řešeńı problému a chceme-li řešit soustavu

Ax ≈ b (7.1)

alespoň přibližně, máme dvě základńı možnosti, jak definovat chybu splněńı této
soustavy.

7.1.1 Definice dvou problémů
Prvńı možnost je dána předpokladem, že nesplńıme úplně soustavu a budeme se snažit
o co nejmenš́ı odchylku pravé strany b, jinými slovy o co nejmenš́ı reźıduum. Druhá
možnost je, že připust́ıme i odchylku v matici A. Oba dva základńı př́ıpady tedy
nesplněńı formuluj́ı jako odchylku v zadaných datech problému. Tedy je formuluj́ı jako
přesné řešeńı změněného problému podle definice zpětné chyby.

Definice 7.1.1 Problémem nejmenš́ıch čtverc̊u (LS) pro A ∈ Cn×m, b ∈ Cn je
nalézt vektor x ∈ Cm a př́ıslušné reźıduum r ∈ Cn tak, že je splněn vztah

min
x,r

∥r∥, Ax = b + r nebo (jinak) min
x

∥b − Ax∥ (7.2)

Definice 7.1.2 Úplný problém nejmenš́ıch čtverc̊u (TLS) pro A ∈ Cn×m, b ∈ Cn

je nalézt vektor x ∈ Cm, př́ıslušné reźıduum r ∈ Cn a chybovou matici E ∈ Cn×m

splňuj́ıćı
min
x,E,r

∥(E r)∥F , (A + E)x = b + r (7.3)

93
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(E r) zde přitom reprezentuje matici o m + 1 sloupćıch složenou z reźıdua a chybové
matice.

7.1.2 Unitárńı invariance problému
Důležitým pozorováńım je, že oba zavedené problémy jsou unitárně invariantńı. Je-li
matice Q odpov́ıdaj́ıćı dimenze unitárńı, pak plat́ı pro LS, že ∥Qr∥ = ∥r∥. Analogicky
můžeme znázornit unitárńı invarianci v př́ıpadě TLS. Je totiž ∥Q[r E]∥F = ∥[r E]∥F .

7.2 LS a problémy ve statistice
Uvažujme následuj́ıćı problém v reálném oboru. Mějme n pozorováńı tvaru (xi, yi) pro
i = 1, . . . , n a předpokládejme lineárńı závislost mezi vstupy xi a výstupy yi tvaru

yi = α + βxi + ri, i = 1, . . . , n. (7.4)

Tento systém můžeme formálně zapsat také

Y = X[α β]T + R (7.5)

pro daná Y ∈ Rn, R ∈ Rn, X ∈ Rn×2. Problému nalézt dvě proměnné α a β minima-
lizuj́ıćı

∥Y − X[α β]T ∥ (7.6)

se ř́ıká ve statistice problém jednoduché regrese. Zobecněńım tohoto problému je
problém obecné lineárńı regrese, kde hledáme v́ıce neznámých. Matice X je obecně
z prostoru Rn×m a ř́ıká se j́ı někdy návrhová matice (matice regresor̊u). Problém TLS
se nazývá problém ortogonálńı regrese a je zobecněńım problému lineárńı regrese.

7.3 Charakterizace řešeńı LS
Řešeńı problému zde uvedeme nejprve ve formě několika tvrzeńı.

Věta 7.3.1 Pro A ∈ Cn×m, b ∈ Cn plat́ı, že x ∈ Cm je řešeńı LS právě tehdy, plat́ı-li

Ax = b |R(A), ∥b − Ax∥ = ∥b |N (A∗) ∥ (7.7)

Důkaz: Nebot’ můžeme psát

Cn = R(A) ⊕ N (A∗) (7.8)

pak lze také pravou stranu LS problému b rozložit na složky v těchto dvou funda-
mentálńıch prostorech následuj́ıćım zp̊usobem

b = b |N (A∗) +b |R(A) . (7.9)
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Pro obecné z ∈ Rm pak můžeme postupně psát

b − Az = b |N (A∗) +b |R(A) −Az,

∥b − Az∥2 = ∥b |N (A∗) ∥2 + ∥b |R(A) −Az∥2.

Druhá z těchto ekvivalenćı je vyjádřeńım Pythagorovy věty. Druhý člen na jej́ı pravé
straně lze vhodnou volbou z položit roven nule, protože odpov́ıdaj́ıćı rovnice je řešitelná.
Prvńı člen na pravé straně naopak nejsme schopni volbou z ovlivnit. Norma reźıdua je
tedy nejmenš́ı právě tehdy, je-li ten druhý člen roven nule. �

Poznámka 7.3.1 Je-li b ⊥ R(A), pak pravá strana LS neńı korelována s daty a je-
diným rozumným praktickým řešeńım je x = 0.

Důkaz: Je zřejmé, že b |R(A) je nulový vektor, výraz ∥b |R(A) −Az∥2 nab́ıźı triviálńı
řešeńı x = 0 (v př́ıpadě LN sloupc̊u je to jediné takové řešeńı). Pouze daľśı informace
nebo podmı́nky by mohly motivovat výběr jiného řešeńı. �

Věta 7.3.2 Jsou -li sloupce A jsou lineárně nezávislé, pak lze řešeńı LS jednoznačně
vyjádřit.

Poznámka 7.3.2 Pokud jsou sloupce A lineárně závislé, pak je fundamentálńı prostor
N (A) netriviálńı. Pak plat́ı, že x + z pro z ∈ N (A) je také řešeńı. Protože z ale nič́ım
nepřisṕıvá, je logické hledat řešeńı LS minimálńı v normě. Uvid́ıme, že takové řešeńı
je jednoznačné.

7.4 Řešeńı problému nejmenš́ıch čtverc̊u minimálńı
v normě

Věta 7.4.1 Pro A ∈ Cn×m, b ∈ Cn plat́ı, že existuje právě jedno řešeńı x ∈ Cm

problému LS, které je minimálńı v normě. Toto řešeńı je dáno vztahy

Ax = b |R(A), x ∈ R(A∗). (7.10)

Důkaz:
Zvolme x ∈ Cm. Uvažujme rozklad Cm na fundamentálńı prostory. Pak můžeme

tento vektor rozepsat jako následuj́ıćı direktńı součet

x = x |N (A) +x |R(A∗) . (7.11)

Pro LS řešeńı plat́ı

b |R(A)= Ax = Ax |N (A) +Ax |R(A∗)= 0 + Ax |R(A∗) (7.12)

Je tedy jasné, že x |R(A∗) je řešeńım LS problému, Protože ale také plat́ı, že

∥x∥2 = ∥x |N (A) ∥2 + ∥x |R(A∗) ∥, (7.13)
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tato norma je minimálńı právě tehdy, plat́ı-li x |N (A)= 0. Řešeńı LS problému minimálńı
v normě tedy muśı být v R(A∗). Zbývá ještě ukázat, že toto řešeńı je jednoznačné.
Mějme dvě taková řešeńı, která si označ́ıme x a y. Pak můžeme psát

A(x − y) = b |R(A) −b |R(A)= 0,

x − y ∈ N (A)

ale plat́ı také

x − y ∈ R(A∗)

Jediný vektor, který maj́ı společný oba fundamentálńı podprostory, je vektor nulový a
proto

x = y. (7.14)
�

7.4.1 Normálńı rovnice
Soustava normálńıch rovnic je pojmem, který s LS problémem velmi souviśı. Ne vždy
je tato soustava cestou k nejlepš́ımu praktickému postupu řešeńı ve smyslu rychlosti
nebo stability, ale v teorii nejmenš́ıch čtverc̊u hraje velmi významnou roli.

Věta 7.4.2 Necht’ A ∈ Cn×m, b ∈ Cn. Potom plat́ı, že x ∈ Cm je řešeńım LS problému
právě tehdy, je-li také řešeńım soustavy normálńıch rovnic

A∗Ax = A∗b (7.15)

Důkaz: Je-li x řešeńı LS problému, pak plat́ı Ax = b |R(A) a vynásobeńım této soustavy
matićı A∗ zleva dostaneme

A∗Ax = A∗b |R(A) . (7.16)
Tuto rovnost rozeṕı̌seme následuj́ıćım zp̊usobem

A∗Ax = A∗b |R(A)= A∗(b |R(A) +b |N (A∗)) = A∗b (7.17)

a prvńı implikace je ukázána.
Opačně, necht’ je soustava normálńıch rovnic splněna. Pak plat́ı také A∗Ax =

A∗b |R(A) a tedy i A∗(Ax − b |R(A)) = 0. To ale implikuje rovnost

Ax − b |R(A)∈ N (A∗) (7.18)

Protože ale plat́ı zároveň

Ax − b |R(A)∈ R(A), (7.19)
pak muśı být Ax = b |R(A), nebot’ rozd́ıl vektor̊u na levé straně posledńıch dvou rovnosti
je v pr̊uniku dvou komplementárńıch fundamentálńıch podprostor̊u matice A a muśı
tedy být roven nule. �
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7.5 Zp̊usoby řešeńı problému nejmenš́ıch čtverc̊u
Tato kapitola se bude věnovat praktickým procedurám řešeńı LS problému, tedy problému
nejmenš́ıch čtverc̊u. Uvedeme si několik postup̊u, přičemž budeme v prvńıch třech
př́ıpadech předpokládat, že matice soustavy A ∈ Cn×m má plnou sloupcovou hod-
nost. Předpokládáme tedy n ≥ m. V př́ıpadě, že matice nemá plnou sloupcovou hod-
nost, řeš́ıćı algoritmy bývaj́ı komplikovaněǰśı, protože muśı použ́ıvat obvykle kombinaci
v́ıce technik.

7.5.1 QR rozklad
Uvažujme QR rozklad ve tvaru

A = QR = Q

(
Rm

0

)
. (7.20)

Pak můžeme psát

min
x

∥b − Ax∥ = min
x

∥b − QRx∥ = min
x

∥Q∗(b − QRx)∥ = min
x

∥Q∗b − Rx∥ (7.21)

Výraz na pravé straně můžeme podrobněji rozepsat s použit́ım následuj́ıćıho značeńı

Q = [q1, . . . , qn] =
(
Qm Q⊥

m

)
span([q1, . . . , qm]) = R(A)

span([qm+1, . . . , qn]) = R(A)⊥ ≡ N (A∗)

Pak vid́ıme, že

Q∗b − Rx =
(

Q∗
mb

(Q⊥
m)∗b

)
−
(

Rm

0

)
x =

(
Q∗

mb − Rmx
(Q⊥

m)∗b

)
(7.22)

Vztah muśı platit po blokových komponentách, což dává

Rmx = Q∗
mb

min
x

∥b − Ax∥ = ∥(Q⊥
m)∗b∥

Pouze prvńı bloková rovnice obsahuje vektor x. Nav́ıc, vzhledem k tomu, že jsme
předpokládali plnou sloupcovou hodnost matice A, pak je matice Rm regulárńı, to jest,
má na diagonále nenulová č́ısla. Vektor Q∗

mb je vektor dimenze m a tato prvńı bloková
rovnice má tedy právě jedno řešeńı. Druhá bloková komponenta obsahuje reźıduum LS
problému. V praxi se matice Q∗ může konstruovat pouze implicitně a aplikovat zároveň
s rozkladem i na pravou stranu. Má-li matice A dobře určenou plnou sloupcovou hod-
nost, je Rm regulárńı a použit́ı QR rozkladu pro řešeńı LS problému je vhodné.
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7.5.2 Použit́ı normálńıch rovnic
Snadno nahlédneme, že v př́ıpadě plné sloupcové hodnosti matice A je postup dobře
definovaný a ekvivalentńı použit́ı QR rozkladu, jak vid́ıme z následuj́ıćı sady ekviva-
lenćı.

A∗Ax = A∗b ⇔ R∗Rx = R∗Q∗b ⇔ R∗
mRmx = R∗

mQ∗
mb ⇔ Rmx = Q∗

mb (7.23)

Samotný termı́n řešeńı soustavy normálńıch rovnic, ale obvykle naznačuje, že použijeme
Choleského faktorizaci. To lze učinit na základě následuj́ıćıch ekvivalenćı, přičemž plná
sloupcová hodnost ukazuje, že Choleského faktorizaci lze korektně použ́ıt.

A∗Ax = A∗b, A∗A = LL∗ ⇔ x = (LL∗)−1A∗b (7.24)
Postup může být výhodný, je-li n ≫ m. Dimenze soustavy normálńıch rovnic je totiž
právě m. Na druhou stranu, nevýhoda postupu je v následuj́ıćı vlastnosti týkaj́ıćı se
podmı́něnosti matice soustavy normálńıch rovnic.

κ(A∗A) = σ1(A∗A)
σm(A∗A)

= σ2
1(A)

σ2
m(A)

= κ2(A). (7.25)

Vid́ıme, že č́ıslo podmı́něnosti systému normálńıch rovnic je kvadrátem p̊uvodńıho č́ısla
podmı́něnosti, což znamená, že řešeńı je mnohem citlivěǰśı na změny v reźıduu.

7.5.3 Řešeńı rozš́ı̌reného systému
Napǐsme si nejprve vyjádřeńı soustavy, ze které źıskáme řešeńı LS problému a definujme
výsledné reźıduum výrazem δ.

Ax = b |R(A)

δ = b − Ax = b − b |R(A)∈ N (A∗)
⇓

A∗δ = 0

Jak jsme viděli dostali jsme soustavu dvou soustav rovnic, kterou zaṕı̌seme kompaktně
následuj́ıćım zp̊usobem. (

I A
A∗ 0

)(
δ
x

)
=
(

b
0

)
(7.26)

Tomuto ekvivalentńımu tvaru řešeńı LS problému se ř́ıká rozš́ı̌rená soustava rovnic.
Př́ıslušná matice soustavy se nazývá rozš́ı̌rená matice. Kĺıčem k použit́ı této soustavy
v řešeńı LS problému je následuj́ıćı věta, kde uvažujeme mı́rně obecněǰśı verzi rozš́ı̌rené
matice.

Lemma 7.5.1 Necht’ A ∈ Cn×m, rank(A) = m, n ≥ m, B ∈ Cn×n HPD. Pak je
matice

C =
(

B A
A∗ 0

)
(7.27)

regulárńı, hermitovská a indefinitńı.



7. Problém nejmenš́ıch čtverc̊u 99

Důkaz: Rozš́ı̌rená matice je zřejmě hermitovská. To, že je také regulárńı, dokážeme
sporem. Uvažujme rozš́ı̌renou soustavu s nulovou pravou stranou. Nebot’ Bδ + Ax = 0
a matice B je regulárńı, pak dostáváme

δ + B−1Ax = 0. (7.28)

Z druhé rovnice v rozš́ı̌reném systému plyne A∗δ = 0 a dosazeńım do předchoźıho
vztahu vynásobeného matićı A∗ zleva pak dostaneme

A∗δ + A∗B−1Ax = A∗B−1Ax = 0. (7.29)

Ale A∗B−1A je regulárńı (A má podle zadáńı plnou sloupcovou hodnost) a proto x = 0,
tud́ıž i δ = 0. Jinak lze vidět regularitu i z toho, že −A∗B−1A je Schur̊uv doplněk
regulárńı matice B v C. Protože je B regulárńı, je-li i C regulárńı.

Třet́ı vlastnost, kterou máme dokázat, je indefinitnost matice C. Jinými slovy,
abychom dokázali, že matice C je indefinitńı, muśıme dokázat, že má kladná i záporná
vlastńı č́ısla. Uvažujme nenulový vektor

(
0 . . . 0 vn+1 . . . vm+n

)T
. Plat́ı v∗Cv =

0. Uvažujme Schur̊uv rozklad hermitovské matice (Λ je diagonálńı) v následuj́ıćım tvaru

C = SΛS∗ =
(
s1 . . . sn+m

)
diag(λ1, . . . , λn+m)

(
s1 . . . sn+m

)∗
(7.30)

0 = v∗SΛS∗v =
n+m∑
i=1

λi|s∗
i v|2 (7.31)

Protože je C regulárńı, pak jsou všechna vlastńı č́ısla nenulová. Dále, protože je v
nenulový, pak muśı platit S∗v ̸= 0, protože vektory v S tvoř́ı bázi celého prostoru
C (n+m)×(n+m). Dále tedy muśı existovat kladná i záporná nenulová vlastńı č́ısla, aby
ta suma dala dohromady nulu.

�

7.5.4 Singulárńı rozklad
Uvažujme ekonomický singulárńı rozklad A = UrΣrV

∗
r . Řešeńı problému nejmenš́ıch

čtverc̊u minimálńı v normě je dáno vztahy

Ax = b |R(A), x ∈ R(A∗). (7.32)

Protože transformace pravé strany je dána projekćı na R(A), plat́ı b |R(A)= UrU
∗
r b a

můžeme psát
UrΣrV

∗
r x = UrU

∗
r b (7.33)

Matice Ur reprezentuje ortonormálńı bázi R(A) a proto se rovnaj́ı i souřadnice v této
bázi. To jest,

V ∗
r x = Σ−1

r U∗
r b (7.34)

Protože hledáme x ∈ R(A∗), pak je můžeme vyjádřit ve tvaru x = Vry, protože Vr je
báze fundamentálńıho prostoru R(A∗). Tedy

y = V ∗
r x = Σ−1

r U∗
r b. (7.35)

Tvrzeńı, které jsme odvodili, můžeme zformulovat jako následuj́ıćı větu.
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Věta 7.5.1 Necht’ A ∈ Cn×m, b ∈ Cn a A = UrΣrV
∗

r je ekonomický singulárńı rozklad
matice A. Pak plat́ı, že

x = VrΣ−1
r U∗

r b = A†b (7.36)

je řešeńı problému nejmenš́ıch čtverc̊u minimálńı v normě.



Kapitola 8

Problém vlastńıch č́ısel

V této kapitole budeme diskutovat řešeńı problému vlastńıch č́ısel, který v obecné
formulaci hledá vlastńı č́ısla a jim př́ıslušné vlastńı vektory. Obecně se hovoř́ı o dvou
typech tohoto problému: o částečném problému vlastńıch č́ısel a úplném problému
vlastńıch č́ısel. Pro řešeńı prvńıho typu problému, jehož úkolem je naj́ıt nějaká, často
extremálńı, vlastńı č́ısla a jim př́ıslušné vlastńı vektory, zde uvedeme několik možných
postup̊u. Různé př́ıstupy , které zde zmı́ńıme, se rozlǐsuj́ı mimo jiné podle typu matice,
které se problém vlastńıch č́ısel týká.

8.1 Částečný problém vlastńıch č́ısel
Základńım algoritmem této skupiny je mocninná metoda, která v nejjednodušš́ım
př́ıpadě hledá pouze jedno dominantńı vlastńı č́ıslo a př́ıslušný vlastńı vektor dané
matice. Dominantńım vlastńım č́ıslem mysĺıme to vlastńı č́ıslo, které je v absolutńı
hodnotě největš́ı. V následuj́ıćım algoritmu existenci jediného dominantńıho vlastńıho
č́ısla předpokládáme.

8.1.1 Mocninná metoda
Algoritmus mocninné metody je uveden ńıže. Pro matici A ∈ Cn×n a počátečńı vektor
v1 ∈ Cn spoč́ıvá tento algoritmus v tvořeńı posloupnosti

v1, v2 = Av1, . . . , vk = Avk−1, k = 1, . . . . (8.1)

Tyto vektory jsou v každém pr̊uchodu cyklem algoritmu normalizovány. Poměrový
vztah na řádku 5 algoritmu, kterým se poč́ıtá odhad vlastńıho č́ısla, přepsaný pro
nenormalizovaný vektor w má tvar

µ = wT Aw

wT w
(8.2)

se nazývá Rayleigh̊uv kvocient.

Algoritmus 8.1.1 Mocninná metoda
Input: Matice A ∈ Cn×n s vlastńımi č́ısly λ1, . . . , λn, |λ1| > |λ2| ≥ . . . ≥ |λn|,

101
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počátečńı vektor v0 ∈ Cn

Output: Aproximace µk, vk jediného dominantńıho vlastńıho č́ısla λ1 a jemu př́ıslušného
vlastńıho vektoru.
1. v0 = v0/∥v0∥
2. for k = 1, 2, . . . do
3. w = Avk−1
4. vk = w/∥w∥
5. µk = v∗

kAvk

6. end k

Následuj́ıćı věta obsahuje základńı výsledek, který se týká konvergence mocninné
metody pro jednoduchý speciálńı př́ıpad matice A. Konkrétně předpokládáme, že ma-
tice A je hermitovská, protože to je v souladu s daľśım standardńım děleńım problémů
vlastńıch č́ısel, a sice na problémy hermitovské a nehermitovské.

Věta 8.1.1 Necht’ A ∈ Rn×n je hermitovská matice s vlastńımi č́ısly λ1, . . . , λn, pro
která plat́ı

|λ1| > |λ2| ≥ . . . ≥ |λn|. (8.3)
Necht’ u1 je vlastńı vektor matice A takový, že Au1 = λ1u1. Uvažujme algoritmus
mocninné metody. Necht’ startovaćı normalizovaný vektor v0 ∈ Cn splňuje α1 = u∗

1v0 ̸=
0. Pak plat́ı

lim
k→∞

vk

sgn(α1λk
1)

= u1

∥u1∥
(8.4)

a také
lim

k→∞
µk ≡ v∗

kAvk = λ1. (8.5)

Důkaz: Uvažujme Schur̊uv rozklad hermitovské matice ve tvaru A = UΛU∗. Pak
můžeme postupně psát

v0 =
n∑

i=1
αiui

Akv0 =
n∑

i=1
αiλ

k
i ui, k ≥ 1

Akv0 = α1λ
k
1

u1 +
n∑

i=2

αi

α1

(
λi

λ1

)k

ui

 = α1λ
k
1 (u1 + yk) , k ≥ 1

Protože α1 ≡ u∗
1v0 ̸= 0 a dále také plat́ı

v1 = Av0

∥Av0∥
, v2 = Av1

∥Av1∥
= AAv0/∥Av0∥

∥ AAv0/∥Av0∥ ∥
= AAv0

∥ AAv0∥
= A2v0

∥A2v0∥
, (8.6)

a tedy obecně pro k ≥ 2

vk = Avk−1

∥Avk−1∥
= AAvk−2/∥Avk−2∥

∥ AAvk−2/∥Avk−2∥ ∥
= AAvk−2

∥ AAvk−2∥
= . . . = Akv0

∥Akv0∥
, (8.7)
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pak můžeme psát pro k ≥ 1

vk = α1λ
k
1 (u1 + yk)

∥α1λk
1 (u1 + yk) ∥

= sgn(α1λ
k
1) (u1 + yk)

∥ (u1 + yk) ∥
, (8.8)

kde yk → 0. Pak tedy plat́ı

lim
k→∞

(u1 + yk)/sgn(α1λ
k
1) = u1

a tedy také
lim

k→∞
vk/sgn(α1λ

k
1) = u1/∥u1∥, (8.9)

což je prvńı hledaný vztah. Dále plat́ı

lim
k→∞

µk ≡ lim
k→∞

v∗
kAvk = λ1,

jak plyne z definice Rayleighova kvocientu, který jsme ztotožnili s odhadem vlastńıho
č́ısla. Poznamenejme, že rychlost konvergence výrazu (u1 + yk)/sgn(α1λ

k
1) k vlastńımu

vektoru u1 je lineárńı a je dána pod́ılem |λ2/λ1|. �
Počátečńı vektor se často voĺı náhodně. Předpoklad nenulovosti α1 z předchoźı

věty je tak splněna s velkou pravděpodobnost́ı. Věta se dá formulovat i za slabš́ıch
předpoklad̊u, např́ıklad pro matice obecně diagonalizovatelné nebo ještě obecněǰśı,
kde se v d̊ukaze použij́ı vlastnosti Jordanovy kanonické formy. Daľśı zobecněńı je
možné źıskat obměnou vztahu mezi absolutńımi hodnotami vlastńıch č́ısel dané matice.
Všechny tyto změny ale přisṕıvaj́ı k hlavńı linii d̊ukazu předevš́ım technicky.

8.1.2 Mocninná metoda a algoritmus pagerank
V této kapitole budeme pracovat s objekty v reálném oboru. Uvažujme systém n
webových stránek. Zaved’me si následuj́ıćı ohodnoceńı d̊uležitosti webové stránky Pi

nazvané pagerank a označené jako r(Pi).

r(Pi) =
∑

Pj∈BPi

r(Pj)
|Pj|

, (8.10)

kde BPi
je množina stránek, které na Pi ukazuj́ı a |Pj| označuje celkový počet odkaz̊u

z Pj na jiné webové stránky. T́ım, že tato ohodnoceńı jsou vzájemně závislá, Brin a
Page navrhli iteračńı proceduru, jak je spoč́ıtat. Konkrétně, poč́ıtali rk(Pi) pro i =
1, . . . , n; k = 1, . . ., kde

rk+1(Pi) =
∑

Pj∈BPi

rk(Pj)
|Pj|

, k = 1, . . . (8.11)

s počátečńımi hodnotami r0(Pi) = 1/n, kde P1, . . . , Pn jsou uvažované webové stránky.
Uvažujme následuj́ıćı orientovaný graf, který ukazuje vzájemné odkazováńı šesti

webových stránek P1, . . . , P6.
Zvoĺıme-li na počátku všechna ohodnoceńı (pagerank) rovna 1/6, pak postupně

źıskáváme
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1 2

3

6 5

4

Obrázek 8.1.1: Orientovaný graf, který ukazuje vzájemné odkazováńı šesti webových
stránek.

iterace 0 iterace 1 iterace 2
1/6 1/18 1/36
1/6 5/36 1/18
1/6 1/12 1/36
1/6 1/4 17/72
1/6 5/36 11/72
1/6 1/6 14/72

Na základě velikosti ohodnoceńı soud́ıme na d̊uležitost stránky. Zkusme si nyńı
formulovat problém maticově. Zaved’me matici, ve které budou převrácené hodnoty
počtu odkaz̊u na jiné webové stránky. Konkrétně, zaved’me pro náš př́ıklad matici H
následovně tak, že

Hij = 1/|Pi|, (8.12)
je-li odkaz z i na j.

H =



0 1/2 1/2 0 0 0
0 0 0 0 0 0

1/3 1/3 0 0 1/3 0
0 0 0 0 1/2 1/2
0 0 0 1/2 0 1/2
0 0 0 1 0 0


(8.13)

a dále zaved’me vektor

πT
k =

(
rk(P1) rk(P2) rk(P3) rk(P4) rk(P5) rk(P6)

)
. (8.14)

Pak můžeme pro iteraci výše uvedeného algoritmu psát

πk+1 = HT πk. (8.15)

No a to neńı nic jiného než mocninná metoda aplikovaná na matici HT . Matice HT je
velmi bĺızká matici stochastické (matice s nezápornými prvky, jej́ıž sloupcové součty
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jsou jedna. Mohou se v ńı vyskytovat sloupce se samými nulami, které odpov́ıdaj́ı
vrchol̊um, ze kterých nevedou žádné odkazy. Takové matici se ř́ıká substochastická.

Věta 8.1.2 Je-li matice HT stochastická a nerozložitelná (HT se nedá převést sy-
metrickou permutaćı na blokově trojúhelńıkový tvar, který má v́ıce než jeden diagonálńı
blok s pozitivńı dimenźı), existuje právě jeden vektor ohodnoceńı (pagerank). Je-li nav́ıc
aperiodická (neexistuje takové k > 1, že Hk = H), iteračńı metoda k němu konverguje
nezávisle na startovaćım vektoru.

Tyto vlastnosti se źıskávaj́ı modifikacemi p̊uvodńı matice. Např́ıklad, stochasticita se
źıská nahrazeńım nulových sloupc̊u vektory s prvky 1/n.

8.1.3 Krylov̊uv prostor a Arnoldiho algoritmus
Budeme předpokládat, že matice A ∈ Cn×n je čtvercová. Jedńım z nejd̊uležitěǰśıch
iteračńıch postup̊u na řešeńı částečného problému vlastńıch č́ısel je Arnoldiho algorit-
mus, který pro k = 1, . . . konstruuje vektory v1, . . . , vk+1 ∈ Cn, matici Hk ∈ C k×k v
horńım Hessenbergově tvaru a skalár hk+1,k které splňuj́ı vztah

AVk = VkHk + hk+1,kvk+1e
T
k (8.16)

a kde Vk =
(
v1, . . . , vk

)
je báze k-tého Krylovova prostoru

Kk(A, b) = span{b, Ab, . . . , Ak−1b} (8.17)

Algoritmus 8.1.2 Arnoldiho algoritmus
Input: A = [aij] ∈ Cn×n, v ∈ Cn

Output: Matice Hk ∈ C k×k v horńım Hessenbergově tvaru a ON báze Vk k-tého Kry-
lovova prostoru takové, že plat́ı V ∗

k AVk = Hk

1. v1 = v/∥v∥
2. for k = 1, 2, . . . do
3. w = Avk

4. for i = 1 : k do
5. hik = v∗

i w
6. w = w − hikvi

7. end i
8. hk+1,k = ∥w∥
9. vk+1 = w/hk+1,k

10. end k

Lemma 8.1.1 Poddiagonálńı prvky matice Hk jsou reálné a kladné.

Důkaz: Poddiagonálńı prvky matice Hk jsou normalizačńı koeficienty a muśı tedy být
reálné a kladné. �
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Poznámka 8.1.1 Připomeňme si, že

• VkV ∗
k je ortogonálńı projektor na k-tý Krylov̊uv prostor Kk(A, v).

• VkV ∗
k A je ortogonálńı zúžeńı operátoru reprezentovaného matićı A na Kk(A, v)

ve standardńı bázi. To jest, např́ıklad plat́ı

x ∈ Kk(A, v) =⇒ VkV ∗
k Ax ∈ Kk(A, v) (8.18)

Pozorováńı 8.1.1 Existuje d(A, v) ∈ N, 1 ≤ d ≤ n takové, že pro d > 1 plat́ı

span{v} ≡ K1(A, v) ( . . . ( Kd−1(A, v) ( Kd(A, v)
≡ {v, Av, . . . , Ad−1v}
≡ {v, Av, . . . , Adv}
= Kd+1(A, v) = . . . = Kn(A, v),

př́ıpadně pro triviálńı př́ıpad d = 1 plat́ı

span{v} ≡ K1(A, v) ≡ {v, . . . , Ad−1v}
≡ {v, . . . , Adv}
= Kd+1(A, v) = . . . = Kn(A, v).

Tomuto d(A, v) se ř́ıká maximálńı dimenze (stupeň) Krylovova prostoru genero-
vaného uspořádanou dvojićı (A, v).

Lemma 8.1.2 Necht’ A ∈ Cn×n, v ∈ Cn, k < d(A, v). Necht’ jsou dále matice Vk ∈
Cn×k, Hk ∈ C k×k matice z Arnoldiho algoritmu, vk+1 ∈ Cn a necht’ {µ, y} je vlastńı
pár matice Hk. Pak {µ, x}, x = Vky splňuj́ı

∥Ax − µx∥ = hk+1,k|eT
k y|, Ax − µx ⊥ Kk(A, v). (8.19)

Důkaz: Aplikujeme-li obě strany následuj́ıćı rovnosti na vlastńı vektor y matice Hk

AVk = VkHk + hk+1,kvk+1e
T
k (8.20)

dostaneme

AVky = VkHky + hk+1,kvk+1e
T
k y = µVky + hk+1,kvk+1e

T
k y. (8.21)

Pro x = Vky pak plyne
Ax − µx = hk+1,kvk+1e

T
k y, (8.22)

z čehož plynou obě dvě tvrzeńı. Prvńı z nich t́ım, že aplikujeme na posledńı vztah
normu, druhé z nich je d̊usledkem toho, že Ax − µx je násobkem vk+1 a tud́ıž kolmé
na vektory báze Krylovova prostoru Vk. �
Speciálńı př́ıpad tvrzeńı je uveden v následuj́ıćı poznámce.
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Poznámka 8.1.2 Necht’ k = d ≡ d(A, v). Pak ve vytvářeném Krylovovu prostoru nelze
naj́ıt vektor lineárně nezávislý na vektorech dosud zkonstruované báze Vk. Plat́ı tedy

AVk = VkHk (8.23)

Je-li {µ, y} je vlastńı pár matice Hk, pak je {µ, Vky} vlastńı pár matice A nebot’ plat́ı

AVky = VkHky = µVky. (8.24)

Vektory y nazýváme Ritzovy vektory a č́ısla µ nazýváme Ritzova č́ısla př́ıslušného
problému vlastńıch č́ısel.

8.1.4 Lanczos̊uv algoritmus
V př́ıpadě, že matice A ∈ Cn×n je čtvercová a hermitovská, pak je speciálńım př́ıpadem
Arnoldiho algoritmu Lanczos̊uv algoritmus, který má mnoho zaj́ımavých souvis-
lost́ı v r̊uzných oblastech matematiky. Nı́že uvid́ıme výrazně silněǰśı tvrzeńı o kvalitě
dosažené aproximace problému vlastńıch č́ısel než v př́ıpadě obecného Arnoldiho algo-
ritmu.

Lemma 8.1.3 Matice Hk v Lanczosově algoritmu je tridiagonálńı.

Důkaz: Ze vztahu
AVk = VkHk + hk+1,kvk+1e

T
k (8.25)

snadno dostaneme přenásobeńım matićı V ∗
k zleva a přeuspořádáńım člen̊u

Hk = V ∗
k AVk = V ∗

k A∗Vk = (V ∗
k AVk)∗ = H∗

k , (8.26)

z čehož plyne tvrzeńı, protože Hk je v horńım Hessenbergově tvaru. �

Lemma 8.1.4 Matice Hk v Lanczosově algoritmu je reálná a symetrická.

Důkaz: To, že jsou diagonálńı prvky reálné plyne z faktu, že Hk je hermitovská. Poddi-
agonálńı prvky Hk a t́ım pádem i naddiagonálńı prvky Hk jsou reálné a kladné, protože
to jsou normalizačńı koeficienty i v obecněǰśı proceduře – Arnoldiho algoritmu. �
Speciálńı značeńı, které budeme použ́ıvat pro základńı vztah v př́ıpadě Lanczosova
algoritmu je následuj́ıćı

AVk = VkTk + βk+1vk+1e
T
k , (8.27)

kde

Tk =



α1 β2
β2 α2 β3

β3
. . . . . .
. . . . . . βk

βk αk

 . (8.28)

Rozepsáńım vztahu pro jednotlivé sloupce dostaneme
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βj+1vj+1 = Avj − αjvj − βjvj−1, j = 1, . . . , k, v0 = 0, β1 = 0. (8.29)
Předpokládáme přitom, že v1 je normalizovaný startovaćı vektor, často zvolený náhodně.
Postup pak můžeme zapsat ve formě algoritmu, kde podstatnou součást́ı postupu je
normalizace vektor̊u ve Vk.

Algoritmus 8.1.3 Lanczos̊uv algoritmus
Input: Hermitovská matice A = [aij], počátečńı vektor v ∈ Cn

Output: Reálná symetrická tridiagonálńı matice Tk a ON báze k-tého Krylovova pro-
storu Vk takové, že plat́ı V ∗

k AVk = Tk

1. v0 = 0, v1 = v/∥v∥, β1 = 0
2. for k = 1, 2, . . . do
3. w = Avk − βkvk−1
4. αk = v∗

kw
5. w = w − αkvk

6. βk+1 = ∥w∥
7. vk+1 = w/βk+1
8. end k

Následuj́ıćı lemma ukazuje, že Lanczos̊uv algoritmus dává mnohem lepš́ı záruky na
výsledek než Arnoldiho algoritmus.

Lemma 8.1.5 Necht’ A ∈ Cn×n s vlastńımi č́ısly λ1, . . . , λn je hermitovská matice.
Necht’ dále v ∈ Cn je nenulový počátečńı vektor Lanczosova algoritmu a uvažujme
k < d(A, v). Necht’ {µi, yi} jsou př́ıslušné vlastńı páry matice Tk generované t́ımto
algoritmem pro i = 1, . . . , k. Pak

min
j=1,..., n

|λj − µi| ≤ βk+1|eT
k yi|. (8.30)

Důkaz: Z obecného tvrzeńı pro Arnoldiho algoritmus v́ıme, že plat́ı ∥Axi − µixi∥ =
βk+1|eT

k yi| pro xi = Vkyi. Dále zd̊urazněme, že v tomto textu pokládáme vlastńı vektory
vždy normalizované, to jest s normou rovnou jedné. Necht’ A = UΛU∗ je Schur̊uv
rozklad s diagonálńı matićı Λ (diagonalizace normálńı matice A). Definujme w = U∗xi.
Pak máme

∥Axi − µixi∥ = ∥UΛU∗xi − µixi∥ = ∥ΛU∗xi − µiU
∗xi∥ =

∥Λw − µiw∥ = ∥diag(λ1 − µi, . . . , λn − µi)w∥ ≥
min

j=1,..., n
|λj − µi| ∥w∥ = min

j=1,..., n
|λj − µi| ∥U∗xi∥ = min

j=1,..., n
|λj − µi| ∥xi∥

Následně,

min
j=1,..., n

|λj − µi| ≤ ∥Axi − µixi∥
∥xi∥

= βk+1
|eT

k yi|
∥xi∥

(8.31)

Protože jsou vektory yi normalizovány, tak plat́ı

∥xi∥ = ∥Vkyi∥ = ∥yi∥ = 1 (8.32)

a tvrzeńı je tak dokázáno. �
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8.1.5 Porovnáńı Lanczosova a Arnoldiho algoritmu
Lanczos̊uv algoritmus má nižš́ı počet operaćı než Arnoldiho algoritmus, protože v
každém kroku ortogonalizujeme jen v̊uči jednomu vektoru. Nejnáročněǰśı operace v
každém kroku je tak pouze násobeńı matićı A.

Na druhé straně, teoretické záruky Lanczosova algoritmu jsou výrazně větš́ı než u
Arnoldiho algoritmu, jak plyne z porovnáńı př́ıslušných uvedených tvrzeńı.
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Kapitola 9

Př́ımé metody a hermitovské
indefinitńı matice

Důvodem, proč př́ımé metody pro tyto matice je vhodné diskutovat samostatně, je ob-
vykle požadovaná symetrie rozkladu. Abychom si demonstrovali složitost problému,
uvažujme následuj́ıćı symetrický rozklad. Rozkládaná matice je zřejmě indefinitńı,
protože má vlastńı č́ısla ϵ − 1 a ϵ + 1.

A =
(

ϵ 1
1 ϵ

)
=
(

1
1/ϵ 1

)(
ϵ

ϵ − 1/ϵ

)(
1 1/ϵ

1

)
(9.1)

V tomto rozkladu vid́ıme zřejmou nestabilitu danou r̊ustem velikosti (absolutńıch hod-
not) prvk̊u. Jednostrannou řádkovou permutaci z GEPP nemůžeme pro kontrolu r̊ustu
prvk̊u uvažovat, nechceme-li ztratit symetrii, která může být podstatná pro aplikace,
ze kterých matice pocháźı. Permutovat tedy muśıme symetricky podle schématu

A → PAP T ,

jak jsme o tom již hovořili výše. Bude-li mı́sto veličiny ϵ nula, LDLT rozklad s dia-
gonálńı matićı D nebude existovat. Dá se ukázat, že v takovém př́ıpadě se standardńı
rozklad může trochu zobecnit a použ́ıt rozklad

LDLT , (9.2)

kde matice D je blokově diagonálńı s bloky o velikosti 1 × 1 a 2 × 2. Pro pivotaci
pak existuj́ı r̊uzná pivotačńı schémata, která se nazývaj́ı podle těch, co je navrhli,
např́ıklad Bunch̊uv-Kaufmann̊uv algoritmus a Bunch̊uv-Parlett̊uv algoritmus. Motivaćı
pro užitečnost blok̊u velikosti 2 × 2 je fakt, že v př́ıpadě, že velikosti jeho diagonálńıch
prvk̊u jsou malé a velikosti jeho mimodiagonálńıch prvk̊u jsou velké (ve svých ab-
solutńıch hodnotách), pak blokový rozklad může přispět k malému r̊ustu nenulových
prvk̊u v pr̊uběhu rozkladu. Konkrétně, inverze matice A z (9.1) je rovna

1
ϵ2 − 1

(
ϵ −1

−1 ϵ

)
(9.3)

a násobeńı touto matićı, což je operace rozkladu analogická děleńı diagonálńım prvkem,
nevede k rychlému r̊ustu prvk̊u. Růst v rozkladu hermitovských indefinitńıch matic se
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dá stejně jako v př́ıpadě LU rozkladu charakterizovat r̊ustovým faktorem. Postupem
ztedy ı́skáme rozklad s obecně symetrickou permutaćı aplikovanou zleva na řádky a
analogicky na sloupce, kde matice D je blokově diagonálńı. Řešeńı je pak poč́ıtáno
v několika kroćıch a odvozeno podobně, jako v předcházej́ıćıch variantách Gaussovy
eliminace.

PAP T = LDL∗

Lz = Pb, Dw = z, L∗y = v, x = Py

Př́ıklady algoritmů pro taková schémata nyńı uvedeme ve formě algoritmů.

Algoritmus 9.0.1 Krok úplné pivotace podle Bunche a Parletta (1971)

1. Polož α = (1 +
√

17)/8 ≈ 0.64
2. Nalezni akk: diagonálńı prvek maximálńı velikosti
3. Nalezni aij: mimodiagonálńı prvek maximálńı velikosti (i < j)
4. if |akk| ≥ α|aij| then
5. použij akk jako 1 × 1 pivot (hotovo pro akk = 0)
6. else
7. použij

(
aii aij

aji ajj

)
jako blokový 2 × 2 pivot

8. end if

Algoritmus, který provád́ı úplnou diagonálńı pivotaci je velmi stabilńı, ale jeho
implementace na rozklad ř́ıdkých indefinitńıch matic muže být velmi drahá. Problém
efektivńıho postupu v př́ıpadě ř́ıdkých matic řeš́ı do značné mı́ry pivotace podle Bunche
a Kaufmannové, jej́ıž jeden krok je uveden v následuj́ıćım algoritmu.

Algoritmus 9.0.2 Krok úplné pivotace podle Bunche a Kaufmannové (1977)
1. α = (1 +

√
17)/8 ≈ 0.64

2. i = 1 (možná varianta, kde i splnuje |aii| ≥ α|akk| mezi všemi k
3. Nalezni j ̸= i takové, že aji = max{|aki|, k ̸= i} =: λ
4. if |aii| ≥ αλ then
5. použij aii jako 1 × 1 pivot
6. else
7. σ = max{|akj|, k ̸= j}
8. if |aii|σ ≥ αλ2 then
9. use aii jako 1 × 1 pivot
10. else if |ajj| ≥ ασ then
11. použij ajj as a 1 × 1 pivot
12. else
13. použij

(
aii aij

aji ajj

)
jako blokový 2 × 2 pivot
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14. end if
15. end if

Schématicky si můžeme znázornit, které prvky jsou v jednom kroku Algoritmu 9.0.2
testovány, následuj́ıćım zp̊usobem.

d . . λ . . .
. . . . . . .
. . . . . . .
λ . . c . σ .
. . . . . . .
. . . σ . . .
. . . . . . .


Růstový faktor je v tomto algoritmu omezen hodnotou (2.57)n−1, což je o něco v́ıc

než v př́ıpadě standardńı částečné pivotace LU rozkladu.
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Kapitola 10

Iteračńı metody pro řešeńı soustav
rovnic

Uvažujme řešeńı soustavy lineárńıch rovnic

Ax = b (10.1)

s regulárńı matićı soustavy A ∈ Cn×n, pravou stranou b ∈ Cn a hledaným řešeńım x ∈
Cn. Zat́ımco rozklady, které jsme v textu uvedli, vedou na skupinu metod př́ımých,
v této kapitole se budeme věnovat některým metodám iteračńım.

10.1 Klasické stacionárńı iteračńı metody

10.1.1 Základńı fakta
Stacionárńı iteračńı metody jsou založeny na statickém štěpeńı matice A následuj́ıćıho
typu

A = M − N, (10.2)

kde předpokládáme, že M je regulárńı a snadno invertovatelná. Pak můžeme psát
následuj́ıćı posloupnost úprav.

Ax = b

(M − N)x = b

(M − (M − A))x = b

Mx = b + (M − A)x
x = x + M−1(b − Ax)

Budeme-li posledńı uvedenou rovnost (př́ıpadně předposledńı uvedenou rovnost) považovat
za definičńı transformaci, kde aproximaci řešeńı na pravé straně přǐrad́ıme novou
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aproximaci na levé straně, pak máme celý proces konstrukce posloupnosti aproximaćı
x0, x1, . . . , xk, . . . shrnutý následovně

xk+1 = xk + M−1(b − Axk) = (I − M−1A)xk + M−1b; k = 0, . . .

Matici I − M−1A budeme nazývat iteračńı matice.

10.1.2 Chyba a konvergence stacionárńıch iteračńıch metod
Uvažujme zavedenou posloupnost iteraćı a přesné řešeńı soustavy x. Pak můžeme psát
pro chybu v kroku k + 1 následuj́ıćı vztah

x − xk+1 = (I − M−1A)(x − xk) = (I − M−1A)k+1(x − x0). (10.3)

Zavedeme-li výraz pro chybu řešeńı ek = x − xk pak máme

ek+1 = (I − M−1A)k+1e0. (10.4)

Máme tedy vztah pro změnu chyby, ale nikoli chybu samotnou. Přechodem k normě
źıskáme

∥ek+1∥
∥e0∥

= ∥x − xk+1∥
∥x − x0∥

≤ ∥(I − M−1A)k+1∥ ≤ ∥(I − M−1A)∥k+1. (10.5)

Pro posuzováńı konvergence těchto iteračńıch metod je d̊uležitý následuj́ıćı vztah.

Věta 10.1.1 Nutnou a postačuj́ıćı podmı́nkou, aby iteračńı posloupnost definovaná v
(10.3) konvergovala pro libovolnou volbu počátečńıho přibĺı̌zeńı je vztah

ρ(I − M−1A) < 1, (10.6)

kde ρ(I−M−1A) nazýváme poloměr konvergence matice I−M−1A a je roven maximálńı
absolutńı hodnotě nějakého vlastńıho č́ısla matice I −M−1A. Věta se dá snadno dokázat
pomoćı podobnostńı transformace iteračńı matice na blokově diagonálńı matici složenou
z Jordanových blok̊u a rozepsáńım mocnin těchto Jordanových blok̊u.

Poznámka 10.1.1 Poznamenejme, že poloměr konvergence iteračńı matice ρ(I−M−1A)
m̊uže být také zapsán ve tvaru

ρ(I − M−1A) = lim
k→∞

∥((I − M−1A)k)∥1/k < 1 (10.7)

Následuj́ıćı postačuj́ıćı podmı́nka konvergence je často snadno ověřitelná.

Věta 10.1.2 Postačuj́ıćı podmı́nkou pro to, aby iteračńı posloupnost definovaná v (10.3)
konvergovala pro libovolnou volbu počátečńıho přibĺı̌zeńı je platnost vztahu

∥I − M−1A∥P < 1 (10.8)

v některé maticové (tedy, sub-multiplikativńı) normě ∥.∥P .
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Důkaz: Ukážeme, že absolutńı hodnota libovolného vlastńıho č́ısla dané matice C ∈
Cn×n je rovna nanejvýš libovolné maticové normě ∥.∥P matice C. Zvolme ϵ > 0 a
sestrojme matici

B = 1
∥C∥P + ϵ

C. (10.9)

Jej́ı norma zřejmě splňuje

∥B∥P = ∥C∥P

∥C∥P + ϵ
< 1. (10.10)

To ale znamená, že
lim

k→∞
Bk = 0, (10.11)

nebot’ ze sub-multiplikativity maticových norem plyne ∥Bk∥P ≤ ∥B∥k
P . S použit́ım

Jordanova normálńıho tvaru se dá ukázat, že všechna vlastńı č́ısla matice B jsou v
absolutńı hodnotě menš́ı než 1. Necht’ λ je vlastńı č́ıslo matice C a x př́ıslušný vlastńı
vektor. Pak plat́ı

Cx = λx ⇒ Bx = λ

∥C∥P + ϵ
x. (10.12)

Proto plat́ı
|λ|

∥C∥P + ϵ
< 1 (10.13)

a odsud |λ| < ∥C∥P + ϵ. Protože ϵ bylo zvoleno libovolně, plyne z toho i

|λ| ≤ ∥C∥P . (10.14)

Aplikaćı výsledku na matici C = I − M−1A źıskáme tvrzeńı. �

Poznámka 10.1.2 M̊uže se stát, že plat́ı ρ(I − M−1A) < 1 < ∥(I − M−1A)∥P pro
nějakou maticovou normu ∥.∥P . Pak m̊uže být křivka konvergence lokálně konkávńı (po
nějakou dobu se chyba zvěťsuje).

10.1.3 Jakobiho metoda
Uvažujme matici A štěpenou následuj́ıćım zp̊usobem (konvenčně) na diagonálńı část
D, striktńı dolńı trojúhelńıkovou část L a striktńı horńı trojúhelńıkovou část U .

A = D − L − U

Jakobiho metoda je založena na štěpeńı

A = M − N ≡ D − (L + U), (10.15)

to jest na iteraćıch

Dxk+1 = Lxk + Uxk + b ⇒ M ≡ D, N ≡ L + U. (10.16)
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Iteračńı matice Jakobiho metody je D−1(L + U) nebot’

I − M−1A = I − M−1(D − L − U) = I − D−1D + D−1(L + U). (10.17)

To můžeme zapsat pro i = 1, . . . , n po složkách následovně

ξ
(k+1)
i = 1

aii

−
n∑

j=1,j ̸=i

aijξ
(k)
j + bi


pro x(k) = (ξ(k)

1 , . . . , ξ(k)
n )T

Věta 10.1.3 Nutná a postačuj́ıćı podmı́nka konvergence Jakobiho metody pro libovolné
počátečńı přibĺı̌zeńı x0 je tedy samozřejmě

ρ(D−1(L + U)) < 1 (10.18)

Pro konvergenci postačuje splněńı ∥D−1(L + U)∥ v některé maticové normě.

Definujme si nejprve ostře diagonálně dominantńı matici.

Definice 10.1.1 Řekneme, že matice A ∈ Cn×n je ostře diagonálně dominantńı,
plat́ı-li pro prvky na jej́ım řádku vztah

n∑
j=1,j ̸=i

|aij| < |aii|, i = 1, . . . , n (10.19)

Věta 10.1.4 Je-li matice A ∈ Cn×n ostře diagonálně dominantńı, pak Jakobiho me-
toda konverguje.

Důkaz: Pro ostře diagonálně dominantńı matici máme podle definice
n∑

j=1,j ̸=i

|aij| < |aii|, i = 1, . . . , n

tedy
n∑

j=1,j ̸=i

|aij|
|aii|

< 1, i = 1, . . . , n (10.20)

a tedy

max
i=1,...,n

n∑
j=1,j ̸=i

|aij|
|aii|

< 1, (10.21)

což je postačuj́ıćı podmı́nka pro konvergenci v maximové maticové normě. �

Věta 10.1.5 Je-li matice A ∈ Cn×n hermitovská s diagonálou D a kladnými dia-
gonálńımi prvky, pak Jakobiho metoda konverguje právě tehdy, jsou-li A a 2D − A
pozitivně definitńı.
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Důkaz: Nejprve si všimněme, že matice 2D − A se lǐśı od matice A jen změnou
znamének u mimodiagonálńıch prvk̊u. Necht’ D1 = diag(√a11, . . . ,

√
ann), to jest D =

D2
1. Pak dostaneme podobnostńı transformaci

I − D−1A = D−1(L + U) = D−1
1 [D−1

1 (L + U)D−1
1 ]D1. (10.22)

Jakobiho metoda tedy konverguje právě tehdy, je-li ρ(D−1
1 (L + U)D−1

1 ) < 1. Matice
D−1

1 (L + U)D−1
1 ≡ I − D−1

1 AD−1
1 je hermitovská.

Protože hermitovská matice má všechna vlastńı č́ısla reálná, pak Jakobiho metoda
konverguje právě tehdy, jsou-li tato vlastńı č́ısla z otevřeného intervalu (−1, 1). To plat́ı
právě tehdy, maj́ı-li obě matice M1 = I + D−1

1 (L + U)D−1
1 a M2 = I − D−1

1 (L + U)D−1
1

zároveň všechna vlastńı č́ısla kladná. Protože jsou obě tyto matice také hermitovské,
je to právě tehdy, když jsou pozitivně definitńı. Plat́ı ovšem, že

M1 = I + D−1
1 (L + U)D−1

1 = D−1
1 (D2

1 + L + U)D−1
1 = D−1

1 (2D − A)D−1
1 (10.23)

a také

M2 = I − D−1
1 (L + U)D−1

1 = D−1
1 (D2

1 − L − U)D−1
1 = D−1

1 AD−1
1 . (10.24)

Tvrzeńı je tak dokázáno, protože je-li obecně matice B pozitivně definitńı a T regulárńı,
pak je T ∗BT také pozitivně definitńı. �

10.1.4 Gauss-Seidelova metoda
Uvažujme stejně jako výše matici A ∈ Cn×n štěpenou následuj́ıćım zp̊usobem (kon-
venčně) na diagonálńı část D, striktńı dolńı trojúhelńıkovou část L a striktńı horńı
trojúhelńıkovou část U .

A = D − L − U.

Gauss-Seidelova metoda je založena na štěpeńı

A = M − N ≡ (D − L) − U, (10.25)

to jest na iteraćıch

(D − L)xk+1 = Uxk + b ⇒ M ≡ D − L, N ≡ U. (10.26)

Iteračńı matice Gauss-Seidelovy metody je (D − L)−1U nebot’

I −M−1A = I −M−1(D−L−U) = I −(D−L)−1(D−L)+(D−L)−1U = (D−L)−1U.
(10.27)

To můžeme zapsat pro i = 1, . . . , n po složkách následovně

ξ
(k+1)
i = 1

aii

−
i−1∑
j=1

aijξ
(k+1)
j −

n∑
j=i+1

aijξ
(k)
j + bi


pro x(k) = (ξ(k)

1 , . . . , ξ(k)
n )T

Prvńı věta je následuj́ıćı analogie tvrzeńı pro Jakobiho metodu.
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Věta 10.1.6 Je-li matice A ∈ Cn×n ostře diagonálně dominantńı, Gauss-Seidelova
metoda konverguje.

Důkaz: Pro konvergenci stač́ı, aby platilo ∥(D − L)−1U∥∞ < 1. Tato maticová norma
je generována vektorovou maximovou normou a proto muśı existovat vektor u takový,
že plat́ı

∥(D − L)−1U∥∞ = ∥(D − L)−1Uu∥∞, ∥u∥∞ = 1. (10.28)
Označme v = (D − L)−1Uu. Pro složky vektoru v, kde ∥v∥∞ = ∥(D − L)−1Uu∥∞ plat́ı
|vi| ≤ ∥v∥∞. Necht’ |vs| = ∥v∥∞. Napǐsme nyńı vztah mezi vektory u a v

(D − L)v = Uu.

to jest taky pro s-tý řádek

as1v1 + . . . + assvs = −as,s+1us+1 − . . . − asnun.

Odtud
vs = −

s−1∑
i=1

asi

ass

vi −
n∑

i=s+1

asi

ass

ui

Označme
a =

s−1∑
i=1

∣∣∣∣asi

ass

∣∣∣∣ , b =
n∑

i=s+1

∣∣∣∣asi

ass

∣∣∣∣ .
Pak a + b < 1, nebot’ matice A je ostře diagonálně dominantńı. Dále

∥v∥∞ = |vs| ≤ a∥v∥∞ + b∥u∥∞ = a∥v∥∞ + b

a z toho plyne
∥(D − L)−1U∥∞ = ∥v∥∞ ≤ b

1 − a
< 1, (10.29)

jak jsme měli dokázat. �

Věta 10.1.7 Je-li matice A ∈ Cn×n hermitovská a pozitivně definitńı, Gauss-
Seidelova metoda konverguje.

Důkaz: Uvažujme matici A = D − L − U, L = U∗ a ukažme, že ρ(D − U∗)−1U < 1.
Necht’ λ je vlastńı č́ıslo matice (D − U∗)−1U a u vlastńı vektor odpov́ıdaj́ıćı tomu
vlastńımu č́ıslu. Pak plat́ı mimo jiné následuj́ıćı vztahy

(D − U∗)−1Uu = λu ⇒ Uu = λDu − λU∗u = λAu + λUu.

Pro skalárńı součin pak dostaneme

(Uu, u) = λ(Au, u) + λ (Uu, u).

Označme (Au, u) = p. Z pozitivńı definitnosti matice A v́ıme, že p > 0. Uvažujme dále
označeńı (Uu, u) = a + ib, kde p, a, b jsou reálná č́ısla. Pak můžeme psát

a + ib = λ p + λ (a + ib) ⇒ λ = a + ib

p + a + ib
.
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Dále uvid́ıme, že p + a je nenulové a zlomek je tedy korektně definován. Vynásobeńım
tohoto zlomku č́ıslem λ̄ źıskáme

|λ|2 = a2 + b2

(p + a)2 + b2 .

Předcházej́ıćı vztah také můžeme vidět z následuj́ıćıho odvozeńı∣∣∣∣∣ a + ib

p + a + ib

∣∣∣∣∣
2

=
∣∣∣∣∣ρ1

ρ2
ei(ϕ1−ϕ2)

∣∣∣∣∣
2

=
∣∣∣∣∣ρ1

ρ2

∣∣∣∣∣
2

= |ρ1|2

|ρ2|2
= |a + ib|2

|p + a + ib|2
= a2 + b2

(p + a)2 + b2 .

Nebot’
(U∗u, u) = (u, Uu) = (Uu, u) = a − ib,

pak

p = (Du, u) − (Uu, u) − (U∗u, u) = (Du, u) − (a + ib + a − ib) = (Du, u) − 2a.

(Du, u) je podle předpokladu kladné, nebot’ pozitivně definitńı matice A muśı mı́t
kladné diagonálńı prvky a také

(Du, u) =
n∑

i=1
aiiu

∗
i ui =

n∑
i=1

aii|ui|2.

Dále
(p + a)2 = p(p + 2a) + a2 = p (Du, u) + a2.

Všimněme si, že p(Du, u) muśı být kladné, nebot’ je součinem kladných č́ısel. Dostáváme
tedy

|λ|2 = a2 + b2

p (Du, u) + a2 + b2

a nebot’ jsme neměli omezeńı na výběr vlastńıho č́ısla, tvrzeńı věty je dokázáno. �
Poznámka 10.1.3 Všimněme si, že Gauss-Seidelova metoda je stejně časově náročná
jako Jakobiho metoda, ale má menš́ı pamět’ové nároky než Jakobiho metoda, protože
vektor nové iterace m̊uže přepisovat vektor předcházej́ıćı iterace.

10.1.5 SOR (successive over-relaxation) metoda
Tato metoda je založena na následuj́ıćım parametrizovaném vztahu.

A = (D + ωL) − (ω − 1)D − ωU

0 < ω < 2

Iteračńı matice SOR metody je (D + ωL)−1((ω − 1)D + ωU). Po složkách pak
můžeme psát

ξ
(k+1)
i = (1 − ω)x(k)

i + ω

− 1
aii

i−1∑
j=1

aijξ
(k+1)
j

− 1
aii

 n∑
j=i+1

aijξ
(k)
j

+ 1
aii

bi


pro x(k) = (ξ(k)

1 , . . . , ξ(k)
n )T
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