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Kapitola 1

Numericka matematika a jeji
problémy

1.1 Cim se zabyva numerickd matematika

e Vyvoj a analyza (matematickych) postupi pro vyfeseni problému tak, aby posky-
tovaly (1) spolehlivé, (2) robustné a (3) za prijatelnou cenu aproximaci
feseni v toleranci dané zadanim.

e Velky rozvoj numerické matematiky souvisi s rozvojem vykonu a dostupnosti
vypocetni techniky. Nicméné, mnoho aspektii numerické matematiky je te-
oretickych a jejich studium neni nutné zavislé na vypocetni technice. Nicméné
vypocetni technika je nutné za tivahami o metodach / postupech / algoritmech.
V této souvislosti dnes hovotime spise o vypoctové matematice nez o nume-
rické matematice.

e — (1) Resit problémy spolehlivé vzhledem k postuptim (algoritmum) ¢i mo-
delu reality znamené znat meze pouzitelnosti takovych postupi, jejich
potencialni problémy a umét dobfe interpretovat vysledky pouzitych po-
stupi.

x Pro zakladni problémy jako je feseni soustav linearnich/nelinedrnich
rovnic mame mnoho riznych metod. Obecné vypocetni software umoznuje
volbu mnoha parametri. Musime byt schopni zvolit spolehlivou me-
todu podle vlastnosti soustavy jako jeji velikost, specifickych ryst ma-
tice soustavy, podle aplikace, ve které soustava vznikla a podobné.

- (2) Resit problémy robustné budeme chapat jako nalezeni postupt feseni
pro velky rozsah moznych vstupnich dat.

— (3) K tomu, abychom fesili problémy za prijatelnou cenu musime védét,
co ona prijatelna cena postupt vlastné je. Tento aspekt tedy vede k studiu
slozitosti pouzitych postupt.

e Vypoctova matematika dneska predstavuje fuzi védéni toho, co plati a proc
to plati a toho, jak to nalézt. Tyka se jak matematickych objektt, tak jejich
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souvislosti s aplikacemi.

1.1.1 Metodologie numerické matematiky

e Metodologickym klicem je nalezeni takového modelu problému/reality, ze
kterého je teseni odvoditelné. V praktickych situacich je tesici postup obvykle
priblizny (aproximativni).

— Je tfeba pocitat tlohy z modelt, které realitu vystihuji.

— Je tfeba vyvijet modely reality, které jsou pocitatelné ve smyslu diive
zminéné spolehlivosti, robustnosti a ceny.

e Analyticky je fesitelnd pouze velmi mald ¢ast praktickych problému. Ale, ana-
lytické postupy jsou v numerické matematice podstatné pritomny jako jeji
komponenta.

Jako pifklad duality mezi modelem a vypoé¢tovym postupem uvedme vyvoj mo-
deld popula¢ni dynamiky.

r" =xzR(z),

kde =T je velikost populace v nové generaci, = je velikost populace v soucasné
generaci a R(x) je néjaka modelova funkce, kterd dotvari vztah.

— Malthustv model (Thomas Robert Malthus, An Essay on the Principle of
Population (1798))
R(z) =r>0.

— Verhulstovo zapoc¢teni omezenych zdroju (Pierre-Frangois Verhulst: Notice
sur la loi que la population poursuit dans son accroissement (1838))

R(z) = ,r>0,K>0.

"

142K

— Model predator /kofist (napt. V. Volterra, Fluctuations in the abundance of
a species considered mathematically (1926))

rr

R(x) = T (o

r>0 K >0.

S ¢im souvisi zminéné pribliZznost / aproximace

e Aproximace souvisi s chybami, které ocekavame pii zadani a kterych se do-
poustime pri samotném Teseni fesicimi postupy. Chyby pti zadani ocekdvame v
ramci urcitych toleranci.

— Chyba casto vznika tim, ze misto nekonec¢né dimenzionalniho popisu problému
se pouziva jeho kone¢norozmérna reprezentace. Typickou datovou struk-
turou ve vypoctech se pak stavaji matice a grafy, ale v teoretickych tivahach
se vyuziva zhusta i obecnéjsich postupti.



1. Numerickd matematika a jeji problémy 9

— Velkym problémem aproximace je urcit samotnou toleranci, kterou o¢ekavame
v Tfeseni. Ta je Casto dana tim, jak pfesné dokazeme namérit vstupni data.
Tato tolerance na zakladé vstupnich dat odpovida jednomu typu chyby,
ktery brzy zminime a ktery se nazyva zpétna chyba.

1.2 Nejdilezitéjsi typy numerickych problému
e Vypocet funkciondlu [ : F — IR (komponenty derivaci, integraly, normy).

e Reseni analytickych rovnic (urceni funkeci ¢i funkénich hodnot pro dané operatorové
rovnice jako jsou napriklad obycejné diferencidlni rovnice (ODE), parciélni dife-
rencialni rovnice (PDE) ¢ integralni rovnice).

e Resent optimalizac¢nich problémii: urceni specifickych funkei nebo jejich hod-
not vyhovujicich predepsanym omezenim, které optimalizuji danou ti¢elovou funkei.

e Numericka linearni algebra tvori casto zédklad vlastniho numerického pocitani
v mnoha oblastech matematiky. Vyznamna ¢ast problémi se prevadi na problémy
v numerické linearni algebte. Tyto postupy se nékdy shrnuji pojmem mati-
cové vypocty. Mohutny rozvoj tohoto oboru se datuje do doby pocatki rozvoje
vypocetni techniky, kdy vznikly zédkladni texty klasiki, jako byl J. von Neumann,
H. Goldstine a C. Lanczos v ¢tyticatych a padesatych letech dvacatého stoleti.

e Obsahem numerické linearni algebry je predevsim feseni soustav algebraickych
rovnic a feseni ¢astecného ¢i tiplného problému vlastnich ¢isel, jak podrobnéji
probereme v nasledujici sekci.

1.3 Obsah tohoto kursu
e I. éast:

— Numerickd linedrni algebra: ¢tyti standardni problémy

+ ReSeni soustav linearnich algebraickych rovnic
Az =b, A€ C"(R™"™), b C"(R"), x € C"(R") (1.1)

- Ruazné aplikace generuji matice s riznymi vlastnostmi

- Problémy pak vyzaduji naprosto riizné pristupy rozliSované hlavné
podle vlastnosti matice soustavy

+ ReSeni problému nejmensich ctverct
minimize [|[Az—0b||, A € C""(R"™™), b € C*(R"), z € C™(R™) (1.2)

- Preurceny problém, nedouréeny problém
. Uplny problém nejmensich ¢tverct
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+ ReSeni problému vlastnich &isel
Ar =Xz, Ac C""(R™""), A€ C(R), 2 € C"(R"), z#0  (1.3)

- Mohou byt ¢astecné nebo uplné.
Definice 1.3.1 V ¢astecném problému hledame nékolik, obvykle
extremalnich vlastnich ¢isel a vektori. V aplném problému hleddme
vsechny.
+ ReSeni problému singularnich &isel

A*Az = Az, A € C™™R™™), A € O(R), z € C"(R™), 2 £0 (1.4)

- Opét mohou byt ¢astec¢né nebo tiplné.
— Numerické linearni algebra: dvé zédkladni metody

x Zakladem iteracnich metod je vytvareni iteracni posloupnosti
Loy L1y

do té doby, nez ziskame prijatelnou aproximaci feseni. Vyhodnoceni, zda
aproximace je prijatelnd, je slozity problém, kterym se zde nebudeme
zabyvat.

x Primé metody umoznuji zapsat feseni algebraickym vyrazem.

x Naprosto podstatnou roli hraji dva terminy zminéné v ivodni prednasce,
které mohou v rtznych situacich odlisny vyznam: konvergence a sta-
bilita.

x Casta je resici kombinace ptimé a itera¢ni metody.
e II. cast:

— Algebra nelinedrni, optimalizace: f(z) = 0, min f(z)
— Konecnodimenzionalni aproximace funkci - interpolace
- Ulohy obsahujici integraly — numerické integrace

- Ulohy obsahujici derivace — numericka derivace, ODEs, PDEs item Nékdy
je produktem téchto tloh problém numerické linearni algebry-

1.4 Navaznost na predmeét Linearni algebra.

V této sekci zminime a pripomeneme nékteré pojmy a postupy z linearni algebry.
Budeme si pritom odkazovat na posledni verzi skript Linearni algebra od L. Barto a J.
Tumy [1]. A¢koli mnoho z téchto termini bude déle osvétlovano na cvi¢enich, nékteré
pojmy zde mame nashromézdény také jako vyzvu k zopakovani obsahu predmétu
Linearni algebra. V pfednasce predpoklddame jen letmy / ¢asteény prichod tohoto
seznamu.
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e Odstupniovany tvar ([1], str. 34) je tvarem, na ktery pfevadime matici soustavy
v Gaussové eliminaci pomoci ekvivalentnich dprav (prohozeni dvou rovnic,
vynasobeni néjaké rovnice nenulovym ¢islem t, pricteni t-nasobku jedné rovnice
k jiné rovnici); Pocet operaci Gaussovy eliminace, ktery zminime, je uveden v
([1], Tvrzeni 2.19)

— Pojmy pivot, hodnost matice soustavy, hodnost rozsirené matice soustavy

— Pojmum pivotace (¢astecnd, uplnd, ([1], str. 49)) a stability Teseni ([1], 2.6.1)
se budeme podrobnéji vénovat

— V casti nasi prednasky, vénované Gaussoveé eliminaci, ozfejmime pojmy
Spatné a dobré podminénosti

e Télesa, nad kterymi budeme diskutovat problémy numerické linearni algebry
budou télesa realnych a komplexnich ¢isel.

e V typech matic budeme navazovat na ([1], kap. 4) (diagonalni, permutaéni,
trojihelnikové) matice.

e Otoceni a zrcadleni jako maticové zobrazeni v roviné ([1], kap. 4.3). Naptiklad,
bez detaili, matice urcujici rotaci v roviné kolem pocatku o thel ¢ v kladném
sméru (proti sméru hodinovych rucicek) je

cos¢p —sing

sing cos¢ )
e Matice regularni, invertovatelné, hledani inverznich matic.
e Vektorové prostory, direktni soucet podprostoru
e Linearni obal vektora: span, LO

e Normy vektord a matic

e Sloupcovy prostor matice (obor hodnot matice)

Im(A) = Range(A) = R(A).

e Nulovy prostor matice (jadro matice)

ker(A) = N (A).

e Véta o dimenzi jidra a obrazu ([1], Véta 5.99)
e Jadro a obraz (obor hodnot) lineiarniho operatoru
e Determinanty a jejich vlastnosti.

— Determinanty jsou uziteCnym teoretickym nastrojem
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— Cramerovo pravidlo vypada pékné, ale v praktickém zivoté na né za-
pomente.

Skalarni soucin, vyjadreni projekce na podprostor, Gram-Schmidtovu ortogo-
nalizaci budeme rozvijet a dame je do souvislosti s QR rozkladem

Unitarni a ortogondlni matice ([1], Tvrzeni 8.82) a jejich piiklady jako jsou
rotace a zrcadleni

Metoda nejmensich ¢tvercii bude také probrana podrobnéji. Viz ale v ([1])
souvislost s regresi ve statistickych problémech a souvislost s pseudoinverzi, ke
které se vratime.

Vlastni ¢isla a vlastni vektory V tomto kursu navazeme na zakladni fakta
algoritmy hledani vlastnich ¢isel a vektort ¢i diskusi o vztazich mezi vlastnimi
¢isly a rozklady matic.

Cislo podminé&nosti matice ([1], str. 414)

Podobnost matic. Podobné matice maji stejny charakteristicky polynom ([1],
Tvrzeni 9.36).

Algebraickou nasobnosti vlastniho ¢isla rozumime jeho nasobnost jako korene
charakteristického polynomu piislusné matice ([1], Definice 9.48)

Ctvercova matice A fadu n je diagonalizovatelna prave tehdy, kdyz existuje
baze prostoru tvofend vlastnimi vektory matice A. ([1], Dusledek 9.60). Také:
Ma-li ¢tvercovd matice A dimenze n celkem navzajem rtznych vlastnich cisel,
pak je diagonalizovatelna.

Geometrickou nasobnosti vlastniho ¢isla ¢tvercové matice rozumime dimenzi
podprostoru vlastnich vektort matice A prislusnych tomuto vlastnimu ¢islu. ([1],
Definice 9.67)

Jordantv kanonicky tvar

— Matice v Jordanové tvaru. Matice v Jordanové tvaru je blokové diagonalni
matice, jejiz bloky tvori Jordanovy burky. ([1], Sekce 9.4.2) Pripomenme,
aniz bychom §li do detaild, ze Jordanova bunka vypada nasledovné

A1 0

S
|
> o oo

— Pro kazdy operator na koneéné generovaném prostoru nad C existuje Jor-
dantiv kanonicky tvar.
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— zobecnéné vlastni vektory

Cayleyho-Hamiltonova véta ([1], Véta 9.119)

Unitarni a ortogonalni diagonalizace. Unitarni matice.

Hermitovské a symetrické matice

— Necht A je komplexni ¢tvercovd matice. Pak A je unitdrné diagonalizova-
telna a vSechna jeji vlastni ¢isla jsou redlna praveé tehdy, je-li A hermitovska.
([1], Véta 10.15)

— Je-li A redlné, pak Matice A je ortogonalné diagonalizovatelna pravé tehdy
je-li symetrickd. ([1], Dusledek 10.16).

Pozitivné definitni a semidefinitni matice A, jejich vztah k A*A.

Singularni rozklad

Vztah mezi Choleského rozkladem a LDL” rozkladem.
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Kapitola 2

Aproximace a klasifikace chyb
vypoctu

V piiblizném feSeni problému (aproximaci tohoto feseni) se dopoustime chyb ruzného
typu a na riznych trovnich. V v dalsim textu budeme tyto chyby klasifikovat nejprve
podle ptivodu v celém procesu feseni problému od modelu k vypoctu a potom
z pohledu samotného numerického pocitani.

2.1 Klasifikace chyb podle ptuvodu

e Chyba modelu

— Model obvykle vystihuje realitu jen priblizné

— Priklad: matematické kyvadlo: hmotny bod, nehmotné propojeni

¢" = —wsin(¢(t)), w* = g/l (2.1)
(vztah mezi ihlovou odchylkou ¢ a tihlovou frekvenci w)

— Zanedbava se tfeni o vzduch a tfeni v uchyceni (lozisku)

Existuje cely matematicko-fyzikalni obor nazyvany matematické modelovani,
ktery se zabyva korektnim navrhem modelu. Samoziejmé, navrh modelu souvisi
se spoustou dalsich souvisejicich matematickych oborii, numerickou matematiku
nevyjimaje.

e Chyba dat

— Data nejsou obvykle namérena presné

— Priklad: Méteni délky [ u modelu kyvadla , gravita¢ni konstanta rtizna na
riznych mistech

Chyba v datech je casto podstatna pro urcéeni presnosti vypoctu, jakkoli vagné
ted o presnosti hovoiime.

15



16 2. Aproximace a klasifikace chyb vypoctu

e Chyba algoritmu

— Presny algoritmus pro nalezeni reseni v konecném poctu kroku
nemusi existovat

— A to i v pripadé postupu zalozenych na kone¢norozmeérnych aproximacich.

— Priklady

% U iteracnich metod se tvori posloupnost priblizeni reseni a ta se
zastavi nékde podle dané tolerance, aby platilo

x diskretizacni chyba: zkracuje se pocet ¢lenti nekonecéné rady,

x linearni aproximace nelinearnich problémau.

S takovou to chybou samoziejmé musime pocitat a dokazat ji pokud mozno
odhadnout. Zde je prostor pro analytické postupy.

e Zaokrouhlovaci chyba zpiisobena redlnymi vypocetnimi prostiedky. Souvisi s
reprezentaci dat v pocitaci.

Tuto chybu bychom mohli nazvat také chybou praktického provedeni algo-
ritmu. Tim, Ze model pocitani je obvykle standardizovéan, jeji analyza je castou
soucasti texti, tykajicich se numerické matematiky.

2.2 Druhy chyb z pohledu numerického pocitani

Uvazujme nésledujici jednoduché symbolické schéma matematizované dlohy s tremi
obecnymi parametry.

Fr=y, F: X =Y (2.2)

Podle toho, kterou ze tii slozek vztahu x, z, F' povazujeme za neznamou a které
zbylé povazujeme za znamé, zavedeme nasledujici znaceni.

e Nezndmou budeme oznaCovat s a nazyvat feseni (solution).
e 7Zbylé dveé slozky budeme oznacovat d a nazyvat datové vstupy nebo data.
S vyuzitim tohoto znaceni pak budeme rozliSovat nasledujici t¥i problémy:

e Primy problém: Jsou déna data: d: F,x Reseni s pak odpovidéd slozka y.
Prikladem je vypocet uréitého integralu.

e Inverzni problém: Jsou dana data d: F,y. Prikladem je feSeni x soustavy
linedrnich algebraickych rovnic.

e Identifikac¢ni problém: Jsou dana data d : x,y. Prikladem hledani zbylé slozky
F' je prokladani krivky.
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Abychom formalné popsali druhy chyb, vyjadieme si vztah Fx =y z (2.2) pouze
implicitné jako vztah mezi danymi datovymi vstupy d a feSenim s bez ohledu na to,
jedné-li se o pfimy problém, inverzni problém nebo problém identifika¢ni nasledujicim
zpusobem:

d— {s|r(d,s)=0}. (2.3)

e Pfimou chybou f (forward error) nazveme odchylku As spoc¢itaného feseni od
presného reSeni s. Formalné muzeme psat

§ =5+ As.

Tato chyba je nejblize bézné intuitivni predstave o chybé i nazoru na to, jak chybu
pocitat. Jednoduse uvazujeme mozné odchylky vypoc¢tového postupu a ziskame
odhad pfimé chyby. Ten ale mtze byt extrémné pesimisticky nebo obtizné
ziskatelny. I to je divod, pro¢ nam primé chyba “nestaci”.

— Prikladem primé chyby (v inverznim problému) muze byt odchylka feSeni
soustavy Az = b, kde A, b jsou maticové a vektorové datové vstupy. Vektor x
je v nasem znaceni feseni s. Pfimé chyba odpovida rozdilu mezi spoc¢itanym
T a x pro

r =1+ Auw.

e Zpétna chyba b (backward error) je chyba feSictho postupu promitnutéd do
dat. Spocitame-li misto pfesného feseni s priblizné Teseni 8, pak zpétna chyba
odpovida vztahu

r(d+b,5)=0.

Samoziejmé, nemusi byt jednoduché zpétnou chybu urcit. To, co je podstatné je

— nalézt horni odhad jeji velikosti (obvykle v néjaké normé, tedy v néjaké
formé, kterd tento odhad prevadi na skalar),

— urcit tento odhad jako funkci vstupnich dat na zédkladé spocitaného ptiblizného
reseni.

Zpétné chyba nebo alespon jeji odhad dévaji odpovéd na otdzku, jaky problém
byl vlastné vytesen. Je-li tato zpétna chyba mensi nez neurcitost v datech,
naptiklad tedy, je-li mensi nez chyba modelovani ¢i experimentu, pak jsme ziskali
prijatelné teseni 8. To ale predpoklada, ze jsme schopni odhad zpétné chyby
vyjadrit jako neurcitost v datech. Odhad zpétné chyby se ziska obvykle snadnéji
nez odhad primé chyby, ale hlavné prevadi problém chyby na néco, co zname, coz
jsou datové vstupy.

— Priklad: teseni soustavy Ax = b, A,b jsou datové vstupy. Zpétna chyba
odpovidd v nasem znaceni neurcitostem v datech A a b, které vyjadrime
jako A=A+ AAab=b+ Ab a odhadneme je na zakladé spocitaného
reseni tak, aby mohlo platit

Az =b.
Tyto chyby
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V souvislosti se zpétnou chybou budeme hovotit o zpétné stabilité algoritmu. Bu-
deme tikat, ze algoritmus je zpétné stabilni, méa-li malou zpétnou chybu. Ale to,
kdy je zpétna chyba mala zavisi na konkrétni tloze. Také, abychom dokézali Tici,
ze je zpétna chyba mala, musime ji vztdhnout k danym datim tlohy. Proto bu-
deme koncept zpétné stability diskutovat samostatné u nékterych diskutovanych
algoritmu a ne v této obecné ¢asti.

Chyba rezidua (reziduum) je odchylka samotného implicitniho vztahu r(d, §) od
nuly, kterou jsme pozadovali v (2.3). Casto je tato chyba ta iplné nejjednodussi,
ktera se da spocitat.

— Priklad: reseni soustavy Ax = b, A, b jsou datové vstupy, chyba rezidua je
déna rozdilem AZ — b = A(x + Ax) — b méfenym v néjaké normé.

7 velikosti rezidua miuzeme pak casto odhadnout velikost chyby, napriklad primé
chyby.

Specialni moznost, kterda ukazuje, ze je vzdy dulezité rozlisit, co jsou data a co je
hledané feseni, které je spocitano priblizné: reziduum muze byt nékdy povazovano
za zpétnou chybu. Uvazujme TeSeni soustavy linearnich algebraickych rovnic s
vysledkem, kterym je priblizné feseni Z. Protoze plati

AT =b+r,

pak reziduum r miuze byt také povazovano za zpétnou chybu, promitnutou
pouze do zmény datového vstupu pravé strany, ale to je pouze za velmi silného
predpokladu, ze matice A je presna a je tedy pouze konstantnim ¢lenem pro-
cesu a nikoli daty. V tomto pripadé by pro nas vstupni data byla pouze b.

2.3 Zpisoby (mdédy) analyzy/odvozovani chyb

Diilezité rozlisovani chyb je ¢asto zalozeno na tom, zdali je odhadujeme pred vypoctem
nebo az po vypoctu, kdy mame k dispozici vysledek feseni pfimého, inverzniho nebo
identifika¢niho problému. Zminme nésledujici dva zpiisoby odvozovani.

e Apriorni odhad chyby. Je ddn doptedu pred vypoctem jako funkce B(d, kterd
je odvozena z dat, presnosti pocitace, detaill algoritmu a implementace.

— Primé a zpétné chyba jsou ¢asto (ale ne vzdy) pocitany (odhadovany) apri-
orné.

e Aposteriorni odhad chyby: Je dan aposteriorné po vypoctu jako funkce B(d,8)
odvozenim z dat a dosazeného feseni s prihlédnutim k presnosti poc¢itace, detailim
algoritmili a implementaci.

— V aposteriornich odhadech se ¢asto pouzivaji spoctena rezidua, protoze to
jsou veli¢iny, které zaroven se spoctenym feSenim 8§ mivame k dispozici.
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2.4 Shrnuti

VZNIK CHYB V NUMERICKEM RESENT MATEMATICKYCH PROBLEMU.

e PRiMY, INVERZNI A IDENTIFIKACNI PROBLEM.

PRIMA CHYBA, ZPETNA CHYBA A REzZ{DUUM. PRIKLADY NA TYTO DRUHY
CHYB.

APRIORNI A APOSTERIORNI ODHADY.
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Kapitola 3

Schuruv rozklad, soustavy rovnic a
problém vlastnich cisel

Drive nez v nasledujicim textu probereme jeden z centralnich klasickych vysledkt nu-
merické linearni algebry, Schurovu vétu (Schurtv rozklad), zminime principidlni rozdil
mezi vyse zavedenymi kategoriemi problému. Konkrétné mezi rozklady na strané jedné
a problémy vlastnich nebo singularnich ¢isel na strané druhé.

3.1 Problém vlastnich cisel versus rozklady

Rozdil mezi témito dvéma druhy problémit je mozné také charakterizovat mezi feSenim
problému primo nebo iteracné.

Konvence 3.1.1 Pokud nerekneme jinak, predpokladdime ddle konvenci, Ze diskuto-
vané matice jsou obecné komplexni. V nasem znaceni jsou tedy formalné prvky prostoru
C™™ o prislusnych dimenzich. Nezdiraznime-li jinak, budeme o ctvercoviych maticich
ddle predpokladat, Ze jsou prvky C™*"

3.1.1 Vztah mezi rozklady matic a problémy vlastnich ¢cisel

e Rozklady jako tvori zdklad Gaussovy eliminace nebo QR rozklad jsou zakladem
primého Teseni soustav linedarnich rovnic. Zaroven maji tyto rozklady v presné
aritmetice deterministicky omezené pocty operaci k jejich dosazeni s horni hra-
nici danou polynomem nizkého stupné v dimenzi (dimenzich) matice. To ale
muzeme o fadé itera¢nich metod fici také. Hlavni rozdil je v tom, ze u prfimych
metod predpokladame, Ze pocitané Teseni vsechny tyto predpokladané kroky
potiebuje a Teseni se da vyjadrit algebraicky. Reseni soustav rovnic pomoci roz-
kladt je tedy povazovano za primou metodu.

e S problémem vlastnich ¢isel, ale i se souvisejicim problémem singuldrnich

vvvvvv
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Véta 3.1.1 (Abel (1824) — Ruffini (1799), moderni popis dikazu pomoci Galoi-
sovy teorie) Resend polynomidlni rovnice s obecngmi koeficienty a stupném 5 nebo
vyssim se nedd popsat algebraicky (v radikdlech - odmocnindch).

— Obecné tedy v feseni problému vlastnich ¢isel musime konstruovat priblizné
rozklady a ménit je iteracneé.

— Jak se daji hledat rozklady? Pro problémy vlastnich ¢isel napiiklad mtizeme
nejprve problém transformovat s vyuzitim podobnosti.

— Jak uvidime dale, nékteré rozklady pro reseni problému vlastnich ¢isel jsou
preferovanéjsi nez jiné.

3.2 Schurova véta

3.3 Obecné diagonalizovatelné matice

Definice 3.3.1 Ctvercovou matici nazveme (obecné) diagonalizovatelnou, je-li po-
dobnd diagondlni matici.

Vztah diagonalizovatelnosti a podobnostni transformace je dan nasledujicim tvrzenim.

Véta 3.3.1 Ctvercovd matice A € C™* je diagonalizovatelna prdveé tehdy, existuje-
li ne nutné ortogonalni bdze prostoru C™ sloZend z vlastnich vektoru této matice.

Dikaz: Je-li A € C™*" diagonalizovatelnd, pak existuji diagonalni matice D = diag(d;)
C™*™ a regularni matice S € C™*" takové, ze je

D = S71AS. (3.1)

Oznacime-li sloupce matice S jako sq, ..., s,, které tvori bazi prostoru C", pak mizeme
rozepsat vztah diagonalizace

(As1 ... As,) =AS=SD=(disy ... dpsy). (3.2)

Po vyskalovani sloupct matice S jejich normami dava prislusné vztahy mezi matici A,
jejimi vlastnimi ¢isly a vlastnimi vektory a v prostoru C” tedy existuje baze z vlastnich
vektort.

Opacné, vezméme bazi prostoru slozenou z vlastnich vektori sq, ..., s,,. Pak plati
AS=(Asi ... Asy)=(M\s1 oo Ausa) = (s1 - sn)diag(\) = SD.  (3.3)
Nisledné, D = S~1AS. |

Postacujici podminka diagonalizovatelnosti je uvedena v nasledujici véteé.

Veéta 3.3.2 Ma-li ctvercovd matice A € C™*™ n vzdjemne ruznych vlastnich cisel, pak
je diagonalizovatelna.
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Dtikaz: Ma-li matice A € C™*" n vzajemné riznych vlastnich ¢isel Ay, ..., A, se svymi
vlastnimi vektory 1, ..., x,, pak musi byt linedrné nezavislé. Predpokladejme, zZe tomu
tak neni a ze plati

dim(span(zy,...,x,)) =1 < n. (3.4)
Precislovanim vektorti docilime toho, ze prvnich r vektori z xi,...,z, je linedrné

nezavislych a vsechny ostatni jsou tedy jejich linearni kombinaci. Plati tedy i vztah

Tyl = Q101 + ... + QT (3.5)

Odsud
Ax, = Az + ...+ o, Ax, (3.6)

a tedy
Ari1Tri1 = N T + ... + a2, (3.7)

Odectenim A, j-ndsobku (3.5) od (3.7) ziskdme linedrni kombinaci linedrné nezavislych
vlastnich vektort zy,...x,. To znamena, ze vSechny prislusné koeficienty jsou nulové.
Nasledné, x,.1 = 0 a to je spor. Proto, r = n a existuje tedy baze C" z vlastnich

vektori matice. Podle Véty 3.3.1 je tedy matice diagonalizovatelna.
|

Poznamka 3.3.1 Vyse uvedend podminka nestejnosti vlastnich cisel neni nutnd. Di-
agonalizovatelné matice mohou byt i takové, které maji stejna vlastni ¢isla,
jako je napriklad jednotkovd matice. DileZité je, aby charakteristicky polynom byl soucinem
linedrnich clent, tedy, aby neexistoval Zddny vétsi Jordaniv blok v Jordanové kano-
nickém rozkladu matice.

Prislusna baze transformace miize byt ale velmi Spatné podminéna ve smyslu ¢isla
podminénosti.

Poznamka 3.3.2 Matice, které nemaji dost vlastnich vektort £ wvytvoreni bdze
celého prostoru, nazyvame defektni matice

3.3.1 Unitarni transformovatelnost

Vidéli jsme vyse, ze obecna diagonalizovatelnost nemusi byt nejlepsim zakladem pro
transformaci matice. Jak uvidime, moznym fesenim problému s podminénosti je hledani
unitarni podobnosti. Divod, pro¢ je unitarni podobnost matice velmi dilezitd z nu-
merického hlediska, si nyni vysvétlime. Necht A € C™*" a aplikujme na tuto matici
podobnostni transformaci.

B=S"1AS (3.8)

Tato podobnostni transformace muze byt motivovana tim, Ze matice B € C™*" je
jednodussi a uvidime v ni vic. Napisme formélné transformaci, kde pocitame s chybou
v matici A. Tuto chybu muzeme formalné vyjadrit matici £ € C™*" nasledovné

A=A+E (3.9)
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Pak miizeme psat
B=S"1'AS=S"YA+E)S=S"'AS+S'ES (3.10)
No a ted zkusme odhadnout, jak se ndm chyba transformovala podobnostni transfor-

maci. Proto, abychom ji odhadli, si nejprve pripomeneme pojem maticové normy (viz
[1]). Frobeniova norma matice S € C™*™ je definovana vyrazem

|AllF = Z Z la;;|? = \/trace(A*A). (3.11)
\ i=1 j=1

Euklidovska (spektralni) norma je pak dana vztahem

[All2 = [[All = max [[Az|s, (3.12)
lzll2=1
tedy na zakladé euklidovskych vektorovych norem. Pak mizeme pro normu matice B
psat
IS~ ES| < IS IS~ 1] (3.13)
Je-li soucin |S|| [|S71|| velky, chyba se ndm muze vyrazné zvétsit nebo ji mame naod-
hadnutou, ale nevime, ktery pripad nastane a rozhodné nemizeme vzdy ocekavat ten

neurcitost, ktera odpovida vstupnim datim nebo zavadét nové zdroje neurcitosti.

Definice 3.3.2 Soucin ||S|| ||S™}| se nazgvd ¢islo podminénosti a znaci se nékdy k(A).
Plati

R(A) = A AT > A7 A =1 (3.14)
Je-li matice S unitarni (budeme ¢asto znacit pomoci U), pak plati
K(S) =S|I IS~H = 1. (3.15)

V tomto pripadé tedy plati, Ze unitarni podobnost podle Schurovy véty neurcitost v od-
hadu nezvysuje. Cislo podminénosti miizeme vyjadiovat v riznych normach. Uvidime
dale, ze toto cislo hraje dilezitou roli v feSeni soustav linearnich rovnic.

Poznamka 3.3.3 Pojem podobnosti ma zajimavou geometrickou interpretaci. Konkrétne,
podobnostni transformace zobrazuje objekty na objekty jim podobné, tedy takové, Ze za-
chovdvd uhly (konformni zobrazeni) a vSechny vzddlenosti méni ve stejném poméru.

Nejprve uvedeme (zopakujeme) definici unitarni matice:

Definice 3.3.3 Ctvercovou matici U € C™" nazveme unitarni, plati-li UU* =
U*U =1, kde I je jednotkovd matice prislusné dimenze.

Obecny tvar unitdrni matice nemus{ byt iplné zfejmy. Uvedme si dva priklady. Podle
definice se d4 ukazat, ze unitarni matice U € C?*? m4 obecny tvar

(Lo o) I+ PP =L abeCoeR

Obecna diagonalni unitarni matice U € C™*™ m4& pak tvar

U = diag(e'®), ¢; € R, (3.16)

ale mizeme se omezit na 0 < ¢; < 2.
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3.4 'Tvrzeni Schurovy véty

Véta 3.4.1 (Schurova véta) Pro libovolnou matici A € C™" existuje takovd unitdrni
matice U € C™", Ze matice

R=U*AU (3.17)

je horni trojuhelnikovd s vliastnimi cisly matice A na diagondle v libovolném predepsaném
poradi. Rikame, Ze matice A a R, pro které plati vztah (3.17) jsou unitarné podobné.
Rozklad (3.17) nazveme Schurovou formou matice.

Dtikaz: Vétu dokazeme indukei podle dimenze n matice A. Pro k = 1 je tvrzeni zfejmé.
Necht tvrzeni Véty plati az do dimenze k. Uvazujme ¢tvercovou matici A dimenze k+1

a uvazujme néjaké predepsané uspoiddani jejich vlastnich &sel. Necht ) je prvni vlastni
¢islo v tomto uspofadani a necht tedy

Az = Az, ||z]| = L. (3.18)
Necht je dale matice H = (x X) € C DX+ ynitdrni. Pak miZeme psat
. (v Ar FAX )\ (N FAX (A oy
HAH = <X*Ax X*AX) = (o X*AX) = <o Y) | (3.19)

Aplikujme nyni indukéni predpoklad o Schurové rozkladu na matici Y (véetné predepsaného
poradi). Necht V*Y'V je rozklad, ktery splituje tento indukén{ predpoklad. Pak pro

U=(x XV):H(é 3)

o (10N (A (1 0\ (A gV
R [ RO A

a Schurova véta je dokézana. |

mame

Poznamka 3.4.1 Schuruv rozklad ze Schurovy vety neni jednoznacény, coZ je ve
Véte vyjadreno moznosti libovolného usporadani vlastnich cisel na diagondle R. Také
ale plati

A=URU* = (UD)(D*RD)(UD)* (3.21)

pro jakoukoli diagondlni unitdrni matici.

3.4.1 Schurova véta pro hermitovské matice

Pripomenme si dvé specialni tiidy matic a odpovidajici varianty Schurovy véty. Nejprve
to jsou matice hermitovské.

Definice 3.4.1 Cv'tviercovou matici A € C™™ nazveme hermitovskou, pokud A = A*.
Vijraz A* = AT = (A)T oznacuje matici konjugovanou k matici A. Ctvercovou matici
A € R™" nazveme symetrickou, plati-li A = AT,



26 3. Schuriv rozklad, soustavy rovnic a problém vlastnich ¢isel

Pro hermitovské matice plati nasledujici varianta Schurovy véty.

Véta 3.4.2 (Schurova véta pro hermitovské matice, Proni spektrdlni véta.) Her-
mitovskd matice A € C™ " je unitarné podobnd redlné diagondlni matici, to jest existuji
takovd unitarni matice U € C™™ a redlnd diagondlni matice D € R™ ", Ze plati

U*AU = D (3.22)

Navic, vsechna vlastni cisla matice A jsou diagondlni prvky D a mohou zde byt obsaZena
v libovolném predepsaném poradi. To mimo jiné znamend, Ze diagondlni podobnost
(diagonalizace) neni jednoznacnd.

Dtikaz: Podle obecné Schurovy véty je matice A unitarné podobna horni trojtihelnikové
matici R. Matice R je také hermitovska, protoze plati

A=URU*, A* = (URU*)* = UR*U". (3.23)

Pak je tedy také R = R*. Tuto matici, ktera je diagondlni a redlné oznac¢ime D a véta
je dokéazana. ]

Uvedme piiklad jednoduché komplexni hermitovské matice a jejiho spektra. Matice

1 2
A= (—22’ —2)

je hermitovska. Jeji charakteristicky polynom je
pN) =detO\ ] —A) = A=1DA+2) —4=X+X-6=AN-2)(A+3). (3.24)

Spektrum matice je tedy redlné o(A) = {—3,2}. Vlastni vektory, které tvori unitarni
béazi v C**? jsou

2
(3.25)

S
S

3.4.2 Schurova véta pro normalni matice

V tomto oddile uvedeme Schurovu vétu (Druhou spektralni vétu) pro matice normalni.
Nejprve definici.

Definice 3.4.2 Ctvercovd matice A € C™™ se nazyvd normalni, plati-li
ATA = AA*. (3.26)

Schurova véta pro normalni matice ma nasledujici tvar
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Véta 3.4.3 (Schurova véta pro normélni matice, Druhd spektrdlni véta.) Ctvercovd
matice A € C™*" je normalni prdve tehdy, kdyz je unitdrné diagonalizovatelnd, to jest
prave tehdy, existuji-li unitdrni matice U € C™" a diagondlni matice D € C™*" ta-
kové, Ze plati (Schuriv rozklad pro normdlni matice)

U*AU = D (3.27)

Navic, vsechna vlastni cisla matice A jsou diagondlni prvky D a mohou zde byt obsaZena
v libovolném predepsaném poradi.

Diikaz: Necht je matice A unitdrné diagonalizovatelni. Pak mtZeme psit A =

UDU* a dale
AA*=UDU*UD*U* =UDD*U =UD*DU* =UD*U*UDU* = A*A (3.28)
a matice A je tedy také normalni.
Opac¢né, necht je matice A normdalni. Piepidme podminku normality s pouZitim
Schurova rozkladu A = URU* neboli R = U*RU néasledovné:
R'R=U"A"UUAU = U*A*AU = U"AA*U = UTAUU*A*U = RR", (3.29)

coz dava vztah normality RR* = R*R pro trojihelnikovou matici R ze Schurovy véty.
Rozepisme si tyto souciny

*
11 Tin Tz -.. Tin
* *
T T T P
12 22 22 2n
R'R=| | (3.30)
* * *
Tin Ton -+ Tun Tnn
a
*
M1 T2 ... Tin 1
* *
RR* = 2 (3.31)
* * *
Tnn Tin Ton -+ Thn

Porovnanim diagonalnich prvkii obou matic dostaneme

|7”11|2 = |7“11|2+|7“12|2+-~+|7”1n‘27
|7’12‘2+ ’7”22|2 = |7”22’2+ ‘7"23|2+---+|7“2n‘27
|r1n|2+|r2n|2+...+|rm|2 = |rnn|2.

Tyto vztahy implikuji, Ze r;; = 0 pro i # j a R je tedy diagonalni.
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3.4.3 Daisledky Schurovy véty

Normalni matice zahrnuji dvé velmi dilezité specidlni t¥idy matic. Nasledujici tvrzeni
jsou soucasti zakladniho kursu linearni algebry, ale patti k tomu nejpodstatnéjsimu k
zapamatovani a tak je uvedeme. Jejich dikazy patii spiSe na cviceni.

Véta 3.4.4 Ctvercovd matice A € C™n je unitarni prdve tehdy, je-li normalni a jeji
vlastni c¢isla leZi na jednotkové kruznici.

Dtikaz: Je-li A unitarni, je samoziejmé normalni. Uvazujme pro nenulovy vektor x
vztah

Az = Az (3.32)
Unitarni ekvivalence norem pak implikuje
| = [[Az|* = [AP[l]?, (3.33)

odkud plyne, ze |A| = 1.
Opacné, z normality matice A plyne jeji diagonalizovatelnost, kterou miizeme zapsat
ve tvaru

A=UAU".

Predpoklad, zZe jeji vlastni cisla, kterd jsou na diagondle diagonalni matice A, lezi na
jednotkové kruznici mizeme zapsat

ANA=1.
7 téchto dvou faktt plyne

A"A=UNUUANU" =UNANU" =U0U"=1=U"U =UANU" =UANUUNU" = AA".

(3.34)
To vyjadruje unitarnost matice A a tvrzeni je dokazano.
|
Prepisem diagonaliza¢niho vztahu
U*AU = D (3.35)
na
AU =UD (3.36)

ziskavame nasledujici dusledek

Dusledek 3.4.1 Ctvercovd matice A € C™n je normdlni prdvé tehdy, existuje-li or-
togonalni baze prostoru C™ sloZend z vlastnich vektoru této matice.

Véta 3.4.5 Ctvercovd matice A je hermitovska prdavé tehdy, je-li normdlni a vsechna
jeji vlastni cisla jsou redlnd.
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Diikaz: Necht A je hermitovska, pak mtiZeme podle Schurovy véty psit A = URU*
a tedy A* = UR*U*. Z toho plyne, nejenom ze R = R* a matice A je tedy zjevné
normalni, ale také jeji vlastni ¢isla, ktera jsou na hlavni diagondle R, jsou realna.
Tento zavér muzeme ale ucinit i bez pouziti Schurova rozkladu nasledujicim zptsobem.
Predné, snadno vidime, Ze hermitovskd matice je normalni. Déle, uvazujme nasledujici
sadu ekvivalenci pro vlastni ¢islo A matice A a vlastni vektor x.

etz = o Ax = (Az)*z = Mx*x, (3.37)

coz implikuje, Ze A = X a A je tedy realné. Opacnou implikaci véty dokazeme nasledovné.
Je-li matice A normalni se vsemi vlastnimi ¢isly realnymi mame podle Schurovy véty
(diagonalizovatelnost)

A*=UR'U*=URU" = A, (3.38)

a tvrzeni je dokdzano, nebot vidime, Ze A je také hermitovska.
[

3.5 Normalni matice, dyadicky rozklad a aproxi-
mace

Spektralni rozklad normalni (tedy unitdrné diagonalizovatelné) matice A € C™*" lze
také napsat ve tvaru

At
A2
A=UDU* = U , U~
An
Uy
us n
= ()\1161 )\QUQ )\nun) . = Z )\Zulu;‘

: i=1

u*

Uvedme si zde nékteré vlastnosti, které se tykaji ¢lentt dyadického rozkladu. Pfedné
je zejmé, ze plati
* *
I Niuwsul|| = ﬁn“a_yi Aiwuly = |\l (3.39)
protoze se maximum mezi vektory s normou 1 realizuje pro y = u;.
Pro diskusi o Frobeniové normé nejprve pripomenme, ze tato norma je unitarné
invariantni. Konkrétné, plati

Véta 3.5.1 Uvazujme matici A € C™*"™ a unitdrni matice U,V € C™"™. Pak plati

IUAV||r = [|Allp- (3.40)
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Dukaz: Pripomenme, Ze Frobeniova norma matice A € C™*" je definovana nasledovné

Lo 1/2
|AllF = (ZZ ]aij\Q) = \/trace(A*A). (3.41)

i=1j=1
Plati

|UAV % = trace(V*A*U*UAV) = trace(V*A*AV) = ||AV||% = |V*A*||%
= trace(AVV*A*) = trace(AA*) = | A*|)% = || A%

a odsud mame tvrzeni. |
Druhou mocninu Frobeniovy normy normélni (tedy unitarné diagonalizovatelné)
matice A pak muzeme vyjadrit nasledujicim zpusobem

n

1Al = 32> lay[* = [UDU*|E = | DI[F = 3 Il (3.42)

=1 j:l =1
jak snadno plyne praveé z jeji unitarni invariance.

Poznamka 3.5.1 Vidime, Ze v pripadé, kdy jsou vlastni cisla na diagondle serazena
podle velikosti jejich absolutnich hodnot nejvétsim pocinaje, nabizi se moznost, zZe ma-
tici A muiZeme aproximovat tak, Ze ji nahradime souctem prunich clent jejiho dya-
dického rozvoje. Tuto myslenku zde nebudeme ddle rozvijet a vrdatime se k ni v kapitole
o singuldrnim rozkladu matice.

3.6 Rozklady a specialni matice

Nasledujici tabulku uvedeme pro pripomenuti souvislosti mezi specidlnimi typy matic
na jedné strané a nékterymi rozklady na strané druhé.

’ typ matice \ typ rozkladu \ Jordantv rozklad \ SVD \ Schurtv rozklad ‘

normalni matice UDU* UDU* UDU*
diagonalizovatelné matice SDS* Uxve URU~
obecné matice SJS* Uuxve URU*

Poznamenejme, Ze u SVD musi mit diagonalni matice kladné prvky na diagonalni
matici. To vede k mirné zméné faktori, oznacené zde jako vztah D — D. Blize bude
pripomenuto v tomto textu pozdéji.

3.7 Diagonalizovatelné matice s navzajem rtznymi
vlastnimi cCisly a vztahy nékterych trid matic

Véta 3.7.1 Mnozina vsech diagonalizovatelngch matic s navzajem raznymi vlastnimi
Cisly je hustd v celém (komplexnim) prostoru matic. Jingmi slovy, pro kaZdou ctvercovou
matici A € C™" a kaZdé ¢ > 0 existuje diagonalizovatelnd matice Ac € C™" s
navzdjem ruznymi vlastnimi cisly splnujici

14— Al < e. (3.43)



3. Schuriv rozklad, soustavy rovnic a problém vlastnich ¢isel 31

Dtikaz: Podle Schurovy véty lezi vlastni ¢isla na diagonale prislusné horni trojtihelnikové
matice R Schurova rozkladu A = URU*. Zvolme diagonalni matici D, tak, ze plati

| D.|| <€, a definujme R. = R+ D.. (3.44)

a ze tato matice ma na diagondle rtizné vlastni ¢isla. Pak
|A—URU"|| = |[URU* —URU"|| = [UDU"|| = || De|| < ¢ (3.45)
a vidime, ze muzeme polozit A, = UR.U*. [ |

3.7.1 Tridy matic a jejich srovnani: pouze mnoziny unitarnich
a hermitovskych matic se protinaji.

Obecné

Diagonalizovatelné

Normalni (unitdrné diagonalizovatelné)

Unitarni

Hermitovské

3.8 Schurova véta a realné matice

V této kapitole si zminime nékteré souvislosti Schurova rozkladu v readlném oboru.
Nejprve ale pripomenme definici ortogonalni matice.

Definice 3.8.1 éekneme, ze matice U € R™ ™ je ortogonalni, jestlize plati
Ut =uuT = 1. (3.46)

Ortogonalni transformace jsou transformace realizované prostrednictvim ortogondlnich
matic.

3.8.1 Obecné realné matice

Véta 3.8.1 ( Schurova véta pro obecné reilné matice) Necht A € R™" je
obecnd redlnd ctvercovd matice. Potom existuji (redlnd) ortogondlni matice U € R™ ™

a redlna blokove trojuhelnikovd matice T' € R™ ™ s bloky o velikosti 1 x 1 a 2 x 2 takové,
Ze plati T = UT AU.
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3.8.2 Realné normalni matice

Véta 3.8.2 (Schurova véta pro redlné symetrické matice) Nechi A € R™"
je redlna symetrickd matice. Potom existuji (redlnd) ortogondlni matice U € R™ ™ q
redlnd diagondini matice D € R™™ takové, Ze plati D = UT AU.

Véta 3.8.3 (Schurova véta pro redlné normdalni matice) Necht U € R™" je
redlnd a obecné normdlni matice. To jest plati ATA = AAT. Potom existuji (redlnd)
ortogonalni matice U € R™"™ a redlnd blokové diagondlni matice B € R™*™ s bloky o
velikosti 1 x 1 a 2 x 2 takové, Ze plati B = UTAU.

Bloky 1 x 1 a 2 x 2 odpovidaji realnym vlastnim ¢islim respektive dvojicim komplexné
sdruzenych vlastnich ¢isel. Sloupce ortogonalni matice U odpovidajici redlnym vlastnim
¢islim predstavuji prislusné vlastni vektory, dvojice sloupcti odpovidajici parim kom-
plexné sdruzenych vlastnich ¢isel predstavuji realné baze odpovidajicich invariantnich
podprostort.

3.8.3 Zminka o konstrukci Schurova rozkladu, QR algoritmus

Poznamka 3.8.1 Jak bylo zminéno vyse, nent primd cesta ke Schurovu rozkladu vyjadrenim
v radikdlech. Algoritmy mohou najit pouze priblizné reseni a to iteracné. K hleddni
Schurova rozkladu mame specifické algoritmy. Jeden z nich za chvili zminime.

Poznamka 3.8.2 Zduraznéme, Ze zde dohromady piusobi dvé aproximace:
o Priblizny algoritmus pro Schuruv rozklad
o Priblizné pocitani na vypocetni technice

a to vede k netrividlnim matematickym problémim.

Jednim ze zpusobii nalezeni Schurova rozkladu je QR algoritmus. Nepiijdeme zde do
podrobnosti, ale QR rozklad zname a tim padem konstrukce néasledujici posloupnosti
(v jednoduchém specidlnim pripadé s ortogonalnimi maticemi) ndm neni neblizka.

Ao, Ay, A, ... (3.47)

nasledujicim zptsobem

Algoritmus 3.8.1 QR algoritmus
Input: Matice A € R™*",
Output: Priblizny trojihelnikovy faktor R.

1. Poloz A1 =A, k=1

2. while (A neni “dostatecné trojihelnikovd”) do
2. Rozloz A, = Q. R, QR rozkladem

3. Poloz Ak+1 = R,Qy

10. end while

11. return Ay
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Vztah mezi po sobé nésledujicimi ¢leny posloupnosti (3.47) muzeme vidét z nasledujiciho
rozpisu

A = RiQp = QrQp Q= Q1 ALQk
= Q.. - QQTAQ1Q: ... Q.

Také plati

Q2 ... Qro1QrpBRpRy—y... Ry
Q1Q2 ... Qr-1(QrRi)Ri—1 ... Ry
= Q.. Q1 ARy ... Ry
= (Q1Q2 S Qk—lAk)Rk—l Ry
= AQ:1Q2...Qr 1 Rp1... Ry
— AF

Oznacime-li
Qr = @Q1Q2. .. Qr-1Qk, Ry = RRy—1... Ry, (3.48)
pak muzeme predchazejici vztahy shrnout

A= Qi AQy 1, Qrly, = AF. (3.49)

To mimo jiné znamend, Ze matice v posloupnosti (3.47) jsou navzéjem podobné a jsou
to postupné ortogonalné transformované matice.

Za urcitych podminek tato posloupnost konverguje k trojihelnikové matici. Priklad
konvergence je uveden v nasledujici Véteé.

Véta 3.8.4 Necht matice A € R™"™ md vlastni &isla M1, ..., \n, kde
1] > Ao > Al (3.50)

a zapisSme jeji diagonalizaci ve tvaru

XTTAX = A =diag(\, ..., \). (3.51)
Predpoklddejme ddle, Ze existuje LU rozklad X~ = LU, kde matice L je dolni trojihelnikouvy
Jfaktor s jednotkovou diagondlou. Oznacme X = QR QR rozklad matice X. Oznacime-li
ddle podle predchdzejicitho A¥ = QpR; QR rozklad matice A*, pak existuji diagondlni
matice Dy s |Dg| = I takové, Ze plati

Qka m Q. (3.52)

a iterace A, = Qj_1 AQk—_1 esencidlné konverguji k trojihelnikovému faktoru Schurova
rozkladu. Pojem esencidlni konvergence si vysvétlime v dikaze.
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Dukaz:
AF = XA* X = QRAFLU = QR(AFLA™)A*U = QR(I + F,)A*U, (3.53)

kde F, — 0. protoze poddiagondlni prvky matice A¥ LA=* na pozicich (i, j),i > j
—00

jsou rovny 1;;(A\i/A;)* pro L = (I;;) a konverguji k nule pro rostouci k. Dale mtzeme
psat
AY = Q(I + RF,R™Y)(RA*U) = Q(I + G)RA*U, (3.54)

kde Gy, —= 0. Nechf Qi Ry, je QR rozklad matice I + Gj. Ze spojitosti QR rozkladu
—00
vime, ze Qg PR 1. Pak
—00
AY = QQrR, RA*U (3.55)
Oznacme 6y, . . ., 6, diagonaln{ prvky horn{ trojthelnikové matice R, RA*U a polozme
Dy = diag(d7/11], - -, 0,/10nl)-
Trojtuhelnikovy faktor v rozkladu
A = (QQkDy ") (Dk Ry RAFU)
ma pak kladné diagondlni prvky. Z jednoznacnosti QR rozkladu pak vidime, ze musi
byt R .
QrDi = QQi Dy ' Dy,

Q1Dy, tedy konverguje k Q. Snadno nahlédneme, Ze @ je unitdrn{ matice Schurova
rozkladu, protoze plati

X=QR< R'QTAQR=A = A= QRAR'Q".

Pak ovsem iterace QR algoritmu A; = QZAQ;C konverguji k trojihelnikovému faktoru
Schurova rozkladu az na ono diagonalni skalovani. Tuto konvergenci nazveme esencialni
konvergenci. Vsimnéme si, ze v samotné esencialni konvergenci vhodné skalovani neméni
diagonalni prvky trojihelnikového faktoru, ale mize ménit v kazdé iteraci mimodia-
gonalni prvky nasobky ¢isly s absolutni hodnotou 1. ]

3.9 Shrnuti

e PRINCIPIALNI POTREBA ITERACNI KONSTRUKCE ROZKLADU PRO RESENT PROBLEMU

VLASTNICH CISEL.

e SCHUROVA VETA V OBECNEM TVARU, SCHUROVA VETA PRO NORMALN[ MA-
TICE, SCHUROVA VETA PRO HERMITOVSKE MATICE.

e DUSLEDKY SCHUROVY VETY: CHARAKTERIZACE HERMITOVSKYCH A NORMALNICH

MATIC.

e ZASADNI ROZDILY MEZI ROZKLADY, KTERE SE DAJf POUZIT PRO RESEN{ PROBLEMU

VLASTNICH CiSEL. DULEZITOST UNITARN{ TRANSFORMOVATELNOSTI.
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e ROLE CIiSLA PODMINENOSTI VE VYBERU TECHTO MATICOVYCH ROZKLADU Z
NUMERICKEHO POHLEDU.

e SCHUROVA VETA A REALNE MATICE.

e ZAKLADNI SCHEMA QR ALGORITMU.
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Kapitola 4

QR rozklad

Tato kapitola je vénovana QR rozkladu obecné obdélnikové matice A. Na rozdil od
vétsinu textu budeme zde nejprve uvazovat realné matice A € R™ . Duvodem je
jednak velké mnozstvi aplikaci v redlném oboru a jednak geometrickd nazornost trans-
formaci, na kterych je v tomto oboru QR rozklad zalozen. V nasledujicim textu nejprve
zavedeme dva zakladni typy ortogondlnich transformaci. Prvni z nich jsou Given-
sovy rotace. Druhym diskutovanym typem ortogonélni transformaci jsou Househol-
derovy reflexe. Obé tyto transformace byly nazvany na pocest vyznamnych nume-
rickych matematikit minulého stoleti.

4.1 Givensovy rotace

4.1.1 Pootoceni v R?

Uvazujme nejprve rotace v prostoru R?. Jak vime, matice rotace G(¢), ktera realizuje
pootoceni o kladny thel ¢ (proti sméru hodinovych rucicek), se da zapsat jako

6= (Gné et ) w

cos ¢

Jak tuto rotaci aplikujeme jako transformaci na vektor x € R2?? Uvazujme ta-
kovy vektor z, ktery rozepiseme po komponentach s vyuzitim jednotkovych vektort ve
smérech souradnych os.

r = (Z) =& <(1)> + &2 <(1)> = &1e1 + &aen (4.2)

Aplikace matice rotace na tento vektor pak vypada

Gy = (G ") (&) = eiore + e =& (Gnd) & (7).

cos ¢ sin ¢ cos @
(4.3)
kde jsme opét zdtraznili rozpis po komponentach. Piislusny thel mezi danymi vektory
muzeme ziskat inverzni transformaci, jak je uvedeno v nasledujicim tvrzeni.

37
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Véta 4.1.1 Predpoklidejme, Ze pro dva vektory x,y € R? plati ||z|| # 0 # ||ly||. Pak

pro velikost uhlu mezi témito vektory mizZeme psdt

T
¢ = arccos ——— € (0, ). (4.4)
][]yl
Diikaz: Kosinova véta v R? pravi, Ze
2 —yll* = llzl|* + [lylI* = 2[lz]|ly[| cos 6. (4.5)

Pripomenme, ze pro x L y dostaneme Pythagorovu vétu. Postupné muzeme pak psat

lzl* + yl? = lle —yl* _ 2z +y'y— (@ —y)'(z—y)

cosp =
2[|z]lyll 2|zl
B 22Ty B Ty
20=llllyll iyl

Zobecnéni do obecné dimenze pro prostory s realnym skalarnim soucinem se da provést
na zakladé zobecnéné CBS nerovnosti, ktera zarucuje, ze vySe uvedeny pomér je v
intervalu (—1, 1) a existuje tedy jedind hodnota ¢ v intervalu (0, 7).

|

4.1.2 Vnoreni rotace do R"

Obecné Givensovy rotace v R™ pro n > 2 ziskame z rotaci v R? jejich vnofenim do R™.
Rotace G;;(¢) v roviné R™ ur¢ené dvojici riznych jednotkovych vektort e;, e; je ddna
aplikaci nasledujici matice na vektor zleva.

i J
1
1

i cos ¢ —sin¢

1

(4.6)
1
J sin ¢ cos ¢
1
1
&
Vysledek aplikace na vektor z = | : | je pak

&n
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&
Gi(p)z = Gy(9) | :
&n
i J
1
1
1 cos @ —sin ¢
1 &1
! ! :
Ji sin ¢ cos ¢
1
1

&
1| & coso _ §sing

j fisingb—i;ﬁjcosqﬁ

€n
4.1.3 QR rozklad pomoci Givensovych rotaci

QR rozklad redlné a obecné obdélnikové matice A € R™*™ pomoci Givensovych rotaci
je zaloZen na jejich postupné aplikaci zleva na matici A takovym zptisobem, Ze se
touto aplikaci nuluji prvky v A. Podivejme se pro jednoduchost nejprve na situaci v
&1

¢ ), platil nasledujici
2

R2. Konkrétng, chceme, aby pfi aplikaci rotace na vektor z = (

vztah:

y=Glore=Glo) (§) = (oo Eone) - (m) (7)

) &1 sin ¢ + & cos ¢ 0

Protoze unitarni transformace neméni normu, tak ten nevynulovany prvek ji musi
byt roven. Prvni otdzka, kterou si musime polozit, je zptisob, jak ziskame ihel rotace
odpovidajici tomuto vynulovani. Uvazujme nasledujici sadu tuprav, kde predpokladdme
nenulovost normy vektoru x a nenulovost jeho prvni komponenty &;. Z rovnice pro druhé
komponenty mame
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&18in¢ + & cosp =0 (4.8)

7 toho postupné ziskame i s pouzitim vztahu pro prvni komponenty

tangp = —gj
: &
sing = —
&+ &3
&1
cosp =
&+8

Jinou moznosti je predpokladat ve vysledku prvni komponentu negativni a napsat

on(t) - (49

sing = 22

£2
g+8
&
COsSp = ————
&g+

Vidime, ze rotace, ktera nuluje ptislusny prvek, neni nutné jednoznacné urcena. Jak
déle uvidime, pouzitim (i) Givensovych rotaci v R™ a (ii) jejich aplikaci k matici A
v pripustném poradi, je mozné ziskat QR rozklad této matice. Co je to pripustné
poradi budeme demonstrovat dale.

4.1.4 Givensovy rotace a QR rozklad matice

Ackoli bychom QR rozklad zde mohli diskutovat pro obecné obdélnikové matice, pro
nazornost se soustiedime na matice ctvercové, tedy pripad n = m.

QR rozklad matice A € R™*" zalozeny na Givensovych rotacich si mizeme predstavit
nasledujicim zptsobem. Uvazujme nejprve v R™ rotaci v roviné urc¢ené jednotkovymi
vektory e; a ey. Tuto transformaci oznac¢ime (1 o a jeji aplikaci si schématicky zapiseme
jako

a1 a2 ... Qip a1 Q2 ... Qip
a921 A29 ... QAgp 0 a929 ... QA9pn
GipA=Go| @1 G322 ... G3n | =|a31 a3 ... a3n (4.9)

Ap1 Ap2 ... QApp Ap1 Ap2 ... Qpp



4. QR rozklad 41

V piipadé, Ze platilo a;; = 0, matice transformace (redukovand jen na dva sméry) je

G @ (4.10)

a jejim vysledkem je pouze prehozeni ptislusnych radka. Tim vlastné fesime specialni
pripad vylouceny vyse. Jsou-li nulové oba prvky aj; i ase, transformaci je identita,
kterou v praxi nemusime samoziejmé vibec aplikovat.

Poznamka 4.1.1 Vidime, Ze G, 2 ovlivni proky v vdadcich 1 a 2, ale ne v jingjch radcich.

QR rozklad matice (zatim jej chdpeme v intuitivnim smyslu, jak si jej vybavu-
jeme z kursu linearni algebry) je zalozen na tom, Ze postupnou aplikaci rotaci na ma-
tici ziskame matici, kterd ma vsechny prvky pod hlavni diagonalou nulové. Pripustné
poradi je takové, které toho docili. V praxi to muze znamenat napriklad takové poradi,
které neméni diive vynulované prvky zpét na nenulové. Oznac¢ime-li vyslednou matici
R € R™™ a oznacime-li rotace v poradi, jak je aplikujeme, Q1,...,Qs, s < (n—1)n/2,
pak QR rozklad mtizeme psat

Qs...1A=R. (4.11)

Ma-li R vsechny prvky pod hlavni diagonalou nulové, pak souc¢in unitarnich matic
Q. ... Q1 je unitarni a miZzeme jej oznac¢it Q7. Ve vysledku jsme takto nalezli rozklad

A=QR. (4.12)

Zastavme se jesté u moznych pripustnych poradi. Jednim z nich je napriklad postupné
nulovani prvka matice A na pozicich

(2,1), (3,1),...,(n,1),(3,2),...,(n,2),..., (n,n — 1), (4.13)

Toto ale neni ale jediné mozné poradi. Klicem k tomu, ktera poradi jsou pripustna, je,
abychom dospéli k matici R, kterd ma vsechny prvky pod hlavni diagonalou nulové.

4.1.5 Givensovy rotace a ridké matice

Situace je mnohem zajimavéjsi v pripadé, ze jiz matice A ma mnoho prvka nulovych.
Matice, kde jsme schopni vyuzit faktu nulovosti prvki matice k zefektivnéni vypoétovych
postupt, nazyvame matice Fidké. V tomto pripadé je mozné ridkosti vyuzit naptiklad
k vyraznému zmenseni poctu s pouzitych rotaci. Zajimavé je také studovat, jak a kde
se zméni nulovost a nenulovost prvkia matice po aplikaci jedné nebo vice Givensovych
rotaci.

Pozorovani 4.1.1 Pri aplikaci Givensovy rotace, kterd piusobi v roviné urcené vek-
tory e; a e; na matici A € R™ ™, je struktura rvadki i a j ve vysledné matici ddna
sjednocenim struktur v obou z mich.
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Toto pozorovani se da vyuzit k posouzeni ridkosti QR rozkladu ridké matice A. Dis-
kutujme tento rozklad podrobnéji. V QR rozkladu fidké matice hraji roli dva néasledujici
zakladni aspekty.

e Za prvé, ridkost vysledného faktoru R,
e za druhé, pocet operaci béhem QR rozkladu.

Prvni z téchto aspekti je jasny. Faktor R muze obecné obsahovat nékteré nenulové
prvky na pozicich, které byly v matici A puvodné nenulové. Takové prvky budeme
nazyvat prvky zaplnéni. V praxi bude téchto prvki obecné mnoho a pozorovani vyse
ukazuje princip zvétsovani jejich mnozstvi sjednocovanim struktur radka zapojenych
v rotacich. Tento aspekt QR rozkladu fidkych matic se da formalizovat jesté jinym
zpusobem. Uvazujme permutacni matici P € R™"™ a QR rozklad matice PA, kde
A € R™™ m4 pro jednoduchost linearné nezavislé sloupce. Pak plati

ATA=ATPTPA=(QR)"QR = R"R. (4.14)

Vzhledem k jednoznacnosti QR rozkladu za predpokladu kladnych diagonalnich prvki
R vidime néasledujici

e Faktor R je pii pfesném pocitani roven Choleskému faktoru matice AT A.

e Permutace radku, kterou vyjadiuje permutacni matice P, nehraje ve vysledném
faktoru R zadnou roli.

Problém faktoru R v QR rozkladu, ktery je nahlizen jako faktor Choleského faktoru
matice AT A, miiZeme vidét na extrémnim pifkladé, kdy matice A obsahuje husté fadky.
Uvazujme nasledujici strukturu matice A

*

* : (4.15)
*
¥ ok ok ok ok

Je ziejmé, Ze matice AT A neni obecné #idka, nebot je iplné zaplnéna. To miZe vést k
velké vypocetni slozitosti ve vypoctu QR rozkladu. A to také snadno vidime, naptiklad,
z aplikace Givensovych rotaci.

Ackoli tedy rozklad je nezavisly na radkové permutaci matice A, tedy na per-
mutac¢ni matici P, tato matice hraje velkou roli v praktické aplikaci Givensovych rotaci.
Konkrétné, promyslena volba potradi Givensovych rotaci umoznuje zmensit pocet ope-
raci behem QR rozkladu, coz se tyka druhého zminéného aspektu. Obecnou dulezitou
otazkou je ale jaké pripustné poradi pouzit, aby pocet aritmetickych operaci v QR roz-
kladu byl co nejmensi. Neptijdeme zde do detailii, ale existenci rozdili v poc¢tu operaci
ukazeme na prikladé nasledujici struktury idké matice, kde hvézdicky znaci nenulové
prvky.
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(4.16)

¥ K K X X X X X

* X X X X X

Je jasné, ze kdyz pro eliminaci nenulovych prvka v prvnim sloupci nejprve pouzijeme
rotace s vyuzitim tfetiho radku

G347 G357 GSG) G37> G387 G13

bude celkovy potiebny pocet operaci mensi, nez kdyz pouzijeme nejprve rotace s
pouzitim prvniho radku

GlSa G14> G15a G!167 G17, G18-

Pouziti prvniho faddku pro eliminaci totiz (jak je vidét z vyse uvedeného pozorovani)
da vzniknout novym nenulovym prvkim ve druhém sloupci, které pak musi byt dale
eliminovany.

4.2 Householderovy reflexe

Stejné jako v pripadé Givensovych rotaci se zde omezime na téleso redlnych cisel a
budeme uvazovat transformace pouze v prostoru R". Jak uvidime, na rozdil od Given-
sovych rotaci uvazujeme tyto nové transformace rovnou v obecné dimenzi n.

4.2.1 Princip zrcadleni a zobrazovani vektord zrcadlenim

Uvazujme nadrovinu H v R™. Vime, Ze nadrovina ma dimenzi n — 1 a popisme ji jejim
normalovym vektorem ¢, ||¢|| = 1 nasledujicim zpisobem.

H(g)={z€R"|zLq} (4.17)

Pro obecny vektor x € R™ si vyjadiime jeho obraz pti zrcadleni podle této nadroviny,
kterou budeme také nazyvat nadrovinou zrcadleni. P¥islusny postup ted popiseme v
nékolika logickych krocich.

e Nejprve si vektor x rozlozime na slozku ve sméru normalového vektoru, kterd je
_ T . T v . . . ’ 7
rovna x4, = qq' x. Matice qq* pfitom reprezentuje projekci na normalovy vektor
¢ nadroviny H.

e Slozka kolm4 na vektor ¢ (¢ili rovnobéznd s nadrovinou) je x — z,,.

e Zrcadleny vektor bude mit druhou z téchto slozek, to jest x — x4, shodnou s
puvodnim vektorem, ale ve sméru rovnobézném s ¢ ma misto z, vektor —z,.
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adrovina

Obréazek 4.2.1: Ilustrace Householderovy reflexe vektoru x oznacené zde jako Hx nadro-
vinou s normdlovym vektorem q v R2.

Dohromady tedy lze zrcadleny vektor a prislusnou transformaci H(q) zapsat nésledovné

y=H(q)z = (v —x,) —2g = (I - 294" ). (4.18)

Snadno nahlédneme, ze matice H(q) je ortogonalni, symetricka a také splnuje

H*(q) =1, (4.19)

protoze, celkem logicky, zrcadlime-li dvakrat, jako kdybychom nezrcadlili viibec. Schéma
zrcadleni je zndzornéno nasledujicim schématem.

Proces zrcadleni mezi jednim a druhym vektorem o stejné normé je formalné popsan
v nasledujici vété tak, ze prislusné nadroviny, reprezentované svymi normalovymi vek-
tory, jsou zde zkonstruovany.

Véta 4.2.1 (Véta o zrcadleni) Méjme dva rizné vektory x, y € R™ se stejnou normou.

Necht
r—y rT+y

= = (4.20)
[ =yl [+

q1

Pak H(q1)x =y, H(g)x = —y.

Dikaz: Vektor z—y je kolmy k nadroviné zrcadleni vektoru x na vektor y. Normalizaci
ziskdame ¢,. Podobné, vektor x + y je kolmy k nadroviné zrcadleni vektoru = na vektor
—. ]

Stejné jako v pripadé Givensovych rotaci, zrcadleni lze pouzit k hromadnému nu-
lovani prvka matice a nasledné tak ziskat QR rozklad.
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Uvazujme vektor © € R™ a zrcadleni takové, ze jej zobrazi na vektor £||x||e;. To
tedy znamenad, ze chceme najit nadrovinu zrcadleni, kde zrcadleny vektor bude spliovat

H(z) = %||z|lex (4.21)
Prislusné normalové vektory z predchazejici véty potom jsou dany vztahy

z — [lz]les _atlzlle

A=y T o
lz = [l=llex | [+ fle

(4.22)
Otéazkou zustava, kterou z téchto variant v praxi zvolit. Volba v praxi musi vzit do
uvahy fakt, ze vypocty se provadi v aritmetice, kterd ma pouze koneénou presnost.
V ni plati, Ze presnost vysledku mizeme vyznamné ztratit vyrusenim pti odec¢itani
blizkych ¢isel. Aby k tomu nedoslo, volime znaménko podle komponenty & vektoru .
To jest, nadrovinu zrcadleni uré¢enou vektorem ¢, pouzijeme v pripadé, kdy & < 0 a
@2 pouzijeme v pripadé, kdy & > 0.

4.2.2 QR rozklad pomoci reflexi

Stejné jako v pripadé Givensovych rotaci je QR rozklad pomoci Householderovych
reflexi zalozen na jejich postupné aplikaci zleva na matici A takovym zplsobem, ze
se touto aplikaci nuluji prvky této matice. Na rozdil od nich je vSak pripustné poradi
obvykle zretelnéji urceno. Standardni postup nuluje postupné poddiagonalni prvky ve
sloupcich 1,...,n — 1 matice A tak, abychom ziskali matici R Pouzili-li jsme n — 1
reflexi Q1,...,Q,_1, pro kazdy sloupec jednu, QR rozklad pak mtzeme psat

Qn1...Q1A=R. (4.23)

Soudin unitdrnich matic reflexe Q,_; ... Q; je unitdrni a miZeme jej oznacit Q7 a
stejné jako v pripadé rotaci jsme nalezli rozklad

A=QR. (4.24)

V pripadé, kdy je matice A tidka, je problém nulovosti a nenulovosti prvku jak v R
tak i v mezivysledcich QR rozkladu, kdy jsme na A aplikovali pouze ¢ast rotaci, také
velmi zajimavy. Obecné je vliv reflexi na tidké matice jasny z jejich “matematického
vyjadreni.

4.2.3 Komplexni rozsireni Givensovych rotaci a Householde-
rovych reflexi
e Tato rozsiteni nejsou jednoznacna, ale jsou. Je tedy mozné je aplikovat na obecné

komplexni matice. Jedno z moznych zobecnéni Givensovych rotaci neni zalozeno
na geometrickém pojmu rotace, ale vyuziva matici
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U J
1
1
1 c —5
1
, (4.25)
1
7 S C
1

kde |c|> + |s|* = 1. Za ti¢elem nulovéni pak miizeme poloZit

£

VIG? + 16

&

V1G] + 1€l

5 = —

a dostaneme

y = Groz = Grs <§1> _ <§10¢ — 525¢> _ (\/ €112 + |§2|2> _ (Hg“) . (4.26)

&2 §15¢ + &0 0
H(g) ={z€C"|z"¢=0} (4.27)
H(q) = (I —2qq"). (4.28)

o 1, = qq¢*z lezi ve sméru normély < ¢*z je redlné (Ze v tom sméru tedy obecné
nelezi vzdycky)

Véta 4.2.2 (Véta o komplexnim zrcadleni) Méjme dva rizné vektory x a y se stejnou
normou v C". Necht

r—y ¢ r+y
pumy y 2 pum

[l = yll Iz + yll

" (4.29)

Pak H(q1)x =y, H(q)x = —y pravé tehdy, kdyz y*z je redlné.
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No ale toho muzeme vzdycky docilit. Je-li & = [& €, a zvolime-li y = —e'||z||e1, pak
je

y'r = —|&]lz|
a skalarni souc¢in je pritom realny. Pak tedy pro

T+ ez e

= , (4.30)
2 + e f|lzle]]
plati ‘
H(q)x = e *||x||ex (4.31)
e Vypocet je numericky stabilni, protoze prvni prvek vektoru ¢ je
(] + llz]e )

Iz + e {lzlex]|

4.3 QR rozklad z pohledu matice jako celku

Jak jsme vidéli vyse, QR rozklad je mimo jiné zakladnim kamenem nalezeni Schurova
rozkladu, ale jeho role je vyznamna i v dalsich tlohach. Ackoli jsme jej vyse popsali jeho
dva zékladni pristupy, zminme si jesté QR rozklad pro obecnou obdélnikovou matici.
Treti pristup, ktery zde uvedeme, je prirozené spjat s obdélnikovymi maticemi.

Definice 4.3.1 Necht A € C™™ je obecnd obdélnikovd matice. Rozklad tvaru A =
QR, kde Q) je matice s ortonormdalnimi (ON) sloupci a R md vsechny prvky pod hlavni
diagondlou nulové, to jest kde R = [r;], ij = 0 pro i > j, nazjvdme QR rozkladem
matice A.

V praxi muzeme rozlisovat vice pripadi podle vztahu dimenzi n a m. V pripadé, kdy
n > m, muze mit matice R pod svou hlavni diagonalou tadky se samymi nulovymi
prvky. Néasledujici obrazek nejprve znézornuje schématicky tvar rozkladu pron > m a
potom pro pripad n < m. Samoztejmé, v pripadé rovnosti n a m oba pripady splyvaji.

Nékdy hovorime o ekonomickém QR rozkladu, kde misto matice R mame ve
vysledku ¢tvercovou matici Ry € R™*™ bez onéch nulovych fadki a misto matice
@ € R™™ uvazujeme matici J; € R™ ™ slozenou z prvnich n sloupci Q. V pripadé
n < m ziskdme takzvany Siroky rozklad, kde specidlni ekonomicky tvar neni tfeba
uvazovat.. Schéma ekonomického QR rozkladu pro n > m je na nasledujicim obrazku.

Poznamka 4.3.1 QR rozklad neni obecné jednoznaény, nebot pro kaZdou dia-
gondlni matici D, pro kterou D*D = I, a pro libovolny QR rozklad matice A této
dimenze plati

A=QR=QD*'DR = (QD*)(DR)
Kdyz vsak povolime na diagondle matice R pouze kladné prvky, je ekonomicky QR
rozklad jednoznacny a tvrzeni hned formulujeme jako vétu.

Véta 4.3.1 Necht A € C™™ je obecnd obdélnikovd matice s linedrné nezdvislymi
sloupci. Pak existuje jedind dvojice matic Q € C™™ a R € C™*™ takova, Ze Q) je
matice s ortonormdlnimi sloupci a R je horni trojuhelnikovd matice s kladnymi dia-
gondlnimi prvky splnujici

A=QR.
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A

Q

AN

Obrazek 4.3.2: Ilustrace QR rozkladu pro pripad n > m (nahore) a n < m (dole).

Obrazek 4.3.3: Ilustrace ekonomického QR rozkladu pro pripad n > m.
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4.4 Gram-Schmidtiv algoritmus

Gram-Schmidtiv algoritmus je proces, kterym miizeme také nalézt QR rozklad matice.
Tim, ze jej obvykle popisujeme jinak nez jako aplikaci transformacni matice, vénujeme
mu specialni pozornost a popisujeme jej samostatné. Zde jej uvazujeme pro obecné
komplexni vektory. Navic, jeho provedeni ma vice variant, které se vyrazné lisi nu-
merickymi vlastnostmi a tak jeho podrobnéjsi algoritmicky popis je rozumné provést
samostatneé.

4.4.1 Zakladni odvozeni Gram-Schmidtova algoritmu

Definice 4.4.1 Gram-Schmidtiv algoritmus je proces, ktery nalezne ortonormdlni bdzi

podprostoru generovaného danymi a obecné komplexnimi vektory aq, . .., . Schématicky
budeme psdt pro k = 1,...,m prerod z danijch vektori ay, ..., ax na ortonormdlni bazi
span{ay,...,ar} — span{q,...,q}, (4.33)
kde q, ..., q jsou ortonormalni.
o 111 = ||a1||, ¢ = a1/r1; (inicializace, |q1]| = 1)
e Jak nalézt druhy vektor? Ma byt
span{ay, as} = span{qi, ¢}
e L o«
e Promitnéme ay na ¢; a tu projekci, kterd je ve sméru vektoru ¢;, odec¢téme od
as. Vysledek pak normalizujme a dostaneme
ay — qiqyay = (I - Q1CJT)CL2 (4-34>
e Normalizace a normalizovany vektor
roy = (I — qugi)azll, ¢ = (I — qugy)ao /(I — quqy)asll, 112 = graz - (4.35)
e No a takhle pokracujeme s tim, Ze promitame na podprostor z predchazejicich
ortonormalnich vektort qi, ..., ¢._1 nasledujicim zptisobem
Qk—l = [Qh s JQk—l]
k—1

2= (I - QuaaQi_yaw = ar — Y_(qfar)g;

=1

ree = 2l g = 2/||2||, Tk = ¢ a
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— Linearné nezavislé vektory as, ..., a,, implikuji ||z|| # 0, protoze vzdycky
odec¢itame jen slozky ve sméru predchozich vektort.

— 7 hodnot r;; se da utvorit horni trojihelnikova matice

M1 T2 ... Tim
To9g ... Tom

A:[ala"'aam]aQ:[q17"'7qm]7R: . : (436)
T'mm

— No a mame zase QR rozklad

4.4.2 Dvé varianty Gram-Schmidtova algoritmu: CGS a MGS

V praxi rozliSujeme dveé zakladni varianty Gram-Schmidtovy ortogonalizace podle toho,
jakym zplisobem jsou nové sloupcové vektory ortogonalizovany. Tyto varianty davaji
v presné pocitacové aritmetice shodné vysledky, ale v konecné presnosti se chovaji
velmi odlisné. Prvni z téchto variant, kterou nazveme klasickou Gram-Schmidtovou
ortogonalizaci (CGS) postupuje tak, jak jsme o ortogonalizaci hovorili vyse. Konkrétné,
novy vektor g1 vznikne normalizaci vektoru z definovaného takto

k—1
2= = qiq)ax = (I — QraQi_y)ar = Cf ay (4.37)
i=1

V tomto pripadé ortogonalizujeme novy vektor nezavisle proti predchézejicim orto-
normdlnim vektorum. Aplikace modifikované Gram-Schmidtovy ortogonalizace (MGS),
ktera je v presné aritmetice matematicky ekvivalentni CGS, se zapise

(I —qeaqiq)---(I —quqy) ax = Mg ay. (4.38)

Proces tedy probiha tak, ze mezivysledek ortogonalizace néjakym vektorem tvorené
béaze je ddle postupné ortogonalizovan proti dalsim vektortim baze.

Véta 4.4.1 Pro vyse zavedené operdatory C’g a Mé plati pro k > 2
Cy = M}, (4.39)

Dtikaz: Rovnost je jasni pro & = 2 nebot obé strany tvrzeni vyjadiuji totéZ. Necht
k > 2, pak uvazujme indukéniho predpoklad

k-1 k—1
Mg =Cq,

ktery mtizeme také zapsat

k—2
(I — qr2tf_s) - (I —quqi) = (I = > aiq). (4.40)
=1
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Upravou levé strany a pouzitim indukcniho predpokladu postupné dostavame
Mg = (I —aqeagiy) - (I — qqy)

k—2
= (I —qag)d =D aq))
=1

k—2 k—2
= (- Z @4q;) = Qh—1T%—1 — W—1G51 Z ¢4q;
i=1 -

=1
k—2
= (I=> aq}) — 1051 = C§.
i=1

Z ortogonality qp_; vuci predchozim vektorim tedy dostavame platnost indukéniho
kroku a lemma je dokazana. ]
V dalsim textu tyto dva zptlisoby ortogonalizace popiseme i formou algoritmickych
schémat.

4.4.3 Klasicky Gram-Schmidtiv algoritmus (CGS)

Algoritmus 4.4.1 CGS
Input: A =[aq,...,a,)
Output: QR CGS rozklad.

0. Inicializace: ri; = ||a1]|, ¢1 = a1/711, @1 = [¢1]

1. for k=2:m do

2 Z = ag

3. [riky-- s meo1x)t = Qj_1z (nezavislé poé&itani koeficientil)
4- Z:Z—qu[?“lk,---,?“kq,k]T

5. e = |2

6. Qp=2/Thk

7. Qr=[Qr-1, G

8. end do

4.4.4 Modifikovany Gram-Schmidtav algoritmus (MGS)

Algoritmus 4.4.2 MGS
Input: A =[aq,...,a,)
Output: QR MGS rozklad.

0. Inicializace: ri; = ||a1]|, ¢1 = a1/711, Q1 = [¢1]
1. for k=2:m do

2. Z = Qg

3. fori=1:k—1do

4. Tik = q; 2

5. 2 =2 —Tiq;
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6. end do

7. Tkl = ||ZH

8. qr — Z/Tkk

9. Q= [Qr-1, q]
10. end do

4.4.5 Zpresnovani algoritmu - reortogonalizace (ICGS)

S kvalitou ortogonalizace miize byt problém v tom, ze vysledné vektory ¢, ..., ¢, ne-
musi byt prilis ortogonalni pri implementaci v aritmetice s konecnou presnosti. Jak
dale uvidime, problém vznika predevsim u varianty CGS. Kvalitu vytvorené baze
muzeme vylepsit, kdyz ¢astecné ortogonalizované mezivysledky ortogonalizujeme proti
predchozim vektorim. Tento postup, ktery nazyvame reortogonalizaci, nyni schématicky
uvedeme pro k-ty krok procesu, kdy m8me k dispozici prvnich £ — 1 normalizovanych
vektort.

e Uvazujme klasickou variantu ortogonalizace CGS

2 = ag — ((qulak)Qkfl + .t (qi‘ak)ql) (4.41)
e Aplikujme dalsi ortogonalizaci jesté na vysledek zj

W=z — ((q};_lzk)qk,l +...+ (qi‘zk)ql) (4.42)

e Dosazenim

w = ay — ((q}i,lak + G121+t (Gag + q’fzk)ql) (4.43)

Nésledujici algoritmus implementuje CGS s touto dodate¢nou ortogonalizaci (reor-
togonalizaci).

Algoritmus 4.4.3 ICGS
Input: A =[ay,...,a,)
Output: QR ICGS rozklad.

0. Inicializace: 1 = ||(11||, q1 = al/ru, Ql = [ql]
1. for k=2:m do

2. Zl — A

3. r=0

4. for{=1:2do

5. r = Qz_lzk

0. 2k = 2k — ka—lf

7. r=r-4+7rT

8. end do
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9. [le, ... ,Tk_lyk]T =r
10. Tk = ||Zk||

1. qp = z1/The

2. Qr = [Qr-1, %]

13. end do

4.5 ReSeni soustavy pomoci QR rozkladu

Uvazujme ¢tvercovou matici A € R™*" soustavy linearnich rovnic. Jeji feseni pomoci
QR rozkladu vyplyva z nasledujici soustavy ekvivalenci

Ar=b<s QRr=b< QRr = QQ"b < Rx = Qb (4.44)

4.6 QR rozklad a jeho stabilita

Ptipomenme nejprve, ze ve standardnim modelu vypoctu v aritmetice s koneénou
presnosti (bez uvazovani podteceni ¢i preteceni) se uvazuje nasledujici model operaci

fllz opy) = (1+0)(wopy), [6] < €/2,0p=+, — %/ (4.45)

Jak jsme jiz uvedli vyse, fikame, Ze algoritmus je zpétné stabilni, ma-li malou zpétnou
chybu. Samozirejmeé, tato definice je zavisi na kontextu a v konkrétnich pripadech si
fekneme, co zpétna stabilita algoritmu bude znamenat.

4.6.1 Aplikace rotaci a reflexi

Je-li U € C™*" (redlna nebo obecné komplexni analogie) matice Givensovy rotace nebo
Householderovy reflexe, pak plati

fUUA) =UA+ E), |||/ All < yn’e + O(€?). (4.46)
Predchazejici vyraz zkracujeme na pribliznou rovnost
[E]l ~ €Al (4.47)

V tomto piipadé fikdme, Ze aplikace rotaci a reflex{ je zp&tné stabilni, nebot spoc¢tené
feSeni této ulohy je presnym resenim modifikované tilohy se vstupnimi daty, ktera jsou
blizka ptivodnim datim dané tlohy. To jsme vyse nazvali malou zpétnou chybou. To,
ze je chyba skutecné mala plyne z toho, ze v ni jsou jen ¢leny, které nam prirozené
musi vzniknout z divodu

e konecné presnosti pocitace (),

e jednoduchych operaci v pohyblivé fadové ¢arce (norma matice A, skalarni faktor,
polynom malého stupné dimenze matice).

Jiné cleny, jako je napriklad ¢islo podminénosti, tu nejsou.
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4.6.2 Ortogonalita spoctené matice

Predpokladejme, ze jsme spocitali v QR rozkladu matici Q misto presné matice Q.
Zajima nas chyba v ortogonalizaci Fg matice A, kterou mizeme zavést vztahem

Q' Q=1+ Eo. (4.48)

Tuto chybu budeme nazyvat ztrata ortogonality matice ) a budeme ji méfit normou
| Egll. Vysledkem jsou nésledujici zavislosti pro rizné typy QR rozkladu, kde C(n,m)
s prislusnym indexem je n&jaka funkce dimenze (dimenzi) problému (obecné ruznéd v
ruznych situacich shrnutych nize), kterd neroste prilis prudce.

Householderovy reflexe — ||Eg| < Cu(n,m)e
Givensovy rotace — ||Egl| < Ca(n,m)e

CGS — ||Eg|l < Co(n,m)r*(A)e

MGS — ||Egll < Cu(n,m)k(A)e
ICGS — ||Eg|l < Ci(n,m)e

Poznamenejme, ze u MGS predpokladame ortogonalizaci viici predchazejicim vek-
toriim baze v pivodnim poradi. S jinym poradim v MGS miize byt vysledek méné
presny, az jako CGS CGS navic predpoklada mirné pozménény vypocet diagonalnich
prvk.

4.6.3 Stabilita vypoctu faktoru R

Uvazujme QR rozklad, ktery vypocita @ a R. Pri vypoctu faktoru R s pouzitim Hou-
seholderovy reflexi, Givensovych rotaci ¢i MGS existuje takova presné unitarni matice
Q) takova, ze
QA+E)=R (4.49)

kde pro zpétnou chybu E zéroven plati ||E||r < C(n,m)e||Al|p. Jinymi slovy, v téchto
pripadech je vypocet R zpétné stabilni.

V pripadé Householderovych reflexi navic plati, ze @ je blizko ) v nasledujicim
smyslu:

1Q — Qllr < C(m,n)e. (4.50)

4.6.4 Norma rezidua

Zde se jesté pozastavme u normy rezidua dané nasledujicim rozdilem.
A—QR (4.51)

Pak plati |4 — QR|| < C(n,m)e||A|| pro Householderovy reflexe, Givensovy rotace,
MGS, ICGS i CGS.
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4.7 Pocty operaci pro jednotlivé druhy QR roz-
kladu

Zde uvedeme jen jednoduché navodné pocty pro ¢tvercové matice.
e Householder: 4/3n3
e Givens: 2n?

e CGS, MGS: 2n?

4.8 Arnoldiho algoritmus

4.8.1 Definice Krylovovy posloupnosti
Definice 4.8.1 Predpoklidejme, ze A € C™*™ b e C". Posloupnost

b, Ab, A%, ... (4.52)
nazyvame Krylovovou posloupnosti prislusnou matici A a vektoru b.

V dalsi definici zavedeme Kryloviv prostor, ktery se hojné vyuziva jak v iteracnich
algoritmech TeSeni soustav linedrnich rovnic, tak i pri feseni problému vlastnich ¢isel.

Definice 4.8.2
K (A, b) = span{b, Ab, ..., A" b} (4.53)

nazyvame m-tym Krylovovym prostorem pro m < n.

Dilezity postup, ktery nalezne ON bézi Krylovova prostoru, je uveden nize.

4.8.2 Hledani ortonormélni baze prostoru K,,(A,b)

Hledani ON baze Krylovova prostoru je z formalniho hlediska zaloZzeno na modifikaci
Gram-Schmidtovy ortogonalizace, ve které pouzivame jako vychozi vektory vektory
generujici tento prostor.

Nalezeni ortonormalni baze prostoru K,,(A4,b)
Schématicky je postup zalozen na opakovani nasledujicich trech kroku
e Zvolime g, = b/|[b||
e Pro k£ > 1 postupujeme Gram-Schmidtovou ortogonalizaci (zde demonstrujeme s
pouzitim CGS)

k—1 k—1
z=ar— Y (Gan)g — 2 = Age1 — Y _ (G Aqr—1) i (4.54)
i=1 i=1
Na levé strané je krok standardniho GS procesu, na pravé strané je krok
Arnoldiho algoritmu, jak tento proces nazyvame.
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e normalizace vektoru z
rie = |21, @6 = 2/Tiw. (4.55)

Hledéni ON béaze prostoru K,,(A,b) jako QR rozklad

Proces ziskani ON baze Krylovova prostoru miuzeme také chapat jako QR rozklad
Konkrétné, prepisme si vztah pro vypocet vektoru z nasledovné

k—1
Agr_r =z + Z(C];A%—ﬁ% (4.56)
i=1
tedy
k—1
Age-1 = rergr + (6 Agr—1) ;- (4.57)

i=1
Vidime, ze kazdy sloupec Ag;, j = 1,k — 1 je linedrni kombinaci predchézejicich ON
vektorti a nového sloupce, coz spolu s prvnim sloupcem dava pro k > 2 nasledujici
rozklad

[b AQk-1] = QiR (4.58)

Neuvazujeme-li prvni sloupec v tomto rozkladu, mtizeme Arnoldiho algoritmus také
chépat jako prevedeni matice A na horni Hessenbergtiv tvar.

AQp-1 = QrHi 1 (4.59)

Matice Hy -1 € CHk*(+=1) je vlastné matice Ry, které jsme odebrali prvni sloupec.
Horni Hessenbergiiv tvar matice je strukturalné znazornén nasledujicim schématem

*
*

*  * ¥
* X X X

(4.60)

I I S
I S S S
* K KX X X X

Predchazejici vztah muzeme napsat i jinak, kde pocitany k-ty sloupec je explicitné
vyjadren nasledujicim zptsobem

AQp1 = Qp 1 Hy 11 + Thrqrei_ ;- (4.61)

4.9 Shrnuti

e GIVENSOVY ROTACE A HOUSEHOLDEROVY REFLEXE Z NUMERICKEHO PO-
HLEDU.

e APLIKACE GIVENSOVYCH ROTACI A HOUSEHOLDEROVYCH REFLEXI NA RIDKE
MATICE.

e GRAM-SCHMIDTUV ALGORITMUS A NUMERICKE VLASTNOSTI JEHO VARIANT.
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e STABILITA QR ROZKLADU:

— APLIKACE ROTAC{ A REFLEXI,
— ORTOGONALITA FAKTORU @,
— CHYBA REZIDUA,

— CHYBA VYPOCTU FAKTORU R.

e BAZE KRYLOVSKEHO PROSTORU A JEJI NALEZENI. INTERPRETACE JEJIHO
HLEDAN{ JAKO PROVEDEN{ QR ROZKLADU.
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Kapitola 5

LU rozklad a Gaussova eliminace.

Uvazujme feseni soustavy linedrnich algebraickych rovnic

Ar =0,

(5.1)

kde A € C™" b € C" a hledame teseni x € C". Predpokladame, ze matice A je
regularni.

5.1

Standardni LU rozklad

5.1.1 Kilicové body v historii

Nine chapters on arithmetics (éina, 200 B.C.): eliminace soustavy o tfech neznamych

Seki Kowa, G.W. Leibniz (17. stoleti), pojeti determinantu
Gabriel Cramer (zacéatek 18. stoleti)

Gauss (1777 - 1855)

Hotelling, Goldstine a von Neumann (1947) - vypocty chyby rezidua pro inverzi

matice

Turing (1948) - podminénost soustavy

5.1.2 Sloupcové eliminac¢ni matice a jejich inverze

Sloupcovou eliminaéni matici M}, pro néjaky index k& < n a pro dana Cisla myi1 4, ..., My
si definujeme nasledovneé

1

=
I

T
=1+ mye;,, my =
Mk+1,k

My k 1

99

M1,k

Mk

(5.2)
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Jedna z nejkrasnéjsich vlastnosti téchto jednoduchych matic je, zZe i jejich inverze
se snadno vyjadii pomoci stejnych prvkia. Konkrétné, inverze regularni matice My je
déna vyrazem M, ' = I —myel coz miizeme rozepsat nasledovné

Mt = L _ (5.3)

—ME+1k

—mn,k 1

Pouziti sloupcovych eliminac¢nich matic pro feseni soustavy rovnic uvidime nize.

5.1.3 Pouziti eliminacnich matic: Gaussova eliminace a LU
rozklad

Kroky procesu Gaussovy eliminace se daji vyjadrit aplikacemi (inverzi) sloupcovych
eliminacnich matic na rozkladanou matici A zleva. To si zndzornime nésledovné.

ay; Qi ... Gip apnn a2 ... Qin
Qo1 Q22 ... Qo 0 aglz) a%)
AO = A= |as1 azx ... az | = AD = | 0 a§12) aé}f =M 'A (5.4)
A1 Qpa .. Qpp 0 a,(112) al)
je-li
1
&21/CL11 1
M, = |as/ann 1 (5.5)
: 1
an1/a1n 1

Vsimnéme si pritom znaceni, které jsme takto zavedli a budeme nadale pouzivat.
Aplikaci inverze sloupcové elimina¢ni matice na matice A zleva ndm vznikla néasledujici
ekvivalentni soustava rovnic.

Az =b— AWz = M1 (5.6)

Vidime, ze matice transformované soustavy je v ur¢itém smyslu jednodussi. Nejznaméjsi
vyjadieni Gaussovy eliminace je zalozeno na prevadéni matice soustavy do odstupnovaného
tvaru opakovanim tohoto postupu aplikovanym postupné na podmatice vysledku. Zvolime-
li
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1
ay fas) 1 , (5.7)
: |

a /as 1

M

pak aplikaci My ' na transformovanou soustavu zleva ziskame
My AWy = My M (5.8)
Opakovanim postupu se dostaneme k soustavé

MY o M Az = MY M (5.9)

Soucin inverznich sloupcovych elimina¢nich matic, které jsme na A aplikovali zleva,
spolecné s touto matici si oznacime U a vidime, Ze tento soucin je v hornim trojihelnikovém
tvaru

U=M" .. .M A (5.10)
Samotny souéin téchto matic si oznaé¢ime vyrazem L', tedy
Lt =M1 M (5.11)
Dostaneme tak rovnost
Ur=L"'b< LUz =b. (5.12)

Uvedme si dvé podstatné vlastnosti matici L

L=M,.. M_ (5.13)

Za prvé, matice je samoziejmé dolni trojithelnikova, nebot vznikla zndsobenim
dolnich trojuihelnikovych matic. Za druhé, L je explicitné definovana pomoci prvki
matic A = A, ..., A®D Konkrétné plati

1 1 1
0 0 0 0
a%é;/ aé&; ! <1>1 W) a%(};/a%; <1>1 0
L= |as /ajy asy [z o= e /ay agy/as,
a /a1 ang/asy .1 a9/a9 oD/ .1

(5.14)
Tohle je jeden z klicovych momenti této kapitoly a formulujeme si jej jako disledek
nasich uvah.

Disledek 5.1.1 Postupem z této kapitoly, kde jsme uvaZovali o nulovani poddiagondlni
cdsti zaroven ziskali i rozklad A = LU s explicitnim vyjddrenim prvkid v obou fakto-
rech L © U, z nichZ pruni je dolni trojuhelnikovy s jednotkami na diagondle a druhy je
v hornim trojuhelnikovém tvaru.
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Konkrétné U vypada nasledovné

ay; a2 Az ... Q1n
0 aélz) a%) . agln)

v=10 0 o ... o (5.15)
0 0 0 ... al»b

nn

Miuzeme tedy mluvit zaménné o LU rozkladu nebo Gaussové eliminaci.

Definice 5.1.1 Necht A € C™" je requldrni. Odvozeny rozklad tvaru LU, kde L je
dolni trojihelnikovou matici s jednotkovou diagondlou a U je horni trojuhelnikovou
matici nazyvdme LU rozkladem matice A.

Plati

Ar=be L' Az =L & Us =L 'b=p""Y (5.16)

5.1.4 Primy a zpétny chod v reseni soustav rovnic pomoci LU
rozkladu

V této podkapitole zdiiraznime vyznam oddéleného ziskani faktort L a U a dalsiho
postupu Teseni soustavy linearnich algebraickych rovnic, které nazveme primym a
zpétnym chodem.

Algoritmus 5.1.1 LU rozklad
Input: A = [a;]
Output: LU rozklad.

0. Inicializace: A© = A
f.fork=1:n—1do

2 fori=k+1:ndo

3 = alg 1)/ (k=1)

4 for j=k+1:ndo
(7k (k—1) (k—1)

5. a;; = aw — MiQy,;

6 end j

8. end ¢

9. end k

Nékdy se tento rozklad doplnuje jesté o aplikaci rozkladu primo na pravou stranu b
jako je to uvedeno ve skriptech. V tomto textu LU rozklad striktné oddélujeme od jeho
aplikace na pravou stranu. Proces aplikace tady uvadime jako dva kroky, nazyvané
prima a zpétna substituce (pfimy a zpétny chod).
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Algoritmus 5.1.2 Pfimy chod (substituce) pfi feSeni soustavy LU rozkla-
dem

Input: A = [a;;], LU rozklad této matice, vektor pravé strany soustavy b.

Output: Vektor z = L~1b.

0. Inicializace: b =b=[5,...,B,]"
1. for k=1:n—1do

2 fori=%k+1:ndo

3 m;r — ag,ljfl) a,(j;l) = lzk
b B =B —ma g
5 end ¢

6. end k

Algoritmus 5.1.3 Zpétny chod pri reseni soustavy LU rozkladem
Input: A = [a;;], , LU rozklad této matice, vektor z = L™'b
Output: Reseni soustavy rovnic x = [£y,...,&,]T.

0. Inicializace: A"V, » = [z1,...,2,]"

anzzn/unn
2.fori=n—1:-1:1do

3 &=z

4. for j=i+1:ndo
5. & =& — uyé

6. end j

7. & =& fui

8. end 1

Vyznam oddéleni primého a zpétného chodu od samotného rozkladu je zaloZzen na tom,
ze pravou stranu nebo vice pravych stran nemusime mit v dobé rozkladu k dispozici.
Déle, moderni algoritmy pouzivaji pro rozklady a nasledujici substitu¢ni chody obvykle
uplné jiné datové struktury s jinymi naroky na vypocetni prostredky.

5.2 LU rozklad ridkych matic

Na rozdil od QR rozkladu se LU rozklad chova vstticnéji k fidkym maticim, tedy k
maticim, kde nulovost ¢asti jejich prvkt hraje podstatnou roli. Konkrétné, vynasobeni
matice sloupcovou elimina¢ni matici zleva znamend, ze struktura radku pivota
(mnozina pozic nenulovych prvkia fadku pivota) bude sjednocovéna se strukturou
ostatnich radku, ale sama nebude ovlivnéna. Podrobnéji, je-li index fadku pivota
1, pak pro kazdé j > i je struktura j-tého radku vysledku déna sjednocenim ptvodni
struktury j-tého fadku a struktury radku pivota na vSech sloupcovych pozicich sloup-
cem i+1 pocinaje. Samozrejmym predpokladem je, ze neuvazujeme nahodné vyruseni
nenulovych prvkt béhem operace rozkladu. Struktura radku ¢ pivota se nezméni.
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Uvazujme nasledujici priklad matice, jejiz strukturu fidkosti znazornime hvézdickami.

* ok ok ok
*

(5.17)

s
I

* % % % %
*

*

Uvazme jeji LU rozklad a pouzijme na prvni krok rozkladu nasledujici sloupcovou
elimina¢ni matici My, kde jeji obecné nenulové prvky znézornime zase hvézdickami

M, (5.18)

I
ECE G R S
—_

1

Snadno nahlédneme, Ze struktura matice M; A bude obecné hustd, jak muzeme nasledné
znazornit, neuvazujeme-li ndhodné numerické vyruseni prvk

MA = (5.19)

o S I
* X X X X
EE R I S
o S I
* X X X X

Na rozdil od QR rozkladu je ale prakticka procedura, ktera se vyhne podobné situaci,
vyrazné jednodussi. Staci totiz uvazovat feseni soustavy PA s permutovanymi radky,
nebo i soustavy se symetrickou permutaci radk i sloupcti. Uvazujme nejprve nasledujici
permuta¢ni matici P, kterd prvni fadek matice A presune na posledni.

01000
00100

P=10 0010 (5.20)
00001
1 0000

Permutovanou matici pak mizeme znazornit nasledovné

* %
* %

A== * (5.21)
* *
X % % k%

V tomto pripadé se vyhneme zaplnéni ve faktoru U, ale faktor L bude husty, protoze
v kazdém kroku se nam zaplni dalsi sloupec v poddiagonalni ¢asti rozkladané matice
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podle nésledujiciho schématu pro struktury ¢astecné eliminovanych matic.

* ok * ok * ok * ok

* * * % * % * %

* * — * * — * ok — ... * ok

* * * * * * ok

* ko ok ok ok * ok ok ok * ok ok *
(5.22)

Formalné Ize schéma reseni soustavy rovnic s permutovanymi radky vyjadrit nasledovné

PA = LU
Az = b& PAv=Pbsax=U"'L"'Pb
Jesté lepsi je ale pomoci vyse uvedené permutace P matici permutovat symetricky,

tedy permutovat jak jeji radky, tak i jeji sloupce. Struktura symetricky permutované
matice je na nasledujicim obrazku a pfi jejim rozkladu zadné zaplnéni nevznikne.

(5.23)

*

s
I
*
* %X % % %

* ok k%

Resenf soustavy rovnic s permutovanymi radky i sloupci se da opét jednoduse vyjadrit
nasledujicim zplisobem. Symetricky permutovana matice s permutacni matici P se da
zapsat nasledovné

PAPT = LU. (5.24)

Resen{ soustavy rovnic Az = b pak postupuje v nasledujicich krocich.

PAPT = LU (rozklad)
Lz = Pb (substituce)
Uy = =z (substituce)

r = Py (permutace vektoru)

Nalezeni permutace matice A takové, aby se v rozkladu nebo jeho ¢asti snizila ve-
likost zaplnéni, ¢ili pocet nové vzniklych nenulovych prvki, je mozné algoritmicky for-
malizovat. Dilezitou t¥idou algoritmii, které zaplnéni snizuji predstavuji postupy, které
postupné vybiraji fadky pomoci lokalnich kritérii. Pro kazdy krok nejprve vybiraji
radek pivota, ktery zaplnéni minimalizuje, coz je casto radek s nejmensSim poc¢tem ne-
nulovych prvki v rozkladané matici. Existuje ale jesté druhé dilezitda motivace vybéru
radku pivota. Ta neni motivovana tivahami o struktutre nenulovych prvki ridkych ma-
tic, ale problémem proveditelnosti a stability rozkladu. Ji bude vénovana velka cast
nasledujictho textu. V praxi je nutné ohledy na proveditelnost a stabilitu rozkladu na
jedné strané a na velikost zaplnéni na strané druhé kombinovat.
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5.3 Rozklad s ¢aste¢nou pivotaci

Vysledky, které se tykaji stability LU rozkladu, jsou obecné slabsi nez analogické
vysledky pro QR rozklad a obdobné tvrzeni plati i pro praktické provedeni LU
rozkladu. V nasledujicim textu budeme diskutovat variantu pristupu k LU rozkladu,
kde do tohoto procesu zapojime permutaci radkt rozkladané matice.

5.3.1 Silna regularita

Diilezitym pojmem, ktery se tykd LU rozkladu matice, je silnd regularita, ktery
definujeme nasledujicim zptsobem.

Definice 5.3.1 Matice A = (a;;), A € C™" je silné reguldrni pravé tehdy, plati-li

ayr ... Qg
det | ¢+ ... | #0,k=1,...,n. (5.25)

agrr ... Qg

Podminku z této definice vyjadrujeme slovné, Ze vsechny hlavni minory matice A jsou
nenulové.

Véta 5.3.1 Pro pivot a,(ckk_l) prislusné eliminacni matice plati a,(ckk_l) # 0 prave tehdy,

kdyz A je silné requldrni.

Diikaz: Zde uvedeme jen poznamku k odvozeni tvrzeni véty. A® je singularni prave
tehdy, je-li a,(fgm 41 = 0, coZz znamena, Ze jsme narazili na linearné zavisly sloupec,
protoze v algoritmu se provadi jen takové operace, které neméni hodnost matice. W

V praxi nemusi byt pfedpoklad silné regularity pro reguldrni matici A splnén.

Prikladem je matice
01
o). -

kterd je regularni, ale nikoli silné regularni. Nicméné, v praktickém provadéni LU roz-
kladu nejsou problémem jen matice, které nejsou silné regularni, ale i matice, které
jsou maji néktery ze svych hlavnich minorti blizko nule. To znamena, ze ptislusna
podmatice je blizko mnoziny singularnich matic. To si demonstrujeme na nasledujicim

prikladé LU rozkladu
e 1 1 € 1
(1 e) N (1/6 1) ( €— 1/6) (5:27)

V této matici mame pro malé e pivot s malou absolutni hodnotou. V disledku
déleni prvkit matice ve sloupci pivota timto pivotem ziskdvame v pribéhu rozkladu
mezivysledky s velkou absolutni hodnotou (imérné 1/¢), kde je pfi praci v aritme-
tice v konecné presnosti znacna pravdépodobnost ztraty presnosti vypoctu. Nasledujici
véta nefresi uplné problém blizkosti hlavnich minor nule, tak jako jsme v minulém
prikladé mohli za matici numericky singularni povazovat matici tvorenou jejim
prvnim fadkovym a sloupcovym prvkem pro € s malou absolutni hodnotou. Nicméné
praktické hledani matice P uvedené nize bude ¢asto fesit i tento problém.
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Véta 5.3.2 Ke kazdé reqularni matici A € C™" existuje permutacni matice P takovd,
ze PA je silne requldrni. Matice P neni urcena jednoznacné.

Dikaz: Nastin dikazu provedeme vykladem, kde zaroven ukazujeme postup rozkladu,
ktery nékterou takovou permutacni matici P vyuziva. V tomto nastinu ukazeme postup
jak ziskat néjaké permutace. Fakt, ze tyto permutace se daji zapsat podle vyse uvedené
Véty bude diskutovan v textu dale.

Cheeme-li ziskat multiplikdtor mg, = a'f " /al®™ ktery je v absolutni hodnoté co
nejmensi, v konkrétnim kroku rozkladu, tedy pro A € C™*" v rozkladu matice

ARD L =0,n— 2,

najdeme nejprve takovy index [, pro ktery plati

lalf ™V = mazick,_n| alf V|

Potom vyménime k-ty a [-ty fadek rozkldadané matice a pokracujeme analogicky v
dalsich krocich rozkladu. V trivialnim pripadé, je-li maximum dosazeno pro [ = k,
nemusime vyménu provadeét.

Algoritmus LU rozkladu, kde takto vyménujeme tadky, nazveme LU rozklad
(nebo Gaussovu eliminaci) s ¢aste¢nou pivotaci a budeme jej oznacovat GEPP
Z linearni nezavislosti sloupcti matice A plyne, ze GEPP nalezne takové [, které od-
povidé nenulovému pivotu. Pokud by tomu bylo jinak (tvar se zubem podle zakladniho
kursu linedrni algebry, kde se prevadi matice na odstuprniovany tvar), dostali bychom
spor s linearni nezavislosti sloupcti. ijravy v rozkladu totiz zachovavaji hodnost v
submaticich.

|

Maticové muzeme zapsat GEPP nasledujicim zptisobem

U - Mni_llpnfl “e PQMflplA (528)

Matice M, ' P,_;... P,M; P, neni obecné dolni trojihelnikové, ale jeji vyjadieni
mizeme prepsat tak, ze soucin postupné preusporadame na zakladé nasledujici myslenky:
Uvazujme M a P, t > k jak je mame na obrazcich

1 1
1 1
Mk,_lz 1 Pth,_lz 1
—Mmyk —My i
—My i —myk
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PM'P, = e 1 (5.30)

—My 1

—Mmyk 1

Vyse uvedend transformace da pouzit na presunovani permutacnich matic ve vyjadieni
pro maticovy zapis GEPP vyse. Konkrétné plati pro My = M, a P, = P.

PM{'PLA = (M P)PyPLA = M PP A (5.31)

Aplikujeme tuto myslenku opakované a dostaneme rozklad s permutaci P a trochu
jinou matici L. Uvazujme vyse uvedeny horni trojuhelnikovy faktor

U=M;"P,,...PM{'P A (5.32)
Pak postupné dostaneme
= M YP, M P, oM P, 3...M;'P,M; P A
= M711(PnferijPnfl)PnflPn,QMrZESPn,:J, e PQMflplA

- M__ll(Pn—an__lgpn—l)(Pn—lPn—QMn__lgpn—?Pn—l)Pn—lPn—2 s P2M1_1P1A
M, MM Py Py PBEMTTPLA

= (M) (MY)...P,_1P,5...P,PA

T T T T T C
|

Véta 5.3.3 Gaussovu eliminaci s ¢dstecnou pivotaci (GEPP) lze napsat jako PA =
LU tak, jak jsme to videli vyse pri diskusi o strukture rozkladu ridké matice, ale tvrzent
formulujeme i zde.

Ar=be PAx=Pb & Pb= LUz (5.33)

5.3.2 Citlivost na zmény vstupt v LU rozkladu

V této podkapitole si ukdzeme transformaci zmén na vstupu na zmeény v reseni. Uvazujme
pro jednoduchost pouze zménu (perturbaci) na pravé strané soustavy rovnic.
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Zakladni vztah

Alx +Ax) =b+ Ab (5.34)

Postupnymi dpravami dostavame

AAz = Ab
IAz]| = [|ATAb] < [|ATH || Ab|
1ol < ANzl = llzll = [oll/ 1Al

Dohromady tedy ziskdame nasledujici vztah, ktery ukazuje transformaci perturbace.
Azl _ TAZHIIANIASI | Ab]]
B4 [b]] 161]

Vidime, ze ¢islo podminénosti x(A) je mirou citlivosti soustavy vzhledem k pertur-
bacim. Analogicky vztah se dd odvodit kdyz uvazujeme i/nebo zmény v matici A.

K(A) (5.35)

Kvalita spocteného priblizného reseni

Necht je spoctené feseni Z. Ptdme se na velikost pifmé chyby ||z — Z|| a zkusme ji
odhadnout aposteriorné. Miizeme psat

lo — 2] = |4~ (b — A2)]| < A~ [lIr]l = (5.36)
le =2l _ A~ Al Il

< = k(A) 5.37

El o ST (5.37)

Dusledkem je, ze je-li k(A) malé, pak z malého rezidua plyne i mald velikost primé
chyby. Obecné ale z malého rezidua mala velikost primé chyby neplyne.

5.3.3 Zpétna chyba a stabilita LU rozkladu

Véta 5.3.4 Nechf L a U jsou vypoctené faktory LU rozkladu obecné bez pivotace na
pocitaci se strojovou presnosti €. Pak plati

A+ E = LU
|Ello < 2ne||L]loo||U]s + O(€?)

Abychom dokazali tici, zdali je zpétnd chyba mald, ¢ili zdali je LU rozklad zpétné
stabilni, museli bychom vyjadrit odhad zpétné chyby jako funkei vstupnich dat. Jinak
mame zpétnou chybu, danou v tomto pripadé jako reziduum A — LU , ale o zpétné
stabilité nejsme schopni mnoho tici. Teprve vyjadreni E jako neurcitosti v datech A
déla ze zpétné chyby uzitetnou veli¢inu. Problém se stabilitou mtize byt skryt praveé ve
velikostech norem faktorti || Lo a ||U||o. Normy téchto faktortt mohou byt mnohem
vetsi nez norma datového vstupu. Nasledujici véta ukazuje, jak je to se zpétnou chybou
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feseni soustavy rovnic. V tomto pripadé zpétna chyba se nedd napsat jen jako néjaké
reziduum. V obou uvedenych pripadech je ale potieba odhadnout zpétnou chybu jako
neurc¢itost v ptivodnich datech, aby bylo mozné posoudit zpétnou stabilitu diskuto-
vanych tloh.

Véta 5.3.5 Necht L a U jsou wvypoctené faktory LU rozkladu (bez pivotace) na
pocitaci se strojovou presnosti e, ne K 1. Necht & je vypoctené reseni soustavy Ax = b
pomoci tohoto LU rozkladu. Pak je & presné reseni wlohy

(A+AA)E = b
IAAlle < 6nel|Llloo Ul + O(€?)

5.3.4 Zpétna stabilita LU rozkladu s pivotaci (GEPP)

Uvazujme nyni GEPP. Plati stale tvrzeni z minulé sekce, ale vliv pivotace se projevi v
odhadech norem faktort Abychom méli tvrzeni, které o GEPP tika co nejvice, musim
se snazit neznamé veli¢iny odhadnout pomoci znamych, napriklad pomoci velikosti
vstupnich dat. Snadno nahlédneme, Ze plati nasledujici véta.

Véta 5.3.6 V GEPP mdme ||L||o < n.

Dikaz: Protoze diagonalni prvek je nejvétsi v absolutni hodnoté prislusné eliminacni
matice a prvky faktoru L ziskdme vydélenim timto prvkem, pak jsou vSech poddia-
gonalni prvky L nejvyse rovny jedné a odtud plyne tvrzeni. ]

Problémem je ndhrada vyrazu HU ||loo Vyrazem HAHOO, ktery potfebujeme, abychom
mohli néco Tici o zpétné stabilité. Predpokladejme, ze pomér

10lle _

|- (5.38)
Al

je néjak omezen. Tento pomér g nazveme ruastovy faktor. Mizeme jej definovat pro
rizné maticové normy prislusnych matic. Nahradime-li ve formuli vyse normu faktoru
soudinem normy matice A a ristového faktoru a zéroveri dosadime omezeni ||L||o < n,
ziskdme vztah

1AA[|oe < 6n%ge]| Ao + O() (5.39)

Na zakladé tohoto budeme tikat, ze GEPP je podminéné zpétné stabilni. Tou
podminénosti se mysli, Ze pro stabilitu je potifeba maly ristovy faktor.

Velikost rastového faktoru

Jak velky vlastné muze rustovy faktor byt? Zkusme si napsat odhady pro klicovou
operaci z LU rozkladu. Uvazujme vytvoreni prvki agf) matice A® pro k> 1,14,j > k.
V GEPP plati

mi < 1 (5.40)
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a proto muzeme psat

) < a5V 4+ oY) < 2 max al" V) <2 x 2 max "V <
ij i kj 1] %)
1,7 [2¥}
Celkem tedy dostdvame maximalni riist
|| < 2n! max la;;|. (5.41)

Miize tento pesimisticky scénar nastat? Ano. Pro nasledujici matici bude rastovy fak-
tor opravdu exponencialni. Nanestésti mtze dojit k velkému ristu i v dilezitych prak-
tickych tlohach.

1 1
1 1 1
ST : (5.42)
-1 ... -1 1 1
1 ... -1 -1 1

5.3.5 Skalovani

Uvazujme nasledujici transformaci soustavy linedrnich rovnic s matici A € C™*" po-
moci diagonalnich matic D a Ds.

DIADQy = le, T = Dg’y (543)

Spocitame-li LU rozklad matice Dy AD,, pak se vypocet feseni x nové soustavy lisi
od puvodniho postupu jen tak, Ze nejprve prenasobime puvodni pravou stranu ma-
tici Dy (n operaci) a na zavér vynasobime vektor y matici Dy. Vidime, Ze komplikace
resictho postupu vnesend skdlovanim je naprosto minimalni. Tato transformace, kterou
nazyvame Skalovani nebo také vyvazovani, je schopna vyrazné snizit velikost ¢isla
podminénosti, ale diivodi pro skdlovani mize byt vice. Prvnim nich je normalizace
nameérenych dat. Dalsim divodem byva prizpasobeni absolutnim velikostem
konstant pouzivanym v algoritmu. Tretim divodem miuze byt vyse zminénd mini-
malizace ¢isla podminénosti, ale to je samozrejmé obtizny tkol. Plati ale napriklad
nasledujici véta.

Véta 5.3.7 Zvolime-li diagondlni matice dimenze n takové, Ze Dy = I a Dy md jako
diagondlni proky inverze euklidovskych norem prislusnijch radku, pak je cislo podminénosti
k(D1ADs) nejuise \/n-nasobek nejmensiho cisla podminénosti dosazitelného libovolnou
jinou volbou diagondlni matice D1.

5.3.6 Uplna pivotace

Uplné pivotace znamend, ze se nevybird jenom prvek ktery ma co nejvétsi hodnotu
ve sloupci matice, ale hleda se v celé matici. Kroky rozkladu pak muiizeme zapsat
nasledovné

PAQ = LU (5.44)
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pro permuta¢ni matice P a Q). Regenf soustavy rovnic Az = b pak probiha v nasledujicich
krocich.

PAQ = LU (rozklad)
Lz = Pb (substituce)
Uy = =z (substituce)

r = Qy (permutace vektoru)

Problém uplné pivotace je v tom, ze datové struktury, které je nutno pouzit pro
implementaci, obvykle neumoznuji efektivni vypocet. Hledani permutace, ktera muze
zmensit zaplnéni v LU rozkladu i pii pripadné dalsi ¢astec¢né pivotaci pak muze byt
vyrazné efektivnéjsi.

5.4 Choleského rozklad hermitovské PD (HPD) ma-
tice
Zahajme vétou, kterou budeme predpokladat, ale ktera se da snadno dokazat

Véta 5.4.1 KazZdd hermitovskd pozitivné definitni matice je silne requldrni.

Jeji formélni dikaz pro hermitovskou a pozitivné definitni matici A € C'™" se da
zalozit na tom, Ze podmatice

A(l) A(Q) A(3)

2:n,2my 4 13in,3iny “ 4 dny ¢t

jsou také pozitivné definitni a to tedy znamend, ze nemohou mit zadny diagonalni
prvek nulovy. Podle Véty 5.3.1 pak vime, ze matice je silné regularni. Tato véta mimo
jiné znamend, ze v rozkladu hermitovské PD matice nejsou potreba permutace
pro existenci rozkladu pri poc¢itani v presné aritmetice. V této kapitole si mimo jiné
ukdzeme vysledek, ktery se tyka stability LU rozkladu HPD matice v aritmetice v
konecnou presnosti. V nasledujicim ukézeme, ze v pripadé rozkladu HPD matic plati
vztah mezi jejimi faktory L a U a vyslednou faktorizaci budeme nazyvat Choleského
rozkladem.

5.4.1 Vztah mezi faktory L a U v LU rozkladu HPD matice

Véta 5.4.2 LU rozkladu HPD matice A € C™" = LU je korektné definovdn a plati
nasledugjici vztah )
L = [diag(uiy, . . ., Upp)]  U* (5.45)

Dtikaz: Uvazujme jednoznacné urceny LU rozklad matice A
A = LU
A = Ediag(uu, e Upp) U
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Matice U ma tedy také jednotkovou diagonélu stejné jako L v nasi konvenci. Vyuzijme
toho, ze A je HPD a ze tedy musi platit pro rozklad nésledujici vztah

Ediag(ull, ey Upn) U=0U* diag(tyy, ..., Unp) L. (5.46)

Ozna¢me nyni pro jednoduchost mimodiagonalni prvky matic L a U symboly li; re-
spektive u;; a porovnavejme matice v pfedchézejicim vztahu po sloupcich. Aplikujeme
obé ekvivalentni strany v tomto vztahu na jednotkovy vektor e;, coz mizeme zapsat
nasledovné

[~/ 061 = [~/u1161 (547)

Edmg(un, cey Upp) Ue;

unn

U1t

U* diag(ﬂn, . ,ﬂnn) L*61 =U" e L*Gl = U* U11€1- (548)
Upn

Porovnejme nyni prvni sloupec a prvni diagonalni prvek obou matic a dostaneme

uin = uUn

I}el = 0*61

Vidime, ze prvni sloupec L a prvni sloupec U* se rovnaji.
Uvazujme nyni néjaké 1 < ¢ < n a induktivné predpokladejme, ze plati

a také
Lej=U%ej,j=1,...,i— 1. (5.50)

Po vynasobeni obou rozklad jednotkovym vektorem e; ziskame vztahy, které by mély
vyjadrovat totéz.

Uyg U11U14
B B _ Ui—1,4 | Wi-1i-1Ui—1,
Ldiag(uyy, ..., un,) Ue; = Ldiag(uyy, ..., Unp) 1 =L Ui; (5.51)
0 0
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lix Ul
. N . Lot R Ui—1,i-1lii1
U diag(tyy, ..., Un,) L e; = U diag(tyy, . .., Unp) =U* Ui

0 0

0 0

(5.52)
Podle indukcéniho predpokladu méame rovnost prvnich komponent sloupce. Konkrétné
mame

Uty = Uity -y Uim1i—1 = Uim1i—1 (5.53)
a také - -
Uy, = lih ceey Ui—14 = lz’,ifl- (554)
A tak dostavdme rovnost i pro i-ty sloupec L a -ty sloupce U* a miizeme psat
A = Ldiag(uiy, ..., Un,) L* (5.55)
coz je ekvivalentni vztahu
diag(tiyy, . . ., Upp) = L PAL™ (5.56)
|

Diagonalni prvky miizeme odmocnit, protoze plati u;; > 0 pro vSechny indexy 1.
Kdyby totiz pro prislusny diagonalni prvek platilo

(eFL™HA(L™"e;) <0 (5.57)

a to by byl spor s pozitivni definitnosti matice A Podotknéme, Ze inverze trojuhelnikové
matice s jednotkovou diagondlou je opét trojuhelnikova matice, stejného typu, s jed-
notkovou diagonalou.

5.4.2 Existence Choleského rozkladu a jeho nékteré vlastnosti

Véta 5.4.3 Pro HPD matici A € C™*" ezistuje jednoznacny rozklad A = LL*, kde L
je dolni trojuhelnikova matice s kladnymi proky na diagondle.

Véta 5.4.4 Pro Choleského faktor napsanyj po radcich L = (1T, ... 11T plati ndsledugici
vztah
Ll; = 1L]° = as. (5.58)
Diikaz: Snadno nahlédneme, protoze L je dolni trojuihelnikova matice. |
Nasledujici tvrzeni vyplyva z predchoziho
Véta 5.4.5 .
|L||7 = trace(A) = ai. (5.59)
i=1

Ditkaz: || L[| = 35m) Xjy [1;[* = X0y il = X0y ai = trace(A) u
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5.4.3 Algoritmus Choleského rozkladu

Algoritmus Choleského rozkladu pro HPD matici je uveden v nasledujicim schématu.
Ackoli je jeho schéma odvozeno ze schémat pro LU faktorizaci s vyuzitim vysSe uve-
deného vztahu mezi faktory, zkusime si nejprve ukazat, jak vypada tento rozklad pro
HPD matici A € C?*2. Konkrétné,

ap Qe I ln he
A= = 5.60
<a21 CL22> <l21 l22> < l22> ( )

_ 0) —
= a1y = a1

kde

I

l12 - l?l

los = \ Qoo — 521i21 =YV aélg)

Algoritmus 5.4.1 Pfimy chod Choleského rozkladu
Input: A = [a;;] € C™*", A je HPD
Output: Choleského rozklad.

0. Inicializace: A©®) = A
1. for k=1:ndo

2. lkk = al(ﬁlzil)
3. fort=k+1:ndo
_ (k1)
4. lik = ay, [l
5. forg':k:—#l:ido_
6. CLZ;C) = 661(571) - lzkl]k
7. end j
8. end ¢
9. end k

5.4.4 Zpétna stabilita Choleského rozkladu

Ptepisme si nejprve vztah pro zpétnou chybu uvedenou vyse pro LU rozklad.

Véta 5.4.6 Nechf L je vypocteny faktor Choleského rozkladu HPD matice na pocitaci
se strojovou presnosti €. Pak pro Frobeniovu normu chyby plati ndsledujici vztah.

A+E = LL*
IE|r < 2ne||L|%+O()

K tomu, abychom dokazali zpétnou stabilitu Choleského rozkladu, staci ziskat

napriklad vztah tvaru
IZ[lF ~ €llAll + O(€?) (5.61)

Analogické tvrzeni v ptipadé LU rozkladu vyuzilo ristového faktoru. V pripadé Cho-
leského rozkladu je mozné vztah tohoto typu skuteéné odvodit.
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Véta 5.4.7 Nechf L je vypocteny faktor HPD matice A € C™*™ se strojovou presnosti
€. Necht ddle 2n*?e < 1. Potom pro matici E takovou, Ze plati A+ E = LL* mdme

2n3/2
11 < () Al +0() (5.62

Dikaz:
Porovnejme nejprve stopy matic nasledujicim zptisobem pro vztah se zpétnou chy-
bou v rozkladu
| L||3 = trace(A + E) = trace(A) + trace(E) (5.63)

Protoze pro libovolnou matici B € C™*™ plati vztah
itrace(B)| < +/n||B||r, (5.64)
jehoz platnost miizeme vidét z nasledujiciho obecného vztahu, kde matici C' vezmeme
jako jednotkovou
trace(CB) = (vece(C"),vec(B)) < [vec(C)|| [lvec(B)|| = |Cll | Blr  (5.65)

Pak dostaneme jeho dosazenim do predchoziho pro odhad stop matic A a E nasledujici

ILIZ < VallAlle + |1 Ell#) (5.66)
Nebot ale vime, ze plati )
IE][F < 2ne||L||7 + O(€?) (5.67)
pak dostavame
IE][r < 2nv/ne(|Allr + | ]| ) + O(), (5.68)
z ¢ehoz uz je vysledek ziejmy.
|

5.4.5 Iteracni zpresnéni

Itera¢ni zpresnéni je jednoduchd iteracni metoda, ktera muze pomoci zlepsit reseni
soustavy linedrnich rovnic v niZe uvedeném smyslu. Nejprve uved me samotny postup,
ktery konstruuje posloupnost

Tiy. .. (5.69)
podle nésledujiciho schématu
Az = b— 1
rn o= b—Ar;=Alx—x) = Ae
AW =
o = 1 +e

Teorie v pozadi iteracniho zptresnéni soustav rika, Ze se da
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e zmensit prima chyba pfi pocitani r; ve zvySené presnosti

e zmensit zpétna chyba: jedna iterace itera¢niho zpresnéni zajisti zpétnou stabi-
litu FeSeni, coz muzeme konkrétné zapsat

1AA]l

(A+ AA)xy = b, R~
i 1Al

e+ O(e?) (5.70)

5.4.6 Vypocetni naklady GE

Vypocetni naklady budou probrany na cviceni.

5.5 Zminka o srovnani LU a QR rozkladu pro reseni
soustav

V predchézejicim textu jsme vidéli, ze pro QR faktorizaci plati vyrazné silnéjsi zaruky
na stabilitu nez se daji odvodit pro LU faktorizaci. Ackoliv jsme o tom v textu ne-
hovortili, uvedené horni meze na stabilitu obvykle dobfe vystihuji nejhorsi, ale zaroven
prakticky dosazitelné, chovani téchto rozkladi. Na druhé strané, LU rozklad obvykle
vede k vyrazné rychlejsim vypoétim. V tomto zrychleni hraji roli dva faktory. Prvni z
nich je pocet operaci LU rozkladu obecné. Druhy z téchto efektii je vyrazné vétsi Sance
udrzet strukturu faktort L a U rfidkou na rozdil od faktoru R QR rozkladu. Prave
tento druhy duvod je v praxi extrémné dilezity.

5.6 Shrnuti

e (GAUSSOVA ELIMINACE JAKO LU ROZKLAD A VLIV PIVOTACE.
e LU ROZKLAD RIDKE MATICE - ZMENY VE STRUKTURE.

e SKALOVANI, UPLNA PIVOTACE, ITERACN{ ZPRESNENT.

e CHOLESKEHO ROZKLAD HERMITOVSKE MATICE.

e STABILITA LU ROZKLADU S RADKOVOU PIVOTACH.

e ZPETNA STABILITA CHOLESKEHO ROZKLADU.

e POROVNANI LU A QR ROZKLADU Z HLEDISKA ROZKLADU RIDKE MATICE A
STABILITY.
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Kapitola 6

Singularni rozklad matice

Dtive, nez se zde zacneme zabyvat singularnim rozkladem matice, pripomeneme si
nekteré vlastnosti matic chapanych jako reprezentace linearnich zobrazeni mezi pro-
story.

6.1 Matice jako linearni zobrazeni a fundamentalni
podprostory

Uvazujme obecné obdélnikovou komplexni matici A € C™*™ rank(A) = r. Tato matice
definuje linearni zobrazeni, které prvku x z prostoru C™ prirazuje prvek Az z prostoru
C™. Nasledujici véta zavadi fundamentalni prostory linearniho zobrazeni A.

Véta 6.1.1 Uvazujme linedrni zobrazeni A : C™ — C". Napiseme-li rozklad prostoru
C™ = N(A) & N(A)*, pak plati

R(A") = N (A)* (6.1)

a také

N(A) = R(A)*. (6.2)

Prostory R(A*), R(A), N(A*), N(A) nazjvime fundamentalni prostory linedrniho
zobrazeni A.

Dikaz: Diikaz vyplyva z néasledujici sady ekvivalenci
€ R(AN & Va (A%2,2) =0 & Vr (2,42) =0 & Az =0 2 € N(A),

2 ER(A) &V (Az,2) =0 &V (1,A%2) =0 & A"2=0& 2z € N(A").

Shrnme tedy, ze plati

N(A) @ R(A) = C™, N(A) L R(A*) (6.3)

a také

79



80 6. Singularni rozklad matice

N(A*) @ R(A) = C*, N(A*) L R(A) (6.4)

V nésledujicim textu uvedeme dalsi specialnéjsi tvrzeni, kterd se tykaji fundamentalnich
prostoril pozitivné semidefinitnich matic AA* a A*A a kterd pouzijeme pii odvozeni
singuldrniho rozkladu.

6.1.1 Spektralni rozklad hermitovské pozitivné semidefinitni
matice

Matice AA* a A*A jsou Ctvercové a pozitivné semidefinitni. Zapamatujme si, ze v
nasem oznaceni mame

AA* € C™ A*A € C™™, (6.5)

Nasledujici véta obsahuje tvrzeni pro souciny matic A a A*, které hraji podstatnou roli
v odvozovani singularniho rozkladu.

Véta 6.1.2 Pro fundamentdlni prostory zavedenych matic plati

N(A) = N(A*A), R(A*) = R(A*A),
N(A®) = N(AAY), R(A) = R(AAY).

Dikaz:
Ukazeme, ze pro x € C™ plati vztah

reN(A*A) = x e N(A)

pomoci nasledujici sady implikace a ekvivalenci

reN(A'A) & A"Az=0
& VzeCm: (2, A"Az) =0
& VzeC™: (Az,Ax) =0
= (Az,Az) =0
& e N(A)

Opacna implikace je zfejma a celkem tedy mame

N(A) = N(A*A). (6.6)

Druhé tvrzeni odpovida doplikiim téchto mnozin do prislusného prostoru. Konkrétné
muzeme psat
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reR(A'A) & = LN((A"A)") =N(A*A)
& x L N(A)
& xeR(AY.

Druhé sada tvrzeni (tfeti a ¢tvrté) snadno vyplyne, kdyz budeme uvazovat matici A*

misto matice A. [

Pripomenme si, ze plati nasledujici vztah pro dimenze diskutovanych podprostori
dim(R(A)) = dim(R(A"))

a stejné tak
dim(R(AA")) = dim(R(A*A)). (6.7)

6.1.2 Vztah mezi spektralnim rozkladem matice A*A a AA*

Predpokladejme, Ze zname spektralni rozklad matice A*A € C™*™. Oznacme si A; jeji
vlastni ¢isla a v; jeji ortonormadlni vlastni vektory matice pro j = 1,...,m Tato matice
je pozitivné semidefinitni a tedy vSechna jeji vlastni ¢isla jsou nezaporna. Rozepisme
si vztahy mezi jejimi vlastnimi ¢isly a vlastnimi vektory nasledujicim zptisobem

A*AU]' = >\jvj7 HU]H = 1, j = ]., <o, (68)

Predpokladejme déle, Ze tato vlastni ¢isla jsou usporadana tak, ze plati

M> .2 >0 N 0=...=2,=0 (6.9)
Maticové muzeme diagonalizaci matice A*A zapsat pro V' = [vq,. .., v,,] ndsledovné
V*A*AV = diag(My, ..., A\, 0,...,0), V'V =1, (6.10)
Vidime ale také
span{vy, ..., v} = R(A"A) = R(A") (6.11)
a tedy také
span{vyi1, ..., vm} = N(A"A) = N(A). (6.12)

Zkusme ted najit vztah mezi vlastnimi &isly a vektory této matice A*A a vlastnimi
¢isly a vektory matice AA*.

Véta 6.1.3 UvazZujme vise uvedeny spektralni rozklad matice A*A. Pak plati

Ddle, vektory u; = Av;/\/A\; pro j =1,...,r jsou ortonormdlni vlastni vektory AA*.
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Dikaz: Rekapitulace a struény dikaz: Podle zadani mame v kazdém pripadé

A*AUJ' = )\j’Uj, ] = ]_, T (613)
a tedy také
AA*A’U] :AJA’U], ||U]|| = 1,]2 1,...,T (614)
coz jest
kde jsou vektory u;, j = 1,...,r nenulové, protoze piislusné vektory v; nejsou v N (A).

Déle ukazeme, ze vektory Av; jsou ortogonalni pro j = 1,...,r. Uvazujme indexy
g, k{1, ...,r},j # k. Z ortogonality vektori v;, j = 1,...,r pak dostaneme

(Avj)"(Avg) = vj A" Avp = Apvjvp = 0. (6.16)

Navic norma Av; je rovna ,/A; jak vidime z tpravy

(Avj)*(Avj) = U;A*A’Uj = )\j?);?Jj = )‘j- (617)

Tudiz
Jull =1, (6.18)
[ |

Vidime tedy, ze ui, ..., u, tvoii ortogonalni bézi prostoru R(AA*) = R(A). Tuto
bézi 1ze doplnit na bazi C" pomoci né&jakych vektort w,i1,...,u, z N(AA*) =
N (A*). Vysledek po tomto doplnéni mizeme zapsat s pouzitim matice U = [uy, . . ., Uy
nasledovné

U*AA*U = diag(Mi, ..., A\, 0,...,0), UU = I, (6.19)

’ s 7 . ’ 3 v/ . Y ’ e’ 7 .-z ’
Pro nasledujici odmocniny nenulovych vlastnich cisel si zaved me nasledujici specialni
oznaceni

Definice 6.1.1 Odmocniny nenulovych viastnich ¢isel matice A*A pro A € C™™ rank(A) =
r nazveme singularni ¢isla a budeme psdt

j= N i=1,...m (6.20)

g

Rekapitulujme si nyni vSechny ctyti fundamentalni prostory spojené s linedrnim
zobrazenim. Mame vSechny fundamentalni prostory: A prostrednictvim jejich bazi
nasledujicim ptrehledem.

R(A*) = span{vy,...,v.}, N(A) = span{v,i1,...,0m}, (6.21)

R(A) = span{uy, ..., u.}, N(A*) = span{u, 41, ..., u,}. (6.22)
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6.1.3 Zapis singularniho rozkladu pomoci matic

Vratme se k zobrazovani prvkii baze fundamentélnich prostorii. Plati nasledujici vztahy.

Av
AUl — \/)\71\/)\_11 = 01Uy
AUQ — O2U»
D=
Av, — o,u,
A/Ur+1 — 0
D=
Av,, — 0
Pricemz
R(A) = span{uy, ..., u.}, N(A) = span{v,i1,...,0m} (6.23)

Maticové muzeme tedy psat nasledujici vztah, kde U € C™" V € C™*™ jsou
unitarni matice prislusnych dimenzi a matice 3 € R™ ™ je diagonalni.

AV = US, S = (EO 8) %, = diag(on,...,0,) (6.24)

Tento vztah ale mizeme vidét i nasledujicim zptisobem, pomoci linedrniho zobrazeni

A* E (C?TLX’I’L.

A*u1 — 01V1
A*Ug — O92V9
o=
A*u, — o,
A*u’r-i-l — 0
o
A*u, — 0
Analogicky:
R(A*) = span{vy,...,v.}, N(A*) = span{u,11, ..., um} (6.25)

Maticové muzeme tedy opét psat analogicky pro U, V unitarni a ¥ diagonalni a

realnou.
>, 0
0 0

Zrekapitulujme si to, co jsme nyni ziskali, ve formé véty.

V*A* =3TU, ¥ = ( ) , X = diag(oq, . ..,0,) (6.26)



84 6. Singularni rozklad matice

Véta 6.1.4 Kazdou matici A € C™*™ rank(A) = r lze rozloZit na soucin

A=UXV*, UeC™ VeC™™XeR™™, (6.27)
kde U = (u1 U ) V = (v1 R ) ) jsou unitarni matice, > = 2 0 Y, =

n ) m 2 O O b '
diag(o1,...,0.), 01 > ... > 0, > 0. Tomuto rozkladu tikdme singuldrni rozklad.

Nékdy se pouziva nasledujici terminologie.

Definice 6.1.2 Vektoryv;, j = 1,...,m se nazyvaji pravé singuldrni vektory prislusné
vyse uvedenému singuldrnimu rozkladu. Vektory uj;, j = 1,...,n se nazyvaji levé sin-
quldrni vektory.

Odpovéd na otdzku o jednoznacnosti singuldrniho rozkladu je shrnuta v nasledujici
véte.

Véta 6.1.5 Uvazujme singuldrni rozklad matice A € C™™ rank(A) = r. Jeji sin-
gularni ¢isla oy > ... > o, > 0 jsou timto rozkladem jednoznacné urcena. Jsou-li
navic, napriklad, vsechna jeji singuldrni ¢isla navzajem riznd, pak jejich levé i pravé
singuldarni vektory jsou jednoznacné urceny az ma ndsobeni komplexnimi skaldrnimi
faktory, které maji absolutni hodnotu 1. Pritom volbou levého (pravého) singuldrniho
vektoru urcime jednoznacné i ten druhyj.

6.1.4 Ekonomicky tvar singularniho rozkladu

Singularni rozklad mizeme zapsat v ekonomickém tvaru, ktery pouzije misto matice
Y € R™™ jen jeji podmatici ¥, € R™" a odpovidajici podmatice matic U a V.
Vysledny ekonomicky tvar muzeme zapsat

A=UXV* U, € C™ V, € C™" %, = diag(oy, . ..,0,) € R™, (6.28)

Grafické znazornéni singularniho rozkladu a jeho ekonomického tvaru je na Obrazku
6.1.1.

Poznamka 6.1.1 Je-li matice A redlnd, je i jeji singuldrni rozklad redlny. Toto tvrzent
snadno plyne z faktu, Ze v redlném pripade, tedy je-li A € R™ ™ jsou matice A*A i AA*
redlné symetrické pozitivné semidefinitni s redlngmi ortonormdlnimi vliastnimi vektory
(specidalni pripad diagonalizace matice).

6.1.5 Singularni rozklad a podminénost

Zminme zde vztah singuldrniho rozkladu ke spektralnimu rozkladu matice. Je-li matice
B € C™™ normalni, pak mtzeme psat

B = QAQ*, A = diag(\y, ..., \n) (6.29)
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A - |lu|l& =

A = jul XLV

Obrézek 6.1.1: llustrace singuldrniho rozkladu a jeho ekonomické varianty.

Pro B regularni pak muzeme psat
D = diag(A\ /| M, -, /| Aal), DD*=D*D =1 (6.30)

a tedy
D*A = diag(|M\, ..., | \|) = AD". (6.31)

Singularni rozklad normélni a reguldrni matice B se tedy da zapsat ve tvaru
B=(QD)(D*N)Q* =UxV* (6.32)

Vidime, ze singularni ¢isla jsou absolutni hodnoty vlastnich ¢isel rozkladané matice B.
Tato poznamka primo naznacuje, ze k vypoctu singularniho rozkladu mutzeme pouzit
spektralni rozklad symetrickych a pozitivné semidefinitnich matic B = AA* a B =
A*A, o kterych jsme hovorili vyse. Konkrétné, je-li

e 1> m, k vypoctu SVD lze pouzit spektralni rozklad matice A*A € R™*™.
e m > n, k vypoctu SVD lze pouzit spektralni rozklad matice AA* € R™*™.

Rozsitme nyni definici ¢isla podminénosti nasledujicim zptsobem pro obdélnikové
matice s plnou fadkovou nebo sloupcovou hodnosti, jak bude diskutovano na cvicenich.

01

K(A) = (6.33)
Omin(m,n)
Potom plati pro matici A s plnou sloupcovou hodnosti
k(B) = k(A*A) = K*(A). (6.34)

Analogicky vztah plati pro matici s plnou fadkovou hodnosti, pro kterou A* ma pl-
nou sloupcovou hodnost. Toto zvétseni ¢isla podminénosti miize vyznamné zkompliko-
vat kvalitu vypoctu singuldrniho rozkladu zalozeného na diagonalizaci, a tedy hledani
vlastnich ¢isel prislusnych hermitovskych pozitivné definitnich matic.
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6.1.6 Poznamky k vypoctu singularniho rozkladu

Standardni vypocet singularniho rozkladu matice A je zalozen na dvou krocich. Prvni
krok tuto matici prevede na bidiagonalni tvar. Nésledujici schéma ukazuje transfor-
movanou matici v hornim bidiagonalnim tvaru.

(6.35)

Pivodné hustou matici mtiizeme na tento tvar prevést pomoci unitarnich transformaci
zleva i zprava. Nasledujici obrazek tento postup schématicky ukazuje. Konkrétné
vidime, zZe aplikaci unitarnich transformaci zleva i zprava sice nedokazeme matici dia-
gonalizovat, protoze neexistuje zadné pripustné poradi, které by zaroven nezaplnovalo
diive vynulované prvky matice. Nicméné, bidiagonalizovat matici je takto mozné.

* ok ok ok ok ok * ok ok ok ok ok k* ok
X ook ok ok ok ok ETE SR S * %k ok ok X
X ook ok ok ok ok E T SR S ETNE SR S S
_ N —  (6.36)
* k% ok ok ok %k * ok ok ok ok * ok ok ok ok
* ok ok ok ok ok *ok ok ok ok ook ok ok ok
* ok ok ok ok ok kook ok ok ok kook o ok ok ok
ko ok ko ok *
* ok ok ok X ok
X ook kX EOTE SR S 3 x X
— — ... (6.37)
FOTE S S 3 X % X X E
* ok ok ok ok ok ok
* ok ok ok * ok ok ok

Druhym krokem rozkladu je nalezeni singularniho rozkladu této transformované
bidiagonalni matice. Jednou z nejpouzivanéjsich procedur, kterd poc¢ita vsechna sin-
gularni ¢isla, je varianta QR algoritmu. Dodejme, Ze tento postup je navic velmi
pfesny, nebot singuldrni ¢isla spocité s relativni pfesnosti na tirovni strojové presnosti.
7 ptredchazejicich ivah vime, ze takovy algoritmus je iteracni.

Souhrnné, pocet operaci singuldrniho rozkladu je pFibliZné (spodni odhad) 8/3n3,
pocitame-li jen diagondlni matici X, ¢ili pouze singularni c¢isla. Poc¢itame-li také unitarni
matice, pak je spodnim odhadem poctu operaci vyraz 16/3n?

6.1.7 Inverze a pseudoinverze matice

Definice 6.1.3 UvazZujme matici A € C™™ hodnosti r se singuldrnim rozkladem A =
UXV*. Matici
AT =VyiUr = v, 2 Uz, (6.38)
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nazveme jeji Moore-Penroseovou zobecnénou inverzi (pseudoinverzi), kde

st = (E& 1 8) (6.39)

Tato pseudoinverze je jednoznacné urcend.

D4 se ukazat, ze tato matice splnuje Moore-Penroseovy vztahy
AATA = A, (AAT) = AAT, ATAAT = AT (ATA)* = ATA, (6.40)

kterymi se nékdy definuji rizné zobecnéné maticové inverze véetné psudoinverze.
V pripadé plné sloupcové nebo plné radkové hodnosti matice A muzeme tvar Moore-
Penroseovy pseudoinverze explicitné napsat pomoci dané matice A a jeji konjugované
transpozice A* zpusobem, ktery popiSeme v néasledujicim textu.

Véta 6.1.6 (Pripad piné sloupcové hodnosti matice) Necht A € C™™ n > m a také
rank(A) = m. Pak plati
Al = (A*A) 1A (6.41)

Dikaz: Vsimnéme si, ze samoziejmé n > m platit musi. Pak mame

At = Vs o
= (VX 2V (Vi3 U)
(Vin 22V A

— (V 22 V*) 1A*
(A*A)~ A,

coz jsme méli ukazat. [ |

Véta 6.1.7 (Pripad plné Tidkové hodnosti matice) Necht A € C™™ n < m a také
rank(A) = n. Pak plati
AT = A*(AA")™! (6.42)

Diikaz: Je analogicky diikazu predchazejiciho tvrzeni.

AT = VXU

(Vo X, UNULE2U)

= (V.2 UNU 22U~

= (VEO) (U V) (Ve Uy)) ™
= A*(AA%)” 1

coz jsme méli ukazat. [ ]
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Véta 6.1.8 Pro A € C™™ c¢tvercovou a requldrni matici plati
Al = A1 (6.43)
Vsimnéme si dale nasledujiciho faktu.
Véta 6.1.9 Pro matici A € C™™ plati, Ze
AAY = UU? (6.44)

je ortogondlnim projektorem na R(A) a

ATA =V, Vr (6.45)

je ortogondlnim projektorem na R(A*).

Diikaz: Snadno ovérime obé vlastnosti ortogonalniho projektoru, tedy jeho idempo-
tenci a samosdruzenost. Ukdzeme to pouze pro prvni tvrzeni. Dikaz druhého tvrzeni
je analogicky.

To, ze matice U, U} zobrazuje z C™ do R(A) je zfejmé. I proto, ze U, € C™*" a
Uy e C™" Pro P, = U,U; plati

P2 =UUUU" = P,

a U.U; je tedy idempotentni. Samosdruzenost matice U, U} plyne z nasledujicich ekvi-
valenci:

(Pra,y) = (U:Urw,y) = (Urz,Uly) = (2, U, Uy) = (2, Py)

pro ptislusné vektory. |

6.1.8 Normy a podminénost vyjadrené s pomoci singularnich
Cisel

Véta 6.1.10 Pro matici A € C™™ hodnosti r se singuldrnimi cisly o1 > 09 > ... >

o, > 0 mdme

Al = o

1Alr = (of+...+ o)
1Al < [lAllF < VrllA]

Diikaz: Platnost prvnich dvou vztahi je jasnd z nasledujictho rozepsani

1Al = (p(A*ANY? = [|A]l = o4
IAlr = SV e =Zlr = (o] + ... + 07)"/?
a pak je zfejmy i ten posledni vztah. |

Pripomenme si nyni jesté diive probirané ¢islo podminénosti a souvisejici veli¢iny
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Véta 6.1.11 Pro reguldrni ctvercovou matici A € C™ plati kromé viyse uvedeného
|Al| = o1 také
A = o7 (6.46)

Cislo podminénosti tak miZeme vyjadrit vztahem

01

K(A) = (6.47)

On

Poznamka 6.1.2 Zavedeme-li ndsledujici znaceni pro requldrni ¢tvercovou matici A €
(Cn
mazrmag(A) = |ax1 I|Az|| = ||A|l, minmag(A) = min ||Azx||, (6.48)

ll=] llzl=1
pak muzZeme psdat
k(A) = mazmag(A)/minmag(A) (6.49)
Ackoli to vypadd, Ze nové oznacent neprindsi nic nového, nove vyjdadrené cislo podminénosti
naznacuje, jak souvisi s mazximdlni a minimdlni dilataci (magnifikaci, zvétsenim) jed-
notkovijch vektorii.

6.1.9 Aproximace pomoci SVD s vyuzitim dyadického rozvoje

Singularni rozklad obecné matice mizeme napsat ve tvaru dyadického rozvoje nésledujicim
zpusobem

A = Z O'jUj ; == ZAJ (650)
j=1 J=1

vvvvvv

jako pro dyadicky rozvoj diagonalizovatelnych matic mame pro normy matic hodnosti
1

| A;]] = |45l F = oy (6.51)
a tudiz také

A > ... > ||A] > o. (6.52)

Dyadicky rozvoj lze pouzit k aproximaci matice A. Prakti¢nost takového vyjadreni
vyplyva z faktu, ze singularni ¢isla jsou v singularnim rozkladu setfazend podle velikosti
od nejvétsich k nejmensim. Konkrétné, oznac¢ime-li

k
A®) = > ojuv;, (6.53)
=1

pak mtzeme matici A aproximovat néjakym c¢astecnym souctem tohoto tvaru. Nejprve
si dokazme pomocné lemma.

Lemma 6.1.1 Necht A € C™™ rank(A) = r. Pak pro kaZdou matici X € C™™
hodnosti k, kde k < r plati
A= X = %1 (6.54)
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Dikaz: Uvazujme matici X spliujici podminky lemmatu. Dimenze jejiho nulového
prostoru NV(X) je tedy rovna m — k. Uvazujme prostor slozeny z k + 1 pravych sin-
gularnich vektoru matice A, tedy prostor

V = span{vy, ..., Vk41}, (6.55)

ktery je zobrazen na podprostor z prislusnych levych singularnich vektori. Oba pro-
story V' a N(X) jsou podprostory C™ a soucet jejich dimenzi je m + 1. Musi tedy
existovat jejich netrividlni prinik. Jinymi slovy, existuje nenulovy vektor y takovy, ze

yeVNN(X) (6.56)
a tedy
k+1
yev = yzzaivh
i=1

yeNX) = Xy=0

Zvolime-li y s jednotkovou normou, coz pro nenulové y muzeme, pak pro jeho koeficienty
ziskame implikaci

k+1
Iyl =1=1=73 |l (6.57)

i=1

Upravme nyni vztah pro (A — X)y nasledovné

k41 k+1
(A= X)yy=Ay— Xy=Ay—0= Z o Av; = Z 0. (6.58)
i=1 i=1
Pro eukleidovskou normu z toho dostaneme
k41 k+1
2 21 12 2 2 2
IA= Xl = 3 lailloif? = o201 3 | aul? = o2 (6.59)
i=1 i=1
Protoze ale pro maticovou normu méame
1A = X[ > [I(A = X)yl%, (6.60)
dostavame tvrzeni véty. |

Nasledujici véta vztah optimality aproximace formalizuje.

Véta 6.1.12 (Eckart-Young-Mirsky) Necht A € C™™ rank(A) = r a také k < r.
Potom plati, Ze matice A®) realizuje minimum vzddlenosti od matice A v eukleidovské

norme. Tedy,
||A — A(k)H = minXeCnXm’mnk(X):kHA — X” (661)

Pritom plati
|A = AP = o4y (6.62)
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Diikaz: Protoze matice A% € C™™ definované vyse jako
k
A(k) = ZO'J'U,J'U;,
j=1
splnuje predpoklady Véty a pritom plati

4 - A9 =

= Ok+1;

r k
* *
Z 0ju;v; — Z 0;U;v;
i=1 =1

tvrzeni plyne z predchoziho lemmatu.

(6.63)

(6.64)
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Kapitola 7

Problém nejmensich ¢tverci

Tato kapitola se vénuje problému nejmensich ¢tverct, ktery byl jiz zminén vyse. Moti-
vaci formulace tohoto problému je snaha o dobrou aproximaci feseni soustavy v pripadé,
kdy je matice soustavy obecné obdélnikova. Uvidime, Ze tento problém prirozené sou-
visi s problémem regrese v matematické statistice.

7.1 Dvé zakladni dlohy: problém a uplny problém
nejmensich ¢tvercia

Rozlisme dva zakladni a souvisejici problémy. Uvazujme A € C™*™, b € C". Neexistuje-
li presné reseni problému a chceme-li Tesit soustavu

Az~ b (7.1)

alespon priblizné, méame dvé zakladni moznosti, jak definovat chybu splnéni této
soustavy.

7.1.1 Definice dvou problému

Prvni moznost je dana predpokladem, Ze nesplnime tiplné soustavu a budeme se snazit
o co nejmensi odchylku pravé strany b, jinymi slovy o co nejmensi reziduum. Druhé
moznost je, ze pripustime i odchylku v matici A. Oba dva zakladni pripady tedy
nesplnéni formuluji jako odchylku v zadanych datech problému. Tedy je formuluji jako
presné Teseni zménéného problému podle definice zpétné chyby.

Definice 7.1.1 Problémem nejmensich ¢tverca (LS) pro A € C™™ b € C" je
nalézt vektor x € C™ a prislusné reziduum r € C" tak, Ze je splnén vztah

min I7|l, Az =b+r nebo (jinak) min |6 — Az|| (7.2)
Definice 7.1.2 Uplny problém nejmensich &tverca (TLS) pro A € C™™ b e C"
je nalézt vektor x € C™, prislusné reziduum r € C"™ a chybovou matici E € C™*™

splnugict
mén I(ET)||p, (A+ E)x=b+r (7.3)
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(E'r) zde pritom reprezentuje matici o m + 1 sloupcich sloZenou z rezidua a chybové
matice.

7.1.2 Unitarni invariance problému

Diilezitym pozorovanim je, ze oba zavedené problémy jsou unitarné invariantni. Je-li
matice @) odpovidajici dimenze unitarni, pak plati pro LS, Ze ||@r|| = ||r||. Analogicky
miuzeme znazornit unitarni invarianci v ptipadé TLS. Je totiz |Q[r El||r = ||[r E]||F-

7.2 LS a problémy ve statistice

Uvazujme ndsledujici problém v redlném oboru. Méjme n pozorovani tvaru (z;,y;) pro
1 =1,...,n a predpokladejme linearni zavislost mezi vstupy xz; a vystupy y; tvaru

vy =a+ px;+ri,i=1,...,n. (7.4)
Tento systém muzeme formalné zapsat také
Y =X[af]"+R (7.5)
prodand Y € R", R € R", X € R™2. Problému nalézt dvé proménné o a  minima-
lizujici
Y — X[a )"l (7.6)

se Tika ve statistice problém jednoduché regrese. Zobecnénim tohoto problému je
problém obecné linearni regrese, kde hledame vice neznamych. Matice X je obecné
z prostoru R™™ a iikd se ji nékdy navrhova matice (matice regresortt). Problém TLS
se nazyva problém ortogonalni regrese a je zobecnénim problému linearni regrese.

7.3 Charakterizace reseni LS
Regen{ problému zde uvedeme nejprve ve formé nékolika tvrzeni.
Véta 7.3.1 Pro Ae C™™ be C" plati, Ze x € C™ je reSeni LS prdve tehdy, plati-li
Az = [r(ay, [|b—Az| = [[b |xas | (7.7)
Ditkaz: Nebot miizeme psat
C"=R(A)dN(A") (7.8)

pak lze také pravou stranu LS problému b rozlozit na slozky v téchto dvou funda-
mentéalnich prostorech nasledujicim zpiisobem

b=2> |N(A*) +b |R(A) . (7.9)
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Pro obecné z € R™ pak miizeme postupné psat

b—Az = b ‘N(A*) +b |R(A) —AZ,
16— Az]* = 16 [xeasy 1P+ 116 [reay —Az].

Druhéa z téchto ekvivalenci je vyjadrenim Pythagorovy véty. Druhy ¢len na jeji pravé
strané lze vhodnou volbou z polozit roven nule, protoze odpovidajici rovnice je Fesitelna.
Prvni ¢len na pravé strané naopak nejsme schopni volbou z ovlivnit. Norma rezidua je
tedy nejmensi pravé tehdy, je-li ten druhy c¢len roven nule. [

Poznamka 7.3.1 Je-li b L R(A), pak pravd strana LS neni korelovina s daty a je-
dingm rozummnym praktickym resenim je x = 0.

Dukaz: Je ziejmé, Ze b |g(a) je nulovy vektor, viraz ||b |ra) —Az||* nabizi trivialni
feseni z = 0 (v pripadé LN sloupct je to jediné takové feseni). Pouze dalsi informace
nebo podminky by mohly motivovat vybér jiného feseni. |

Véta 7.3.2 Jsou -li sloupce A jsou linearné nezavislé, pak lze reseni LS jednoznacné
vyjadrit.

Poznamka 7.3.2 Pokud jsou sloupce A linedrné zavislé, pak je fundamentdlni prostor
N (A) netrivialni. Pak plati, Ze x + z pro z € N'(A) je také reseni. ProtoZe z ale nicim

neprispivd, je logické hledat Teseni LS minimalni v normé. Uvidime, Ze takové reseni
je jednoznacné.

7.4 Reseni problému nejmensich ¢tvercii minimalni
vV norme

Véta 7.4.1 Pro A € C™™ b € C" plati, Ze existuje prdve jedno reseni x € C™
problému LS, které je minimdlni v normé. Toto rTeseni je ddno vztahy

Ax =b "R(A)a WS 'R(A*) (7.10)

Dikaz:
Zvolme z € C™. Uvazujme rozklad C™ na fundamentalni prostory. Pak mtzeme
tento vektor rozepsat jako nasledujici direktni soucet

r=x |N(A) +z |R(A*) . (7.11)
Pro LS teseni plati
b ”R(A): Ax = Ax ’N(A) +Ax "R(A*): 0+ Az ‘R(A*) (7'12)

Je tedy jasné, Ze x |g(a) je Fesenim LS problému, Protoze ale také plati, ze

121 = ll= [xeay 1P + 17 lreas I (7.13)
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tato norma je miniméalni pravé tehdy, plati-li = |n(ay= 0. Regeni LS problému minimalni
v normé tedy musi byt v R(A*). Zbyva jesté ukazat, Ze toto feSeni je jednoznaéné.
Méjme dvé takova Teseni, kterd si ozna¢ime x a y. Pak miizeme psat

Alx —y) = blr@y —blrw@=0,
r—y € N(A)

ale plati také
r—y € R(AY

Jediny vektor, ktery maji spole¢ny oba fundamentalni podprostory, je vektor nulovy a
proto
r=y. (7.14)

7.4.1 Normalni rovnice

Soustava normalnich rovnic je pojmem, ktery s LS problémem velmi souvisi. Ne vzdy
je tato soustava cestou k nejlepsimu praktickému postupu feseni ve smyslu rychlosti
nebo stability, ale v teorii nejmensich ¢tvercti hraje velmi vyznamnou roli.

Véta 7.4.2 Necht A € C™™ b€ C". Potom plati, Ze x € C™ je fesenim LS problému
prave tehdy, je-li také resenim soustavy normdlnich rovnic

A* Az = A*b (7.15)

Diikaz: Je-li z feSeni LS problému, pak plati Az = b |g(4) a vynasobenim této soustavy
matici A* zleva dostaneme

A*Ax = A™b |R(A) . (716)
Tuto rovnost rozepiseme nasledujicim zptsobem
A*Ax = A™b |R(A): A*(b |R(A) +b |N(A*)) =A"b (7.17)

a prvni implikace je ukazéana.
Opacné, necht je soustava normalnich rovnic splnéna. Pak plati také A*Az =
A*b |r(ay a tedy i A*(Az — b |gea)) = 0. To ale implikuje rovnost

Az = b |ry€ N(A*) (7.18)

Protoze ale plati zaroven

Az — b |ry€ R(A), (7.19)

pak musi byt Az = b |g(a), nebot rozdil vektori na levé strané poslednich dvou rovnosti
je v pruniku dvou komplementarnich fundamentalnich podprostort matice A a musi
tedy byt roven nule. |
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7.5 Zpusoby reseni problému nejmensich ¢tverci

Tato kapitola se bude vénovat praktickym proceduram reseni LS problému, tedy problému
nejmensich c¢tvercti. Uvedeme si nékolik postupi, pricemz budeme v prvnich trech
pripadech predpokladat, ze matice soustavy A € C™*™ ma plnou sloupcovou hod-
nost. Predpokladame tedy n > m. V pripadé, ze matice neméa plnou sloupcovou hod-
nost, resici algoritmy byvaji komplikovanéjsi, protoze musi pouzivat obvykle kombinaci
vice technik.

7.5.1 QR rozklad

Uvazujme QR rozklad ve tvaru

A=QR=0Q @m) . (7.20)

Pak miizeme psat
min [|b — Az|| = min b — QRa|| = min |Q*(b — QRz)|| = min|Q*b — Ral|  (7.21)

Vyraz na pravé strané muzeme podrobnéji rozepsat s pouzitim nasledujiciho znaceni

Q=g &l = (Qn Q)

Span([qla s 7qm]) = R(A)
span([gmi, -, @n]) = R(A)" =N (A

Pak vidime, ze

* Qb \ (R (Qub— Rt
@b~ fa = ((Q#)*b) - ( 0 ) "= ( QL) ) (7.22)

Vztah musi platit po blokovych komponentach, coz dava

Rnx = Qb
min b — Az| = [[(Q;,)b]

Pouze prvni blokova rovnice obsahuje vektor x. Navic, vzhledem k tomu, Ze jsme
predpokladali plnou sloupcovou hodnost matice A, pak je matice R, regularni, to jest,
ma na diagondle nenulova ¢isla. Vektor QF b je vektor dimenze m a tato prvni blokova
rovnice ma tedy pravé jedno reseni. Druha blokova komponenta obsahuje reziduum LS
problému. V praxi se matice Q* miuize konstruovat pouze implicitné a aplikovat zaroven
s rozkladem i na pravou stranu. Ma-li matice A dobre ur¢enou plnou sloupcovou hod-
nost, je R, regularni a pouziti QR rozkladu pro reseni LS problému je vhodné.
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7.5.2 Pouziti normalnich rovnic

Snadno nahlédneme, ze v pripadé plné sloupcové hodnosti matice A je postup dobre
definovany a ekvivalentni pouziti QR rozkladu, jak vidime z nasledujici sady ekviva-
lenci.

A*Az = A"b & R*Rt = R*Q*b & RY, Rz = REQ%Lb < Ryr = Qb (7.23)

Samotny termin feseni soustavy normalnich rovnic, ale obvykle naznacuje, ze pouzijeme
Choleského faktorizaci. To lze uéinit na zakladé nasledujicich ekvivalenci, pticemz plna
sloupcova hodnost ukazuje, ze Choleského faktorizaci lze korektné pouzit.

A*Ar = A*b, A*A = LL* & v = (LL*) 'A% (7.24)

Postup muze byt vyhodny, je-li n > m. Dimenze soustavy normalnich rovnic je totiz
pravé m. Na druhou stranu, nevyhoda postupu je v nasledujici vlastnosti tykajici se
podminénosti matice soustavy normalnich rovnic.

(AA) _ o¥(A)
o AA) T a2 (A)

Vidime, ze ¢islo podminénosti systému normalnich rovnic je kvadratem piivodniho ¢isla
podminénosti, coz znamena, ze TesSeni je mnohem citlivéjsi na zmény v reziduu.

K(A*A) = = K2(A). (7.25)

7.5.3 Reseni rozsireného systému

Napisme si nejprve vyjadreni soustavy, ze které ziskame teseni LS problému a definujme
vysledné reziduum vyrazem 0.

Ar = b|R(A)
o = b—AIIb—b’R(A)EN(A*)

P

A% 0

Jak jsme vidéli dostali jsme soustavu dvou soustav rovnic, kterou zapiseme kompaktné

nasledujicim zptsobem.
I A\ [§ b

Tomuto ekvivalentnimu tvaru feseni LS problému se rika rozsifena soustava rovnic.
Prislusna matice soustavy se nazyva rozsirena matice. Klicem k pouziti této soustavy
v Teseni LS problému je nasledujici véta, kde uvazujeme mirné obecnéjsi verzi rozsirené
matice.

Lemma 7.5.1 Necht A € C"™™ rank(A) = m, n > m,B € C™" HPD. Pak je

matice
B A
C = (A* 0) (7.27)

requldrni, hermitovskd a indefinitni.
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Dikaz: Rozsitend matice je ziejmé hermitovska. To, zZe je také regularni, dokazeme
sporem. Uvazujme rozsifenou soustavu s nulovou pravou stranou. Nebot B + Az = 0
a matice B je regularni, pak dostavame

§+ B 1Az =0. (7.28)

Z druhé rovnice v rozsiteném systému plyne A*6 = 0 a dosazenim do predchoziho
vztahu vynasobeného matici A* zleva pak dostaneme

A*6 + A*B 'Ax = A*B Az = 0. (7.29)

Ale A*B7! A je regularni (A mé podle zadan{ plnou sloupcovou hodnost) a proto x = 0,
tudiz i & = 0. Jinak lze vidét regularitu i z toho, ze —A*B~'A je Schuriiv doplnék
regularni matice B v C'. Protoze je B regularni, je-li i C' regularni.

Treti vlastnost, kterou mame dokézat, je indefinitnost matice C. Jinymi slovy,
abychom dokézali, Ze matice C' je indefinitni, musime dokéazat, ze mé kladna i zaporna

T
vlastni ¢isla. Uvazujme nenulovy vektor (O e 0 vy vm+n) . Plati v*C'v =
0. Uvazujme Schurtv rozklad hermitovské matice (A je diagonalni) v nasledujicim tvaru
C = 85AS* = (Sl C. Sner) diag()\l, e )\n+m) (31 .. STLer)* (730)

n+m
0=v"SAS* v = > \j|siv]? (7.31)

i=1
Protoze je C' regularni, pak jsou vsSechna vlastni ¢isla nenulova. Dale, protoze je v
nenulovy, pak musi platit S*v # 0, protoze vektory v S tvori béazi celého prostoru
C (mtm)x(ntm) D4le tedy musi existovat kladné i zaporna nenulova vlastni &sla, aby
ta suma dala dohromady nulu.

|

7.5.4 Singularni rozklad

Uvazujme ekonomicky singuldrni rozklad A = U, %, V*. ReSeni problému nejmensich
¢tverclh minimalni v normé je dano vztahy

Ar=1» |73(,4), T € R(A*) (7.32)

Protoze transformace pravé strany je dana projekei na R(A), plati b |gay= U,U}b a
muzeme psat
U, Ve = UU*b (7.33)
Matice U, reprezentuje ortonormélni bazi R(A) a proto se rovnaji i soutadnice v této
bazi. To jest,
Vie=31U7b (7.34)
Protoze hleddme x € R(A*), pak je muzeme vyjadiit ve tvaru x = V,y, protoze V, je
béze fundamentalniho prostoru R(A*). Tedy

y =V r=YU. (7.35)

Tvrzeni, které jsme odvodili, mizeme zformulovat jako néasledujici vétu.



100 7. Problém nejmensich ¢tverca

Véta 7.5.1 Necht A€ C™™ be C" a A= UV’ je ekonomicky singuldrni rozklad
matice A. Pak plati, Ze
r=V,SUb = Ab (7.36)

je reseni problému nejmensich c¢tvercu minimdlni v norme.



Kapitola 8

Problém vlastnich c¢isel

V této kapitole budeme diskutovat teseni problému vlastnich ¢isel, ktery v obecné
formulaci hleda vlastni ¢isla a jim prislusné vlastni vektory. Obecné se hovori o dvou
typech tohoto problému: o ¢astecném problému vlastnich ¢isel a aplném problému
vlastnich ¢isel. Pro feseni prvniho typu problému, jehoz tkolem je najit néjaka, ¢asto
extremalni, vlastni ¢isla a jim prislusné vlastni vektory, zde uvedeme nékolik moznych
postupt. Ruzné pristupy , které zde zminime, se rozlisuji mimo jiné podle typu matice,
které se problém vlastnich ¢isel tyka.

8.1 Casteény problém vlastnich &isel

Zakladnim algoritmem této skupiny je mocninnd metoda, kterda v nejjednodussim
pripadé hleda pouze jedno dominantni vlastni ¢islo a prislusny vlastni vektor dané
matice. Dominantnim vlastnim ¢islem myslime to vlastni cislo, které je v absolutni
hodnoté nejvétsi. V nasledujicim algoritmu existenci jediného dominantniho vlastniho
¢isla predpokladame.

8.1.1 Mocninna metoda

oritmus mocninné metody je uveden niZe. Pro matici a pocatecni vektor
Algorit tod d P ticit A € C™*» t kt
v € C™ spociva tento algoritmus v tvoreni posloupnosti

vy, Vg = Avy, ..., vy =Au_, k=1, ... (8.1)

Tyto vektory jsou v kazdém priichodu cyklem algoritmu normalizovany. Pomérovy
vztah na tadku 5 algoritmu, kterym se poc¢ita odhad vlastniho ¢isla, prepsany pro
nenormalizovany vektor w ma tvar

wl Aw
= 8.2
e (8.2)
se nazyva Rayleightv kvocient.
Algoritmus 8.1.1 Mocninna metoda
Input: Matice A € C™" s vlastnimi ¢isly Ai,..., A, |M| > [X2| = ... > |\,
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pocatecni vektor vy € C"

Output: Aprozimace py, vy, jediného dominantniho vlastniho ¢isla Ay a jemu prislusného
vlastniho vektoru.

1. v = v/ ||vo|

2. for k=1,2,... do

3. w = Avi_;
4o ve=w/|wl]
5. i = viAvy,
6. end k

Nasledujici véta obsahuje zakladni vysledek, ktery se tyka konvergence mocninné
metody pro jednoduchy specidlni pripad matice A. Konkrétné predpokldadame, ze ma-
tice A je hermitovska, protoze to je v souladu s dalsim standardnim délenim problému
vlastnich ¢isel, a sice na problémy hermitovské a nehermitovské.

Véta 8.1.1 Necht A € R™™" je hermitovskd matice s vlastnimi ¢isly \i,..., A\n, pro
ktera plati
A1) > A2 > > M) (8.3)

Necht uy je vlastni vektor matice A takovy, Ze Au; = Muy. UvaZujme algoritmus
mocninné metody. Necht startovaci normalizovany vektor vy € C" spliiuje a; = ujvg #
0. Pak plati

. Vk Uq
im = 8.4
B Sgn{and) = Tl (84)
a také
lim py = v Avg = Ay (8.5)

k—o0

Dikaz: Uvazujme Schurtv rozklad hermitovské matice ve tvaru A = UAU*. Pak
muzeme postupné psat

n
Vo — ZO[Z‘UZ'
=1

AkUO = ZOZZ)\?’UHL, k > 1

i=1
"o (AT
AFyy = ag Ak (ul D <1> ul) = N (ug + ), k> 1
= a1\ M
Protoze a; = ujvy # 0 a déle také plati
AUO A’Ul AA’U()/HAU()H AAU() A2U0
v = , Uy = = = = 5 , (86)
|| Aol [Auvi]| || AAvo/[[Avol[ | [| AAvo  [|A%vol]
a tedy obecné pro k > 2
U = Avk_l . AAUk_Q/”AUk_QH o AAUk_Q - = Akvg (87)

[Avia]l | Advies/|Avea|[ | | AAvkafl [ A% o[
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pak mizeme psat pro k > 1

o AT (ur + i) gy (U1t Y)
v = = sgn(ag A 8.8
= ok (e a0l O T g (82)
kde yr — 0. Pak tedy plati
]}Lrgo(ul + yk)/sgn(al)\'f) = U
a tedy také
Jim ur/sgn(aa A) = uy/[ua), (8.9)

coz je prvni hledany vztah. Déle plati

0, = 0, O = A,
jak plyne z definice Rayleighova kvocientu, ktery jsme ztotoznili s odhadem vlastniho
¢isla. Poznamenejme, Ze rychlost konvergence vyrazu (u; + yx)/sgn(a1 AF) k viastnimu
vektoru u; je linedrni a je ddna podilem |Ag/Aq]. |

Pocatecni vektor se ¢asto voli ndhodné. Predpoklad nenulovosti «y z predchozi
véty je tak splnéna s velkou pravdépodobnosti. Véta se da formulovat i za slabsich
predpokladii, napiiklad pro matice obecné diagonalizovatelné nebo jesté obecnéjsi,
kde se v diukaze pouziji vlastnosti Jordanovy kanonické formy. Dalsi zobecnéni je
mozné ziskat obménou vztahu mezi absolutnimi hodnotami vlastnich ¢isel dané matice.
Vsechny tyto zmény ale prispivaji k hlavni linii dikazu predevsim technicky.

8.1.2 Mocninnia metoda a algoritmus pagerank

V této kapitole budeme pracovat s objekty v redlném oboru. Uvazujme systém n
webovych stranek. Zavedme si nasledujici ohodnoceni dtlezitosti webové stranky P
nazvané pagerank a oznacené jako r(P;).

r(B)= >

Pj EBpl.

r(P)
I

(8.10)

kde Bp, je mnozina stranek, které na P, ukazuji a |P;| oznacuje celkovy pocet odkazt
z Pj na jiné webové stranky. Tim, Ze tato ohodnoceni jsou vzdjemné zavisla, Brin a
Page navrhli itera¢ni proceduru, jak je spoc¢itat. Konkrétné, pocitali r(P;) pro i =
1,....n; k=1,..., kde

re(P;
re+1(F) = Z kl(D ])a k=1,... (8.11)
P]'GBPZ' | ]|
s poc¢ateénimi hodnotami ro(P;) = 1/n, kde P, ..., P, jsou uvazované webové stranky.

Uvazujme nasledujici orientovany graf, ktery ukazuje vzajemné odkazovani Sesti
webovych stranek P, ..., Fs.

Zvolime-li na pocatku vsechna ohodnoceni (pagerank) rovna 1/6, pak postupné
ziskavame
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Obrazek 8.1.1: Orientovany graf, ktery ukazuje vzdjemné odkazovani Sesti webovych
stranek.

’ iterace 0 \ iterace 1 \ iterace 2 ‘

1/6 1/18 1/36
1/6 5/36 1/18
1/6 1/12 1/36
1/6 1/4 17/72
1/6 5/36 11/72
1/6 1/6 14/72

Na zakladé velikosti ohodnoceni soudime na dtlezitost stranky. Zkusme si nyni
formulovat problém maticové. Zavedme matici, ve které budou prevradcené hodnoty
poctu odkazil na jiné webové stranky. Konkrétné, zavedme pro nas priklad matici H
nasledovné tak, ze

Hij = 1/|P, (8.12)
je-li odkaz z 7 na j.
0 1/2 1/2 0 0 0
0 0 0 0 0 0
1/3 1/3 0 0 1/3 0
H=10""0 0o 0o 12 12 (8.13)
0 0 0o 1/2 0 1/2
0 0 0 1 0 0

a ddle zavedme vektor
= (r(P) (P2 re(Ps) ri(Pa) mil(Ps) mi(Fp)). (8.14)
Pak mtzeme pro iteraci vyse uvedeného algoritmu psat
Trpr = H . (8.15)

No a to neni nic jiného neZ mocninna metoda aplikovana na matici H7. Matice HT je
velmi blizkd matici stochastické (matice s nezapornymi prvky, jejiz sloupcové soucty
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jsou jedna. Mohou se v ni vyskytovat sloupce se samymi nulami, které odpovidaji
vrcholtim, ze kterych nevedou zadné odkazy. Takové matici se fika substochasticka.

Véta 8.1.2 Je-li matice H' stochasticka a nerozlozitelna (HT se nedd prevést sy-
metrickou permutaci na blokové trojuhelnikovy tvar, ktery ma vice nezZ jeden diagondlni
blok s pozitivni dimenzi), existuje prave jeden vektor ohodnoceni (pagerank). Je-li navic
aperiodicka (neezistuje takové k > 1, e H* = H ), iteracéni metoda k nému konverguje
nezdvisle na startovacim vektoru.

Tyto vlastnosti se ziskavaji modifikacemi piivodni matice. Napriklad, stochasticita se
ziskd nahrazenim nulovych sloupcu vektory s prvky 1/n.

8.1.3 Kryloviv prostor a Arnoldiho algoritmus

vvvvvv

iteracnich postupu na Teseni ¢astecného problému vlastnich ¢isel je Arnoldiho algorit-
mus, ktery pro k = 1, ... konstruuje vektory vy,..., vz € C", matici H, € C** v
hornim Hessenbergové tvaru a skaldr hjyi; které spliuji vztah

AV), = Vi Hy, + hy1 pUkiaer (8.16)
a kde V, = (Ul, e ,vk> je baze k-tého Krylovova prostoru
Ki(A,b) = span{b, Ab, ..., A*1b} (8.17)
Algoritmus 8.1.2 Arnoldiho algoritmus
Input: A =[a;;] e CV", v eC

Output: Matice H,, € C*** v hornim Hessenbergové tvaru a ON bdze Vi, k-tého Kry-
lovova prostoru takové, Ze plati V,* AV, = Hj,

1. v=v/|v|

2. for k=1,2,... do
3. w = Avy,

4. fori=1:kdo
5. hix, = viw

6. w=w — h;v;
7. end ¢

8. i1 = [[wl]

9. V1 = W/ M1k
10. end k

Lemma 8.1.1 Poddiagonalni prvky matice Hy jsou redlné a kladné.

Dikaz: Poddiagonélni prvky matice Hj, jsou normaliza¢ni koeficienty a musi tedy byt
realné a kladné. [ ]
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Poznamka 8.1.1 Pripomenme si, Ze
o V.V je ortogondlni projektor na k-ty Kryloviv prostor Ki(A,v).

o V. VA je ortogonalni ziuzZeni operdtoru reprezentovaného matici A na Ki(A,v)
ve standardni bdazi. To jest, napriklad plati

x € Kk<A,’U) — Vka*Al’ € Kk(A,U) (818)

Pozorovani 8.1.1 Existuje d(A,v) € N, 1 <d < n takové, Ze pro d > 1 plati

span{v} = K1(A,v) C© ... C K4 1(A,v) C K4(A,v)
= {v,Av,..., A%}

{v,Av,..., A%}

Ki(Av)=...=K,(A,v),

pripadné pro trivialni pripad d = 1 plati

span{v} = K1 (A,v) = {v,..., A%}
= {v,..., A%}
= Kg(Av)=...=K,(Av).

Tomuto d(A,v) se rikd maximalni dimenze (stuperi) Krylovova prostoru genero-
vaného usporddanou dvojici (A, v).

Lemma 8.1.2 Necht A € C™" v € C", k < d(A,v). Necht jsou ddle matice V} €
C™k Hy, € C** matice 2 Arnoldiho algoritmu, vy, € C* a necht {u, y} je vlastni
pdr matice H*. Pak {p, x}, v = Vipy spliuji

|Az — pz|| = hpsrnletyl, Az — pz L Kp(A,v). (8.19)

Dikaz: Aplikujeme-li obé strany nasledujici rovnosti na vlastni vektor y matice Hj,

AVy, = Vi Hy, + hpy1 pUki16r (8.20)
dostaneme
AViy = Vi Hyy + hpr kvkiier y = Vi + Riy1 kU164 Y- (8.21)
Pro z = V,y pak plyne
Az — px = hpy1 pVki161 Y, (8.22)

z ¢ehoz plynou obé dveé tvrzeni. Prvni z nich tim, ze aplikujeme na posledni vztah
normu, druhé z nich je disledkem toho, ze Ax — px je nasobkem v, a tudiz kolmé
na vektory baze Krylovova prostoru V. |
Specialni pripad tvrzeni je uveden v nasledujici poznamce.
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Poznamka 8.1.2 Necht k = d = d(A,v). Pak ve vytvdreném Krylovovu prostoru nelze
najit vektor linedrné nezavisly na vektorech dosud zkonstruované baze Vi. Plati tedy

AVy, = Vi H, (8.23)
Je-li {u, y} je vlastni pdr matice Hy, pak je {u, Viy} vlastni pdr matice A nebot plati
AViy = Vi Hyy = pViy. (8.24)

Vektory y nazyvame Ritzovy vektory a cisla p nazjvime Ritzova ¢isla prislusného
problému vlastnich cisel.

8.1.4 Lanczosuv algoritmus

V pripadé, ze matice A € C"™*" je ¢tvercova a hermitovska, pak je specialnim pripadem
Arnoldiho algoritmu Lanczostv algoritmus, ktery ma mnoho zajimavych souvis-
losti v riznych oblastech matematiky. Nize uvidime vyrazné silnéjsi tvrzeni o kvalité
dosazené aproximace problému vlastnich ¢isel nez v pripadé obecného Arnoldiho algo-
ritmu.

Lemma 8.1.3 Matice Hy v Lanczosové algoritmu je tridiagondlni.

Dukaz: Ze vztahu
A‘/k = Vka + hk+1,kvk+1ez (825)

snadno dostaneme prenasobenim matici V,* zleva a preusporadanim clenii
Hy =V AV, = VAV, = (V7 AV = H], (8.26)
z ¢ehoz plyne tvrzeni, protoze Hy je v hornim Hessenbergové tvaru. [

Lemma 8.1.4 Matice H, v Lanczosové algoritmu je redlnd a symetrickad.

Dikaz: To, ze jsou diagonélni prvky realné plyne z faktu, ze Hy, je hermitovska. Poddi-
agonalni prvky Hj a tim padem i naddiagonalni prvky Hj jsou realné a kladné, protoze
to jsou normalizacni koeficienty i v obecnéjsi procedure — Arnoldiho algoritmu. W
Specidlni znaceni, které budeme pouzivat pro zakladni vztah v ptfipadé Lanczosova
algoritmu je nasledujici

AVy = ViTy, + Bry1vesier (8.27)
kde
ap [
B2 az B3
B
Br g

Rozepsanim vztahu pro jednotlivé sloupce dostaneme
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Bj—i-lvj—i—l = AUj — ;U — 5jvj_1, ] = 17 ceey k, Vo = O, 61 =0. (829)
Predpokladame pritom, Ze v; je normalizovany startovaci vektor, ¢asto zvoleny ndhodné.

Postup pak mtzeme zapsat ve formé algoritmu, kde podstatnou soucasti postupu je
normalizace vektoru ve Vj,.

Algoritmus 8.1.3 Lanczostv algoritmus

Input: Hermitovskd matice A = [a;j], pocdtecni vektor v € C"

Output: Redlna symetrickd tridiagonalni matice Ty a ON bdze k-tého Krylovova pro-
storu Vi, takové, Ze plati Vi AVy, =Ty,

vo =0, vy =v/||v]], /1 =0
for k=1,2,... do

w = Avy — 51#)1%1

Q= VLW

W =w — 0LV

B = [[w]|

Uk+1 :w/ﬁkﬂ
end k

o NS G o~

Nasledujici lemma ukazuje, ze Lanczostuv algoritmus dava mnohem lepsi zaruky na
vysledek nez Arnoldiho algoritmus.

Lemma 8.1.5 Necht A € C™ " s vlastnimi cisly Ay, ..., \, je hermitovskd matice.
Necht ddle v € C" je nenulovy pocdtecni vektor Lanczosova algoritmu a uwvaZujme
k < d(A,v). Necht {u;, yi} jsou prislusné vlastni pdry matice Ty generované timto
algoritmem proi=1,...,k. Pak

Jmin [ — gl < Bralegyil (8.30)
Dikaz: Z obecného tvrzeni pro Arnoldiho algoritmus vime, Ze plati ||Ax; — x| =
Bri1letyi| pro x; = Viy;. Dale zdiraznéme, 7e v tomto textu pokladame vlastni vektory
vzdy normalizované, to jest s normou rovnou jedné. Nech{ A = UAU* je Schurtiv
rozklad s diagonalni matici A (diagonalizace normélni matice A). Definujme w = U*z;.
Pak mame

[Az; — il = [|UAU i — pas|| = [[AU s — U] =
[Aw — pywl| = |diag(M — piy - - Ao — pi)wl] >
dain [ =gl flwll = min | =gl [ U]l = min (A — g ]
Néasledné,
: | Az; — pii| lex vl
min A\ — p| < ———— = G (8.31)
j=Ln el ]|
Protoze jsou vektory y; normalizovany, tak plati
il = IVegall = llall =1 (8.32)

a tvrzeni je tak dokazano. |
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8.1.5 Porovnani Lanczosova a Arnoldiho algoritmu

Lanczosuv algoritmus ma nizsi pocet operaci nez Arnoldiho algoritmus, protoze v
kazdém kroku ortogonalizujeme jen vici jednomu vektoru. Nejnarocnéjsi operace v
kazdém kroku je tak pouze nasobeni matici A.

Na druhé strané, teoretické zaruky Lanczosova algoritmu jsou vyrazné vétsi nez u
Arnoldiho algoritmu, jak plyne z porovnani prislusnych uvedenych tvrzeni.
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Kapitola 9

Primé metody a hermitovské
indefinitni matice

Divodem, pro¢ primé metody pro tyto matice je vhodné diskutovat samostatné, je ob-
vykle pozadovana symetrie rozkladu. Abychom si demonstrovali slozitost problému,
uvazujme nasledujici symetricky rozklad. Rozkladand matice je zfejmé indefinitni,
protoze ma vlastni ¢isla e — 1 a € + 1.

()=l ) O () e

V tomto rozkladu vidime zfejmou nestabilitu danou rustem velikosti (absolutnich hod-
not) prvki. Jednostrannou radkovou permutaci z GEPP nemuzeme pro kontrolu ristu
prvkl uvazovat, nechceme-li ztratit symetrii, ktera mize byt podstatna pro aplikace,
ze kterych matice pochazi. Permutovat tedy musime symetricky podle schématu

A — PAPT,

jak jsme o tom jiZ hovofili vySe. Bude-li misto veli¢iny € nula, LDL” rozklad s dia-
gonalni matici D nebude existovat. Da se ukazat, ze v takovém pripadé se standardni
rozklad miize trochu zobecnit a pouzit rozklad

LDL”, (9.2)

kde matice D je blokové diagonalni s bloky o velikosti 1 x 1 a 2 x 2. Pro pivotaci
pak existuji rizna pivotaéni schémata, kterda se nazyvaji podle téch, co je navrhli,
naptiklad Bunchiv-Kaufmanntv algoritmus a Bunchtiv-Parlettav algoritmus. Motivaci
pro uzitecnost blokt velikosti 2 x 2 je fakt, ze v pripadé, ze velikosti jeho diagonalnich
prvki jsou malé a velikosti jeho mimodiagonalnich prvku jsou velké (ve svych ab-
solutnich hodnotéch), pak blokovy rozklad mize prispét k malému riastu nenulovych
prvkd v priabéhu rozkladu. Konkrétné, inverze matice A z (9.1) je rovna

1 e —1
R 0

a nasobeni touto matici, coz je operace rozkladu analogicka déleni diagonalnim prvkem,
nevede k rychlému rtstu prvkia. Rist v rozkladu hermitovskych indefinitnich matic se

111
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da stejné jako v ptipadé LU rozkladu charakterizovat ristovym faktorem. Postupem
ztedy iskame rozklad s obecné symetrickou permutaci aplikovanou zleva na tadky a
analogicky na sloupce, kde matice D je blokové diagonalni. Regen{ je pak pocitano
v nékolika krocich a odvozeno podobné, jako v predchazejicich variantach Gaussovy
eliminace.

PAPT = LDL*
Lz = Pb,Dw=z L'y=v, =Py

Priklady algoritmit pro takova schémata nyni uvedeme ve formé algoritmi.

Algoritmus 9.0.1 Krok tplné pivotace podle Bunche a Parletta (1971)

1. Poloz oo = (1 ++/17)/8 =~ 0.64
2. Nalezni aygy: diagondlni prvek maximalni velikosti
3. Nalezni a;;: mimodiagondlni prvek mazimdlni velikosti (i < j)
4. if |agk| > ala;j| then
5. pouzij agy jako 1 x 1 pivot (hotovo pro ax, =0)
6. else
veo [ Qi Qg . . .
7. POUZTL] < ; ajj) jako blokovy 2 x 2 pivot
8. end if ’

Algoritmus, ktery provadi uplnou diagonalni pivotaci je velmi stabilni, ale jeho
implementace na rozklad fidkych indefinitnich matic muze byt velmi draha. Problém
efektivniho postupu v pripadé fidkych matic fesi do znac¢né miry pivotace podle Bunche
a Kaufmannové, jejiz jeden krok je uveden v nasledujicim algoritmu.

Algoritmus 9.0.2 Krok tplné pivotace podle Bunche a Kaufmannové (1977)

La=(1++17)/8 ~ 0.64

2.1 =1 (moznd varianta, kde i splnuje |a;| > alax| mezi vsemi k
3. Nalezni j # i takové, Ze aj; = max{|ay| k # i} = A
4. if |a;| > a\ then

5. pouZij a;; jako 1 X 1 pivot

6. else

7. o =max{|ag|, k # j}

8. if |ailoc > al? then

9. use a;; jako 1 x 1 pivot

10.  else if |aj;| > ao then

11. pouZij a;; as a 1 X 1 pivot

12. else

13. POUZL] <ai'i Z”) jako blokovy 2 x 2 pivot

Ji JJ
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14. end if
15. end if

Schématicky si mizeme znazornit, které prvky jsou v jednom kroku Algoritmu 9.0.2
testovany, nasledujicim zptisobem.

d . . )\
A c o
o

Ristovy faktor je v tomto algoritmu omezen hodnotou (2.57)"~!, coZ je o néco vic
nez v pripadé standardni ¢asteéné pivotace LU rozkladu.
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Kapitola 10

Iteracni metody pro reseni soustav
rovnic

Uvazujme Teseni soustavy linedrnich rovnic
Ax =1 (10.1)

s regularni matici soustavy A € C™*", pravou stranou b € C™ a hledanym fesenim x €
C". Zatimco rozklady, které jsme v textu uvedli, vedou na skupinu metod primych,
v této kapitole se budeme vénovat nékterym metodam iteracnim.

10.1 Klasické stacionarni iteracni metody

10.1.1 Zakladni fakta

Stacionarni itera¢ni metody jsou zalozeny na statickém stépeni matice A nasledujiciho
typu

A=M— N, (10.2)

kde predpokladame, ze M je regularni a snadno invertovatelna. Pak miizeme psat
nasledujici posloupnost tprav.

Az = b
(M—N)x = b
(M—(M—-A)x = b
Mz = b+ (M —A)x
v = x+ M1 (b— Ax)

Budeme-li posledni uvedenou rovnost (ptripadné predposledni uvedenou rovnost) povazovat

za defini¢éni transformaci, kde aproximaci feseni na pravé strané priradime novou
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aproximaci na levé strané, pak mame cely proces konstrukce posloupnosti aproximaci
X0, X1, ..., Tk, ... shrnuty nasledovné

T = T+ M H(b—Axy) =T - M Az + M 'b; k=0,...

Matici I — M~'A budeme nazyvat iteraéni matice.

10.1.2 Chyba a konvergence stacionarnich iteracnich metod

Uvazujme zavedenou posloupnost iteraci a presné reseni soustavy x. Pak mtuzeme psat
pro chybu v kroku k + 1 nasledujici vztah

v —apy = ([ — MPA)(x —ap) = (I — MTP A (2 — x0). (10.3)
Zavedeme-li vyraz pro chybu feseni e, = x — x; pak mame
err1 = (I — MLA)F e (10.4)

Mame tedy vztah pro zménu chyby, ale nikoli chybu samotnou. Pfechodem k normé
ziskdame

leenll _ e =zl oy p pprapesyy < o — mr e, (10.5)
lleol] | — xo|

Pro posuzovani konvergence téchto iteracnich metod je dilezity nasledujici vztah.

Véta 10.1.1 Nutnou a postacujici podminkou, aby iteracni posloupnost definovand v
(10.3) konvergovala pro libovolnou volbu pocdatecniho priblizend je vztah

p(I — M7 1A) < 1, (10.6)

kde p(I—M~1A) nazgvdme polomér konvergence matice I— M~ A a je roven mazimdlni
absolutni hodnoté néjakého vlastniho cisla matice I — MY A. Véta se dd snadno dokdzat
pomoci podobnostni transformace iteracni matice na blokovée diagondlni matici sloZenou
z Jordanovich bloki a rozepsanim mocnin téchto Jordanovich blokii.

Poznamka 10.1.1 Poznamenejme, Ze polomér konvergence iteracni matice p(I—M 1 A)
mauze byt také zapsdan ve tvaru

p(I — M~A) = Jim (7 - M=TAR)|MVE <1 (10.7)
— 00
Nasledujici postacujici podminka konvergence je casto snadno ovéritelna.

Véta 10.1.2 Postacujici podminkou pro to, aby iteracni posloupnost definovand v (10.3)
konvergovala pro libovolnou volbu pocdtecniho pribliZzeni je platnost vztahu

11— M "Allp <1 (10.8)

v nékteré maticové (tedy, sub-multiplikativni) normé ||.||p.
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Dikaz: Ukazeme, ze absolutni hodnota libovolného vlastniho ¢isla dané matice C' €
C™ "™ je rovna nanejvys libovolné maticové normé ||.||p matice C. Zvolme ¢ > 0 a
sestrojme matici

1
B = Iclr = EC. (10.9)
Jeji norma ziejmé splnuje
1Blp= MGl (10.10)
ICllp+€
To ale znamena, ze
Jlim B* =0, (10.11)

nebot ze sub-multiplikativity maticovich norem plyne ||B*||p < ||B|/%. S pouzitim
Jordanova normalniho tvaru se da ukazat, ze vsechna vlastni ¢isla matice B jsou v
absolutni hodnoté mensi neZ 1. Necht A je vlastni ¢islo matice C a x pifslusny vlastni

vektor. Pak plati
A

Cr=XM=Br=——u. 10.12
Ol + 012
Proto plati
A

— <1 10.13
[Cllo+e 10.15)

a odsud |\| < ||C]|p + €. ProtozZe € bylo zvoleno libovolné, plyne z toho i
Al < (IClp. (10.14)
Aplikaci vysledku na matici C' = I — M~ A ziskdme tvrzeni. |

Poznamka 10.1.2 MiiZe se stdt, Ze plati p(I — M—'A) < 1 < ||[(I — M~tA)||p pro
néjakou maticovou normu ||.|p. Pak miZe byt krivka konvergence lokdlné konkdvni (po
néjakou dobu se chyba zvétsuje).

10.1.3 Jakobiho metoda

Uvazujme matici A $tépenou nasledujicim zptsobem (konvenéné) na diagondlni ¢ést
D, striktni dolni trojuhelnikovou ¢ast L a striktni horni trojihelnikovou ¢ast U.

A= D-L-U

Jakobiho metoda je zalozena na Stépeni
A=M-N=D—-(L+U), (10.15)
to jest na iteracich

Dxp1=Lay+Uxp,+b=M=D,N=L+U. (10.16)
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Itera¢ni matice Jakobiho metody je D~'(L + U) nebot
I-M1'"A=I-MYD-L-U)=1-D"'D+D ' (L+U). (10.17)

To muzeme zapsat pro ¢ = 1,...,n po slozkach nasledovné

1 n
gy = (— > aijf§k)+bi>

Qi \  j=1j#i
k
pro 2™ = (&g

Véta 10.1.3 Nutnd a postacujici podminka konvergence Jakobiho metody pro libovolné
pocdtecni priblizeni xo je tedy samozrejmeée

p(D™HL+U)) <1 (10.18)
Pro konvergenci postacuje splnéni ||D™'(L + U)|| v nékteré maticové normé.
Definujme si nejprve ostre diagonalné dominantni matici.

Definice 10.1.1 Rekneme, e matice A € C™ " je ostfe diagonalné dominantni,
plati-li pro prvky na jejim rdadku vztah

n

Z |al]| < |aii|7 7;:17..,,’[1 (1019)
J=1j#i

Véta 10.1.4 Je-li matice A € C™*" ostre diagondlné dominantni, pak Jakobiho me-
toda konverguje.

Dikaz: Pro ostfe diagondlné dominantni matici mame podle definice

=1,
tedy
o Jaig] :
> <1l,i=1,...,n (10.20)
j=ri lail
a tedy
= Jay)
max »_ <, (10.21)
z:l,...,njzl’j;éi ‘a”’
coz je postacujici podminka pro konvergenci v maximové maticové normé. |

Véta 10.1.5 Je-li matice A € C™" hermitovskd s diagondlou D a kladnymi dia-
gondlnimi prvky, pak Jakobiho metoda konverguje pravé tehdy, jsou-li A a 2D — A
pozitivne definitni.
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Dikaz: Nejprve si vSimnéme, ze matice 2D — A se lisi od matice A jen zménou

znamének u mimodiagonalnich prvki. Necht Dy = diag(\/ai1, - . ., /Gnn), to jest D =

D?. Pak dostaneme podobnostni{ transformaci
I-D'A=DYL+U)=D'[D;(L+U)D;'|D;. (10.22)

Jakobiho metoda tedy konverguje pravé tehdy, je-li p(D; (L + U)Dy') < 1. Matice
DiYL+U)Dy* =1 — Di'AD;! je hermitovska.

Protoze hermitovska matice ma vSechna vlastni ¢isla realna, pak Jakobiho metoda
konverguje prave tehdy, jsou-li tato vlastni ¢isla z otevieného intervalu (—1,1). To plati
pravé tehdy, maji-li obé matice My = I + Dy (L+U)Dy'a My = I — Dy (L+U)D;?
zaroven vsechna vlastni ¢isla kladna. Protoze jsou obé tyto matice také hermitovské,
je to prave tehdy, kdyz jsou pozitivné definitni. Plati ovsem, zZe

My =I1+D"(L+U)D;'=D;Y(D}+L+U)D;*=D;*(2D — A)D;'  (10.23)
a také
My=1—-D/Y(L+U)D;'=D; (D} —L-U)D;' = D;'AD; " (10.24)

Tvrzeni je tak dokazano, protoze je-li obecné matice B pozitivné definitni a T’ regularni,
pak je T* BT také pozitivné definitni. |

10.1.4 Gauss-Seidelova metoda

Uvazujme stejné jako vyse matici A € C™*" Stépenou nasledujicim zptusobem (kon-
vencné) na diagondlni ¢ast D, striktni dolni trojihelnikovou ¢ast L a striktni horni
trojuhelnikovou cast U.

A= D-L-U.

Gauss-Seidelova metoda je zalozena na Stépeni
A=M-N=(D-L)-U, (10.25)
to jest na iteracich
(D—L)agyy =Uxp+b=M=D—-L,N=U. (10.26)
Itera¢ni matice Gauss-Seidelovy metody je (D — L)™'U nebot

I-M"A=1-M"YD-L-U)=I1—(D-L)y " (D—L)+(D—-L)"'U = (D—L)"'U.
(10.27)

To muzeme zapsat pro i = 1,...,n po slozkdch nasledovné

& 1 1—1 A n .
gz( ) - —Zaij@( ) - Z az-jéj(- )—|—b,

Qi j=1 j=i+1
k
pro o = (¢B ey

Prvni véta je néasledujici analogie tvrzeni pro Jakobiho metodu.
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Véta 10.1.6 Je-li matice A € C™™ ostre diagondlné dominantni, Gauss-Seidelova
metoda konverguje.

Diikaz: Pro konvergenci staci, aby platilo ||(D — L)™'U||s < 1. Tato maticovad norma
je generovana vektorovou maximovou normou a proto musi existovat vektor u takovy,
ze plati

I(D = L) Ullso = I(D = L)™' Uulloc, [Julloc = 1. (10.28)
Ozna¢me v = (D — L)~ 'Uu. Pro slozky vektoru v, kde ||[v]|o = ||(D — L) 'Uul|o plati
[v;| < ||v]|oo- Necht |vs| = [|v]|oo- NapiSme nyni vztah mezi vektory u a v
(D — L)v="Uu.

to jest taky pro s-ty radek

As1V1 + ..o+ GgsVs = — Qg 54 1Usp1 — - - - — Ggplnp.
Odtud .
S— n
Agsj A
R Y
i—1 Qss i=st1 Tss
Oznac¢me
s—1 n
_ a’SZ _ aSZ
=3[ b=y |2
i=1 | Uss i=s+1 ! Uss

Pak a + b < 1, nebot matice A je ostfe diagondlné dominantni. Déle
[0lloe = |vs| < alvljee + bllufloc = allv]lec 4+
a z toho plyne
b
(D = )MV ow = ol < 72— < 1, (10.29)
—a
jak jsme méli dokazat. |

Véta 10.1.7 Je-li matice A € C™" hermitovskd a pozitivné definitni, Gauss-
Seidelova metoda konverguje.

Diukaz: Uvazujme matici A = D — L — U, L = U* a ukazme, ze p(D — U*)"'U < 1.
Necht A je vlastni ¢islo matice (D — U*)™'U a u vlastni vektor odpovidajici tomu
vlastnimu ¢islu. Pak plati mimo jiné nasledujici vztahy

(D —U*)"'Uu = \u= Uu = A\Du — \U*u = AAu + \Uu.
Pro skalarni souc¢in pak dostaneme
(Uu,u) = AMAu,u) + X (Uu, u).

Ozna¢me (Au,u) = p. Z pozitivni definitnosti matice A vime, Ze p > 0. Uvazujme dale
oznaceni (Uu,u) = a + ib, kde p, a, b jsou redlna ¢isla. Pak muzeme psat

a+1ib

b=\ A b A= —r.
a+1 p+ A(a+ib) = PrR——Y
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Dale uvidime, Ze p + a je nenulové a zlomek je tedy korektné definovan. Vyndsobenim
tohoto zlomku ¢islem A\ ziskame

2 b2
N =
(p+a)2+b
Predchazejici vztah také muzeme vidét z néasledujiciho odvozeni
a+2b _ &ei(¢l_¢2)2: &2: |p1|2 _ |a+'Lb|2 _ a2+b2
p+a-+1b P2 P2 |P2|2 |p+a—|—ib|2 (p—i—a)2—|—b2'
Nebot
(Uu,u) = (u,Uu) = (Uu,u) = a — ib,
pak

p = (Du,u) — (Uu,u) — (U'u,u) = (Du,u) — (a +ib + a — ib) = (Du,u) — 2a.

(Du,u) je podle predpokladu kladné, nebot pozitivné definitn{ matice A musi mit
kladné diagonalni prvky a také

n n
(Du,u) = Zaiiufui = Zaii|ui|2.
i=1 i=1

Déle

(p+a)? =plp+2a) + a® = p(Du, u) + a*.
Vsimnéme si, ze p(Du, u) musi byt kladné, nebot je souc¢inem kladnych ¢isel. Dostavame
tedy

~ p(Du,u) + a + b2
a nebot jsme neméli omezeni na vybér vlastniho ¢isla, tvrzeni véty je dokdzano. [

Poznamka 10.1.3 Vsimnéeme si, Ze Gauss-Seidelova metoda je stejné casové ndrocnd
jako Jakobiho metoda, ale md mensi pamétové ndroky nez Jakobiho metoda, protoZe
vektor nové iterace muze prepisovat vektor predchdzejici iterace.

10.1.5 SOR (successive over-relaxation) metoda
Tato metoda je zalozena na nasledujicim parametrizovaném vztahu.
A = (D+wl)—(w—1)D—-wU
0 < w<?2

Iteracni matice SOR metody je (D + wL) '((w — 1)D + wU). Po slozkach pak
muzeme psat

0 = (1 - el 4

1 (& e L[ w1
_7' Zaijfj - — Z Clijfj +Cl7bz

Qi j=1 Q5 j=i+1 %

k
pro 2 = (6.,
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