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Kazdy krok musi byt podrobneé zduvodnén. Pokud pouzijete néjaké tvrzeni z prednasky, neza-
pomeiite ovérit predpoklady.

Jméno a piijment: Cvicici:
Otéazka 1 2 3 Body
Maximum bodu 6 6 8 20

Ziskané body

1. Necht (a,b) C R je interval a necht f,, g, : (a,b) — R jsou posloupnosti funkei na (a, b).

1. Definujte, co znamend, ze fada Y ., f» konverguje [1 bod]
e bodové na (a,b),
e stejnomérné na (a,b).
2. Formulujte Bolzano—Cauchyovu podminku pro konvergenci fady funkci a dokazte ji
(ukazte ekvivalenci). [2 body]

3. Uvedte nutnou podminku pro stejnomérnou konvergenci fady funkei a dokazte ji. [1
bod]

4. Formulujte Leibnizovu vétu o stejnomérné konvergenci fad funkei a dokazte ji. [2 body]

Reseni:

1. e Rekneme, ze fada Y o, f, konverguje bodové na (a,b), jestlize pro kazdé
z € (a,b) konverguje ¢iselnd fada

Y falz) = 3s(2) = lim Y ful).
n=1 k=1

e Rekneme, ze fada > o0 | f,, konverguje stejnomérné na (a,b), jestlize po-
sloupnost ¢dsteénych souctu

Sn(x) = ka(sc)
k=1

konverguje stejnomérné k s na (a,b), tj.

lim ( sup |s7,,<x>s<x>|> ~o. (1)

n—=00 \ z&(a,b)

2. Bolzano—Cauchyova podminka. Rada >°0° | fn konverguje stejnomérné na (a, b)
pravé tehdy, kdyz

Ve > 03ng € NVm >n > ng Va € (a,b) <e.

> ful@)

k=n-+1
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Dukaz: Bolzano—Cauchyova podminka se d4 ekvivalentné piepsat v fe¢i posloup-
nosti ¢asteénych souctu jako

Ve > 03ng € NVm >n > ng Vo € (a,b) [sp(x) — sm(x)] <e. (2)
Chceme tedy ukdzat ekvivalenci (1) a (2). Z definice muzeme prepsat (1) jako
Ve >0 3ng € NVn > ng Va € (a,b) |sn(z) — s(z)| < e. (3)
Dukaz, ze (3) = (2), je piimy dusledek trojihelnikové nerovnosti
[sn (%) = sm(2)] < [sn(2) = s(2)] + |s(2) — sm(2)] < 2e.

Obrécené, pokud je splnéna (2) potom pro kazdé pevné x je posloupnost s, (z)
Cauchyovska a m4 tedy limitu s(z). Ukdzeme, Ze limita je stejnomérnd. Pou6ijeme
(2) pro € > 0 fixujeme ng. Potom pro kazdé n,m > ng a kazdé z € (a,b) mméme

50 (2) — ()| < e.
Nyni nechame n pevné a spoCteme lim,, ,~,. O té ale vime, Ze existuje a tedy

€= n}gnoo sn(@) = sm(@)| = [sn(®) — sm(x)],

coz jsme chtéli dokazat.
Nutnd podminka stejnomérné konvergence: Jestlize fada Y .- | f, konver-
guje stejnomérné na (a,b), pak

fn = 0 stejnomeérné na (a,b).

Dikaz: Pouzijeme Bolzano—Cauchyovu podminku s m = n + 1 potom |s,,(x) —
sn(z)| = | fns1(z)| & vidime, Ze tvrzeni plati.

3. Leibnizova véta: Necht {f,}°°; je posloupnost funkei na (a,b) splitujici pro
viechna z € (a,b) an € N:

0 < fos1(z) < fulz).

Pak rada

o)

DD ()

n=1

konverguje stejnomérné na (a, b) pravé tehdy, kdyz

fn = 0 stejnomérné na (a, b).

Diikaz: Jedna implikace je ziejm4, nebot jde o nutnou podminku konvergence. Bu-
deme se vénovat druhé implikci. Ukdzeme platnost Bolzano—Cauchyovy podminky.
Protoze

fe(@) = frv1(z) 20
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mame

fe(®) = frr1(2) + frv2(x) = fers(®) - frram(2) = feromir(z) >0
>0 >0 >0

na druhou stranu

fr(@)—=fr1(x) + frgo2(x) = = figom—1(2) + fryom(z) < fu(x)

<0 <0

a tedy

< ful@)

> ful)
k=n

a stejnomeérnd konvergence fi, k nule implikuje platnost Bolzano—Cauchyovy podminkiy.
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2. 1. Definujte pojem reguldrni plocha S v R3. (Definujte ji pomoci reguldrni paramteri-
zace.) [1 bod]

2. Pro libovolny bod z € S definujte tetné vektory tq(z),t2(z) generujici teény prostor
(teénou nadrovinu) k plose S v bodé z. [1 bod]

3. Pomoci vektoru t1(z), t2(z) definujte normélovy vektor n(z) k plose S v bodé z. [1 bod]
4. Definujte plosny integral prvniho druhu

/ fds.
s
[1 bod]

5. Definujte pojem Gramova matice a vysvétlete, jak tento pojem souvisi s plosnym
integralem prvniho druhu. [2 body]

ResSeni:

1. Regularni plocha Rekneme, ze S C R? je reguldrni plocha, pokud existuje interval
U := (a,b) x (o, B) a zobrazeni ® : R? — R3, které je tiidy C* a je prosté, a které spliiuje
S = ®(U). Navic pozadujeme, aby vektory Oy, ®(u1,uz2) a Jy, ®(u1,us2) byly pro kazdé
u = (u1,uz) € U linedrné nezavislé.

2. Tecné vektory a teény prostor Tecné vektory v bodé z = ®(u) definujeme jako

t1(2) := Oy, (1),
t2(2) 1= Oy, P(u).

Teény prostor k plose S v bodé z je pak dén jako
T.S := span{t;(2),t2(2)} C R3.
3. Normadlovy vektor: Jednotkovy normdlovy vektor k plose S v bodé z = ®(u)
definujeme pomoci vektorového soucinu
t Xt
II(Z) 3 1(’2) Q(Z)
X to

Tt (2) X ta(2)]

4. Plosny integral prvniho druhu: Necht f : S — R je spojitd funkce. Plosny
integral prvniho druhu definujeme predpisem

/de ::/ F(®(ug, u2)) 61 (P(ug,uz)) X to(P®(u1, uz))| dusdus.
5 U
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5. Gramova matice a jeji vyznam Necht vi,vs € R3 jsou vektory. Gramova matice
k této dvojici je definovana jako (zde (-,-) znaéf skaldrni soucin v R3)

G ((V17V1) (V17V2))_

(va,v1)  (va,v2)
V piipadé regularni plochy volime
V] = t1(2)7 Vo = tQ(Z)

a plati vztah
det G = [t1(2) x to(2)]?

a tedy plosny integral prvniho druhu lze psat ve tvaru

/Sde:/Uf(i'(uhuz))\/detG(ul,uQ)dulduQ.
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3. Necht H je Hilbertuv prostor a {¢,}>2, C H.

1. Definujte pojmy: {¢,}22; je ortogondlni; {¢,}°; je ortonormdlni. [1 bod]
2. Definujte Fourierovu fadu prvku f € H vzhledem k danému ortonormalnimu systému
a definujte jeji ¢astecny soucet. [1 bod]
3. Formulujte a dokazte: [6 bodu]
e vétu o nejlepsi aproximaci,
e Besselovu nerovnost,

e vztah mezi konvergenci Fourierovy fady, Parsevalovou rovnosti a tplnosti orto-
normalniho systému,

e RieszFischerovu vétu.

ResSeni:

1. Ortogondlni a ortonormdlni systém: Systém {¢,}52; C H se nazyvé orto-
gonalni, jestlize
(én, dm)m =0 pron #m.
Je-li navic
(én,dn)m =1 pro vsechna n,

nazyva se systém ortonormalni.

2. Fourierova fada v Hilbertové prostoru: Necht {¢,}5°, je ortonormalni systém
v H a f € H. Fourierovy koeficienty prvku f vzhledem k systému {¢,,} definujeme jako

Cp = (f7 ¢n)H
Fourierova tada prvku f je fada
[~ Z CnPns
n=1

jejiz n-ty castecny soucet ma tvar
n
S}L = E Ck¢k~
k=1

3. Nejlepsi aproximace, Besselova nerovnost, Parsevalova rovnost, Riesz—
Fischerova véta
Véta o nejlepsi aproximaci: Necht M := span{¢y, ..., $,}. Potom pro kazdé f € H
a g" € M plati

1f = sFlla < If —g"llu-
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Besselova nerovnost: Pro kazdé f € H plati

)
Do leal® <11
n=1

Parsevalova rovnost: Je-li {¢,}52, dplny ortonormélni systém v H, pak pro kazdé
f € H plati

IF1% = leal? (4)
n=1

st — fvH (5)
Navic i pro netplny {¢,}52 plati, ze (4) a (5) je ekvivalentni a plati, ze {¢,}22 je
uplny prévé tehdy, kdyz Parsevalova rovnost plat{ pro kazdé f € H.)

Rieszova—Fischerova véta: Necht {¢,}5°°; je ortonormaln{ systém v Hilbertové pro-
storu H a {c,}>2, € (. Pak existuje prvek f € H takovy, ze

(fydn)a = ¢ pro viechna n,

a plati
[ee]
IF1P =" lenl?
n=1
a
st — fv H.
Dukazy:

Zatneme s vétou o nejlepsi aproximaci. Pokud ¢g" € M potom je ve tvaru ¢" = > ;_, ardx
a dostaneme (diky ortonormalité)

1f =" 7 = I1f = s¥l%
=13 + 19" 13 = (F.9™) i = (9", Fr = I I = Is" Fll3 + (. sF)m + (T, Flmr

= akl® = lewl® + @ (f, dn) 1 + cr(br, [ — au(fs du)m — ar(dr, fu

lag|* — |ek|? + Crek + cxCr — GRCr — axCr

I
Eod
(1
I

~
Il
-

I
NE

la, — c* = [lg" — s}3-

™
Il
-

Prava strana je nezdpornd a tedy mame vlastnost nejlepsi aproximace. Navic, prava
strana je nulovd pouze pokud s% = g".
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Pro Besselovu nerovnost pouzijeme opét ortonormalitu a ziskdme

n
0<If = sHl5 = 113+ IS5 — (F 5P — (S5 Hm = 1FI3+ D lew|* — Grer — ener

k=1
n
=15 =D lexl.
k=1

Tim je dokazédna Besselova nerovnost.

Zaroven vidime, ze (4) a (5) jsou ekvivalentni, coz dokazuje ¢dst tvrzeni pro Parsevalovu
rovnost. Déle ukdzeme, ze uplnost {¢, }52 ; implikuje (4). Z Besselovy nerovnosti mame
Sor_y lex|* < oo. Vidime tedy, Ze posloupnost st je Cauchyovskd v H, ktery je iplny a
tedy existuje f* takovy, ze s} — f* v H. Potom ale pro libovolné k

(f=f" o) = nlifrgo(f — 8%, ¢x) = 0.

Z uplnosti tedy ziskame f* = f.

Obrécené, predpoklddejme, ze (4) plati pro kazdé f € H. A chceme ukdzat, ze pokud
f € H je takovy, ze (f,¢r)y = 0, potom f =0.Z (4) méme

st — fv H.

Na druhou stranu ale (f, ¢x)n = 0 a tedy i s} = 0. Potom
1% = (£ £ = lim |ls31% =o.

Pokra¢ujme na Rieszovu—Fischerovu vétu. Definujme posloupnost

fn = Z CnPn-
k=1

Z ortonormality plyne (n > m)

n

I fn = frl® = Z ek = 0 pro m — oo,
k=m+1

takze {f,}52; je Cauchyovskd posloupnost v H. Uplnost prostoru H zarucuje existenci
limitniho prvku f € H. Pfechodem k limité dostaneme

o0

(fion)m=cn a Hf||2 = Z |cn|2'

n=1




