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Každý krok muśı být podrobně zd̊uvodněn. Pokud použijete nějaké tvrzeńı z přednášky, neza-
pomeňte ověřit předpoklady.

Jméno a př́ıjmeńı: Cvič́ıćı:

Otázka 1 2 3 Body

Maximum bod̊u 6 6 8 20

Źıskané body

1.[6] Necht’ (a, b) ⊂ R je interval a necht’ fn, gn : (a, b) → R jsou posloupnosti funkćı na (a, b).

1. Definujte, co znamená, že řada
∑∞

n=1 fn konverguje [1 bod]

• bodově na (a, b),

• stejnoměrně na (a, b).

2. Formulujte Bolzano–Cauchyovu podmı́nku pro konvergenci řady funkćı a dokažte ji
(ukažte ekvivalenci). [2 body]

3. Uved’te nutnou podmı́nku pro stejnoměrnou konvergenci řady funkćı a dokažte j́ı. [1
bod]

4. Formulujte Leibnizovu větu o stejnoměrné konvergenci řad funkćı a dokažte ji. [2 body]

Řešeńı:

1. • Řekneme, že řada
∑∞

n=1 fn konverguje bodově na (a, b), jestliže pro každé
x ∈ (a, b) konverguje č́ıselná řada

∞∑
n=1

fn(x) ⇐⇒ ∃s(x) := lim
n→∞

n∑
k=1

fn(x).

• Řekneme, že řada
∑∞

n=1 fn konverguje stejnoměrně na (a, b), jestliže po-
sloupnost částečných součt̊u

sn(x) :=

n∑
k=1

fk(x)

konverguje stejnoměrně k s na (a, b), tj.

lim
n→∞

(
sup

x∈(a,b)

|sn(x)− s(x)|

)
= 0. (1)

2. Bolzano–Cauchyova podmı́nka. Řada
∑∞

n=1 fn konverguje stejnoměrně na (a, b)
právě tehdy, když

∀ε > 0 ∃n0 ∈ N ∀m > n ≥ n0 ∀x ∈ (a, b)

∣∣∣∣∣
m∑

k=n+1

fk(x)

∣∣∣∣∣ ≤ ε.
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Důkaz: Bolzano–Cauchyova podmı́nka se dá ekvivalentně přepsat v řeči posloup-
nosti částečných součt̊u jako

∀ε > 0 ∃n0 ∈ N ∀m > n ≥ n0 ∀x ∈ (a, b) |sn(x)− sm(x)| ≤ ε. (2)

Chceme tedy ukázat ekvivalenci (1) a (2). Z definice můžeme přepsat (1) jako

∀ε > 0 ∃n0 ∈ N ∀n ≥ n0 ∀x ∈ (a, b) |sn(x)− s(x)| ≤ ε. (3)

Důkaz, že (3) =⇒ (2), je př́ımý d̊usledek trojúhelńıkové nerovnosti

|sn(x)− sm(x)| ≤ |sn(x)− s(x)|+ |s(x)− sm(x)| ≤ 2ε.

Obráceně, pokud je splněna (2) potom pro každé pevné x je posloupnost sn(x)
Cauchyovská a má tedy limitu s(x). Ukážeme, že limita je stejnoměrná. Pou6ijeme
(2) pro ε > 0 fixujeme n0. Potom pro každé n,m > n0 a každé x ∈ (a, b) mmáme

|sn(x)− sm(x)| ≤ ε.

Nyńı necháme n pevné a spočteme limm→∞. O té ale v́ıme, že existuje a tedy

ε ≥ lim
m→∞

|sn(x)− sm(x)| = |sn(x)− sm(x)|,

což jsme chtěli dokázat.

Nutná podmı́nka stejnoměrné konvergence: Jestliže řada
∑∞

n=1 fn konver-
guje stejnoměrně na (a, b), pak

fn ⇒ 0 stejnoměrně na (a, b).

Důkaz: Použijeme Bolzano–Cauchyovu podmı́nku s m = n + 1 potom |sm(x) −
sn(x)| = |fn+1(x)| a vid́ıme, že tvrzeńı plat́ı.

3. Leibnizova věta: Necht’ {fn}∞n=1 je posloupnost funkćı na (a, b) splňuj́ıćı pro
všechna x ∈ (a, b) a n ∈ N:

0 ≤ fn+1(x) ≤ fn(x).

Pak řada
∞∑

n=1

(−1)n+1fn(x)

konverguje stejnoměrně na (a, b) právě tehdy, když

fn ⇒ 0 stejnoměrně na (a, b).

Důkaz: Jedna implikace je zřejmá, nebot’ jde o nutnou podmı́nku konvergence. Bu-
deme se věnovat druhé implikci. Ukážeme platnost Bolzano–Cauchyovy podmı́nky.
Protože

fk(x)− fk+1(x) ≥ 0
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máme

fk(x)− fk+1(x)︸ ︷︷ ︸
≥0

+ fk+2(x)− fk+3(x)︸ ︷︷ ︸
≥0

· · · fk+2m(x)− fk+2m+1(x)︸ ︷︷ ︸
≥0

≥ 0

na druhou stranu

fk(x)−fk+1(x) + fk+2(x)︸ ︷︷ ︸
≤0

− · · ·−fk+2m−1(x) + fk+2m(x)︸ ︷︷ ︸
≤0

≤ fk(x)

a tedy ∣∣∣∣∣
m∑

k=n

fk(x)

∣∣∣∣∣ ≤ fn(x)

a stejnoměrná konvergence fk k nule implikuje platnost Bolzano–Cauchyovy podmı́nky.
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2.[6] 1. Definujte pojem regulárńı plocha S v R3. (Definujte ji pomoćı regulárńı paramteri-
zace.) [1 bod]

2. Pro libovolný bod z ∈ S definujte tečné vektory t1(z), t2(z) generuj́ıćı tečný prostor
(tečnou nadrovinu) k ploše S v bodě z. [1 bod]

3. Pomoćı vektor̊u t1(z), t2(z) definujte normálový vektor n(z) k ploše S v bodě z. [1 bod]

4. Definujte plošný integrál prvńıho druhu∫
S

f dS.

[1 bod]

5. Definujte pojem Gramova matice a vysvětlete, jak tento pojem souviśı s plošným
integrálem prvńıho druhu. [2 body]

Řešeńı:

1. Regulárńı plocha Řekneme, že S ⊂ R3 je regulárńı plocha, pokud existuje interval
U := (a, b)×(α, β) a zobrazeńı Φ : R2 → R3, které je tř́ıdy C1 a je prosté, a které splňuje
S = Φ(U). Nav́ıc požadujeme, aby vektory ∂u1

Φ(u1, u2) a ∂u2
Φ(u1, u2) byly pro každé

u = (u1, u2) ∈ U lineárně nezávislé.

2. Tečné vektory a tečný prostor Tečné vektory v bodě z = Φ(u) definujeme jako

t1(z) := ∂u1
Φ(u),

t2(z) := ∂u2
Φ(u).

Tečný prostor k ploše S v bodě z je pak dán jako

TzS := span{t1(z), t2(z)} ⊂ R3.

3. Normálový vektor: Jednotkový normálový vektor k ploše S v bodě z = Φ(u)
definujeme pomoćı vektorového součinu

n(z) :=
t1(z)× t2(z)

|t1(z)× t2(z)|
.

4. Plošný integrál prvńıho druhu: Necht’ f : S → R je spojitá funkce. Plošný
integrál prvńıho druhu definujeme předpisem∫

S

f dS :=

∫
U

f(Φ(u1, u2))|t1(Φ(u1, u2))× t2(Φ(u1, u2))| du1du2.
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5. Gramova matice a jej́ı význam Necht’ v1,v2 ∈ R3 jsou vektory. Gramova matice
k této dvojici je definována jako (zde (·, ·) znač́ı skalárńı součin v R3)

G :=

(
(v1,v1) (v1,v2)
(v2,v1) (v2,v2)

)
.

V př́ıpadě regulárńı plochy voĺıme

v1 = t1(z), v2 = t2(z)

a plat́ı vztah
detG = |t1(z)× t2(z)|2

a tedy plošný integrál prvńıho druhu lze psát ve tvaru∫
S

f dS =

∫
U

f(Φ(u1, u2))
√

detG(u1, u2) du1 du2.
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3.[8] Necht’ H je Hilbert̊uv prostor a {ϕn}∞n=1 ⊂ H.

1. Definujte pojmy: {ϕn}∞n=1 je ortogonálńı; {ϕn}∞n=1 je ortonormálńı. [1 bod]

2. Definujte Fourierovu řadu prvku f ∈ H vzhledem k danému ortonormálńımu systému
a definujte jej́ı částečný součet. [1 bod]

3. Formulujte a dokažte: [6 bod̊u]

• větu o nejlepš́ı aproximaci,

• Besselovu nerovnost,

• vztah mezi konvergenćı Fourierovy řady, Parsevalovou rovnost́ı a úplnost́ı orto-
normálńıho systému,

• Riesz–Fischerovu větu.

Řešeńı:

1. Ortogonálńı a ortonormálńı systém: Systém {ϕn}∞n=1 ⊂ H se nazývá orto-
gonálńı, jestliže

(ϕn, ϕm)H = 0 pro n ̸= m.

Je-li nav́ıc
(ϕn, ϕn)H = 1 pro všechna n,

nazývá se systém ortonormálńı.

2. Fourierova řada v Hilbertově prostoru: Necht’ {ϕn}∞n=1 je ortonormálńı systém
v H a f ∈ H. Fourierovy koeficienty prvku f vzhledem k systému {ϕn} definujeme jako

cn := (f, ϕn)H .

Fourierova řada prvku f je řada

f ∼
∞∑

n=1

cnϕn,

jej́ıž n-tý částečný součet má tvar

snf :=

n∑
k=1

ckϕk.

3. Nejlepš́ı aproximace, Besselova nerovnost, Parsevalova rovnost, Riesz–
Fischerova věta

Věta o nejlepš́ı aproximaci: Necht’ M := span{ϕ1, . . . , ϕn}. Potom pro každé f ∈ H
a gn ∈ M plat́ı

∥f − snf ∥H ≤ ∥f − gn∥H .
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Besselova nerovnost: Pro každé f ∈ H plat́ı

∞∑
n=1

|cn|2 ≤ ∥f∥2.

Parsevalova rovnost: Je-li {ϕn}∞n=1 úplný ortonormálńı systém v H, pak pro každé
f ∈ H plat́ı

∥f∥2 =

∞∑
n=1

|cn|2 (4)

a
snf → f v H. (5)

Nav́ıc i pro neúplný {ϕn}∞n=1 plat́ı, že (4) a (5) je ekvivalentńı a plat́ı, že {ϕn}∞n=1 je
úplný právě tehdy, když Parsevalova rovnost plat́ı pro každé f ∈ H.)

Rieszova–Fischerova věta: Necht’ {ϕn}∞n=1 je ortonormálńı systém v Hilbertově pro-
storu H a {cn}∞n=1 ∈ ℓ2. Pak existuje prvek f ∈ H takový, že

(f, ϕn)H = cn pro všechna n,

a plat́ı

∥f∥2 =

∞∑
n=1

|cn|2

a
snf → f v H.

Důkazy:

Začneme s větou o nejlepš́ı aproximaci. Pokud gn ∈ M potom je ve tvaru gn =
∑n

k=1 akϕk

a dostaneme (d́ıky ortonormalitě)

∥f − gn∥2H − ∥f − snf ∥2H
= ∥f∥2H + ∥gn∥22 − (f, gn)H − (gn, f)H − ∥f∥2H − ∥snf∥2H + (f, snf )H + (snf , f)H

= ∥gn∥22 − ∥snf ∥2H −
∑

(f, gn)H − (gn, f)H + (f, snf )H + (snf , f)H

=

n∑
k=1

|ak|2 − |ck|2 + ck(f, ϕk)H + ck(ϕk, f)H − ak(f, ϕk)H − ak(ϕk, f)H

=

n∑
k=1

|ak|2 − |ck|2 + ckck + ckck − akck − akck

=

n∑
k=1

|ak − ck|2 = ∥gn − snf ∥2H .

Pravá strana je nezáporná a tedy máme vlastnost nejlepš́ı aproximace. Nav́ıc, pravá
strana je nulová pouze pokud snf = gn.
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Pro Besselovu nerovnost použijeme opět ortonormalitu a źıskáme

0 ≤ ∥f − snf ∥2H = ∥f∥2H + ∥snf ∥2H − (f, snf )H − (snf , f)H = ∥f∥22 +
n∑

k=1

|ck|2 − ckck − ckck

= ∥f∥22 −
n∑

k=1

|ck|2.

T́ım je dokázána Besselova nerovnost.

Zároveň vid́ıme, že (4) a (5) jsou ekvivalentńı, což dokazuje část tvrzeńı pro Parsevalovu
rovnost. Dále ukážeme, že úplnost {ϕn}∞n=1 implikuje (4). Z Besselovy nerovnosti máme∑n

k=1 |ck|2 < ∞. Vid́ıme tedy, že posloupnost snf je Cauchyovská v H, který je úplný a
tedy existuje f∗ takový, že snf → f∗ v H. Potom ale pro libovolné k

(f − f∗, ϕk)H = lim
n→∞

(f − snf , ϕk) = 0.

Z úplnosti tedy źıskáme f∗ = f .

Obráceně, předpokládejme, že (4) plat́ı pro každé f ∈ H. A chceme ukázat, že pokud
f ∈ H je takový, že (f, ϕk)H = 0, potom f = 0. Z (4) máme

snf → f v H.

Na druhou stranu ale (f, ϕk)H = 0 a tedy i snf ≡ 0. Potom

∥f∥2H = (f, f)H = lim
n→∞

∥snf ∥2H = 0.

Pokračujme na Rieszovu–Fischerovu větu. Definujme posloupnost

fn :=

n∑
k=1

cnϕn.

Z ortonormality plyne (n > m)

∥fn − fm∥2 =

n∑
k=m+1

|ck|2 → 0 pro m → ∞,

takže {fn}∞n=1 je Cauchyovská posloupnost v H. Úplnost prostoru H zaručuje existenci
limitńıho prvku f ∈ H. Přechodem k limitě dostaneme

(f, ϕn)H = cn a ∥f∥2 =

∞∑
n=1

|cn|2.


