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Každý krok muśı být podrobně zd̊uvodněn. Pokud použijete nějaké tvrzeńı z přednášky, neza-
pomeňte ověřit předpoklady.

Jméno a př́ıjmeńı: Cvič́ıćı:

Otázka 1 2 3 Body

Maximum bod̊u 8 6 8 22

Źıskané body

1.[8] Necht’ (a, b) ⊂ R je otevřený omezený interval a {fn}∞n=1 je posloupnost reálných funkćı
definovaných na (a, b). Definujete následuj́ıćı pojmy:

1) bodová konvergence posloupnosti funkćı fn → f na (a, b) [1 bod]

2) stejnoměrná konvergence posloupnosti funkćı fn ⇒ f na (a, b) [1 bod]

3) lokálně stejnoměrná konvergence posloupnosti funkćı fn ⇒loc f na (a, b) [1 bod]

Rozhodněte, zda plat́ı následuj́ıćı tvrzeńı. Tvrzeńı bud’ dokažte nebo najděte protipř́ıklad.

a) Pro každé n je fn spojitá na (a, b) a fn ⇒ f na (a, b). Potom f je spojitá na (a, b). [1
bod]

b) Pro každé n je fn spojitá na (a, b) a f je také spojitá na (a, b). Pokud fn → f na (a, b)
bodově, potom fn ⇒loc f lokálně stejnoměrně na (a, b). [2 body]

c) Pro každé n je fn spojitá na (a, b) a f je také spojitá na (a, b). Pokud fn ↗ f na (a, b)
bodově a monotóně, potom fn ⇒loc f lokálně stejnoměrně na (a, b). [2 body]

Řešeńı:

1): Řekneme, že posloupnost funkćı {fn}∞n=1 konverguje bodově k funkci f na (a, b),
jestliže pro každé x ∈ (a, b) plat́ı (uvád́ıme dvě ekvivalent́ı definice)

lim
n→∞

fn(x) = f(x) ( ⇐⇒ ∀x ∈ (a, b) ∀ε > 0 ∃n0 ∀n > n0 : |fn(x)− f(x)| < ε).

2): Řekneme, že {fn} konverguje stejnoměrně k f na (a, b), jestliže (uvád́ıme dvě
ekvivalent́ı definice)

lim
n→∞

sup
x∈(a,b)

|fn(x)−f(x)| = 0 ( ⇐⇒ ∀ε > 0 ∃n0 ∀x ∈ (a, b) ∀n > n0 : |fn(x)−f(x)| < ε)

3): Řekneme, že {fn} konverguje lokálně stejnoměrně k f na (a, b), jestliže pro každé
c, d takové, že a < c < d < b plat́ı (uvád́ıme dvě ekvivalent́ı definice)

lim
n→∞

sup
x∈(c,d)

|fn(x)−f(x)| = 0 ( ⇐⇒ ∀ε > 0 ∃n0 ∀x ∈ (c, d) ∀n > n0 : |fn(x)−f(x)| < ε)



NOFY161, 2025–2026 Teoretická část 2. února

a): Tvrzeńı je pravdivé. Necht’ x0 ∈ (a, b) a ε > 0. Ze stejnoměrné konvergence
existuje n0 tak, že pro všechna n ≥ n0 a všechna x ∈ (a, b) plat́ı

|fn(x)− f(x)| < ε

3
.

Protože fn0
je spojitá v bodě x0, existuje δ > 0 tak, že

|x− x0| < δ =⇒ |fn0(x)− fn0(x0)| <
ε

3
.

Pro taková x pak plat́ı (použijeme trojúhelńıkovou nerovnost a výše uvedené nerovnosti)

|f(x)− f(x0)| ≤ |f(x)− fn0
(x)|+ |fn0

(x)− fn0
(x0)|+ |fn0

(x0)− f(x0)| < ε.

Tedy f je spojitá v bodě x0. Jelikož x0 bylo libovolné, je f spojitá na (a, b).

b): Tvrzeńı neplat́ı. Vezměme interval (0, 1). Zvoĺıme posloupnost bod̊u

xn :=
1

2
+

(−1)n

n
, n ≥ 3.

Pak xn ∈ (0, 1) a xn → 1
2 . Definujeme posloupnost ”střechovitých”funkćı jako

fn(x) :=

{
1− n|x− xn|, |x− xn| ≤ 1

n ,

0, jinak.

Pak každé fn je dokonce stejnoměrně spojité. Ukážeme, že fn → 0 =: f bodově na
(0, 1), tzn fn konverguje bodově k funkci, která je dokonce stejnoměrně spojitá. Fixujme
x ∈ (0, 1):

• Pokud x ̸= 1
2 , pak existuje n0 tak, že pro n ≥ n0 máme |x − xn| > 1

n , tedy
fn(x) = 0.

• Pokud x = 1
2 , pak fn(

1
2 ) = 1− n| 12 − xn| = 0.

Z toho plyne:
fn(x) → 0 ∀x ∈ (0, 1).

Na druhou stranu ale máme pro interval ( 14 ,
3
4 )

sup
x∈( 1

4 ,
3
4 )

|fn(x)− f(x)| = sup
x∈( 1

4 ,
3
4 )

|fn(x)| ≥ |fn(xn)| = 1.

Posloupnsot tedy nekonverguje lokálně stejnoměrně na (0, 1).

c) Tvrzeńı je pravdivé (lokálńı verze Diniho věty).

Definujme
gn := f − fn.

Pak plat́ı:
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• gn ∈ C((a, b)),

• gn ↘ 0 bodově na (a, b).

Chceme ukázat, že pro libovolný interval [c, d], kde a < c < d < b plat́ı

lim
n→∞

sup
x∈[c,d]

gn(x) → 0.

Předpokládejme spor. Pak existuje ε0 > 0 takové, že

∀n ∈ N ∃xn ∈ [c, d] tak, že gn(xn) ≥ ε0.

Protože interval [c, d] je kompaktńı, existuje podposloupnost (xnk
) a bod x∗ ∈ [c, d] tak,

že
xnk

→ x∗.

Fixujme libovolné m ∈ N. Z monotónnosti posloupnosti {gn}∞n=1 plyne, že pro všechna
nk ≥ m plat́ı

gm ≥ gnk
.

Tedy
gm(xnk

) ≥ gnk
(xnk

) ≥ ε0.

Protože gm je spojitá, můžeme přej́ıt k limitě:

gm(x∗) = lim
k→∞

gm(xnk
) ≥ ε0.

Tento odhad plat́ı pro každé m. Přechodem k limitě m → ∞dostaneme spor s bodovou
konvergenćı gm(x∗) → 0.
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2.[6] 1. Definujte pojem regulárńı plocha S v R3. (Definujte ji pomoćı regulárńı paramteri-
zace.) [1 bod]

2. Pro libovolný bod z ∈ S definujte tečné vektory t1(z), t2(z) generuj́ıćı tečný prostor
(tečnou nadrovinu) k ploše S v bodě z. [1 bod]

3. Pomoćı vektor̊u t1(z), t2(z) definujte normálový vektor n(z) k ploše S v bodě z. [1 bod]

4. Definujte plošný integrál prvńıho druhu∫
S

f dS.

[1 bod]

5. Definujte pojem Gramova matice a vysvětlete, jak tento pojem souviśı s plošným
integrálem prvńıho druhu. [2 body]

Řešeńı:

1. Regulárńı plocha Řekneme, že S ⊂ R3 je regulárńı plocha, pokud existuje interval
U := (a, b)×(α, β) a zobrazeńı Φ : R2 → R3, které je tř́ıdy C1 a je prosté, a které splňuje
S = Φ(U). Nav́ıc požadujeme, aby vektory ∂u1

Φ(u1, u2) a ∂u2
Φ(u1, u2) byly pro každé

u = (u1, u2) ∈ U lineárně nezávislé.

2. Tečné vektory a tečný prostor Tečné vektory v bodě z = Φ(u) definujeme jako

t1(z) := ∂u1
Φ(u),

t2(z) := ∂u2
Φ(u).

Tečný prostor k ploše S v bodě z je pak dán jako

TzS := span{t1(z), t2(z)} ⊂ R3.

3. Normálový vektor: Jednotkový normálový vektor k ploše S v bodě z = Φ(u)
definujeme pomoćı vektorového součinu

n(z) :=
t1(z)× t2(z)

|t1(z)× t2(z)|
.

4. Plošný integrál prvńıho druhu: Necht’ f : S → R je spojitá funkce. Plošný
integrál prvńıho druhu definujeme předpisem∫

S

f dS :=

∫
U

f(Φ(u1, u2))|t1(Φ(u1, u2))× t2(Φ(u1, u2))| du1du2.
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5. Gramova matice a jej́ı význam Necht’ v1,v2 ∈ R3 jsou vektory. Gramova matice
k této dvojici je definována jako (zde (·, ·) znač́ı skalárńı součin v R3)

G :=

(
(v1,v1) (v1,v2)
(v2,v1) (v2,v2)

)
.

V př́ıpadě regulárńı plochy voĺıme

v1 = t1(z), v2 = t2(z)

a plat́ı vztah
detG = |t1(z)× t2(z)|2

a tedy plošný integrál prvńıho druhu lze psát ve tvaru∫
S

f dS =

∫
U

f(Φ(u1, u2))
√

detG(u1, u2) du1 du2.



NOFY161, 2025–2026 Teoretická část 2. února

3.[8] Necht’ f : R → R je 2π-periodická funkce, která je po částech tř́ıdy C1.

1. Uved’te přesné definice uvedených vlastnost́ı funkce f . [0.5 bodu]

2. Definujte n-tý částečný součet snf Fourierovy řady funkce f . [1 bod]

3. Zformulujte tvrzeńı o:

a) konvergenci snf → f v prostoru L2((−π, π)), [0.5 bodu]

b) bodové konvergenci snf (x) → f∗ pro vhodné f∗, [1 bod]

c) stejnoměrné konvergenci snf → f na vhodných intervalech. [1 bod]

4. Dokažte (resp. popǐste hlavńı myšlenky d̊ukazu) tvrzeńı o bodové a stejnoměrné kon-
vergenci Fourierovy řady funkce f . Pokud byste chtěli v d̊ukazu použ́ıt větu o úplnosti
trigonometrického systému, muśıte j́ı dokázat. [4 body]

Řešeńı:

1. Definice vlastnost́ı funkce: Řekneme, že funkce f : R → R je 2π-periodická,
jestliže

f(x+ 2π) = f(x) pro všechna x ∈ R.

Funkce f je po částech tř́ıdy C1, jestliže existuje konečné děleńı intervalu [−π, π]

−π = x0 < x1 < · · · < xm = π

takové, že f ∈ C1((xk−1, xk)) pro všechna k = 1, . . . ,m, přičemž jednostranné limity f
a f ′ v bodech xk existuj́ı.

2. Fourierova řada a částečné součty: Fourierovy koeficienty funkce f jsou pro
k ∈ N definovány vzorci

a0 :=
1

π

∫ π

−π

f(x) dx, ak :=
1

π

∫ π

−π

f(x) cos(kx) dx, bk :=
1

π

∫ π

−π

f(x) sin(kx) dx.

Fourierova řada funkce f má tvar

f ∼ a0
2

+

∞∑
k=1

(
ak cos(kx) + bk sin(kx)

)
.

n-tý částečný součet Fourierovy řady definujeme jako

snf (x) :=
a0
2

+

n∑
k=1

(
ak cos(kx) + bk sin(kx)

)
.

3. Tvrzeńı o konvergenci:
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(a) Konvergence v L2: Plat́ı, že

snf −→ f v L2(−π, π).

Důkaz: Protože { sin kx√
π

, cos kx√
π

} je ortonormálńı systém, můžeme použ́ıt Besselovu ne-

rovnost a plat́ı

π

(
a20
2

+

∞∑
k=1

a2k + b2k

)
≤ ∥f∥2L2 . (1)

Protože f je po částech C1, je omezená a měřitelná, je tedy i prvkem L2(−π, π). Vid́ıme
tedy, že člen na pravé straně je konečný. Nyńı pro libovolné n > m plat́ı

∥snf − smf ∥22 = π

n∑
k=m+1

a2k + b2k ≤ π

∞∑
k=m+1

a2k + b2k
m→∞→ 0.

Posloupnost snf je tedy Cauchyovská a L2 je úplný, existuje tedy f∗ ∈ L2(−π, π) takové,
že

snf −→ f∗ v L2(−π, π).

Zbývá ukázat, že f∗ = f s.v na (−π, π). Toto tvrzeńı plyne z úplnosti trigonometrického
systému (ale to nechcem dokazovat) nebo z bodové konvergence ukázané v bodě b).

(b) Bodová konvergence: Ukážeme, že pro každý bod x ∈ R plat́ı

lim
n→∞

snf (x) =
f(x+) + f(x−)

2
,

kde f(x+) je limita zprava a f(x−) je limita zleva v x.
Důkaz: Necht’ A ∈ R je libovolné. Potom máme odhad

snf (x)−A =
a0
2

−A+

n∑
k=1

ak cos kx+ bk sin kx

=
1

2π

∫ π

−π

f(t) dt−A+
1

π

n∑
k=1

∫ π

−π

f(t)(cos kt cos kx+ sin kt sin kx) dt

=
1

2π

∫ π

−π

(f(t)−A) dt+
1

π

n∑
k=1

∫ π

−π

(f(t)−A)(cos kt cos kx+ sin kt sin kx) dt

=
1

2π

∫ π

−π

(f(t)−A) dt+
1

π

n∑
k=1

∫ π

−π

(f(t)−A)(cos(k(t− x)) dt

Nyńı sečteme řadu (pro t ̸= x)

n∑
k=1

cos(k(t− x)) = ℜ

(
n∑

k=1

eik(t−x)

)
= ℜ

(
ei(t−x) − ei(n+1)(t−x)

1− ei(t−x)

)

= ℜ
(
(ei(t−x) − ei(n+1)(t−x))(1− e−i(t−x))

(1− ei(t−x))(1− e−i(t−x))

)
=

cos(t− x)− cos[(n+ 1)(t− x)]− 1 + cosn(t− x)

2− 2 cos(t− x)

= −1

2
+

sin (2n+1)(t−x)
2

2 sin t−x
2



NOFY161, 2025–2026 Teoretická část 2. února

Dosazeńım tak źıskáme (pro t = x můžeme provést limitu)

snf (x)−A =
1

π

∫ π

−π

(f(t)−A)
sin (2n+1)(t−x)

2

2 sin t−x
2

dt =
1

π

∫ π−x

−π−x

(f(x+ y)−A)
sin (2n+1)(y)

2

2 sin y
2

dy

=
1

π

∫ −ε

−π−x

(f(x+ y)−A)
sin (2n+1)(y)

2

2 sin y
2

dy +
1

π

∫ π−x

ε

(f(x+ y)−A)
sin (2n+1)(y)

2

2 sin y
2

dy

+
1

π

∫ ε

−ε

(f(x+ y)−A)
sin (2n+1)(y)

2

2 sin y
2

dy

Funkce g(x) := f(x+y)−A
2 sin y

2
je omezená (a měřitelná) na intervalech (−π−x,−ε) a (ε, π−x).

Můžeme tedy použ́ıt Rieman-Lebesgieovo lemma a dostaneme (také d́ıky lichosti funkce
sin)

lim
n→∞

(snf (x)−A) = lim
n→∞

1

π

∫ ε

−ε

(f(x+ y)−A)
sin (2n+1)(y)

2

2 sin y
2

dy

= lim
n→∞

1

π

∫ ε

−ε

f(x+ y) + f(x− y)− 2A

2

sin (2n+1)(y)
2

2 sin y
2

dy

= lim
n→∞

2

π

∫ ε

0

f(x+ y) + f(x− y)− 2A

2

sin (2n+1)(y)
2

2 sin y
2

dy

Pokud tedy zvoĺıme A := (f(x+) + f(x−)), můžeme použ́ıt větu o středńı hodnotě a
źıskáme (pro ε dostatečně malé a pro všechny x ∈ (0, ε)∣∣∣∣∣f(x+ y)− f(x+) + f(x− y)− f(x−)

2

sin (2n+1)(y)
2

2 sin y
2

∣∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣∣y(f ′(ξ1)− f ′(ξ2))

2

sin (2n+1)(y)
2

2 sin y
2

∣∣∣∣∣ ≤ C.

Zde ξ1 ∈ (x, x+ ε) a ξ2 ∈ (x− ε, x). Potom

lim
n→∞

∣∣∣∣∣ 2π
∫ ε

0

f(x+ y) + f(x− y)− 2A

2

sin (2n+1)(y)
2

2 sin y
2

dy

∣∣∣∣∣ ≤ Cε.

Protože ε je libovolné, źıskáme výsledek.

(c) Stejnoměrná konvergence: Fourierova řada funkce f konverguje k f lokálně
stejnoměrně na každém uzavřeném intervalu (xi, xi+1), kde i = 1, . . . ,m. Pokud je funkce
spojitá, konverguje Fourierova řada stejnéměrně na [−π, π]. Nejdř́ıve dokážeme tvrzeńı
por spojité funkce. K tomu ześıĺıme tvrzeńı (1) a ukážeme, že

|a0|+
∞∑
k=1

|ak|+ |bk| < ∞. (2)

Potommůžeme použ́ıt Weierstrasovu větu a źıskáme, že (protože |ak cos k(x)+bk sin kx| ≤
|ak|+ |bk|)

snf ⇒ f∗ na [−π, π]
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Dı́ky kroku b) však už v́ıme, že f∗ = f . Vrát́ıme se k (2). Pod́ıváme de na Fourierovy
koeficinty řady pro f ′ a za použit́ı per partes. Máme

ak =
1

π

∫ π

−π

f(x) cos kx dx =

m−1∑
i=0

∫ xi+1

xi

f(x) cos kx dx

=
1

k

m−1∑
i=0

[f(x) sin kx]xi+1
xi

− 1

k

m−1∑
i=0

∫ xi+1

xi

f ′(x) sin kx dx = −1

k

∫ π

−π

f ′(x) sin kx dx

a máme tedy vztah mezi Fouireovou řadou pro f a pro f ′, kde plat́ı (výpočet pro sinovou
část provedem stejně)

f ′(x) ∼
∞∑
k=1

a′k cos kx+ b′k sin kx

kde a′k = −kbk a b′k = kak a protože f ′ je po částech spojitá je i f ′ ∈ L2(−π, π) a
můžeme použ́ıt Besselovu nerovnost k źıskáńı

∞ >

∞∑
k=1

|a′k|2 + |b′k|2 =

∞∑
k=1

k2|ak|2 + k2|bk|

a tedy
∞∑
k=1

|ak|+ |bk| ≤
1

2

∞∑
k=1

k2|ak|2 + k2|bk|2 +
2

k2
< ∞

a (2) plat́ı.

Zbývá vyřešit př́ıpad nespojitost́ı. Předpokládejme, že f je nespojitá v pouze v jednom
bodě v nule a definujme

f̃(x) :=

{
f(x)− f(0+) x > 0,

f(x)− f(0−) x < 0

Tato funkce je intervalu spojitá a jej́ı Fourierova řada konverguje stejnoměrně dle výše
uvedeného. Zbývá studovat funkce, které josu po částech konstantńı. Pro jednoduchost
uvažujme f = sgn x. Potom pro jej́ı řadu plat́ı (viz výše)

snf (x)−A =
1

π

∫ π

−π

(f(t)−A)
sin (2n+1)(t−x)

2

2 sin t−x
2

dt.

Volme nyńı A := 1 a x ∈ [δ, π − δ]. Potom použit́ım definice a per partes

|snf (x)− 1| =

∣∣∣∣∣ 1π
∫ π

−π

(sign t− 1)
sin (2n+1)(t−x)

2

2 sin t−x
2

dt

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣ 2π
∫ 0

−π

sin (2n+1)(t−x)
2

2 sin t−x
2

dt

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣− 2

π(2n+ 1)

[
cos (2n+1)(t−x)

2

sin t−x
2

]0
−π

− 2

π(2n+ 1)

∫ 0

−π

sin (2n+1)(t−x)
2 cos t−x

2

sin2 t−x
2

dt

∣∣∣∣∣∣
≤ C

2n sin δ
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Vid́ıme tedy, že řada konverguje stejnoměrně na intervalu [δ, π− δ]. T́ım je d̊ukaz hotov.


