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Kazdy krok musi byt podrobneé zduvodnén. Pokud pouzijete néjaké tvrzeni z prednasky, neza-
pomeiite ovérit predpoklady.

Jméno a piijment: Cviéici:
Otéazka 1 2 3 Body
Maximum bodu 8 6 8 22

Ziskané body

1. Necht (a,b) C R je otevieny omezeny interval a {f,}°; je posloupnost redlnych funkeci
definovanych na (a, b). Definujete ndsledujici pojmy:
1) bodova konvergence posloupnosti funkef f, — f na (a,bd) [1 bod]
2) stejnomérnd konvergence posloupnosti funkef f,, = f na (a,b) [1 bod]
3) lokalné stejnomérnd konvergence posloupnosti funkef f,, =0 f na (a,b) [1 bod]
Rozhodnéte, zda plati nasledujici tvrzeni. Tvrzeni bud dokazte nebo najdéte protipiiklad.
a) Pro kazdé n je f, spojitd na (a,b) a f, = f na (a,b). Potom f je spojitd na (a,b). [1
bod|

b) Pro kazdé n je f, spojitd na (a,b) a f je také spojitd na (a,b). Pokud f, — f na (a,b)
bodové, potom f, =, f lokédlné stejnomérné na (a,b). [2 body]

¢) Pro kazdé n je f, spojitd na (a,b) a f je také spojitd na (a,b). Pokud f,, / f na (a,b)
bodové a monoténé, potom f,, = f lokélné stejnomérné na (a,b). [2 body]

Reseni:
1): Rekneme, Ze posloupnost funkef {f,}22, konverguje bodové k funkei f na (a,b),
jestlize pro kazdé x € (a,b) plati (uvddime dvé ekvivalenti definice)

lim f,(x) = f(z) (< V€ (a,b)¥e>0IngVn >ng: |fn(z) — f(2)] <e).

n—r oo

2): Rekneme, 7ze {f,} konverguje stejnomérné k f na (a,b), jestlize (uvadime dve
ekvivalent{ definice)

lim sup |fu(z)—f(x)]=0 (<= Ve>03IngVx € (a,b)¥n >ng: |fu(z)—f(z)] <e)

n=0 3e(a,b)
3): Rekneme, Ze {f,} konverguje lokdlné stejnomérné k f na (a,b), jestlize pro kazdé
¢, d takové, ze a < ¢ < d < b plati (uvddime dvé ekvivalenti definice)

lim sup |fu(z)—f(z)]=0 (< Ve>03IngVx € (¢,d)Vn >ng: |fn(z)—f(z)| <e)

=0 pe(e,d)
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a): Tvrzeni je pravdivé. Necht zg € (a,b) a ¢ > 0. Ze stejnomérné konvergence
existuje ng tak, ze pro vSechna n > ng a vSechna z € (a, b) plati

[fal@) = F(@)] < 2.

Protoze f,, je spojitd v bodé xq, existuje § > 0 tak, ze
€

|2 = 20| <0 = [fao(2) = fro(@0)] < 3

Pro takové x pak plati (pouzijeme trojihelnikovou nerovnost a vyse uvedené nerovnosti)

[f(2) = f(@o)| <[F(2) = fno (@)| + [fng (%) = frng (@0)| + | g (w0) = f(o)| <&

Tedy f je spojitd v bodé zq. Jelikoz z bylo libovolné, je f spojita na (a,b).

b): Tvrzeni neplati. Vezméme interval (0,1). Zvolime posloupnost bodu

Pak z, € (0,1) a x,, — % Definujeme posloupnost ”stfechovitych” funkei jako

1 —nlz —x,]|, x—xngl,

0, jinak.
Pak kazdé f, je dokonce stejnomérné spojité. Ukazeme, ze f, — 0 =: f bodové na
(0,1), tzn f,, konverguje bodové k funkci, kterd je dokonce stejnomérné spojitd. Fixujme
xz € (0,1):

e Pokud z # 1, pak existuje no tak, Ze pro n > ng méme |z — z,| > L, tedy

fn(z) =0.
e Pokud z =1, pak f,(3) =1—n|i —z,|=0.

7 toho plyne:
fu(z) =0 Vz e (0,1).

Na druhou stranu ale mame pro interval (7, 3)
sup |fu(z) = f(2)| = sup [fu(2)| = |fulzn)] = 1.
z€(1,%) z€(3,%)

Posloupnsot tedy nekonverguje lokélné stejnomérné na (0, 1).

c) Tvrzeni je pravdivé (lokélni verze Diniho véty).
Definujme

gn = f = fn-
Pak plati:
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* gn € C((a,b)),
® g, N\, 0 bodové na (a,b).

Chceme ukézat, ze pro libovolny interval [c, d], kde a < ¢ < d < b plati

lim sup gn(z) — 0.
n=00 rele,d]

Predpoklddejme spor. Pak existuje g > 0 takové, ze
Vn € N 3z, € [e,d] tak, ze gn(xn) > €o.
Protoze interval [c, d] je kompaktni, existuje podposloupnost (z,,) a bod z* € [, d] tak,
ze
T, = X
Fixujme libovolné m € N. Z monoténnosti posloupnosti {g,}2; plyne, ze pro vsechna

ng > m plati
Im = Gny,-

Tedy
gnz(xnk) Z gnk (xnk) Z £0-

Protoze g,, je spojitd, muzeme piejit k limité:
gm(2") = lm g, (zn,) = €o.
k— o0

Tento odhad plati pro kazdé m. Pfechodem k limité m — ocodostaneme spor s bodovou
konvergenci g, (z*) — 0.
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2. 1. Definujte pojem reguldrni plocha S v R3. (Definujte ji pomoci reguldrni paramteri-
zace.) [1 bod]

2. Pro libovolny bod z € S definujte tetné vektory tq(z),t2(z) generujici teény prostor
(teénou nadrovinu) k plose S v bodé z. [1 bod]

3. Pomoci vektoru t1(z), t2(z) definujte normélovy vektor n(z) k plose S v bodé z. [1 bod]
4. Definujte plosny integral prvniho druhu

/ fds.
s
[1 bod]

5. Definujte pojem Gramova matice a vysvétlete, jak tento pojem souvisi s plosnym
integralem prvniho druhu. [2 body]

ResSeni:

1. Regularni plocha Rekneme, ze S C R? je reguldrni plocha, pokud existuje interval
U := (a,b) x (o, B) a zobrazeni ® : R? — R3, které je tiidy C* a je prosté, a které spliiuje
S = ®(U). Navic pozadujeme, aby vektory Oy, ®(u1,uz2) a Jy, ®(u1,us2) byly pro kazdé
u = (u1,uz) € U linedrné nezavislé.

2. Tecné vektory a teény prostor Tecné vektory v bodé z = ®(u) definujeme jako

t1(2) := Oy, (1),
t2(2) 1= Oy, P(u).

Teény prostor k plose S v bodé z je pak dén jako
T.S := span{t;(2),t2(2)} C R3.
3. Normadlovy vektor: Jednotkovy normdlovy vektor k plose S v bodé z = ®(u)
definujeme pomoci vektorového soucinu
t Xt
II(Z) 3 1(’2) Q(Z)
X to

Tt (2) X ta(2)]

4. Plosny integral prvniho druhu: Necht f : S — R je spojitd funkce. Plosny
integral prvniho druhu definujeme predpisem

/de ::/ F(®(ug, u2)) 61 (P(ug,uz)) X to(P®(u1, uz))| dusdus.
5 U
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5. Gramova matice a jeji vyznam Necht vi,vs € R3 jsou vektory. Gramova matice
k této dvojici je definovana jako (zde (-,-) znaéf skaldrni soucin v R3)

G ((V17V1) (V17V2))_

(va,v1)  (va,v2)
V piipadé regularni plochy volime
V] = t1(2)7 Vo = tQ(Z)

a plati vztah
det G = [t1(2) x to(2)]?

a tedy plosny integral prvniho druhu lze psat ve tvaru

/Sde:/Uf(i'(uhuz))\/detG(ul,uQ)dulduQ.
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[8] 3. Necht f:R — R je 27m-periodickd funkce, ktera je po ¢astech tifdy C?.

1. Uved'te piesné definice uvedenych vlastnost{ funkce f. [0.5 bodu]
2. Definujte n-ty ¢dstecny soucet s Fourierovy fady funkee f. [1 bod]
3. Zformulujte tvrzeni o:

a) konvergenci s — f v prostoru L3((—m,m)), [0.5 bodu]
b) bodové konvergenci s%(x) — f* pro vhodné f*, [1 bod]
c) stejnomérné konvergenci s} — f na vhodnych intervalech. [1 bod]
4. Dokazte (resp. popiste hlavn{ myslenky dukazu) tvrzeni o bodové a stejnomérné kon-

vergenci Fourierovy fady funkce f. Pokud byste chtéli v dukazu pouzit vétu o tplnosti
trigonometrického systému, musite ji dokdzat. [4 body]

ResSeni:

1. Definice vlastnosti funkce: Rekneme, ze funkce f : R — R je 2w-periodickd,
jestlize
f(zx+27) = f(x) pro véechna x € R.

Funkce f je po édstech tridy C*, jestlize existuje koneéné délen{ intervalu [—m, 7]
M =20 < T << Ty, =T

takové, ze f € C*((xx_1,7x)) pro viechna k = 1,...,m, pficemz jednostranné limity f
a f’ v bodech xj, existuji.

2. Fourierova fada a castecné soucty: Fourierovy koeficienty funkce f jsou pro
k € N definovény vzorci

ag = L fl@)dz, ay:= L/ f(x) cos(kz)dx, by := L/ f(x) sin(kz) dz.

,W T ) —
Fourierova rada funkce f mé& tvar

a0 &
~ g + kz::l ai, cos(kx) + by sin(kz)).

n-ty ¢astecny soucet Fourierovy fady definujeme jako

st(z) = % + Z(ak cos(kx) + by sin(kz)).

3. Tvrzeni o konvergenci:
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(a) Konvergence v L?: Plati, ze
sh—f v L*(—m, 7).

Dukaz: Protoze {%, %} je ortonormadlni systém, muzeme pouzit Besselovu ne-
rovnost a plati

a,2 >
(e Xt ) <ie o
k=1

Protoze f je po ¢astech C!, je omezend a méfitelnd, je tedy i prvkem L2(—m, 7). Vidime
tedy, ze ¢len na pravé strané je kone¢ny. Nyni pro libovolné n > m plati

n oo
||S}L—s}”H§ = Z ai +bi <m Z a? 4+ b7 "3 0.

k=m+1 k=m+1
Posloupnost s% je tedy Cauchyovskd a L? je tiplny, existuje tedy f* € L?(—m, ) takové,
ze

sf— " v L2 (=7, ).
Zbyvé ukdzat, ze f* = f s.vna (—m, 7). Toto tvrzeni plyne z uplnosti trigonometrického
systému (ale to nechcem dokazovat) nebo z bodové konvergence ukdzané v bodé b).

(b) Bodova konvergence: Ukéazeme, ze pro kazdy bod z € R plat{
lim s7(x) = flzy) + f(fff)’
n—00 2

kde f(x4) je limita zprava a f(x_) je limita zleva v .
Diikaz: Necht A € R je libovolné. Potom mame odhad
n
si(x)—A=——A+ Zak coskx + by sin kx
k=1

1 T 1 n ™
=— f@®)dt—A+ — g f(t)(cos kt cos kx + sin kt sin kx) dt
™
— =/

-~ / C(F0) - Ayt = > / (7(0) = A){coshtcos ke -+ sin kt sin k) d
k=1V"T

—T

- /W(f(t)fA)dtJr%Z/ﬂ(f(t)—A)(cos(k:(tfx))dt
k=1"""7

),

Nyni se¢teme fadu (pro t # x)

n n s 6i(t—z) o ei(n+1)(t7x)
S cos(h(t — ) = R (Ze . )> -0 < [ )
k=1

k=1
. (eilt=n) _ gilnt1)(t=2))(] _ gilt—n))
B ( (I — eilt=m)(1 — e=ilt=a) )
cos(t —x) —cos[(n+ 1)(t —x)] — 1 4+ cosn(t — x)
2 —2cos(t — x)
sin (2n+12)(t—$)

+—
2 2sin =2
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Dosazenim tak ziskdme (pro ¢t = x muzeme provést limitu)

T . (2n41)(t—x) T—x i (2n+1)(y)
1 sin ~——~——~~ 1 sin ~— 42/
sﬁ@—A:f/<ﬂw—m———l——ﬁ:f/’ Pty -2 2 gy

T ) 2sin 5% T ) mes 2sin &
1 (¢ sin @t ) 1 [T ® sin @ntD ()
== ) e E—; —A 2
L e U MR e s
e i (2n+1)(y)
1 sin ~—A222
- A2 g
o -y
fla+y)—

Funkce g(z) := 4 je omezend (a méfitelnd) na intervalech (—r—x, —¢) a (e, T—x).

2sin &
Muzeme tedy pouzit Rieman-Lebesgieovo lemma a dostaneme (také diky lichosti funkce
sin)

) ) 1 € sin (2n+21)(y)
nlggo(‘sf(x) —4)= im p /ﬂ(f(z +y) - A)W dy
17 f(zty) + o —y) - 2Asin Bt
= lim — - dy
n—oom J__ 2 2sin ¥
2 [ fxty)+ flz —y) - 24 sin Et)W
= lim — : dy
n—oo m J 2 2sin 4

Pokud tedy zvolime A := (f(x4) + f(z_)), mizeme pouzit vétu o stiedni hodnoté a
ziskdme (pro € dostate¢né malé a pro vSechny = € (0, ¢)

< y(f’(gl) — f/(gz)) Sinw

f@+y) = flo) + [ —y) — flo_) sin EI0
2 2sin § 2 2sin §
Zde & € (z,x+¢€) a & € (x —e,x). Potom
. o4 e Cr (@)
i [2 [ Lt o) 2 )
n—oo | T Jq 2 2sin §

Protoze ¢ je libovolné, ziskdme vysledek.

(c) Stejnomérna konvergence: Fourierova fada funkce f konverguje k f lokdlné
stejnomérné na kazdém uzavieném intervalu (z;, z;11), kdei = 1,..., m. Pokud je funkce
spojitd, konverguje Fourierova fada stejnémérné na [—m, 7|. Nejdiive dokdzeme tvrzeni
por spojité funkce. K tomu zesilime tvrzeni (1) a ukdzeme, ze

oo
|a0|+Z|Gk|+|bk| < 0. (2)
k=1

Potom muzeme pouzit Weierstrasovu vétu a ziskdme, ze (protoze |ay cos k(x)+by sin kx| <
|ax| + [bx])
st = f* na [-7, 7
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Diky kroku b) vSak uz vime, ze f* = f. Vrdtime se k (2). Podivame de na Fourierovy
koeficinty fady pro f’ a za pouziti per partes. Mdme

i+1

m—1
1 s T
ap = — f(x) coskx dx = Z / f(x) cos kx dx
- i=0 T

™

m—1 m—1 Tis1 71—
= % Z [f(z)sinkz]gi+" — % Z / f'(z)sinkzxdz = —% #/(z) sin kz dz
=0 i=0 Y i -

a mdme tedy vztah mezi Fouireovou fadou pro f a pro f’, kde plat{ (vypocet pro sinovou
¢ést provedem stejné)

o0
f(x) ~ Z aj, cos kx + bj, sin kx
k=1
kde a}, = —kby, a b}, = kay a protoze f’ je po Edstech spojitd je i f' € L*(—m,m) a
muzeme pouzit Besselovu nerovnost k ziskdni

oo o0
00 > Y lai* + b * =D KPlaxl* + k2 |y
k=1 k=1
a tedy
- 1 & 2
2,12 27 12
> lakl + || < 52]: jax|* + K2 [bi* + 5 < o0
k=1 k=1
a (2) plati.
Zbyva vytesit pripad nespojitosti. Predpoklddejme, ze f je nespojitd v pouze v jednom
bodé v nule a definujme

o [f@ -0 >0,
fle)= {f(x)—f(O—) <0

Tato funkce je intervalu spojitd a jeji Fourierova fada konverguje stejnomérné dle vyse
uvedeného. Zbyva studovat funkce, které josu po ¢dstech konstantni. Pro jednoduchost
uvazujme f = sgn x. Potom pro jeji fadu plati (viz vyse)

ey — A== [ (ft)-AH)T—Z_—at.

T J)_» QSiH%

T . 2n+1)(t—x)
1/ smi( 2)(

Volme nyn{ A :=1 a x € [§, 7 — §]. Potom pouzitim definice a per partes

™ i (@ntl)(t—x)
1 AP\ )
|57 (2) — 1] = 7/ (signt -1 2 g
i

i t=x
- 2sin 5+

. (2n41)(t—
B 2/0 Smwdt
== —

™) 2sin 5%
0
B 2 cos Gntlize) 9 /0 sin GrEU(=) oo ton »
S| m@n+1) sin 5% o om(@2n+1) ) sin? 52
C

IN

2nsin 0
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Vidime tedy, ze fada konverguje stejnomeérné na intervalu [0, 7 — d]. Tim je dikaz hotov.




