NOFY161, 2025-2026 Teoreticka cast 26. ledna

Kazdy krok musi byt podrobneé zduvodnén. Pokud pouzijete néjaké tvrzeni z prednasky, neza-
pomeiite ovérit predpoklady.

Jméno a piijment: Cviéici:
Otéazka 1 2 3 Body
Maximum bodu 8 6 6 20

Ziskané body

[8] 1. Nechf (a,b) C R je otevieny omezeny interval a {f,}52, je posloupnost realnych funkef
definovanych na (a, b). Definujete ndsledujici pojmy:
1) bodova konvergence posloupnosti funkef f, — f na (a,bd) [1 bod]
2) stejnomérnd konvergence posloupnosti funkef f,, = f na (a,b) [1 bod]
3) lokalné stejnomérnd konvergence posloupnosti funkef f,, =0 f na (a,b) [1 bod]
Rozhodnéte, zda plati nasledujici tvrzeni. Tvrzeni bud dokazte nebo najdéte protipiiklad.
a) Pro kazdé n je f, spojitd na (a,b) a f, = f na (a,b). Potom f je spojitd na (a,b). [1
bod|
b) Pro kazdé n je f, spojitd na (a,b) a f je také spojitd na (a,b). Pokud f, — f na (a,b)
bodové, potom f, =, f lokédlné stejnomérné na (a,b). [2 body]
¢) Pro kazdé n je f, spojitd na (a,b) a f je také spojitd na (a,b). Pokud f,, / f na (a,b)
bodové a monoténé, potom f,, = f lokélné stejnomérné na (a,b). [2 body]

Reseni:

1): Rekneme, Ze posloupnost funkef {f,}22, konverguje bodové k funkei f na (a,b),
jestlize pro kazdé x € (a,b) plati (uvddime dvé ekvivalenti definice)

lim f,(x) = f(z) (< V€ (a,b)¥e>0IngVn >ng: |fn(z) — f(2)] <e).

n—r oo

2): Rekneme, 7ze {f,} konverguje stejnomérné k f na (a,b), jestlize (uvadime dve
ekvivalent{ definice)

lim sup |fu(z)—f(x)]=0 (<= Ve>03IngVx € (a,b)¥n >ng: |fu(z)—f(z)] <e)

n=0 3e(a,b)
3): Rekneme, Ze {f,} konverguje lokdlné stejnomérné k f na (a,b), jestlize pro kazdé
¢, d takové, ze a < ¢ < d < b plati (uvddime dvé ekvivalenti definice)

lim sup |fu(z)—f(z)]=0 (< Ve>03IngVx € (¢,d)Vn >ng: |fn(z)—f(z)| <e)

=0 pe(e,d)
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a): Tvrzeni je pravdivé. Necht zg € (a,b) a ¢ > 0. Ze stejnomérné konvergence
existuje ng tak, ze pro vSechna n > ng a vSechna z € (a, b) plati

[fal@) = F(@)] < 2.

Protoze f,, je spojitd v bodé xq, existuje § > 0 tak, ze
€

|2 = 20| <0 = [fao(2) = fro(@0)] < 3

Pro takové x pak plati (pouzijeme trojihelnikovou nerovnost a vyse uvedené nerovnosti)

[f(2) = f(@o)| <[F(2) = fno (@)| + [fng (%) = frng (@0)| + | g (w0) = f(o)| <&

Tedy f je spojitd v bodé zq. Jelikoz z bylo libovolné, je f spojita na (a,b).

b): Tvrzeni neplati. Vezméme interval (0,1). Zvolime posloupnost bodu

Pak z, € (0,1) a x,, — % Definujeme posloupnost ”stfechovitych” funkei jako

1 —nlz —x,]|, x—xngl,

0, jinak.
Pak kazdé f, je dokonce stejnomérné spojité. Ukazeme, ze f, — 0 =: f bodové na
(0,1), tzn f,, konverguje bodové k funkci, kterd je dokonce stejnomérné spojitd. Fixujme
xz € (0,1):

e Pokud z # 1, pak existuje no tak, Ze pro n > ng méme |z — z,| > L, tedy

fn(z) =0.
e Pokud z =1, pak f,(3) =1—n|i —z,|=0.

7 toho plyne:
fu(z) =0 Vz e (0,1).

Na druhou stranu ale mame pro interval (7, 3)
sup |fu(z) = f(2)| = sup [fu(2)| = |fulzn)] = 1.
z€(1,%) z€(3,%)

Posloupnsot tedy nekonverguje lokélné stejnomérné na (0, 1).

c) Tvrzeni je pravdivé (lokélni verze Diniho véty).
Definujme

gn = f = fn-
Pak plati:
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* gn € C((a,b)),
® g, N\, 0 bodové na (a,b).

Chceme ukézat, ze pro libovolny interval [c, d], kde a < ¢ < d < b plati

lim sup gn(z) — 0.
n=00 rele,d]

Predpoklddejme spor. Pak existuje g > 0 takové, ze
Vn € N 3z, € [e,d] tak, ze gn(xn) > €o.
Protoze interval [c, d] je kompaktni, existuje podposloupnost (z,,) a bod z* € [, d] tak,
ze
T, = X
Fixujme libovolné m € N. Z monoténnosti posloupnosti {g,}2; plyne, ze pro vsechna

ng > m plati
Im = Gny,-

Tedy
gnz(xnk) Z gnk (xnk) Z £0-

Protoze g,, je spojitd, muzeme piejit k limité:
gm(2") = lm g, (zn,) = €o.
k— o0

Tento odhad plati pro kazdé m. Pfechodem k limité m — ocodostaneme spor s bodovou
konvergenci g, (z*) — 0.
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[6] 2. 1) Zformulujte Greenovu vétu v R2. [1 bod|]
2) Zformulujte Gaussovu vétu v R2. [1 bod]

3) Necht Q C R? je trojihelnik s vrcholy

A=(-1,0), B=(1,0), C=(0,1).

Dokazte Greenovu vétu pro oblast 2. [4 body]

ResSeni:

1) Greenova véta:

Potom plati

2) Gaussova véta:

Potom

uzavienou kladné orientovanou kiivku. Necht

uzavienou kladné orientovanou kiivku. Necht

/ g-ndS= [ divgdrdy =
a0 Q

3) Dukaz: Oblast Q je trojihelnik s hranami s néasledujici parametrizact:

Celou oblast 1ze popsat jako

Q:

Za¢neme s objemovym integralem a pouzijeme Fubiniho vétu

Necht Q@ C R? je oblast jejiz hranice 9 tvoii jednoduchou

f=(f1.f2), fi.foeCQ).

P 3f1)
f-ds:/(— dx dy.
o0 o\ 0z dy Y

Necht Q@ C R? je oblast jejiz hranice 0 tvoii jednoduchou

g=1(91,92), 91,92 € Cl(ﬁ)'
991 992

o O dy

AB: o = (1,0) te[-1,1],
BC: oo =(1-tt) te(0,1),
CA: p3=(—t,1—1) €(0,1)

{(z,y) eR?* | -1<2<1,0<y<1— |z}

ox

af?(xay) afl(‘ray) _ a.f?(xay) afl(xvy)
/Q( — )dxdy—/ﬂdxdy—/gadydx

(L) (] ) o

1 1
=/ f2(1—y7y)—f2(y—1,y)dy—/ fule, 1 — |a]) — fi(,0) de.
0 —1

dy or Y
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Spocteme kiivkovy integral

/f-ds:/ f~ds—|—/ f-ds+/ f-ds
o0 AB BC CcA

1 1
=[1<f1<t,o>,f2<t,o>>-<1,0>dt+/0 (Fr(1—t.0), foll — 1)) - (1, 1) dt
+/1(.161(157115)7.](‘2(757175)) : (71371) dt
0
=/_1f1(t,0)dt+/0 —fi(l—t,t) + fo(1 —t,8) — fr(—t, 1 —t) — fa(—t, 1 —t)dt
2/1 fl(t,O)dt—/l fl(l—t,t)—l—ﬁ(—t,l—t)dt+/1 fg(l—t,t) —fg(—t,l—— t)dt
1 1 0
:[1f1<x,0)dx—/() fl(fU,l*$)d1*[1f1(x,1+x)dx

1
+/ Fo(l—yoy) — foly — L,y) dy,
0

kde jsme pro posledni identitu pouzili vétu o substituci. Porovnanim obou vysledku
dostaneme kyzenou rovnost.
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1) Uved'te definici separabilniho Hilbertova prostoru. [1 bod]
2) Definujte prostor £2 a dokazte, ze je separabilnim Hilbertovym prostorem. [2 body]

3) Vysvétlete, v jakém smyslu je Lebesgueiiv prostor L?(Q) Hilbertovym prostorem. [1
bod]

4) Vysvétlete, pro¢ je kazdy separabilni Hilbertuv prostor isometricky izomorfni s prosto-
rem /2. [2 body]

Reseni:
1) Definice separabilniho Hilbertova prostoru:
Linedrni vektorovy H je Hilbertuv préavé tehdy, kdyz v ném existuje skaldarni soucin
(-,-)m a tento prostor je v normé |lul|% := (u,u)y tplny. Prostor je navic separabilni,
jestlize obsahuje spoc¢etnou hustou podmnozinu, tj. existuje spocetnd mnozina

DCH

takova, ze jeji uzaveér je cely prostor:

D=H.

Prostor ¢2?: Prostor /2 definujeme jako mnozinu viech redlnych (nebo komplexnich)
posloupnosti

T ={Tnfnlq

takovych, ze
o]
Z |z, ]? < oo.
n=1

Na ¢? definujeme skaldrni soucin
oo
(Z‘, y)ﬁ = Z TnYn-
n=1

Prostor £? je plny vzhledem k normé indukované timto skaldrnim sou¢inem,

- 1/2
. (z |) |
n=1

tedy ¢2 je Hilberttv prostor.

Oznacme e, = (0,...,0,1,0,...) standardni jednotkové vektory. Mnozina
{en :n € N}

je spocetnd ortonormalni béze prostoru ¢2. Linedrni obal této mnoziny s racionalnimi
koeficienty je spocetny a husty v £2. Tedy ¢? je separabilni Hilbertiiv prostor.
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3) Prostor L?():
Necht ©Q je métitelnd mnozina. Prostor L2(£2) definujeme jako prostor tiid ekvivalence
méfitelnych funkei f: Q — R, pro které

L/uuwwx<m,
Q

kde funkce jsou ztotoznény, pokud se rovnaji skoro vsude.

Na L?(Q) definujeme skalarni sou¢in

(f,9)12 = /Q F(@)g(z) da.

Prostor L2(f2) je tiplny vzhledem k normé

1/2
nszz(lgﬂ%m) ,

a tedy je Hilbertovym prostorem.

4) Izometrickd izomorfie se (2
Necht H je separabilni Hilberttiv prostor. Potom existuje spoc¢etnd hustd podmozina. Z
této podmoziny pak muzeme Gramm-Schmidtovym ortonormalizaénim procesem zkon-
struovat ortonormalni spocetny systém {e, }22, ktery je uplny.

Definujeme zobrazeni
T:H —(? T(x):={(z,en)e}tnry.

Diky tplnosti vime, ze plati Parsevalova rovnost:
o0
Iz =Y (@ en)e* = | T(@)]7-
n=1

Tedy T je linearni izometrie. Navic je surjektivni, protoze kazd4 posloupnost v £ od-
povidé rozvoji v ortonormélni bézi (Riesz—Fischerova véta).




