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Kazdy krok musi byt podrobneé zduvodnén. Pokud pouzijete néjaké tvrzeni z prednasky, neza-
pomeiite ovérit predpoklady.

Jméno a piijment: Cvicici:
Otazka 1 2 3 Body
Maximum bodu 6 8 6 20

Ziskané body

1. Necht {f,}>2, je posloupnost funkei definovanych na intervalu (a,b), kde
—o00 < a < b<oo.
Definujte pojmy [1,5 bodul:

1) f. konverguje bodové k f (f,, — f) na (a,b).
2) fn konverguje stejnomérné k f (f, = f) na (a,b).
3) fn konverguje lokélné stejnomeérné k f (f,, =ioc f) na (a,b).

Rozhodnéte platnost nasledujicich tvrzeni. Tvrzeni dokazte, nebo uved'te protipiiklad.

(i) Pokud jsou vsechny funkce f,, spojité a f,, — f bodové, pak je f spojitd. [0.5 bodu]
1 okud jsou vSechny tunkce f,, stejnomérné spojité a f,, — odove, pa e spojita.
(ii) Pokud j Sechny funkee f,, stejnomérné spojité a f, — f bodové, pak f je spojita
0.5 bodu]
11) Pokud je kazda f,, nespojita a f,, = [ stejnomérné, pak je f nespojita. [0.5 bodu
) Pokud ie kazdé jita . K | St4 105 bod
(iv) Necht je kazd4 f,, stejnomérné spojitd a ma maximum v bodé z%, . a necht plati f,, = f.
Necht f md maximum v bodé Zyax, potom plati 27, — Zmax. [0.5 bodu]
(v) Necht je kazda f,, spojitd na [a,b] a mad maximum v bodé z”. € [a,b]. Necht plati
fn = f. Necht existuje Tmax € [a,b] takové, ze f(x) < f(@max) pro kazdé = € [a,b]
X # Tmax, potom plat{ 7 — Tmax. [2.5 bodu]

max

Reseni:

1) Bodova konvergence.

fn — f bodové na (a,b) <= Vz € (a,b): lim f,(z) = f(x).

n—oo

2) Stejnomérna konvergence.

fn = f stejnomérné na (a,b) <= lim sup |fn(z)— f(z)|=0.

n=%0 re(a,b)

3) Lokdlné stejnomérna konvergence.

fr Sioe f lokdlné stejnomérné na (a, b)
<= V kompaktni K C (a,b) : f, = f stejnomérné na K.
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(i) Neplati. Uvazujte interval (0,2) a posloupnost funkci

_an pro z € (0,1],
fn(x) i {(2 _ x)" pro x € (172)'

Pak f, jsou stejnomérné spojité, ale f,,(z) — 0 pro x € (0,1)U(1,2) a f,(1) =1 a tedy
limitn{ funkce je nespojitda v bodé = = 1.

(ii) Neplati. Lze pouzit piiklad vyse.

(iii) Neplati. Uvazujme interval (—1,1) a posloupnost funkc{

0 proze (—1,0],

fnl@) = % pro z € (0,1).

Potom f,, je nespojitd v z = 0 pro kazdé n. Oznaéme jesté f(z) := 0 pro x € (—1,1).
Potom

lim  sup |fu() — f(@)] = lim ~ =0
)

n0 pe(—1,1 n—oo n

a tedy f, = f na (—1,1), ale f je spojit4.

(4) Neplati. Uvazujme f,(z) = f(x) = —(22—1)2. Pak zcela jisté f,, = f. Navic f,, ma
v bodé 27, = —1 maximum a z}} . — —1. Na druhou stranu f md maximum (nejenom)
V Zmax = 1 a tvrzeni tedy neplati. (Je to zpusobeno tim, ze f nabyvd maximum ve dvou

ruznych bodech.)

(v) Plati. Predpoklddejme spor, tj. 27, = Tmax. Tedy existuje € > 0 a posloupnost
ng — oo takova, ze pro kazdé ny

Nk
max

| — Tmax| > €.

Protoze f nabyvéa v xpyax ostrého maxima, plati, ze existuje 6 > 0 takové, ze pro kazdé
ny plati

|f (@) = f(@max)| = f(@max) — f(@hh) > 6. (1)
Na druhou stranu, diky stejnomérné konvergenci muzeme najit N takové, ze pokud
ng > N potom pro kazdé x € [a, D]

[fnlz) = f2)] <
Z trojihelnikové nerovnosti a z faktu, ze f, nabyva maxima v x

0 S fn(xﬁl’;x) - fn(xmax)
= fn(xglkax) - f(xgmkax) + f(l'&kax) - f(xmaX) + f(zmax) - fn(xmax)
(1),(2)

< fa(@max) = FEmh)| + f(@nh) — f(@max) + [f(Zmax) — fa(Tmax)| <

COZ je Spor.

: (2)

n
max

PR

tak dostaneme

4]
—0+7<

] o
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2. Uvazujte R?.

1) Definujte interval v R? a mnozinu miry nula. [1 bod]

2) Definujte prostor schodovitych funkei a definujte Lebesgueuv integral pro schodovité
funkce. [1 bod]

3) Definujte prostor LT a definujte Lebesguetiv integral pro funkce z LT a ukazte jeho
nezavislost na dané posloupnosti. [2 body]

4) Formulujte Leviho vétu pro funkce z L™ a dokazte ji. [4 body]

ResSeni:

1) Interval a mnozina miry nula: Bud —co < a; < b; <occai=1,...,d. Rekneme,
ze I je interval, pokud
I:= [al,bl) X oo X [ad,bd).

Objem intervalu definujeme jako
V(I) =T (b — a;).

Mnozina N C R? se nazyva mnoZina miry nula, jestlize pro kazdé e > 0 existuje spocetna,
posloupnost intervalu {I;}7° ; takova, ze

N C Ulk a ZV(Ik) <e.
k=1 k=1

2) Schodovité funkce: Oznacme xR? — R charakteristickou funkci mnoziny M.
Rekneme, ze funkce h : R? — R je schodovitd pravé tehdy, kdyz existuji po dvou

disjunknti intervaly {Ij}j-v:l, kde N € N, a plat{

N
h(z) = Z kX1, ().
k=1

kde ¢ € R. Pto tuto schodovito funkci pak definujeme Lebesguetv integral jako
/h = chV(Ik)
k=1

3) Prostor L*t: Oznaéme LT mnoZinu viech funkci f : R — R takovych, 7Ze existuje
neklesajici posloupnost schodovitych funkef {¢,, }22 ; spliujici

B () < hpg1(x),  hp(z) "= f(2) pro viechna z € RY\ N,

kde N je mnozina miry nula. Navic pozadujeme, aby existovala konstanta C takova, ze
pro vsechna n plati
/ ho < C.
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Lebesgueuv integral pro funkci f definujeme predpisem

/f:: lim | hy,. (3)

n—oo

Ukézeme, ze definice (3) nezavisi na volbé posloupnosti. Nejdiive si sta¢i uvédomit, ze
limita existuje (jde o monoténn{ posloupnost). Bud nyni f,g € LT a {f,} a {g,} dvé
posloupnosti schodovitych funkei takovych ze

fo 2 f, gn g skoro viude

/fS/g- (4)

Z definice a monotonie posloupnosti f; a g; plati s.v. Ze

0> f(xz) —g(x) > fi(z) — g(x)

a z definice taky méme, ze pro kazdé pevné i plati

fi(x) = gj(2) N\ fi(x) = g(z) <O proj — oo,

a necht f < g s.v. Ukdzeme, Ze

coz déava

(fi(z) — gj(x))" N0 pro j — oo.
Funkee (f;(z) — g;(z))" je schodovitd a muzeme tedy pouzit fundamentilni vlastnost
schodovitych funkei konvergujicich s.v. monoténné k nule a tedy

VieN lim [(fi—g)t =0 — VieN lim [ fi—g; <0

J—0o0 J—00

/fiSjlirggo/ng/g

a limitnim pFechodem i — oo dostaneme (4). Pokud f = g s.v pak tedy [f = [g.
Pokud tedy f;  fag; ~gaf=g,vidime, ze pak

hm/fi:/f:/g:lim/gi

a integral tedy nezavisi na posloupnosti.

a tedy

4) Leviho véta Necht {f,} je posloupnost funkei z LT spliiujici

skoro vsude. Necht existuje K takové, ze pro viechna n plati [ f, < K. Potom f € LT a

dm = [ 1
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Diikaz: Nejprve diky monotnonii vime, ze [ f, < [ fo41 < K. Méme tedy omezenou
monoténni posloupnost a tedy existuje

L:= lim [ f,.

Dale, protoze f, € L™ existuje pro kazdé n poslounost svhodovitych funkei {h;l 521
takovych, ze h} 7 f,, s.v. a

/h?g lim h?:/fngK.
j—00

Definujme nyni novou funkci
H;(z) := max{h}(z),..., W (x)}.
7, definice vidime, ze H; < H;4q s.v. Navic diky tomu, Ze f, < fp41

Hj(x) = max{hj(),..., hj(2)} < max{fi(z),..., f;(2)} = f;(2).

H,(x) je tedy pro s.v. x monoténni posloupnost, kterd je omezend a mé tedy limitu H
a plati H; / H s.v. Protoze plati nerovnosti (pro n < j)

Jj—o0

WP<H < f; = f.<HS<f = f<H<S

a tedy H = f s.v. Mame tedy existenci posloupnosti schodovitych funkei H, * f.
Ukéazeme jesté limitni prechod v integralu. K tomu pouzijeme vlastnosti schodovitych
funkei a vyse uvedenych nerovnsoti spole¢né s definici L.

/hyg/ng/fj = /fng/HSL = LS/HSL

atedy L= [H=[f.
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1) Uved'te definici separabilniho Hilbertova prostoru. [1 bod]
2) Definujte prostor £2 a dokazte, ze je separabilnim Hilbertovym prostorem. [2 body]

3) Vysvétlete, v jakém smyslu je Lebesgueiiv prostor L?(Q) Hilbertovym prostorem. [1
bod]

4) Vysvétlete, pro¢ je kazdy separabilni Hilbertuv prostor isometricky izomorfni s prosto-
rem /2. [2 body]

Reseni:
1) Definice separabilniho Hilbertova prostoru:
Linedrni vektorovy H je Hilbertuv préavé tehdy, kdyz v ném existuje skaldarni soucin
(-,-)m a tento prostor je v normé |lul|% := (u,u)y tplny. Prostor je navic separabilni,
jestlize obsahuje spoc¢etnou hustou podmnozinu, tj. existuje spocetnd mnozina

DCH

takova, ze jeji uzaveér je cely prostor:

D=H.

Prostor ¢2?: Prostor /2 definujeme jako mnozinu viech redlnych (nebo komplexnich)
posloupnosti

T ={Tnfnlq

takovych, ze
o]
Z |z, ]? < oo.
n=1

Na ¢? definujeme skaldrni soucin
oo
(Z‘, y)ﬁ = Z TnYn-
n=1

Prostor £? je plny vzhledem k normé indukované timto skaldrnim sou¢inem,

- 1/2
. (z |) |
n=1

tedy ¢2 je Hilberttv prostor.

Oznacme e, = (0,...,0,1,0,...) standardni jednotkové vektory. Mnozina
{en :n € N}

je spocetnd ortonormalni béze prostoru ¢2. Linedrni obal této mnoziny s racionalnimi
koeficienty je spocetny a husty v £2. Tedy ¢? je separabilni Hilbertiiv prostor.
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3) Prostor L?():
Necht ©Q je métitelnd mnozina. Prostor L2(£2) definujeme jako prostor tiid ekvivalence
méfitelnych funkei f: Q — R, pro které

L/uuwwx<m,
Q

kde funkce jsou ztotoznény, pokud se rovnaji skoro vsude.

Na L?(Q) definujeme skalarni sou¢in

(f,9)12 = /Q F(@)g(z) da.

Prostor L2(f2) je tiplny vzhledem k normé

1/2
nszz(lgﬂ%m) ,

a tedy je Hilbertovym prostorem.

4) Izometrickd izomorfie se (2
Necht H je separabilni Hilberttiv prostor. Potom existuje spoc¢etnd hustd podmozina. Z
této podmoziny pak muzeme Gramm-Schmidtovym ortonormalizaénim procesem zkon-
struovat ortonormalni spocetny systém {e, }22, ktery je uplny.

Definujeme zobrazeni
T:H —(? T(x):={(z,en)e}tnry.

Diky tplnosti vime, ze plati Parsevalova rovnost:
o0
Iz =Y (@ en)e* = | T(@)]7-
n=1

Tedy T je linearni izometrie. Navic je surjektivni, protoze kazd4 posloupnost v £ od-
povidé rozvoji v ortonormélni bézi (Riesz—Fischerova véta).




