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Každý krok muśı být podrobně zd̊uvodněn. Pokud použijete nějaké tvrzeńı z přednášky, neza-
pomeňte ověřit předpoklady.

Jméno a př́ıjmeńı: Cvič́ıćı:

Otázka 1 2 3 Body

Maximum bod̊u 6 8 6 20

Źıskané body

1.[6] Necht’ {fn}∞n=1 je posloupnost funkćı definovaných na intervalu (a, b), kde

−∞ < a < b < ∞.

Definujte pojmy [1,5 bodu]:

1) fn konverguje bodově k f (fn → f) na (a, b).

2) fn konverguje stejnoměrně k f (fn ⇒ f) na (a, b).

3) fn konverguje lokálně stejnoměrně k f (fn ⇒loc f) na (a, b).

Rozhodněte platnost následuj́ıćıch tvrzeńı. Tvrzeńı dokažte, nebo uved’te protipř́ıklad.

(i) Pokud jsou všechny funkce fn spojité a fn → f bodově, pak je f spojitá. [0.5 bodu]

(ii) Pokud jsou všechny funkce fn stejnoměrně spojité a fn → f bodově, pak f je spojitá.
[0.5 bodu]

(iii) Pokud je každá fn nespojitá a fn → f stejnoměrně, pak je f nespojitá. [0.5 bodu]

(iv) Necht’ je každá fn stejnoměrně spojitá a má maximum v bodě xn
max a necht’ plat́ı fn ⇒ f .

Necht’ f má maximum v bodě xmax, potom plat́ı xn
max → xmax. [0.5 bodu]

(v) Necht’ je každá fn spojitá na [a, b] a má maximum v bodě xn
max ∈ [a, b]. Necht’ plat́ı

fn ⇒ f . Necht’ existuje xmax ∈ [a, b] takové, že f(x) < f(xmax) pro každé x ∈ [a, b]
x ̸= xmax, potom plat́ı xn

max → xmax. [2.5 bodu]

Řešeńı:

1) Bodová konvergence.

fn → f bodově na (a, b) ⇐⇒ ∀x ∈ (a, b) : lim
n→∞

fn(x) = f(x).

2) Stejnoměrná konvergence.

fn ⇒ f stejnoměrně na (a, b) ⇐⇒ lim
n→∞

sup
x∈(a,b)

|fn(x)− f(x)| = 0.

3) Lokálně stejnoměrná konvergence.

fn ⇒loc f lokálně stejnoměrně na (a, b)

⇐⇒ ∀ kompaktńı K ⊂ (a, b) : fn ⇒ f stejnoměrně na K.
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(i) Neplat́ı. Uvažujte interval (0, 2) a posloupnost funkćı

fn(x) :=

{
xn pro x ∈ (0, 1],

(2− x)n pro x ∈ (1, 2).

Pak fn jsou stejnoměrně spojité, ale fn(x) → 0 pro x ∈ (0, 1)∪ (1, 2) a fn(1) = 1 a tedy
limitńı funkce je nespojitá v bodě x = 1.

(ii) Neplat́ı. Lze použ́ıt př́ıklad výše.

(iii) Neplat́ı. Uvažujme interval (−1, 1) a posloupnost funkćı

fn(x) :=

0 pro x ∈ (−1, 0],

1

n
pro x ∈ (0, 1).

Potom fn je nespojitá v x = 0 pro každé n. Označme ještě f(x) := 0 pro x ∈ (−1, 1).
Potom

lim
n→∞

sup
x∈(−1,1)

|fn(x)− f(x)| = lim
n→∞

1

n
= 0

a tedy fn ⇒ f na (−1, 1), ale f je spojitá.

(4) Neplat́ı. Uvažujme fn(x) = f(x) = −(x2−1)2. Pak zcela jistě fn ⇒ f . Nav́ıc fn má
v bodě xn

max = −1 maximum a xn
max → −1. Na druhou stranu f má maximum (nejenom)

v xmax = 1 a tvrzeńı tedy neplat́ı. (Je to zp̊usobeno t́ım, že f nabývá maximum ve dvou
r̊uzných bodech.)

(v) Plat́ı. Předpokládejme spor, tj. xn
max ↛ xmax. Tedy existuje ε > 0 a posloupnost

nk → ∞ taková, že pro každé nk

|xnk
max − xmax| ≥ ε.

Protože f nabývá v xmax ostrého maxima, plat́ı, že existuje δ > 0 takové, že pro každé
nk plat́ı

|f(xnk
max)− f(xmax)| = f(xmax)− f(xnk

max) > δ. (1)

Na druhou stranu, d́ıky stejnoměrné konvergenci můžeme naj́ıt N takové, že pokud
nk > N potom pro každé x ∈ [a, b]

|fn(x)− f(x)| ≤ δ

4
. (2)

Z trojúhelńıkové nerovnosti a z faktu, že fn nabývá maxima v xn
max tak dostaneme

0 ≤ fn(x
nk
max)− fn(xmax)

= fn(x
nk
max)− f(xnk

max) + f(xnk
max)− f(xmax) + f(xmax)− fn(xmax)

≤ |fn(xnk
max)− f(xnk

max)|+ f(xnk
max)− f(xmax) + |f(xmax)− fn(xmax)|

(1),(2)

≤ δ

4
− δ +

δ

4
< 0,

což je spor.



NOFY161, 2025–2026 Teoretická část 20. ledna 2026

2.[8] Uvažujte Rd.

1) Definujte interval v Rd a množinu mı́ry nula. [1 bod]

2) Definujte prostor schodovitých funkćı a definujte Lebesgue̊uv integrál pro schodovité
funkce. [1 bod]

3) Definujte prostor L+ a definujte Lebesgue̊uv integrál pro funkce z L+ a ukažte jeho
nezávislost na dané posloupnosti. [2 body]

4) Formulujte Leviho větu pro funkce z L+ a dokažte ji. [4 body]

Řešeńı:

1) Interval a množina mı́ry nula: Bud’ −∞ < ai < bi < ∞ a i = 1, . . . , d. Řekneme,
že I je interval, pokud

I := [a1, b1)× · · · × [ad, bd).

Objem intervalu definujeme jako

V (I) := Πd
i=1(bi − ai).

MnožinaN ⊂ Rd se nazývámnožina mı́ry nula, jestliže pro každé ε > 0 existuje spočetná
posloupnost interval̊u {Ik}∞k=1 taková, že

N ⊂
∞⋃
k=1

Ik a

∞∑
k=1

V (Ik) < ε.

2) Schodovité funkce: Označme χMRd → R charakteristickou funkci množiny M .
Řekneme, že funkce h : Rd → R je schodovitá právě tehdy, když existuj́ı po dvou
disjunknt́ı intervaly {Ij}Nj=1, kde N ∈ N, a plat́ı

h(x) =

N∑
k=1

ckχIk(x).

kde ck ∈ R. Pto tuto schodovito funkci pak definujeme Lebesgue̊uv integrál jako∫
h :=

n∑
k=1

ckV (Ik).

3) Prostor L+: Označme L+ množinu všech funkćı f : R → R takových, že existuje
neklesaj́ıćı posloupnost schodovitých funkćı {φn}∞n=1 splňuj́ıćı

hn(x) ≤ hn+1(x), hn(x)
n→∞→ f(x) pro všechna x ∈ Rd \N,

kde N je množina mı́ry nula. Nav́ıc požadujeme, aby existovala konstanta C taková, že
pro všechna n plat́ı ∫

hn ≤ C.
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Lebesgue̊uv integrál pro funkci f definujeme předpisem∫
f := lim

n→∞

∫
hn. (3)

Ukážeme, že definice (3) nezáviśı na volbě posloupnosti. Nejdř́ıve si stač́ı uvědomit, že
limita existuje (jde o monotónńı posloupnost). Bud’ nyńı f, g ∈ L+ a {fn} a {gn} dvě
posloupnosti schodovitých funkćı takových že

fn ↗ f, gn ↗ g skoro všude

a necht’ f ≤ g s.v. Ukážeme, že ∫
f ≤

∫
g. (4)

Z definice a monotonie posloupnost́ı fi a gj plat́ı s.v. že

0 ≥ f(x)− g(x) ≥ fi(x)− g(x)

a z definice taky máme, že pro každé pevné i plat́ı

fi(x)− gj(x) ↘ fi(x)− g(x) ≤ 0 pro j → ∞,

což dává
(fi(x)− gj(x))

+ ↘ 0 pro j → ∞.

Funkce (fi(x) − gj(x))
+ je schodovitá a můžeme tedy použ́ıt fundament́ılńı vlastnost

schodovitých funkćı konverguj́ıćıch s.v. monotónně k nule a tedy

∀i ∈ N lim
j→∞

∫
(fi − gj)

+ = 0 =⇒ ∀i ∈ N lim
j→∞

∫
fi − gj ≤ 0

a tedy ∫
fi ≤ lim

j→∞

∫
gj =

∫
g

a limitńım přechodem i → ∞ dostaneme (4). Pokud f = g s.v pak tedy
∫
f =

∫
g.

Pokud tedy fi ↗ f a gi ↗ g a f = g, vid́ıme, že pak

lim

∫
fi =

∫
f =

∫
g = lim

∫
gi

a integrál tedy nezáviśı na posloupnosti.

4) Leviho věta Necht’ {fn} je posloupnost funkćı z L+ splňuj́ıćı

0 ≤ fn ≤ fn+1, fn(x) ↗ f(x)

skoro všude. Necht’ existuje K takové, že pro všechna n plat́ı
∫
fn ≤ K. Potom f ∈ L+ a

lim
n→∞

∫
fn =

∫
f.
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Důkaz: Nejprve d́ıky monotnonii v́ıme, že
∫
fn ≤

∫
fn+1 ≤ K. Máme tedy omezenou

monotónńı posloupnost a tedy existuje

L := lim
n→∞

∫
fn.

Dále, protože fn ∈ L+ existuje pro každé n poslounost svhodovitých funkćı {hn
j }∞j=1

takových, že hn
j ↗ fn s.v. a∫

hn
i ≤ lim

j→∞

∫
hn
j =

∫
fn ≤ K.

Definujme nyńı novou funkci

Hj(x) := max{h1
j (x), . . . , h

j
j(x)}.

Z definice vid́ıme, že Hj ≤ Hj+1 s.v. Nav́ıc d́ıky tomu, že fn ≤ fn+1

Hj(x) = max{h1
j (x), . . . , h

j
j(x)} ≤ max{f1(x), . . . , fj(x)} = fj(x).

Hj(x) je tedy pro s.v. x monotónńı posloupnost, která je omezená a má tedy limitu H
a plat́ı Hj ↗ H s.v. Protože plat́ı nerovnosti (pro n ≤ j)

hn
j ≤ Hj ≤ fj

j→∞
=⇒ fn ≤ H ≤ f

n→∞
=⇒ f ≤ H ≤ f

a tedy H = f s.v. Máme tedy existenci posloupnosti schodovitých funkćı Hn ↗ f .
Ukážeme ještě limitńı přechod v integrálu. K tomu použijeme vlastnosti schodovitých
funkćı a výše uvedených nerovnsot́ı společně s definićı L.∫

hn
j ≤

∫
Hj ≤

∫
fj

j→∞
=⇒

∫
fn ≤

∫
H ≤ L

n→∞
=⇒ L ≤

∫
H ≤ L

a tedy L =
∫
H =

∫
f .
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3.[6] 1) Uved’te definici separabilńıho Hilbertova prostoru. [1 bod]

2) Definujte prostor ℓ2 a dokažte, že je separabilńım Hilbertovým prostorem. [2 body]

3) Vysvětlete, v jakém smyslu je Lebesgue̊uv prostor L2(Ω) Hilbertovým prostorem. [1
bod]

4) Vysvětlete, proč je každý separabilńı Hilbert̊uv prostor isometricky izomorfńı s prosto-
rem ℓ2. [2 body]

Řešeńı:

1) Definice separabilńıho Hilbertova prostoru:
Lineárńı vektorový H je Hilbert̊uv právě tehdy, když v něm existuje skalárńı součin
(·, ·)H a tento prostor je v normě ∥u∥2H := (u, u)H úplný. Prostor je nav́ıc separabilńı,
jestliže obsahuje spočetnou hustou podmnožinu, tj. existuje spočetná množina

D ⊂ H

taková, že jej́ı uzávěr je celý prostor:

D = H.

Prostor ℓ2: Prostor ℓ2 definujeme jako množinu všech reálných (nebo komplexńıch)
posloupnost́ı

x = {xn}∞n=1

takových, že
∞∑

n=1

|xn|2 < ∞.

Na ℓ2 definujeme skalárńı součin

(x, y)ℓ2 :=

∞∑
n=1

xnyn.

Prostor ℓ2 je úplný vzhledem k normě indukované t́ımto skalárńım součinem,

∥x∥ℓ2 =

( ∞∑
n=1

|xn|2
)1/2

,

tedy ℓ2 je Hilbert̊uv prostor.

Označme en = (0, . . . , 0, 1, 0, . . . ) standardńı jednotkové vektory. Množina

{en : n ∈ N}

je spočetná ortonormálńı báze prostoru ℓ2. Lineárńı obal této množiny s racionálńımi
koeficienty je spočetný a hustý v ℓ2. Tedy ℓ2 je separabilńı Hilbert̊uv prostor.
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3) Prostor L2(Ω):
Necht’ Ω je měřitelná množina. Prostor L2(Ω) definujeme jako prostor tř́ıd ekvivalence
měřitelných funkćı f : Ω → R, pro které∫

Ω

|f(x)|2 dx < ∞,

kde funkce jsou ztotožněny, pokud se rovnaj́ı skoro všude.

Na L2(Ω) definujeme skalárńı součin

(f, g)L2 :=

∫
Ω

f(x)g(x) dx.

Prostor L2(Ω) je úplný vzhledem k normě

∥f∥L2 =

(∫
Ω

|f |2 dx
)1/2

,

a tedy je Hilbertovým prostorem.

4) Izometrická izomorfie se ℓ2:
Necht’ H je separabilńı Hilbert̊uv prostor. Potom existuje spočetná hustá podmožina. Z
této podmožiny pak můžeme Gramm-Schmidtovým ortonormalizačńım procesem zkon-
struovat ortonormálńı spočetný systém {en}∞n=1, který je úplný.

Definujeme zobrazeńı

T : H → ℓ2, T (x) := {(x, en)ℓ}∞n=1.

Dı́ky úplnosti v́ıme, že plat́ı Parsevalova rovnost:

∥x∥2H =

∞∑
n=1

|(x, en)ℓ2 |2 = ∥T (x)∥2ℓ2 .

Tedy T je lineárńı izometrie. Nav́ıc je surjektivńı, protože každá posloupnost v ℓ2 od-
pov́ıdá rozvoji v ortonormálńı bázi (Riesz–Fischerova věta).


