NMFM301 — Statistika pro finanéni matematiky

Opakovani teoretické casti

Teoretické cvicenie #5 | Zimni semestr 2024 /2025

Posledné teoretické cvicenie pred prvou zapoCtovou pracou je uréené k opakovaniu teérie z prvych
Styroch cviceni a k diskutovaniu spravneho riesenia niektorych tloh zo série prikladov oznacenych
v zadaniach pfsmenom ”B”. NiZgie je uvedenych niekolko vybranych prikladov s podrobnym rieSenim.
Na zaver je (bez explicitného rieSenia) niekolko vzorovych prikladov z pisomnych zdpoétovych pric
z minulych rokov. Tieto priklady slizia k samostatnému precvi¢ovaniu a tiez k ilustracii konkrétnych
problémov, ktoré lze otekdvat na zapoctovej praci.

Vybrané priklady zo série uloh B s rieSenim

A1l. [Séria 1, Priklad B3]
Pre nezdvislé ndhodné veliciny X,Y s exponencidlnym rozdelenim Exp(\) uvazujte ndhodnu
veli¢inu U definovani nizsie a ndjdite jej hustotu.

min(X,Y)

U= maz(X,Y)

RieSenie:

Nahodné veliciny X, Y tvoria ndhodny vyber (kedZze st nezdvislé a tiez rovnako rozdelené). Mozeme
si tento nadhodny vyber oznacit aj ako X, X5, kde X; = X a Xy = Y. Ndhodné velic¢iny
V = min(X,)Y) a W = maz(X,Y) tym paddom ale tvoria usporiadany ndhodny vyber, t.j.
(X(1)7X(2)) = (V7 W) = (mm(X, Y)7max(X’ Y))

Veta 1.7 (Statisticky vétnik na strance kolegu Doc. Pesty) fika, ze pre ndhodny vyber X,..., X,
z rozdelenia s hustotou f(z), je zdruzend hustota ndhodného vektoru, ktory je zaroven usporia-
danym nahodnym vyberom, t.j. ndhodného vektoru (X, ..., X, (n))—'—7 dana predpisom

f($1,7$n)=n'f(x1)f(xn) prexy < --- < xp,

a f(xy,...,z,) =0 jinak.

Pre nas konkrétny pripad to znamend, ze ndhodny vektor (V, W) m4 hustotu
fv,w) =21f(v)f(w) pre 0 < v <w < oo

a f(v,w) = 0 inak. Pritom plati, ze f(v) = A-e~*?, pre v > 0 a analogicky aj pre f(w). Hustota
nahodného vektoru (V,W)' je teda

v (v, w) = 2 2 Mo tw), pre 0 < v < w < o0.
(V,w)
Tym péddom je zaroven zrejmé, ze ndhodné veliciny V' a W nie su vzajomne nezavislé. Nasledne

uz len staéi definovaf vhodnt transformaciu nahodného vektoru (V,W)T tak, aby sme dostali
pozadovant ndhodni veli¢inu U = V/W. PouZijeme nésledujicu transforméciu:

1% V/W U
—
w W w



A2.

Prislusné inverzné zobrazenie je
t=1: — =
Jakobidn inverzného zobrazenia je
w
|Jt—1| = =w,

tym padom zdruzend hustota ndhodného vektoru (U, W)T je
f(U,W) (ua w) = f(V,W) (tl_l(uv ’LU), t2_1(uv w)) : |Jt*1 | = 2)\26—)\uwe—kww’

pre u € (0,1) a w > 0. Zaroven sme vyuzili znacenie, kde tfl predstavuje prva zlozku inverzného
zobrazenia t~! a analogicky aj t5 ! osnacuje druht zlozku nverzného zobrazenia t 1.

Pozadovand hustota nahodnej veliciny U sa ziska preintegrovanim zdruzenej hustoty f(y,w)(u, w)
vzhladom k nadbytoénej premennej, t.j. premennej w. Plat{ teda

272 o0
] / w - AMu+ 1)6_’\(“"'1)“’dw7
0

— — 002 2 —Au+1)w A
o) = [ fw(wwdw = [~ 2x% wdv = £

pricom integral nie je ni¢ iné, ako strednd hodnota nahodnej veliciny s exponencialnym rozdelenim
s parametrom A - (u + 1) (kde v € (0,1)). Hustota ndhodnej veli¢iny U je preto

272 1 2

o) =S 3D - e Pevcb

a fu(u) =0 inak.

[Séria 1, Priklad B10]

Pre ndhodny vyber X;,..., X, z rovnomerného rozdelenia na intervale (0,6) pre 6§ > 0 chceme
ukdzaf, 7e ndhodna veli¢ina Z, = n(1 — W, /) konverguje v distribuicii ku Gamma rozdeleniu,
kde W, = X(,,) — X(1) je rozpatie ndhodného vyberu, teda maximum minus minimum.

Néhodny vyber pochddza zo spojitého rozdelenia. Oznaéme prislusni distribuéni funkciu ako F
a hustotu ako f. Pre zdruzené rozdelenie ndhodného vektoru (X(1), W,)" méme hustotu (bolo
odvodené na prvom cviceni) v tvare

hixgywo) (z,w) =n(n —1)f(2) f(z +w) [F(z +w) — F(z)} n—27 proz€Raw>0

a hustota je dodefinované nulou jinak. Dosadenim konkrétnej hustoty a distribu¢nej funkcie rov-
nomerného rozdelenia na intervale (0, 0) ziskame zdruzenu distribu¢nu funkciu ndhodného vektoru
(X)), Wn) T v tvare

1 1 z+w zyn2
: EH{ZG(O,H)} : gl{zﬂue(oyg)} . { . 5} , prozeRaw>0,

h(X(l)’W")(z, w)=n(n-—1)
¢o mozeme este upravit do tvaru

-1
h(X(l)ywn)(z,w) = % w2 proz € (0,0) aw € (0,0 — 2),



a hustota je nulova jinak (uvedomte si rolu jednotlivych indentifikdtorov v zépise hustoty a ndsledne
obmedzenia na z a w). Hustotu samotného rozpatia (t.j. ndhodnej veli¢iny W,,) ziskame preinte-
grovanim, t.j.

0—w
nn—1) ,_ nn—1) ,_ o—w
fw, (w) = / hix )W) (2, w)dz :/ %wn *dz = %w 2{2]
R 0

n(n —1)

= Tw"_Q - (0 —w), prew € (0,0)

pricemz hustota fy, (w) je definovand nulou jinak. Mdme teda vyjadreni hustotu ndhodnej veli¢iny
W,, a pomoci vety o transformécii ndjdeme hustotu pre ndhodnu veli¢inu Z,, = n(1 — W,,/0).
Prislusné transformécia (v znaceni pre prehladnost ponechdme zdvislost na n € N) m4 tvar

w
tn:w—>n(1—§) =1z

a jednd sa o linedrnu transforméciu (prosté, klesajice zobrazenie), ktord zobrazuje interval (0, 6)
na interval (0,n). Prislusné inverzné zobrazenie je

n

t_lzz—>(1—z—n)-9::w
n

a tiez plati, ze |(t; 1) (2)| = | —0/n| = 6/n. Ndhodn4 veli¢ina Z,, ma preto (z vety o transformécii)
hustotu
n(n —1) z\]"2 z 0
f2.0) = = [p(1=3)] - (0=0(1-7)) 7 Treeomy
n—1 zZ\" 2
= (1=0) s ey

Aby sme ukazali, Ze ndhodnd veli¢ina Z,, konverguje pre n — oo v distribiicii k ndhodnej veli¢ine
Y, ktord ma gamma rozdelenie, potrebujeme ukdzat, ze distribuénd funkcia ndhodnej veliciny
7, konverguje v bodoch spojitosti k distribu¢nej funkcii ndhodnej veliéiny Y. Ked'Ze v oboch
pripadoch sa jednd o absoliitne spojité rozdelenie, mozeme ekvivalentne vysetrit, ¢i hustota fyz,
bodovo konverguje k hustote gamma rozdelenia (oznacenie I'(k, «)), ktord je obecne definovana
predpisom
. ak k—1_—ay > 0

fy(y)—ﬁk)y e”™,  prey>0.
To bude nésledne implikovat aj konvergensiu distribuénych funkcif (tzv. Scheffé-ho lemma). Li-
mitnym prechodom a postupnym uvedomenim si nasledujucich faktov:

(a) =1 "

b) (1—z/n)"2 ™23 e
(c) (0,m) nese (0, 00)
(d) T(2)=1

vpodstate dostaneme vysledok, ze nahodnd veli¢ina Z,, konverguje v distribucii pre n — oo k
nahodnej veli¢ine Y s gamma rozdelenim I'(2, 1). Hustota fz, bodovo konverguje k hustote fy (y) =

ﬁy e Y. }]{y>0}



A3. [Séria 3, Priklad B6]
Pre ndhodny vyber X1, ..., X,, z rovhomerného rozdelenia na intervale (0,60x), pre fx > 0, je po-
trebné zostrojit presny interval spolahlivosti pre vyberovy medidn, definovany ako my = X (k+1)5
pricom plati, ze n = 2k + 1, pre n € N.

Riesenie:

V prvom rade je potrebné si uvedomit, Ze teoreticky medidn v rovhomernom rozdeleni na inter-
vale (0,0x) je mx = 0x/2. Zaroven plati, ze ak ndhodné veliciny X7,..., X, maji rovhomerné
rozdelenie na intervale (0,0 ), tak potom ndhodné veliciny X;/0x,...,X,/0x maji rovhomerné
rozdelenie na intervale (0,1) a teoreticky medidn je 1/2. Ak je X (1) teda (k + 1)-vou pofadovou
statistikou v usporiadanom ndhodnom vybere X (1, ..., X(,), tak potom X;41)/0x je (k+1)-vou
pofadovou statistikou v usporiadanom nahodnom vybere X)/0x, ..., X, /0x.

Obecne plati, ze k-ta poradova statistika v ndhodnom vybere X7, ..., X,, zo spojitého rozdelenia
s distribuénou funkciou F(z) a prislusnou hustotou f(z) ma hustotu, ktord lze vyjadrit ve tvaru

n—1
foy(@) =n 1 f@)F @)1= Fx)]"", prezeR

a preto pre (k + 1)-vi pofadovi statistiku (kde n = 2k + 1) dostaneme

2k
fosn@=n| | S@FE@M - F@F, prereR
Ked'ze ndhodné veli¢iny X /0x, ..., X, /0x maji rovhomerné rozdelenie na intervale (0,1) s dis-

tribuénou funkciou F(x) = = pre z € (0,1) (a F(x) =0prex < 0a F(z) =1, pre x > 1) a
hustotou f(x) = Iize(0,1)}), tak (k4 1)-va pofadova statistika X (;41)/0x ma hustotu

2k
fe+n(x) =n a¥(1—xz)F for z € (0,1) a f41)(x) = 0 jinak.
k

Néhodnd velicina X (;11)/0x ma teda Beta rozdelenie s parametrami a = k+1 a = k + 1. Této
ndhodn4 veli¢ina je zdroven nasim odhadom pre teoreticky medidn, teda hodnotu 1/2 (napr. mx).

Jedna z moznosti, ako zostrojit presny interval spolahlivosti pre medidn, teda parameter myx =
Ox /2 (ale tdto moznost nebola sprdvna v zmysle pozadovaného riesenia) by bolo vyuzit prislusné
kvantily beta rozdelenia. Beta rozdelenie ale nepatri k standardnym rozdeleniam v zmysle bezne
tabulovanych kvantilov. Preto (v zmysle spravneho rieSenia) je nutné hladat moznost, ako vyuzit
kvantily bud normélneho rozdelenia, studentovho ¢ rozdelenia, x? rozdelenia, alebo Fisherovho F'
rozdelenia (ktoré si bezne tabulované v Statistickych tabulkéch).

V tomto pripade pouzijeme to posledné—Fisherovo F' rozdelenie. Obecné totiz plati, ze pre
ndhodni veli¢inu s beta rozdelenim Z ~ Beta(a/2,8/2) mé transformovand ndhodnd veli¢ina
% Fisherovo F rozdelenie s o a 3 stupilami volnosti. V naSom konkrétnom pripade teda
dostavame, ze ak

X(k+1) 2(]43 + I)X(k+1)/9X X(k+1)
———* ~ Beta(k+1,k+1 = = ~ F .

Ox ( ) 20k + 1)(1 — X(oyn)/0x)  Ox — X(pyry  FFD2GHD
Pre prislusné kvantily (ktoré pre struénost oznaéime ako f, /2 & fi_qa/2) z Fisherovho F rozdelenia
s 2k + 2 a 2k + 2 stupiami volnosti, mozeme pisaf

Plis< X(k+1)

_ 2kt el =1-a
70X_X(k+1)ff1 /2



A4.

a pouzitim ekvivalentnych tprav tiez

X(kt1) X(k+1>] [ X(kt1) X(kt1)
plEE) g X < — P | X uq + <Ox < Xipip + —1-a.
flfa/2 * () fa/2 () flfa/Z X (1) foc/2

Ted' si uz jenom staéi uvédomit, Ze mame konfidenény interval pre parameter fx > 0, zatial
¢o v zadani sme pozadovali konfidenény interval pre parameter my = 60x/2. Staci teda horni
a dolnd hranicu intervalu podelit hodnotou 1/2 a ziskame interval spolehlivosti pro x/2, ¢o je
vlastne parameter teoretického medidnu v rovnomernom rozdeleni na intervale (0,0x).

[Séria 3, Priklad B7]

Pre ndhodny vyber Xi,..., X, z Poissonovho rozdelenia s parametrom A > 0 sestrojte pomoci
CLV priiblizny interval spolehlivosti pro A > 0. Pomoci CLV sestrojte také priblizny interval spoleh-
livosti pro parameter v/ a tento interval vyuzijte pro odvozeni pfiblizného intervalu spolehlivosti
pro A > 0.

RieSenie:
Centraln{ limitn{ véta fika, ze pro ndhodny vybér Xi,..., X,, ~ Poiss()\) (pre stredni hodnotu a
rozptyl plati, ze EX = X a tiez VarX = \) mame

VX, —A) 25 N0, N),
pre n — oo. Analogicky tiez
(Xn — )‘)
Sk LAY
vn Y

opat pre n — co. S vyuzitim kvantilov normovaného normalneho rozdelenia dostdvame

25 N(0, 1),

X, — A
P |:uoz/2 < \/77(\&) < Ul—a/2] ~1l-oa.

Problém ale nastane pri pokuse aplikovat ekvivalentné tpravy na vyraz v zdtvorke, aby sme osa-
mostatnili uprostred nezndmy parameter A > 0 a explicitne tak definovali dolni a horni medzu
intervalu spolahlivosti. RieSenie pontka tzv. Cramér-Slutského veta, ktora obecné fika, ze ak

[Xn Do X azéroven Y., iﬂ:} — X,Y, Pyex.

Teda ak postupnost nahodnych veli¢in konverguje v distribtcii k nejakému limitnému rozdeleniu
a postupnost vynisobime inou ndhodnou veliéinou, ktoré v pravdepodobnosti konverguje ku ne-
nulovej konstante, tak potom stic¢in konverguje v distribticii k povodnému limitnému rozdeleniu,
ktoré je danou konstantou prislusne preskalované.

Pre potreby tohto prikladu vyuzijeme Cramér-Slutského vetu néasledovne:

X,—N) VA (Xn—A\) p
\/ﬁ(7~ — =/n—"——=>-—=N(0,1).
Vi X, VX, 0.1
N————

—DP N(0,1) —PF1

Konvergenciu v distribicii pre prvy vyraz mame zaru¢enu centralnou limitnou vetou. Druhy vyraz
konferguje k pravdepodobnosti k jednotke, ¢o plynie z vety o spojitej transformdcii, pretoze X,
(vyberovy priemer) je konzistentnym odhadom parametru A > 0 (teoretickej strednej hodnoty).
Inymi slovami, neznamu smérodatni chyby v jmenovateli zlomku jsme nahradili konzistentnym
odhadem. Konfiden¢ny interval ziskame ekvivalentnymi tipravami z nasledujiceho vyrazu:



As.

Xn—A
P Uy /2 < \/{E(\/Xi) < Ul—a/2| = 1—a.

Pamitat na to, Ze sa jednd pouze o asymptoticky, resp. pfiblizny interval spolahlivosti.

Pre druhu ¢ast rieSenia vyuZijeme transforméciu g(x) = /. Dostaneme teda

V(g(Xa) — g(n) 25 N(0, [g' (V)2 - ).

Jednd sa o tzv. "rozptyl stabilizujicu transforméciu”, pretoze ¢'(z) = ﬁ alg(V))? = ﬁ a je
zrejmé, Ze nezndmy parameter sa v asymptotickom rozptyle vykrati. Asymptoticky rozptyl teda
nebude zavisief na nezndmom parametri A > 0 a dostaneme

P [ua/g >2vn(\/ X, — \f/\) >Ui_qp| X 1—a

Aplikéciou ekvivalentnych tprav ziskame pozadovany interval spolahlivosti parameter A > 0.

[Séria 3, Priklad B10]

Pomocou ndhodného vyberu Xi,..., X, z rozdelenia daného hustotou f(x,0) = 62! pre = €
(0,1) je potrebné zostrojif presny interval spolahlivosti a pomocou CLV aj priblizny interval
spolahlivosti pre # > 0 (a nejaké vhodné a € (0,1)).

RieSenie:

Je dobré si uvedomit, Ze sa jednd o Beta rozdelenie Beta(f,1) so strednou hodnotou EX; =
ﬁ a je prirodzené, ze odhad parametru sa snazime zostrojit pomocou vyberového priemeru
X, = %ZLI X; (kedZe je zrejmé vizba medzi nezndmym parametrom a strednou hodnotou).
Potrebujeme ale poznat presné rozdelenie nejakej vhodnej pivotnej Statistiky — napr. ndhodného
suctu Z?:l X;, aby sme boli schopni zostrojit presny interval spolahlivosti. VyuZijeme k tomu

transforméciu, ktoru pontka zadanie, t.j., ¢t : Y; = —log Xj.

Hustota ndhodnej veli¢iny Y; je dand (z vety o transformdcii) predpisom

Fr(y) = fxt @) - (E D)yl =07 | = e = e,

prey > 0 a fy(y) = 0 inak. Ndhodné veli¢iny — log X1, ..., —log X,, majui teda exponencidlne roz-
delenie s parametrom 6 > 0 (tak, ze strednd hodnota je E[—log X;] = 1/6). Zaroven uz pozndme
vztah medzi exponencidlnym rozdelenfm a Gamma rozdelenim (pripadne x? rozdelenim). Expo-
nenciélne rozdelenie s parametrom jedna polovina (t.j., strednd hodnota je 2) je to samé rozdelenie,
ako Gamma(A = %, n = 1). Zaroven sicet n nezavislych ndhodnych veli¢in s exponencidlnym roz-
delenim s parametrom A > 0 m4 Erlangovo rozdelenie s parametrami n (velikost souctu) a A > 0
— o je vlastne Gamma(), n) rozdelenie. A nakoniec vieme, ze Gamma(, %) je vlastne x? roz-
delenie s n stupniami volnosti. Toto vietko potrebujeme vyuzit ku konstrukcii presného intervalu
spolahlivosti pre neznédmy parameter 6 > 0.

Nahodny siucet —20 Y " | log X; ma Erlangovo rozdelenie Erlang(n, %) (pretoze strednd hodnota
E[-20log X;] = 20 E[—log X;] = 2, ¢o znamen4, Zze ndhodn4 veli¢ina —26 log X; ma exponencidlne
rozdelenie s parametrom A = 1).

Celkovo teda dostaneme, ze

- 1
—QQZlogXi ~ F(n, 5) =3,
i=1



Pre presny interval spolahlivosti ndm staéf pouzit kvantily y? rozdelenia s 2n stupiiami volnosti
a dostaneme vyraz

r

X%n(a/z) < _QGZIOg X; < X%n(l - Q/Q)] =l-o

=1

Ekvivalentnymi iipravami ziskame z predchadzajticeho vyrazu potrebny (presny) interval spolahlivosti
pre neznamy parameter 6 > 0.

Pre priblizny interval spolahlivosti pouZijeme Centralnu limitni vetu (CLV), vdaka ktorej vieme,

V(G s ) 2N (0. )

To zaroven znamena, ze

v i (g X)) — 5)

1

L2, N(0,1).
]
Pouzitim kvantilov standardného normélneho rozdelenia ziskame vyraz

P

0 n
Ugyo < Vvn (n E (—log X;) — 1) < ula/Q] ~l—a
i=1

a pomocou ekvivalentnych tprav ziskame koneény vyraz pre priblizny interval spolahlivosti pre
neznamy parameter 6 > 0.



