
NMFM301 – Statistika pro finančńı matematiky

Pořádkové statistiky. Konstrukce intervalových odhad̊u

Podrobné riešenie pŕıkladov (A) a výsledky (B) z 3. cvičenia

A Př́ıklady na cvičeńı

A1. Na zastávce Křiž́ıkova kdysi stavěla v pravidelných intervalech tramvajová linka č. 3. Student MFF
UK touto linkou jezdil na Florenc. Na zastávku chodil ve zcela náhodných okamžićıch (j́ızdńı řády
se tenkrát na zastávkách nevystavovaly) a po deseti př́ıchodech na zastávku byla nejdeľśı doba
čekáńı na tramvaj 11 minut. Spoč́ıtejte přesný 95 % interval spolehlivosti pro délku intervalu
tramvaové linky č. 3.

Řešeńı:
Pravidelné př́ıjezdy tramvajové linky na zástávku (t.j., vždy po stejném čase) a zcela náhodné
př́ıchody studenta na zastávku znamenaj́ı, že doba čekáńı studenta na tramvaj má rovnoměrné
rozděleńı na intervalu nula (t.j. student dojel právě v čase, když tramvaj přijela na zastávku a
čekat nemusel) až θ > 0 (t.j. student přijel na zastávku zrovna když tramvaj odjela a na druhú
tramvaj muśı čekat celý interval, který je mezi dvoma přijazdmi tramvaje). Student proto źıska
náhodný výběr X1, . . . , Xn z rovnoměrného rozděleńı R(0, θ), pro nějaké neznéme θ > 0.

Distribučná funkcia náhodnej veličiny X(n) (n-tej poradovej štatistiky, t.j. nejdeľśı doba čekáńı)
je [F (x)]n a pŕıslušná hustota je nf(x)[F (x)]n−1, pričom F (x) a f(x) je distribučná funkcia, resp.
hustota náhodnej velčiny Xi.

Navyše pre náhodné veličiny X1, . . . , Xn z rovnomerného rozdelenia na intervale (0, θ) plat́ı,
že transformované náhodné veličiny X1

θ , . . . , Xn

θ majú rovnomerné rozdelenie na intervale (0, 1).

Náhodná veličina
X(n)

θ má preto rozdelenie s distribučnou funkciou

F(n)(x) = xn pre x ∈ (0, 1),

a F(n)(x) = 0 pre x < 0 a F(n)(x) = 1 pre x > 1. Pŕıslušná hustota náhodnej veličiny
X(n)

θ je

f(n)(x) = nxn−1I{x∈(0,1)},

čo je vlastne hustota Beta rozdelenia s parametrami α = n a β = 1 (Beta(n, 1)). Z defińıcie
kvantilu zároveň vieme, že plat́ı

P
[
cα/2 <

X(n)

θX
< c1−α/2

]
= 1− α, (1)

kde cα/2 a c1−α/2 sú pŕıslušné kvantily daného beta rozdelenia. Ich presné hodnoty źıskame po-

mocou distribučnej funkcie náhodnej veličiny
X(n)

θ následovne:

α

2
= P

[X(n)

θ
≤ cα/2

]
= F(n)(cα/2) = cnα/2;

1− α

2
= P

[X(n)

θ
≤ c1−α/2

]
= F(n)(c1−α/2) = cn1−α/2,
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kde v každom riadku prvá rovnost’ plynie z defińıcie kvantilu, druhá rovnost’ z defińıcie distribučnej
funkcie, a posledná, tretia rovnost’ z konkrétneho tvaru distribučnej funkcie F(n)(x) = xn, pre

x ∈ (0, 1). Pre kvantily teda dostávame rovnosti: cα/2 = n
√

α
2 a c1−α/2 = n

√
1− α

2 a presný interval
spol’ahlivosti pre parameter θ > 0 dostaneme z rovnosti (1) (pomocou vhodných ekvivalentných
úprav) v tvare

P
[ X(n)

n
√
1− α/2

< θ <
X(n)

n
√

α/2

]
= 1− α.

A2. Necht’ X1, . . . , Xn je náhodný výběr z exponenciálńıho rozděleńı s parametrem λX > 0.
Sestrojte přesný interval spolehlivosti pro EXi = 1/λX založený na náhodné veličině

∑n
i=1 Xi.

Řešeńı:
Opät’ využijeme možnost’ transformovat’ pôvodné náhodné veličiny X1, . . . , Xn. Zároveň využijeme
fakt, že exponenciálne rozdelenie s parametrom λX = 1

2 je vlastne Gamma rozdelenie s parame-
trami 1

2 a 1 (t.j. Exp( 12 ) ≡ Γ( 12 , 1)) a súčet nezávislých náhodných velič́ın s takýmto rozdeleńım
má potom Gamma rozdelenie, s parametrami 1

2 a n. Postupne teda dostaneme nasledujúce riadky:

X1, . . . , Xn ∼ Exp(λX)

λXX1, . . . , λXXn ∼ Exp(1) (lebo E[λXXi] = λXEXi = 1)

2λXX1, . . . , 2λXXn ∼ Exp
(1
2

)
≡ Γ

(1
2
, 1
)

n∑
i=1

2λXXi = 2λX

n∑
i=1

Xi ∼ Γ
(1
2
, n
)
≡ χ2

2n

Posledna rovnost’ (≡) plynie z faktu, že Γ(1/2, n/2) ≡ χ2
n (t.j., χ2 rozdelenie s n stupňami vol’nosti).

S využit́ım defińıcie kvantilov môžeme naṕısat’ nasledujúcu rovnost’:

P

[
χ2
2n(α/2) < 2λX

n∑
i=1

Xi < χ2
2n(1− α/2)

]
= 1− α,

kde χ2
2n(α/2) a χ2

2n(1− α/2) sú pŕıslušné kvantily χ2 rozdelenia s 2n stupňami vol’nosti. Ekviva-
lentnými úpravami dostaneme vzt’ah (a zároveň presný interval spol’ahlivosti pre strednú hodnotu
µ = EXi =

1
λx

> 0)

P

[
2
∑n

i=1 Xi

χ2
2n(1− α/2)

<
1

λX
<

2
∑n

i=1 Xi

χ2
2n(α/2)

]
= 1− α.

Hodnotu α ∈ (0, 1) voĺıme dostatočne malú, aby mal interval spol’ahlivosti rozumné pokrytie.
Najčasteǰsie vol’by pre α ∈ (0, 1) sú napr. α = 0.05, alebo α ∈ {0.1, 0.01, 0.005}.

A3. Necht’ X1, . . . , Xn je náhodný výběr z exponenciálńıho rozděleńı s neznámým parametrem λX > 0.

(a) Pomoćı centrálńı limitńı věty sestrojte přibližný interval spolehlivosti pro λX .

Řešeńı:
Interval spol’ahlivosti pre strednú hodnotu EXi = 1

λX
(odvodený vyššie), je možné priamo

využit’ aj pre odvodenie intervalu spol’ahlivosti pre neznámy parameter λX > 0. Jedná sa ale
o presný interval spol’ahlivosti, pretože sme poznali presné rozdelenie vhodnej štatistiky, v
tomto pŕıpade náhodnej veličiny 2λX

∑n
i=1 Xi ∼ χ2

2n. Namiesto presného rozdelenia ale teraz
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využijeme asymtotické vlastnosti – konkrétne centrálnu limitnú vetu (CLV), ktorá nám pre
súčet nezávislých a rovnako rozdelených náhodných velič́ın s konečným rozptylom dáva

√
n(X − EXi)

D→N(0, varXi),

kde X je klasický výberový priemer. Jedná sa o konvergenciu v distribúcii. Špeciálne pre
náhodné veličiny s exponenciálnym rozdeleńım s parametrom λX > 0 (tak, že EXi = 1

λX
)

dostaneme z CLV

√
n
(
X − 1

λX

)
D→N

(
0,

1

λ2
X

)
, (2)

resp. ekvivalentný zápis v tvare

√
nλX

(
X − 1

λX

)
D→N (0, 1) .

S využit́ım kvantilov normálneho (štandardizovaného) rozdelenia možeme naṕısat’ rovnost’

P [−u1−α/2 <
√
n(λXX − 1) < u1−α/2] → 1− α,

pre n → ∞. Hodnota u1−α/2 je (1 − α/2) kvantil normálneho N(0, 1) rozdelenia. Ekviva-
lentnými úpravami dostaneme asymtotický interval spol’ahlivosti

P
[ 1
X

−
u1−α/2√

nX
< λX <

1

X
+

u1−α/2√
nX

]
→ 1− α,

opät’ pre n → ∞. Č́ım je rozsah náhodného výberu väčš́ı, tým je pokrytie neznámeho para-
metru (v pravdepodobnosti) bližšie k požadovanej hodnote 1− α.

(b) Pomoćı centrálńı limitńı věty sestrojte přibližný interval spolehlivosti pro log λX a z něho
odvod’te přibližný interval spolehlivosti pro λX .

Řešeńı:
Opät’ nás zauj́ıma asymptotický interval spol’ahlivosti pre neznámy parameter λX zostrojený
na základe náhodného výberu X1, . . . , Xn z exponenciálneho rozdelenia Exp(λX) (tak, že
EXi = 1

λX
). Využijeme k tomu transformáciu g(x) = log(x). Ked’že stále plat́ı centrálna

limitná veta v (2) , dostaneme s použit́ım transformácie aj

√
n

(
log(X)− log

( 1

λX

))
D→N

(
0,

1

λ2
X

·
[
g′
(

1

λX

)]2)
.

To vlastne plynie z Taylorovho rozvoju funkcie log(x) v okoĺı bodu x = EXi =
1

λX
, pretože

g(X) ≈ g(EXi) + g′(EXi)(X − EXi),

čo po dosadeńı a jednoduchých úpravach dáva výraz

√
n

(
log(X)− log

(
1

λX

))
≈

√
ng′(EXi)(X − EXi),

pričom z CLV už vieme, že náhodná veličina na pravej strane od znamienka ’≈’ má asympto-

ticky normálne rozdelenie N
(
0, 1

λ2
X
· [g′ (EXi)]

2
)
. A preto aj l’avá strana má rovnaké asympto-

tické rozdelenie. Ked’že g′(x) = 1/x a g′(1/λX) = λX , tak dosadeńım a využit́ım kvantilov
štandardizovaného normálneho rozdelenia dostaneme výraz

P

[
−u1−α/2 <

√
n

(
log(X)− log

(
1

λX

))
< u1−α/2

]
→ 1− α,
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a jednoduchými ekvivalentnými úpravami dostaneme

P

[
− log(X)−

u1−α/2√
n

< log(λX) < − log(X) +
u1−α/2√

n

]
→ 1− α,

čo je asymptotický interval spol’ahlivosti pre neznámy parameter log(λX). Aplikovańım expo-
nenciály na všetky tri členy v zátvorke dostaneme aj asymptotický interval spol’ahlivosti pre
parameter λX > 0 v tvare

P

[
1

X
e
−

u1−α/2√
n < λX <

1

X
e

u1−α/2√
n

]
→ 1− α,

pre n → ∞.

A4. Máme-li dva nezávislé náhodné výběry X1, . . . , Xn ∼ Exp(λX) a Y1, . . . , Ym ∼ Exp(λY ). Odvod’te
přesný interval spolehlivosti pro parametr ϱ = λX/λY .

Řešeńı:
Analogicky, ako v pŕıklade A2 možeme využit’ vhodné transformácie oboch náhodných výberov:

2λXX1, . . . , 2λXXn ∼ Exp(1/2) ≡ Γ(1/2, 1)

2λY Y1, . . . , 2λY Ym ∼ Exp(1/2) ≡ Γ(1/2, 1).

Zároveň plat́ı, že

2λX

n∑
i=1

Xi ∼ χ2
2n a 2λY

m∑
i=1

Yi ∼ χ2
2m,

pričom obe náhodné veličiny sú vzájomne nezávislé. S využit́ım defińıcie F rozdelenia a kvantilov
tohto rozdelenia môžeme ṕısat’, že

2λx
∑n

i=1 Xi

n
2λY

∑m
i=1 Yi

m

∼ Fn,m

a tiež

P

[
fn,m(α/2) <

λX

λY
·
m
∑n

i=1 Xi

n
∑m

i=1 Yi
< fn,m(1− α/2)

]
= 1− α,

kde fn,m(α/2) a fn,m(1 − α/2) sú pŕıslušné kvantily F rozdelenia s n a m stupňami vol’nosti.
Ekvivalentnými úpravami sa źıska presný interval spol’ahlivosti pre neznámi parameter (pomer)
ϱ = λX/λY .
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B Výsledky

B1. EXi = λ =⇒ λ̂MM = Xn = 1
n

∑n
i=1 Xi (t.j., výběrový pr̊uměr, který je ze zákona velkých

č́ısel nestranný a konzistentńı)

B2. EXi =
θ2

3 =⇒ θ̂MM =
√
3Xn a použit́ım věty o spojité transformaci je odhad konzistentńı;

B3. EXi = 0 ze symetrie rozděleńı, ale EX2
i = 2θ2 =⇒ θ̂MM =

√
X2

n/2, kde X2
n = 1

n

∑n
i=1 X

2
i .

Použit́ım věty o spojité transformaci je odhad konzistentńı;

B4. EXi =
θ+1
2 =⇒ θ̂MM = 2Xn = 1. Odhad je nestranný a konzistentńı.

B5. Např́ıklad plat́ı, že E

 Xi

X2
i

 =

 µ

σ2 + µ2

, proto θ̂n =

 µ̂

σ̂2

 =

 Xn

X2
n − (Xn)

2

.
B6. Teoretický median je mX = θ

2 a plat́ı, že Xi

θ ∼ R(0, 1), pro i = 1, . . . , n. Proto
X(k+1)

θ ∼ Beta(k +
1, k+1). K přesnému intervalu lze využit vztah mezi beta rozděleńım a Fisherovým F rozděleńım.
Plat́ı, že pokud Z ∼ Beta(α, β), pak transformovaná náhodá veličina 2βZ

2α(1−Z) má Fisherovo F

rozděleńı s 2α a 2β stupněmi volnosti.

B7. (a) CLV + Cramér-Slusky dáva vztah P
[
uα/2 ≤

√
n(λ̂n−λX)√

λ̂n

≤ u1−α/2

]
→ 1− α, pro n → ∞;

(b) CLV + ∆-metóda dáva vztah P
[
uα/2 ≤ 2

√
n(

√
λ̂n −

√
λX) ≤ u1−α/2

]
→ 1− α, pro n → ∞;

Ekvivalentnými úpravami źıskame požadované intervaly spolahlivosti pre neznámy parametr λX .

B8. (a) X2
i ∼ Exp(1/2θ2), t.j. EX2

i = 2θ2;
(b) 1

θ2Xi ∼ Exp( 12 ) ≡ γ(1, 1
2 ) ≡ χ2

2 a taktiež 1
θ2

∑n
i=1 Xi ∼ Γ(n, 1

2 ) ≡ χ2
2n. Požadovaný přesný

interval spolehlivosti je proto založen na vztahu P
[
χ2
2n(α/2) ≤ 1

θ2

∑n
i=1 Xi ≤ χ2

2n(1−α2)
]
= 1−α,

kde χ2
2n(·) sú př́ıslušné kvantily χ2-rozděleńı s 2n stupněmi volnosti.

(c) Lze (např.) využit vztah
√
n

1
n

∑n
i=1 X2

i −2θ2

2θ2

n→∞∼ N(0.1).

B9. CLV pro Xn a následně ∆-metóda pro g(x) = log
(

x
1−x

)
;

B10. (a) Lze využit bud’ fakt, že Yi ∼ Exp(θX) a tud́ıž −2θ logXi ∼ Exp( 12 ), lebo použ́ıt vztah mezi

beta rozděleńım a F rozděleńım, protože Xi ∼ Beta(θ, 1) a proto 2Xi

2θ(1−Xi)
∼ F2θ,2.

(b) Lze využit bud’ náhodné veličiny Xi a fakt, že EXi =
1
θ , nebo náhodné veličiny Yi a fakt, že

EYi =
θ

θ+1 .
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