NMFM301 — Statistika pro finanéni matematiky

Poradkové statistiky. Konstrukce intervalovych odhadu

Podrobné riesenie prikladov (A) a vysledky (B) z 3. cvicenia

Al.

Piiklady na cviceni

Na zastavce Kiizikova kdysi stavéla v pravidelnych intervalech tramvajova linka ¢. 3. Student MFF
UK touto linkou jezdil na Florenc. Na zastavku chodil ve zcela ndhodnych okamzicich (jizdni fady
se tenkrdt na zastdvkach nevystavovaly) a po deseti pfichodech na zastdvku byla nejdelsi doba
¢ekani na tramvaj 11 minut. Spocitejte presny 95 % interval spolehlivosti pro délku intervalu
tramvaové linky ¢. 3.

Resen:

Pravidelné pifjezdy tramvajové linky na zdstdvku (t.j., vzdy po stejném case) a zcela ndhodné
prichody studenta na zastavku znamenaji, ze doba ¢ekani studenta na tramvaj ma rovnomérné
rozdéleni na intervalu nula (t.j. student dojel prévé v case, kdyz tramvaj pfijela na zastavku a
¢ekat nemusel) az 6 > 0 (t.j. student pfijel na zastdvku zrovna kdyz tramvaj odjela a na druhu
tramvaj mus{ ¢ekat cely interval, ktery je mezi dvoma pfijazdmi tramvaje). Student proto ziska
ndhodny vybér X, ..., X, z rovhomérného rozdéleni{ R(0, ), pro néjaké neznéme 6 > 0.

Distribu¢na funkcia ndhodnej veliciny X(,) (n-tej poradovej statistiky, t.j. nejdelsi doba cekéni)
je [F(x)]™ a prislusnd hustota je nf(z)[F(x)]"~!, pricom F(z) a f(x) je distribuénd funkcia, resp.
hustota ndhodnej veléiny Xj;.

Navyse pre ndhodné veliciny Xi,...,X, 2z rovnomerného rozdelenia na intervale (0,6) plati,

ze transformované nahodné veli¢iny %, ey % majui rovnomerné rozdelenie na intervale (0,1).

. b e X ) . N .
Nahodn4 veli¢ina é ) m4 preto rozdelenie s distribuénou funkciou

Frny(z) = 2" pre z € (0,1),

a Fi,)(z) =0 pre x < 0 a F(,,)(z) = 1 pre z > 1. Prislusnd hustota ndhodnej veliciny Xé"’ je

f(n) (z) = nmn_lﬂ{ze(o,l)}a

¢o je vlastne hustota Beta rozdelenia s parametrami o = n a § = 1 (Beta(n,1)). Z definicie
kvantilu zaroven vieme, ze plati

P[ca/2<@<cl_a/2} =1—-«a (1)
Ox ’
kde cq/2 @ ¢1_q/2 s prislusné kvantily dané¢ho beta rozdelenia. Ich presné hodnoty ziskame po-
mocou distribucnej funkcie ndhodnej veli¢iny % nasledovne:

o Xn n

5= P[ () < CQ/Q} = Fin)(cay2) = oo

«@ X(") n

1- b) = P[T < Cl—(x/2:| = F(n)(Cl—a/z) = Cl_a/2



kde v kazdom riadku prvé rovnost plynie z definicie kvantilu, druhd rovnost z definicie distribuénej
funkcie, a posledné, tretia rovnost z konkrétneho tvaru distribuénej funkcie F(n)( x) = z™, pre
x € (0,1). Pre kvantily teda dostavame rovnosti: ¢, /2 = Vg acyi_q/2 = {/1 — 5 apresny interval
spolahlivosti pre parameter § > 0 dostaneme z rovnosti (1) (pomocou vhodnych ekvivalentnych
Uprav) v tvare

(n) } 1—a.

Xn)
o B——— O
{\”/1701/2 =0 Ya

A2. Necht X1,..., X, je ndhodny vybér z exponencidlniho rozdélen{ s parametrem Ax > 0.
Sestrojte presny interval spolehlivosti pro E X; = 1/Ax zalozeny na ndhodné veliciné > | X;.

Reseni:

Opét vyuzijeme moznost transformovat povodné ndhodné veliciny X1, ..., X,,. Zaroveii vyuZijeme
fakt, Ze exponencidlne rozdelenie s parametrom Ax = % je vlastne Gamma rozdelenie s parame-
trami 1 a 1 (t.j. Eap(3) =T'(3,1)) a stcet nez:ivislych nahodnych veli¢in s takymto rozdelenim
ma potom Gamma rozdelenie, s parametrami 1 5 an. Postupne teda dostaneme nasledujice riadky:

XlaaXnNEmp()‘X)
/\XAXh...,/\XAXnNEl‘p( ) (lebo E[)\XAX}—A)(E)Q:l)

2AXX1,...,2AXXn~Exp) ( )
;%\XXi - ZAX;Xi ~ F<§,n) =2

Posledna rovnost (=) plynie z faktu, ze I'(1/2,n/2) = x2 (t.j., x° rozdelenie s n stupfiami volnosti).
S vyuzitim definicie kvantilov moZeme napisat nasledujicu rovnost:

P

=1

X3n(0/2) < 20x Y Xi < x3,(1— a/2)] =1-aq,

kde X3, (a/2) a x3,(1 — a/2) st prislusné kvantily x? rozdelenia s 2n stupiiami volnosti. Ekviva-
lentnymi ﬁpravami dostaneme vztah (a zdroveii presny interval spolahlivosti pre stredni hodnotu
uw=FEX; = )\ > 0)
p[2EmN 1 2L,
Xan(L—a/2) ~ Ax  x3.(a/2)
Hodnotu a € (0,1) volime dostatoéne mald, aby mal interval spolahlivosti rozumné pokrytie.
Najcastejsie volby pre o € (0,1) st napr. a = 0.05, alebo a € {0.1,0.01,0.005}.

A3. Necht X1,..., X, je ndhodny vybér z exponencidlniho rozdéleni s nezndmym parametrem Ax > 0.

(a) Pomoci centralni limitni véty sestrojte priblizny interval spolehlivosti pro Ax.

Reseni:

Interval spolahlivosti pre strednii hodnotu EX; = i (odvodeny vyssie), je mozné priamo
vyuzit aj pre odvodenie intervalu spolahlivosti pre nezndmy parameter Ax > 0. Jedn4 sa ale
o presny interval spolahlivosti, pretoze sme poznali presné rozdelenie vhodnej Statistiky, v
tomto pripade ndhodnej veliciny 2Ax >, X; ~ x3,,. Namiesto presného rozdelenia ale teraz



(b)

vyuzijeme asymtotické vlastnosti — konkrétne centrdlnu limitnd vetu (CLV), ktord ndm pre
sucet nezavislych a rovnako rozdelenych ndhodnych veli¢in s koneénym rozptylom déava

V(X — EX;) B N(0,var X;),

kde X je klasicky vyberovy priemer. Jednd sa o konvergenciu v distribicii. Specidlne pre
ndhodné veli¢iny s exponencidlnym rozdelenim s parametrom Ax > 0 (tak, ze EX; = ﬁ)
dostaneme z CLV

— 1 1
ﬁ(Xf—)gN 0, ), 2)
Ax A%
resp. ekvivalentny zapis v tvare
— 1 D
\/EAX<X - —) BN (0,1).
Ax
S vyuzitim kvantilov normalneho ($tandardizovaného) rozdelenia moZeme napisat rovnost
Pl—ui_nj2 < Vn(AxX —1) <ui_qp) =+ 1—a,

pre n — oo. Hodnota u;_q/2 je (1 — a/2) kvantil normdlneho N(0,1) rozdelenia. Ekviva-
lentnymi tpravami dostaneme asymtoticky interval spolahlivosti

1 way

1 U
= — = < Ax < =+ ——
X Jax YT X T Unx
opaf pre n — oo. Cim je rozsah nahodného vyberu vicsi, tym je pokrytie nezndmeho para-
metru (v pravdepodobnosti) blizsie k pozadovanej hodnote 1 — a.

Pomoci centralni limitni véty sestrojte pfiblizny interval spolehlivosti pro logAx a z ného
odvod'te pfiblizny interval spolehlivosti pro Ay.

Regent:

Opit néds zaujima asymptoticky interval spolahlivosti pre nezndmy parameter \x zostrojeny
na zéklade ngdhodného vyberu Xi,..., X, z exponencidlneho rozdelenia Exp(Ax) (tak, ze
EX; = i) Vyuzijeme k tomu transformdciu g(x) = log(z). KedZe stdle plati centrdlna
limitnd veta v (2) , dostaneme s pouzitim transformaécie aj

N (1og(X) ~log (;}()) 2N <07 ;g( : {g/ (;X)r> .

To vlastne plynie z Taylorovho rozvoju funkeie log(z) v okoli bodu . = EX; = i, pretoze
9(X) ~ g(EX;) + ¢'(EX;)(X — EX;),

¢o po dosadeni a jednoduchych tpravach dava vyraz

_ 1 _
NG <1og<X> ~log (AX>) ~ Vg (EX,)(X — EX,),
pricom z CLV uz vieme, ze ndhodna veli¢ina na pravej strane od znamienka ’a’ ma asympto-

1
By
tické rozdelenie. Kedze ¢'(z) = 1/x a ¢'(1/Ax) = Ax, tak dosadenim a vyuzitim kvantilov
Standardizovaného normélneho rozdelenia dostaneme vyraz

— 1
P |:—U1a/2 <+/n (1og(X) — log (/\X>) < Ula/2:| —1-aq,

ticky normélne rozdelenie N (O g’ (EXZ)]2> A preto aj lavé strana m4 rovnaké asympto-



a jednoduchymi ekvivalentnymi ipravami dostaneme

Ul—a/2 Ul—a/2

vn vn

¢o je asymptoticky interval spolahlivosti pre nezndmy parameter log(Ax ). Aplikovanim expo-
nencidly na vsetky tri ¢leny v zétvorke dostaneme aj asymptoticky interval spolahlivosti pre
parameter Ax > 0 v tvare

P {— log(X) — < log(Ax) < —log(X) + } —1—a

1 Yl—a/2 1 *1-ay/2
Pfe Vi < Ax < =e Vn —-1—-a,

pre n — oQ.

A4. Mame-li dva nezdvislé ndhodné vybéry Xi,..., X, ~ Exp(Ax) a Y1,...,Y,, ~ Exp(Ay). Odvod'te

presny interval spolehlivosti pro parametr o = Ax /Ay.

Reseni:
Analogicky, ako v priklade A2 mozeme vyuzif vhodné transformécie oboch ndhodnych vyberov:

AxX1,..., 20 x Xy ~ Exp(1/2) = (1/2,1)
22y Y1, .. 20vY,, ~ Exp(1/2) =T(1/2,1).

Zaroven plati, ze

n m
2 2
2Ax E Xi ~ Xan a 2Ay E Yi ~ Xom,

i=1 i=1

pricom obe ndhodné veli¢iny su vzajomne nezavislé. S vyuzitim definicie F rozdelenia a kvantilov
tohto rozdelenia moézeme pisat, ze
20 D07 X
__n
2Ay Zill Yi
m

~ Fn,m

a tiez Z”
)\X m - Xi
amlaf) < 35 TR
kde fnm(a/2) a fnm(l — a/2) si prislusné kvantily F rozdelenia s n a m stupiiami volnosti.
Ekvivalentnymi tipravami sa ziska presny interval spolahlivosti pre neznami parameter (pomer)

0= Ax/Ay.

< fam(l—a/2)| =1—a,



B1.

B2.

B3.

B4.

B5.

B6.

B7.

BS8.

B9.

Vysledky
EX; =X = Aym = Xn = %ZLI X; (t.j., vybérovy prumér, ktery je ze zdkona velkych
¢isel nestranny a konzistentni)

EX; = % == §MM = v/3X,, a pouzitim véty o spojité transformaci je odhad konzistentnf;

EX; = 0 ze symetrie rozdélen{, ale EX? = 20? = é\MM = \/ﬁn/l kde X2, = % S X2
Pouzitim véty o spojité transformaci je odhad konzistentni;

EX;, = 0-571 = ¢/9\MM =2X, = 1. Odhad je nestranny a konzistentni.

) ) Xi % ~ m X,
Napriklad plati, ze F = ,proto 8, = | __ | =] __ .
X? o2 + p? o2 X2, —(X,)?
Teoreticky median je myx = & a plat, ze 5t ~ R(0,1), pro i = 1,...,n. Proto % ~ Beta(k +

1,k+1). K pfesnému intervalu lze vyuzit vztah mezi beta rozdélenim a Fisherovym F rozdélenim.
Plati, ze pokud Z ~ Beta(a, ), pak transformovand ndhoda veli¢ina % mé& Fisherovo F
rozdéleni s 2« a 28 stupnémi volnosti.

(a) CLV + Cramér-Slusky déva vztah P[ua/g < YiG_2x) < ul—a/2i| —1—a, pron — oo;

An
(b) CLV 4+ A-metéda dava vztah P[ua/z < 2\/77(\/2 —Vx) < ul_a/g} —1—a, pron — oo;
Ekvivalentnymi tipravami ziskame pozadované intervaly spolahlivosti pre nezndmy parametr Ax.
(a) XZ? ~ Exp(1/20%), t.j. EX? = 26%
(b) 5X; ~ Exp(3) = ~v(1,3) = X3 a taktiez gz > . X; ~ I'(n, 1) = x3,. Pozadovany piesny
interval spolehlivosti je proto zalozen na vztahu P [X%n(a/2) < &YX <x3,0 —042)} =1-a,
kde x3,,(-) st piislusné kvantily y2-rozdéleni s 2n stupnémi volnosti.

X2-20% n—oo

(¢c) Lze (napf.) vyuzit vztah fﬂ:% ~7 N(0.1).

CLV pro X,, a nasledné A-metéda pro g(z) = log (ﬁ),

B10. (a) Lze vyuzit bud fakt, ze Y; ~ Exp(fx) a tudiz —260log X; ~ Exp(3), lebo pouzit vztah mezi

beta rozdélenim a F rozdélenim, protoze X; ~ Beta(0,1) a proto % ~ Fyp 9.
(b) Lze vyuzit bud ndhodné veli¢iny X; a fakt, ze EX; = &, nebo ndhodné veli¢iny Y; a fakt, ze
9

0>
EY: = g5



