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Poradkové statistiky. Nestrannost a konsistence odhadu

Teoretické cvicenie #2 | Zimni semestr 2024 /2025

Pro ndhodny vybér Xi,..., X, z néjakého rozdeleni F' definujeme usporddany vybér X(i),..., X ),

kde X(1y je tzv. prvni pofadova statistika ndhodného vybéru (t.j. minimum X, ..., X,) a X, je n-ta
poradové statistika ndhodného vybéru (t.j. maximum Xy, ..., X,,). Obecné plati, Ze ndhodnd veli¢ina
X(k) je teda k-tou nejmensi hodnotou v realizovaném ndhodném vybéru Xy, ..., X,.

Specidlné v piipadé, ze n = 2k + 1 pro né&jaké k € N, pak definujeme vybérovy medidn ndhodného
vyberu Xi,..., X, jako X,, = X(41) (t.j. prostiedni hodnota v uspotddaném vyberu Xy,..., X))
Ak je rozsah ndhodného vybéru sudy (t.j. n = 2k pro néjaké k € N), pak je vybérovy medidn definovin
jako primér dvou prostiednich pozorovani, t.j. X, = (X ) + X(41))/2.

A Priklady na cviceni
Necht X1,...,X, je ndhodny vybér ze spojitého rozdéleni s distribuéni funkci F' a hustotou f.

A1l. Necht n =2k + 1.

e Najdéte hustotu prostfedniho pozorovani, t.j. vybérového medidnu Xz 1)-

e Nechf X; m4 rovnomérné rozdéleni na intervalu (0, 1). Spo&itejte E X(k+1) a var X(gy1)-

e Necht X; ~ R(0,0). Je X(j41) nestrannym a/nebo konsistentnim odhadem medidnu rozdélent
R(0,8)? [Pouzijte tvrzeni P.7.5]

A2. Necht X; m4 exponencialni rozdéleni s parametrem 1.

e Definujte
Z1 :nX(1)7 ZkZ(n—k—‘rl)(X(k)—X(k,l)), k=2,...,n.
Ukazte, ze Zy,. .., Zy jsou nezavislé stejné rozdélené ndhodné veli¢iny s rozdélenim Exp(1).
e Vyjddrete X(,) pomoct linedrnf kombinace veli¢in Z1, . .., Z, a pomoci tohoto vztahu spocitej-

te E X(,y a var X(, (pro libovolné r = 1,...,n).
e Necht X; ~ Exp(\) an = 2k + 1. Je X(;41) nestrannym a/nebo konsistentnim odhadem
medidnu rozdéleni Exp(A)?

A3. Necht X; mé rozdéleni R(f1, 02). Najdéte nestranné odhady parametrii 6; a 65 zaloZené na maximu
X(n) a minimu X q).

A4. Pro ndhodny vybér Xi,...,X, z Poissonova rozdéleni s parametrem A > 0 ukazte, ze py =
(1 — L)nXn je nestrannym a konzistentnim odhadem py = P[X; = 0].



B

Dopliujici piiklady (nahrazovani, samostatné procvic¢ovani)

7 mnasledujiicich prikladov je potrebné samostatne spoéitat aspon dva priklady (podla vlastného
vyberu) a rieenie zaslat emailom na adresu cviciaceho ([hlavka,maciak]@karlin.mff.cuni.cz),
pripadne dorucit osobne na zaéiatku treticho cviéenia.
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Necht X1,..., X, je ndhodny vybér z rozdéleni R(0,6). Zjistéte, zdali X, je nestrannym a/nebo
konsistentnim odhadem parametru 6.

Uvazujme ndhodny vybér Xy, ..., X, s hustotou
flx) = 3072271 ) (z), zER,O>0.

(a) Oveite, ze 0, = %X n je nestranny odhad parametru 6.

(b) Ovéite, ze 6, = 3L X (1) je nestranny odhad parametru 6.

(¢) [Pro nahrazovdni nepovinnyg] Najdéte rozptyl 0, a6, a porovnejte rychlost konvergence roz-
ptylt k 0 pii n — oo.

Necht X; ma rozdéleni Alt(p). Najdéte nestranny odhad parametru 6 = p(1 — p) zalozeny na X,,.
Necht X; mé rozdéleni Exp()). Ukazte, ze

n—1
f,=1- (1 - “)
nX,,

je nestrannym odhadem parametru 6 = 1 —e~** = Fy (u).

Uvazujte nezgvislé ndhodné veliciny Xi, Xa, ... s rozdélenim Alt(p).

(a) Ukazte (sporem), Ze pii pevném rozsahu vybéru n neexistuje nestranny odhad parametru
0 = 1/p zalozeny na Xi,...,X,.

(b) Necht Z znaéi pocet pocet nul predchdzejicich prvnf jedni¢ce v posloupnosti X1, X, . ... Vime,
ze Z ma rozdéleni Geo(p). Ukazte, ze Z 4 1 je nestrannym odhadem parametru 6 = 1/p.

Necht X1,..., X, je ndhodny vybér z rozdéleni Exp(1) a Uy, ..., U, je ndhodny vybér z rozdéleni
R(0,1). Ukazte, ze —log U, —r41) mé stejné rozdélent jako X(,). Pomoci piikladu A2 ukazte, ze

U, "
(r+1)

jsou nezdvislé stejné rozdélené ndhodné veli¢iny s rozdélenim R(0,1).

Méme-li dva nezdvislé ndhodné vybéry Xi,..., X, ~ Exp(\) a Yi,...,Y,, ~ Exp(v), odvozte
konfiden¢ni interval pro parametr ¢ = A\/v. [Navod: Uvédomte si vztahy mezi exponencidlnim,
Gamma a x2-rozdélenfm.]

Nechf nghodny vektor X = [X1, X5, X3, X4]" md multinomické rozdéleni s parametry n € N
ap= [p17p27p37p4]T € (O, 1)4

(a) Odvod'te asymptotické rozdéleni vektoru X /n vzhledem k rostoucimu n na zakladé CLV.
X1 Xg

Z1e aSymptotickou normalitu odanadu 0 = =5 x5 parametru = pomocf elta me-
b) Ukaite asymptotick litu odhadu § = ¥, fru § = Bt Delt

n n

tody.

(c) Pouzijte Delta metodu na odhad parametru ¢ = log6.

(d) Na zdkladé asymptotické normality odhadu parametru o skonstruujte pfiblizny 100(1 — )%
interval spolehlivosti pro parametr 6.

— 0=1 __ pipa—p2p3 1 ) = L—l 7 7 _ 02 = A4§
(e) Yuleovo Q = 771 = bbb odhadujeme pomoct Q e Ukazte, ze 1 — Q T

(f) Skonstruujte pfiblizny 100(1 — «)% interval spolehlivosti pro Yuleovo Q.



