Aritmetika a algebra II

Literatura k predmeétu:
[BeDla] Bec¢var J., Dlab V.: Od aritmetiky k abstrakini algebre. Serifa, Praha, 2016.

Podminky udéleni zapoctu:

« portfolio: je treba jej prinést ke zkousce (prakticka ¢ast), ovéfuje se samostatné vypracovavani
domécich tkola (tlohy oznacené hvézdickou) v prubéhu semestru

o Uspésné napsani testiku s tlohami (tzv. praktickd ¢ést) na kterémkoli vypsaném terminu zkousky

(je mozno pouzivat samostatny kalkulator; ne v mobilu, ne graficky)

Pozadavky ke zkousce:
zkouskovy testik (tzv. teoretickd ¢ast) cca 90 min., ovéruje se dobra znalost teorie (definice, véty,
dikazy) v rozsahu probiraném na seminafich (véetné tloh zadavanych k samostatnému rozmysleni)

Materialy k jednotlivym témattm
o linearni a kvadratickd rovnice: zde
o kubicka rovnice: zde
e casus irreducibilis, binomické a trinomické rovnice: zde
e odmocniny a reciproké rovnice: zde

o tzv. zdkladni véta algebry: zde

o text o konstrukci (Z,+) na zdkladé (N,+), rozsifeni komutativntho monoidu na grupu
a o zavedeni Q: zde

« tabule ke konstrukci podilového pole: zde

« tabule k iraciondlnim ¢islim (a také algebraickym a transcendentnim): zde
 tabule k dikazu iracionality e a 7: zde (dikaz iracionality 7 se nezkousi)

e realna cisla: v prislusné kapitole

o komplexni a hyperkomplexni ¢isla: zde

e pro zajemce: hyperkomplexni ¢isla — scan z knihy: zde

o Tetézové zlomky, linedrni diofantickd rovnice a Pellova rovnice: zde (kromé posledni strany
vénované souvislosti RZ s fadami)

o prumeéry: zde
o faktorizace grup (zdkladni idea) a Lagrangeova véta: zde
o délitelnost, EOI, GOI: zde
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Linearni rovnice, feSeni v télesech Q, R, C, Z,, pocet feseni v okruhu Z,,, n € N\ P.

Kvadraticka rovnice. Didakticky postup, feseni specidlnich pfipadi, odvozeni Viétovych vzorct.
Odvozeni vzorce pro koreny: klasické doplnéni na ¢tverec, mezopotamské reseni na zakladé Viétovych
vzorcl, Feseni soustavy z Vietovych vét. Geometrické znazornéni redlnych a komplexnich kofenti rovnice
s realnymi koeficienty.

. Kubicka rovnice. Substituce pro odstranéni ¢lenu obsahujictho 22, Cardantiv postup feseni (substituce
y = u + v), kvadratickd resolventa, diskriminant kubické rovnice, vyznam vyrazu D = (%)2 + (%)3.

Ziskani vSech korentu pomoci € = cos 2% + isin %’r Vlastnosti u, v. Vietovy vzorce. Casus irreducibilis
— Teseni pomoci goniometrické substituce.

Rovnice binomické, trinomické, bikvadratické.

. Reciproka rovnice 1. druhu (ax = an—g, stupné n = 2k +1 a n = 2k) a 2. druhu (ax = —ap—g),

vlastnosti, koreny, reseni.

Zékladni véta algebry a jeji disledky.

Konstrukce oboru celych a racionalnich ¢isel, abstraktni podstata obou konstrukei: rozsireni komutativ-
niho monoidu se zakony kraceni na grupu. Podilové pole oboru integrity celych éisel.

. Iraciondlni ¢isla. Diikaz iracionality odmocnin ptirozenych ¢isel, ktera nejsou ¢tverci. Cisla algebraicka

a transcendentni. Mohutnost mnoziny vsech algebraickych ¢isel. Liouvilleovo ¢islo, mohutnost mnoziny
vSech transcendentnich ¢isel. Bez dilkazu: véta Gelfandova—Schneiderova. Dikaz iracionality cisla e.
Pro zajimavost: dikaz iracionality ¢isla 7 (nezkousi se). Konstrukce druhych odmocnin.

. Pole realnych &isel — zavedeni: 1) desetinné rozvoje (vylouceni periody 9 a oSetfeni periody 0), 2)

zédkladni myslenka ztuplnéni Q, cauchyovské posloupnosti, ekvivalence pomoci lim(a, — b,) = 0, 3)
axiomatické zavedeni redlnych ¢isel (A+C <= S), 4) Dedekindovy fezy, Dedekindova véta.

Pole komplexnich ¢isel: zavedeni (problémy se zavedenim), vlastnosti, geometrie v komplexni
souradnici.

Hyperkomplexni ¢isla: netispésné snahy o aritmetizaci bodu (tfirozmérného) prostoru, tj. rozsireni C
o jednu dalsi imaginarni jednotku; kvaterniony (zdkladni myslenka).

Retézové zlomky: konetné, nekonecéné, periodické; vypocet ¢lanki fetézového zlomku ¢isel racionalnich,
iracionélnich, druhych odmocnin. Aproximace racionédlnich a iracionélnich ¢isel Fetézovymi zlomky,
piesnost aproximace, chovani posloupnosti konvergentii (véta .o cikcaku“). Reseni linedrni diofantické
rovnice a Pellovy rovnice pomoci fetézovych zlomk.

Priméry: harmonicky, geometricky, aritmeticky, kvadraticky. Geometrické znazornéni, tiloha o pohybu
a harmonicky primér.

Grupy. Lagrangeova véta pro grupy. Normalni podgrupa, podminka normality, faktorizace grupy podle
normalni podgrupy. Relace kongruence, kompatibilita ekvivalence s grupovou operaci, faktorizace grupy
podle relace kongruence.

Homomorfismy a izomorfismy grup; jadro homomorfismu je normalni podgrupou, norméalni podgrupa je
jadrem néjakého homomorfismu. Cyklické grupy koneéné a nekonecné, izomorfismus s (Z,, +) a (Z, +).
Dihedralni grupy, grupy symetrii pravidelnych n-thelnikt, podgrupa rotaci R o %”, rozklad Dy, =
R U (1,2)R, izomorfismus Dg ~ S3, rozklad Dg = RU (1,2)R = Az U (1,2)As.

Délitelnost, prvocinitel, ireducibilni prvek, nsn, NSD. Eukleidovské obory integrity, norma, ptriklady.
Gaussovy obory integrity — obory s jednozna¢nym rozkladem, priklady. EFOI C GOI.



1 Kvadraticka rovnice

1. * Najdéte vsechna FeSeni rovnice v Zs (tj. v poli):
a)z’+2=0b)z*+x+1=0 )P +z+2=0 d) 23 +22=0

A pro zajimavost — kofenit mize byt vice (¢i méné), nez je stupen rovnice
a) z3 + 5 v Zg b) 23 + 5z + 1 v Zg
2. * Vyfeste mezopotamskym zpusobem kvadratickou rovnici

2 4+2=23zr.

3. * Najdéte soufadnice vrcholu V paraboly y = az? + bx + c.

4. * Pomoci prostiedkt matematické analyzy objevte diskriminant: najdéte extrém funkce
fry=ar?+br+c
a rozeberte nasledujici pripady:

e f mé dva razné pruseciky s osou z (f je konvexni a hodnota extrému je zdporna, f je
konkavni a hodnota extrému je kladna),

o f se dotykd osy x (hodnota extrému je nulova),

e f nemé pruseciky s osou z (f je konvexni a hodnota extrému je kladné, f je konkdvni
a hodnota extrému je zaporna).

5. Pro nadsence: Pokuste se odvodit, jak by bylo mozno znézornit koteny kvadratické rovnice
s redlnymi koeficienty, které jsou komplexni.

1.1 Komplexni koreny kvadratické rovnice

Uvazujme kvadratickou rovnici az? + bz + ¢ = 0, kde a,b,c € R, a # 0. M4-li tato rovnice
e 2 ruzné redlné kotreny, jsou rovny x-ovym souradnicim prisec¢ikt paraboly
y =ax’ +br +c (1)
S osou T,
e 1 dvojnasobny kofen, je roven x-ové souradnici spolecného bodu paraboly S osou x,

o 2 rizné komplexni kofeny (tj. komplexné sdruzené), jak je lze zndzornit?

Navod:
Uvazujme parabolu
yI(iﬂ—Oé)Q—l—ﬁQ,



kde a, 8 € R, 8 > 0. Soutadnice vrcholu V' této paraboly jsou: V = [a, 3?].
Hledejme nulové body; dostaneme rovnici

(x_a)Q = _B27

jejimiz koteny jsou

2172205:*215.

Porovnejte tento vysledek se znazornénim korent rovnice, kterd ma koreny realné:
2 2
Yy = (Z' - Oé) - B )

kde a, 8 € R, 8 > 0. Soufadnice vrcholu V této paraboly jsou: V = [a, —f?].
Hledejme kofeny; dostaneme rovnici

(r—af =5,

jejimiz koteny jsou

ZLQIOCZEB.

Zavér
o Redlné koreny lezi na ose x ve vzdalenosti  od x-ové souradnice v vrcholu V.

» Pokud bychom se na rovinu xy docasné divali jako na Gaussovu rovinu, tak komplexné sdruzené
kofeny kvadratické rovnice s redlnymi koeficienty lezi na kolmici k redlné ose (ose x) ve
vzdalenosti  od redlné ¢asti o (x-ové souradnice vrcholu V).

Dikladnéjsi vypocet

Urceme redlnou a imaginarni ¢ast nulovych bodu funkce komplexni proménné x € C:
y(x) = (z — a)* + % = (v +izy — a)* + 5% = [(21 — a) + izs]?* + B

:(ml—a)Q—xg—l—BQ +  2izg (21 — ).

Nulové body lze tedy najit snadno: y(z) =0 <=  Ry(zr) = 0 a Sy(r) = 0. Imagindrni ¢ast
se rovna nule pravé tehdy, kdyz ;1 — a = 0 (x5 # 0, nebot by pak rovnice méla jen redlné koreny).
Realna c¢ast x; obou kofent je tedy z; = a.

Redlnd ¢ast funkce y(x) se rovnd nule pravée tehdy, kdyz (z; —a)?+ 3% = 22, tj. 82 = x3. Imaginarni
¢ast xo obou korfent je proto x5 = £f. Celkové ma tedy funkce y(x) nulové body x1 + ize = a £ 1.

Otazka pro zajemce. Existuje podobné souvislost komplexnich kotenii s vrcholy také u kubické
rovnice?

Soustavy kvadratickych rovnic
1. VyTesme metodou scitaci soustavu
2 _
*—3y+4==z,

y2—32+4:x,
2 —3x+4=vy.



Sectenim vsech téchto rovnic dostaneme
(2 —dz+4)+ (v’ — 4y +4) + (2 —42+4) =0,
neboli
(x—2°+(@y—27+(2—2)°=0.
Vidime, ze jedinou trojici, kterd této rovnici vyhovuje, je [2,2,2]. Provedeme-li zkousku, tj.
dosadime-li z = 2, y = 2, z = 2, ovéiime, ze se skutecné jedna o Teseni.

2. Aplikujme postup z predchozi tlohy na soustavu

2> —3y+4==z,
v —32+3=ux,
2 —3r+5=y.
Sectenim vsech téchto rovnic opét dostaneme
(22 —dx +4)+ (v —dy +4) + (22 —42+4) =0,
neboli
(-2 +(y—2>2+(2-2)=0.

Provedeme-li zkousku s hodnotami x = 2, y = 2, z = 2, zjistime...
3. * Vysvétlete, pro¢ jsme v prvnim pripadé ziskali feSeni soustavy a v druhém pripadé nikoli.
4. Uvazujte soustavu linearnich rovnic:

r—y=4,
rT—y=2.

« Tato soustava nema Teseni, nebof si tyto dvé rovnice odporuji.

e Sectenim obou rovnic dostaneme 2z — 2y = 6, neboli y = = — 3. Mnozinou vsech feseni
vsak neni nekonecnd mnozina {[z,z — 3] : © € R}.

e Pozorovani: sectenim vsech rovnic soustavy scCitaci metodu pouze zacneme, bez
nasledného ,zuzitkovani“ zbylych rovnic jsme ztratili mnoho informaci z téchto rovnic.
Ziskdme tak jedinou rovnici, kterd vsak obecné muze mit (mnohem) Sirsi mnozinu feseni,
nez puvodni soustava.

o Pozor, nejednd se o naruseni toho, ze ,,pri¢ist jednu rovnici ke druhé je ekvivalentni iprava®,
provedenim by se tedy neméla zménit mnozina vsech feseni.

Provedli jsme totiz vlastné upravy dvé: k prvni rovnici jsme pric¢etli druhou, nasledné jsme
prvni rovnici zcela ,Skrtli“ ze soustavy.

2 Kubicka rovnice — Cardaniv postup
1. Najdéte jeden kofen nasledujici kubické rovnice Cardanovym postupem.
2® + 62 —20=0

Ostatni koteny najdéte tak, ze levou stranu vydélite znamym kofenovym c¢initelem a vytesite
vzniklou kvadratickou rovnici.



[N}

* Najdéte jeden koten nasledujici kubické rovnice Cardanovym postupem.
2® — 62> + 10z — 8 =0

Nasledné najdéte i ostatni koreny této rovnice.
(pro kontrolu: * —2y —4 =0, kvadratickd resolventa je t* — 4t + % =0)

. VyfeSte binomickou rovnici (v C): 2% = 1. ReSeni zapiste v goniometrickém i algebraickém

tvaru.

3

* Ukazte, ze vSechny komplexni kofeny binomické rovnice z° = a, a € R, lze zapsat ve tvaru:

1’1:\375, .232:6'\3/5, .173:52'\3/5.

Je predpoklad a € R nutny?

. Vsimnéte si, ze pravé v tomto tvaru

Vth={u, ec-u, & -u}, Vty={v, e-v, & v},

jsou komponenty kotenti
Ty =u+v,

Ty = eu + % ,
T3 = u+ev.
kubické rovnice

4+ pr+q=0.

Dle Vietovych vét plati: 1 + x5 425 = 0; pozorujme, Ze koeficienty € a €2 jsou skuteéné umistény
tak, ze 1 + x9 + x3 = O:

T+ ro+ry = uteuteiu + v+efv+ev
=(1+e+e?) - u+(l+e+e?)v=0-u+0-v=0.

* Oznacme jednu z tfetich odmocnin z jedné feckym pismenem e:

2 2 1 3
5:cos§+isin§:—§+\/7_i.
Ukazte, ze
l+e+e2=0.

. * Ukazte, ze predchozi tvrzeni lze snadno zobecnit: oznac¢ime-li

2t .. 27
W = CoS — —+1SIn — ,
n n

tak plati:
l+w4w?+-+wt=0.

* a) Ukazte, Ze plati ndsledujici tvrzeni: jsou-li komplexni éisla u, v komplexné sdruzena, tj.
u=r-(cosp+isingp) a v=r-(cosp—isinyp),

jsou komplexné sdruzenymi také jejich treti mocniny.
b) Plati analogické tvrzeni pro druhé mocniny?



3 Kubicka rovnice — diskriminant

1. * U kvadratické rovnice jsme objevili diskriminant prostfedky matematické analyzy. Pokuste se
provést totéz u kubické rovnice (uvazujte funkci y = 23 + px + q).

2. * Najdéte vSechny kofeny rovnice 23 —3x—2 = 0 standardnim Cardanovym postupem. Vysetiete
pribéh funkce y = 2® — 3z — 2 (najdéte extrémy, inflexni body, intervaly, kde je tato funkce
rostouci, klesajici, konvexni, konkavni) a nacrtnéte jeji graf.

3. Zopakujte si: diskriminantem kubické rovnice 2 + px + ¢ = 0 rozumime vyraz:

q\% | (P\?
p=(3) + ()
2 3
Pokud jsou p, ¢ € R, ma tato kubickd rovnice v pripadé, ze:

o D <0, vSechny tfi kofeny redlné (tzv. casus irreducibilis),
e D >0, jeden realny a dva komplexné sdruzené koreny,

e D =0, ndsobné koreny.

4. Zajimavost. Pro rozhodovani, zda nastava casus irreducibilis, pouzivame vyraz

\? , (P)?

p=(3) +(5)
coz je modifikovany diskriminant kvadratické resolventy. Ptesné tento vyraz se vyskytuje
v Cardanovych vzorcich pod druhou odmocninou. Pozor: ani diskriminant kvadratické
resolventy, ani uvedeny vyraz D prisné vzato neni diskriminantem kubické rovnice. Diskriminant

D,, polynomialni rovnice stupné n je pojem, ktery bude obecné zaveden v 5. ro¢niku. U kubické
rovnice pak odvodime, Ze jejim diskriminantem je vyraz

AN AN
o= (34 ().
’ < 2) T3
ktery se od nami pouzivaného D lisi nejen faktorem 27 - 4, ale i znaménkem (coz je celkem
nepiijemnost).

4 Kubicka rovnice — casus irreducibilis

1. * Pokuste se najit jeden kotfen nasledujici kubické rovnice Cardanovym postupem.
2* =13z +12=0

Alespon jeden koren dopocitejte az ,,do konce®. (Tato rovnice ma tii redlné koreny,
vsechny jsou celymi ¢isly. Aspon jeden koren vyjadifeny pomoci tfetich odmocnin komplexnich
c¢isel z Cardanovych vzorcu tedy dopocitejte az do podoby celého cisla. Treti odmocniny
komplexnich ¢isel mizete hledat napt. pomoci goniometrického tvaru a Moiverovy véty.)

2. Pomoci vztahu pro cos 3a najdéte vSechny koreny rovnice

2 —Tr+6=0.

3. * U nésledujicich rovnic ovéite (pomoci diskriminantu), Ze nastava casus irreducibilis, nasledné
najdéte vsechny jejich kofeny pomoci goniometrickych substituci.
a) 2° — 13z +12 =10 b) 23+ 322 —4x —12=0



5 Rovnice binomicka, trinomicka a bikvadraticka

1. * Najdéte v komplexnim oboru vSechny tfet{ odmocniny z ¢isla —8:
a) feste v C binomickou rovnici 23 = —8;
b) pokuste se ziskand feseni zapsat pomoci € = cos %’r + isin %”

2. * Napiste ¢tvrtou odmocninu ¢isla 16 v R a v C.

3. * Reste v C binomickou rovnici
A =—141V3.

4. * Reste v C bikvadratickou rovnici

2+ 22 -20=0.

5. * Reste v C rovnici
2 (2P —T7) =12 (18 + 2°).

6. * Najdéte v C vSechny kotfeny néasledujicich trinomickych rovnic.

a) 28— 923 +8=0
b) 2% —192° — 216 = 0 3, —3(1+£iv3),-2,1 £iV3]

6 Reciproké rovnice — teorie
Necht je dana rovnice ve tvaru

-1 —2 2
A" 4 Ap 12" F Ao T+ -+ asr” + a1+ ag =0,

kde a,, # 0.
Reciproka rovnice 1. druhu: a; = a,_; pro vsechna i =0,1,...,n
e lichého stupné: méa koren z; = —1

po vydéleni korenovym cinitelem x + 1 zbude reciproka rovnice 1. druhu sudého stupné

« sudého stupné: , prostredni® koeficient az muze byt libovolny
fesime pomoci substituce z = x + %

Reciproka rovnice 2. druhu: a; = —an_; pro vsechna ¢t =0,1,...,n

- mé vzdy koren x; = 1 (nezdvisi na parité stupné)

- po vydéleni korenovym ¢initelem z — 1 zbude reciprokd rovnice 1. druhu (snadno se ovéti vydélenim
r—1)

Pozorovdni: Reciprokd rovnice 2. druhu sudého stupné ma jediny ,prostredni® koeficient az. Jak
vypada? Jelikoz musi platit a; = —a,—;, tak musi byt nulovy: az = 0.

Proc¢ se takové rovnice nazyvaji reciproké? Pro reciproké rovnice 1. i 2. druhu plati: je-li a
kofenem této rovnice, pak je jejim korenem také i A prevracena hodnota se také nazyva reciprokd
hodnota.



Jak tvrzeni dokazat: Staci predpokladat, ze reciproka rovnice m4 koten «, pak do ni dosadit é a ihned
bude ziejmé, zZe je také korenem.

Reciprokosti lze vyuzit pri hledani korena: Mame-li zadanu reciprokou rovnici 1. ¢i 2. druhu
s celociselnymi koeficienty, miizeme se pokusit hledat jeji koreny pomoci Vietovych vét. Je-1i absolutni

¢len roven prirozenému ¢islu, mizeme zkusit vSechny jeho délitele. Vyhodou je, Ze najdeme-li jeden

kofen zy, mame automaticky i dalsi koten, ktery je jeho prevracenou hodnotou: ﬁ

Jaké reciproké rovnice lze vyresit v radikalech? Reciproké rovnice jsou ve specidlnim tvaru;
diky symetri¢nosti (¢i antisymetricnosti) koeficientu staci znat jen polovinu koeficientii. Podobné je
to i s koreny: také staci znat jen polovinu kofenti, zbylé totiz jsou jejich prevracenymi hodnotami.
Diky tomuto specidlnimu tvaru tedy muzeme vzdy Tesit v radikalech (tj. ,vzoreckem® pro koreny
obsahujicim pouze +, —,-,: a k-té odmocniny) rovnice nejen stupné nizstho nez patého, ale az do
stupné ,, dvojnasobného®, tj. do stupné devatého véetné.

1. Priklad reciproké rovnice, kterd je fesitelna i po redukci na rovnici poloviéniho stupné, prestoze
je to rovnice patého stupné:

04+ 528 41025+ 25+ 102 +5224+1=0.

Urcete vSechny jeji kofeny v C. Plati i pro jeji komplexni kofeny, zZe je-li jejim kofenem o € C,
je také jejim korenem i e C?

2. Priklad reciproké rovnice, ktera po redukci na rovnici polovi¢niho stupné neni resitelna:
20+ 528 +112% +2° + 112 + 522 +1=0.

Provedte redukci na rovnici poloviéniho stupné. Plati pfesto pro kazdy z jejich deseti korent,
ze je-li jejim korenem a € C, je také jejim korenem é e C?

Dokazte nasledujici tvrzeni (viz téz prednaska).
1. Jestlize je n liché a a;, = a,_ pro kazdé k =0,1,...,n, pak mé tato rovnice koren x; = —1.
2. Jestlize ap = —a,_y pro kazdé k£ =0,1,...,n, pak ma tato rovnice koren z; = 1.

3. V obou predchozich pripadech plati: je-li @ korenem této rovnice, pak méa také koren é

Pozorovani, kterd jsou zasadni (viz téz prednédska):
1. Rovnici
5 4 3 2 _
aor” + a1x” + agx” + asx” + a1x +ap =0

vydélte korenovym c¢initelem x + 1.

2. Rovnici
5 4 3 2 _
apx’ + a1 + asx” — asxr” — a1 x —ag =0

vydélte korenovym ¢initelem x — 1.



6.1

Reciproké rovnice — ukazkovy priklad

Reste v R nasledujici rovnici.

62° + 11zt — 332% — 3322 + 11z +6 =0

Reseni:

» Jedna se o reciprokou rovnici 1. druhu. Je lichého stupné, tj. jeden koten je zyp = —1. Vydélime

6.2

tedy korenovym cinitelem z + 1, dostaneme:

62t + 53 — 3822 + 52 + 6 = 0.

Mame tedy reciprokou rovnici (opét 1. druhu, na tom se nic neméni) sudého stupné. Je-li stupen
2n, vydélime rovnici z”. Toto je klicovy trik vedouci k Teseni. Dostaneme:

6 5
6x2+P +5.7c—|—5 —38=0.

Zavedeme substituci z = x + i Uvédomime si, Ze 22 = 22 +2+ m%, tj. 22+ x% = 22 —2. Podobné
piizniva situace nastane i v pfipadé vyssich mocnin z (coz bychom potiebovali, pokud bychom
fesili reciprokou rovnici vyssiho stupné).

Rovnice prejde po substituci na tvar:
6(2* —2) +5z —38=0.

Tuto kvadratickou rovnici (622 + 52 — 50 = 0) snadno vyfesime: z; = —%, 29 = g

Vratime se k pivodni nezndmé x (pomoci substitu¢niho vztahu z = = + %) Prvni dva kofeny
reciproké rovnice tedy ziskame Tesenim rovnice —% = T+ %, druhé dva kofeny z rovnice
g =z+ i Jsou to vlastné kvadratické rovnice (po vynasobeni x # 0).

Rovnice — 3 —x—l—l tj. 322 4+ 10z + 3 = 0ma kofeny z, = —3, zy = —
1

rovnice g—x+; tj. 222 — 52 + 2 = 0 m4 kofeny x5 = 2, Ty = 3.

1
37

Vsechny koteny zadané reciproké rovnice tedy jsou:

11
~1,-3,—=,2, —.
7 ) 37 72

Reciproké rovnice — praxe

* Urcete typ néasledujicich reciprokych rovnic a najdéte vSechny jejich koreny v R.

62° — 41zt + 972% — 9722 + 41z — 6 =0 [1,2,1,3,3]

)92

a)
b) 10z* — 772% + 1502% — 772 + 10 = 0 2,3,5, ]
c) 8z° — 62t — 8323 — 8322 — 62 +8 =0 [—1,-2,-1,4,7]
) 6

x
d) 62°+112*—332°—-33224+1124+6=0



7 Tzv. Zakladni véta algebry

Pozor: tzv. Zakladni véta algebry sice na prvni pohled vypada, ze se tyka hlavné polynomi,

ale v podstaté jde spise o vlastnost pole komplexnich ¢isel: je algebraicky uzavrené.

material k tzv. Zakladni vété algebry: zde

Pocet koreni polynomu

Jeden z dusledkia TZVA je, ze polynom stupné n > 1 nad C méa v C pravé n kofenu (pocitano véetné
nasobnosti). Tohle vsak nad jinymi poli neplati. Na zacatku semestru jsme na to méli ptiklady. Pro
pripomenuti:

Nésledujici rovnice 1ze fesit zkusmo — dosazenim vsech hodnot z konec¢né mnoziny Z,,.

1.

2.

* Najdéte v poli Zsz viechna feSeni rovnice 22 +2+2=0.

* Najdéte v okruhu Zg vSechna FeSeni rovnice 23 4 5z =0.

8 Konstrukce Z — opakovani

materidl ke konstrukei (Z, +) na zékladé (No, +) je zde v pdf

abstraktni podstata této konstrukce je
rozsiteni komutativniho monoidu se zakony kraceni na grupu

tplné stejnou abstraktni podstatu mé zavedeni Q, presnéji (Q\ {0}, -): opét se jednd o rozsifeni
komutativniho monoidu se zdkony kraceni na grupu

Pripomente si, jaké struktury tvori nasledujici mnoziny s binarnimi operacemi:
(No,+) a (Z,+)
(Z\{0},-) a (Q\{0},-)
Pripomenme si:
o Jedno celé ¢islo je jednou tridou ekvivalence, tedy nekone¢nou mnozinou.
o Puvodni ¢islo n € Ny je tedy tridou
T([n,0]) = {[a,b]; a,b €N, [a,b] ~ [n,0]}.
o Relace ekvivalence je definovana pro vsechna a, b, c,d € Ny takto:
la,b] ~ [c,d] = at+d=c+b.
Pod usporadanymi dvojicemi si predstavujeme rozdily, tj. [a,b] odpovida rozdilu a — b.
Usporadané dvojice potfebujeme proto, ze rozdil je definovan jako soucet a + (—b),

s/

pri¢itame tedy opacny prvek, ktery v Ny neexistuje k zddnému (nenulovému) prirozenému
¢islu.


http://www.karlin.mff.cuni.cz/~halas/ZAA/ZVA.pdf
https://www2.karlin.mff.cuni.cz/~halas/BcSemin/Algebra.pdf

9 Racionalni cisla
1. Zkuste si rozmyslet, jak byste na tirovni druhého stupné ZS vylozili s¢itani zlomki.
2. Zkuste si rozmyslet, jak byste na tGrovni druhého stupné ZS vylozili nasobeni zlomki.
3. * Dokazte, Ze nasobeni racionalnich ¢isel je asociativni.

4. * Dokazte, ze zobrazeni f: (Z,+,-) — (Q,+, ) pritazujici celym ¢islam tiidy ekvivalence dle
nasledujiciho predpisu je homomorfismus. Pro kazdé n € Z definujeme

f(n) =T([n,1]).
Je tedy treba dokazat, ze pro kazdé k,n € Z plati:
fln+k)=fn)+f(k) a  fn-k)=f(n) fk).
Tento homomorfismus realizuje vnoreni Z do Q, Q je tedy rozsitrenim Z.
5. * Prevedte desetinné ¢islo 0, 12 na zlomek.

6. * Prevedte zlomek % na desetinné c¢islo.

10 Iracionalni ¢isla

1. Zopakujte si dikazy tvrzeni:
- mohutnost mnoziny racionélnich ¢isel je spocetna,

- mohutnost mnoziny realnych ¢isel je nespocetna.
2. * Uméli byste dokazat, ze logs 2 je iracionalnim ¢islem?
3. * Zkonstruujte dvéma riiznymi zptisoby tisecku délky v/3 cm (Eukleidova véta o vysce a ,8nek®).

4. V Platénové dialogu Theaitétos (147d) se piSe: Tuhle Theoddros ndm zndzornoval obrazci cosi
o0 mocnindch, o ctverci obsahujicim tri ctverecné stopy a o ctverci obsahujicim pét ctverecnijch
stop, Ze svou stranou nejsou soumeritelné se ctvercem o jedné stope, a tak probiral jednu mocninu
po druhé aZ po ctverec o sedmndcti ctverecnych stopdch; pri tomto se nevim proc zastavil.

Pro¢ se Theodoros zastavil pravé u odmocniny ¢isla 177

5. * Kterd z nasledujicich ¢isel jsou transcendentni? UZzijte Gelfandovu—Schneiderovu vétu, ovérte
splnéni jejich predpokladi.

V5 25 22 (V2)V2 1T e g



11 Realna disla
Opakovani
1. Pripomente si zavedeni realnych ¢isel pomoci desetinnych rozvoju.

2. Pripomente si vétu o supremu a Cantortiiv princip uzavienych do sebe vlozenych intervali.
(Matematickd analyza I)

3. Pripomente si axiomy spojitosti v ramci axiomatizace planimetrie a porovnejte je s Cantorovym
principem uzavienych do sebe vlozenych intervali a s Archimédovym axiémem. (viz Zaklady
planimetrie, kap. 13.6 na str. 229 ve skriptu)

11.1 Rizné zpusoby zavedeni R

Redlna ¢isla je mozno zavést riiznymi zptsoby, napr.:
1. pomoci desetinnych rozvoji (je nutno vyloudit periodu 9 a oSettit periodu 0),
2. zaplnénim Q (pomoci cauchyovskych posloupnosti),
3. axiomaticky: zde v pdf (pouze pasaze oznacené svislym ¢ervenym pruhem),

4. pomoci Dedekindovych tezii: zde v pdf,
studovat pouze: Def. 1.7, V 1.10, Pozn. 1.11, V 1.12, Uml. 1.13, Def. 1.14, Def. 1.15, V 1.18 +
Dusl., Def. 1.21, V 1.22 a 1.23.

Pro zadjemce: Vyvoj predstav o realnych cislech

Porovnejte Dedekindovu teorii Fezii s Dedekindovym axiémem. (viz Zaklady planimetrie, kap. 13.6
na str. 229 ve skriptul)


https://www2.karlin.mff.cuni.cz/~morava/Zaklady_planimetrie.pdf
http://www.karlin.mff.cuni.cz/~halas/ZAA/R_axiomatika.pdf
http://www.karlin.mff.cuni.cz/~halas/ZAA/R_rezy.pdf
http://www.karlin.mff.cuni.cz/~halas/ZAA/R_historie.pdf
https://www2.karlin.mff.cuni.cz/~morava/Zaklady_planimetrie.pdf
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7.

Komplexni cisla

. *V ¢em je problém?

—l=ii=vV-1-vV=1=+/(-1)-(-1)=v1=1
* Vypoctéte hodnotu druhé odmocniny v R a v C:

Vg = \/§<c=

. Je tieba si jasné uvédomit, ze psat v/—1 misto imaginarni jednotky i je nespravné a muze to

vést pfi neopatrném pocitani k nespravnym vysledkiim. Pro poradek:
Vv —1g = neexistuje V—1¢ =i, —i}

* Zduvodnéte, pro¢ nestaci pii zavadéni komplexnich ¢isel specifikovat, Ze se jednd o mnozinu
vsech usporadanych dvojic redlnych cisel. Co je tfeba jesté dodat?

. Definice oboru komplexnich cisel:

Oborem komplexnich ¢isel rozumime mnozinu vSech usporadanych dvojic redlnych cisel
C = {[a,b]; a,b € R},
na niz jsou definovany operace + a - nasledujicim zpusobem:

Va,b,c,d e R:  a,bl + [c,d] = [a+ ¢,b+d],
Va,b,c,d € R:  [a,b] - [c,d] = [ac — bd, ad + bc] .

Poznamky k definici oboru komplexnich ¢isel:

 Scéitani probiha po slozkach (je tak mimo jiné kompatibilni se s¢itanim realnych ¢isel, nebot
R je ztotoznitelné s podmnozinou {[a,0]; a € R} komplexnich ¢isel; C je tak skutecné
rozsifenim R).

» Nasobeni je definovano tak, aby bylo distributivni vici s¢itani, asociativni a komutativni;
navic pozadujeme, aby [0, 1] - [0,1] = [~1,0], coZ odpovid4 zndmému i* = —1.

e Pozor: pii definici komplexnich ¢isel se nelze omezit jen na mnozinu, pouhé R? jesté
nespecifikuje, Ze se jedna o komplexni ¢isla. Komplexni éisla se z R? stanou aZ tehdy, kdyz
na R? definujeme vyse uvedenym zptisobem operace + a -.

Ostatné v nékterych situacich R? povazujeme za vektorovy prostor, jindy za mnozinu viech
bodi v roving, jindy zase za mnozinu vSech komplexnich ¢isel. Zalezi tedy nejen na mnoziné
samotné, ale na celé strukture.

Pripomenme si, ze je tfeba rozlisovat:

» komplexni ¢islo (usporadané dvojice redlnych ¢isel s definovanymi operacemi + a -),
o algebraicky, goniometricky, exponencialni tvar komplexniho ¢isla,

o obraz komplexniho ¢isla v Gaussové roviné (komplexni ¢islo [a,b] interpretujeme
geometricky jako bod v roviné o soutadnicich [a, b], volime kartézskou soustavu soutradnic).



8.

10.

11.

12.

13.

14.

Jak vznikne algebraicky tvar komplexniho cisla
« Usporadané dvojice [1,0] € C reprezentuje realné ¢islo 1, bézné tedy piSeme 1.
» Usporadané dvojice [0, 1] € C reprezentuje imaginarni jednotku, bézné ji zapisujeme i.

Vsimnéme si, Ze tyto dva prvky, uvazujeme-li o nich jako o vektorech z R2?, tvoif v R? bézi:
ey = (1,0), é& = (0,1). Vektor (a,b) reprezentujici komplexni ¢islo [a,b] tedy mizeme psat
jako linedrni kombinaci prvka baze, tj. (a,b) = aé; + beéy. Odtud plyne algebraicky tvar a + bi
komplexniho ¢isla [a, b] (misto & = (1,0) piSseme 1 amisto é& = (0,1) piSeme i).

komplexni ¢éislo [a,b] —  vektor (a,b) — a(1,0)+b(0,1) — al+bi — a+bi

Rozlisujme:

e imaginarni jednotka je nazev pro i,

o komplexni jednotka je nazev pro kazdé komplexni ¢islo, jehoz absolutni hodnota je jedna.
V goniometrickém tvaru lze goniometrické jednotky zapsat prehledné: jedna se o prave
vSechna komplexni ¢isla

cosa +isina,

kde o € R (stac¢i a € (0,27)). Obrazem mnoziny vSech komplexnich jednotek v Gaussové
roviné je jednotkova kruznice se stiedem v pocatku.

* Pomoci souc¢tovych vzorcu odvodte vztah pro souc¢in dvou komplexnich jednotek:
(cosa +isina) - (cosf +isinB) = cos(a + f) +isin(a + ()

Vsimnéme si, ze odtud plyne geometricka interpretace nasobeni komplexni jednotkou:
vynasobit cosy +isinp geometricky znamena otocit o .

* Ze vztahu pro nasobeni komplexnich jednotek v goniometrickém tvaru odvodte souctové vzorce
pro funkce sinus a kosinus.

Pozor: vzdy je tfeba jasné rtici, z ¢eho vychdzime a co odvozujeme, abychom neméli definice
¢i odvozeni kruhem. Standardni je odvodit souctové vzorce a z nich Moivreovu vétu. Opacny
postup lze pouzivat jako pomiticku pro zapamatovani ¢i jako pomitcku pro rychlé odvozeni vztaht
pro sin 3a;, cos 3a, sin4a, cos4da, ...

* Odvodte vzorec pro sin 3« a cos 3« tak, ze porovnate vysledky umocnéni

(cosa +isina)® =
ziskané pomoci Moiverovy véty a binomické véty.

* Dokazte Moivreovu vétu tak, jak ji budete dokazovat svym studentium. Zvazte rizné moznosti.
V: Pro kazdé n € N a pro kazdé ¢ € R plati:

(cosp +isin )™ = cosnp + isinne.



12.1 Proc¢ vyucovat komplexni cisla?

Pozorovali jsme pomérné hodné duvodi:

o zaci mohou zazit vyssi miru jednotnosti v matematice (napf. kvadratickd rovnice ma vzdy koren,

1ze dojit az k TZVA),

« vyraznym prvkem je opakovdni predchozi latky (aplikace vice oblasti probranych diive),

opakovani goniometrie (zejména souctové vzorce), myslenka polarnich souradnic,
analytickd geometrie (kruznice, elipsa, skalarni soucin, obsah rovnobézniku),
rovnice (kvadratickd, binomickd),

planimetrie (Pythagorova véta) a geometrickd zobrazeni v roviné (¢isla komplexné sdruzend
a 0SOVA soumeérnost),

opakovani binomické véty (a porovnani s Moivreovou vétou), dikaz indukei,
odmocnina (co to vlastné je, rozliSovani odmocnin v R a v C),

aplikace usmérnovani zlomku (déleni komplexnich ¢isel),

« navaznosti: je mnohem lepsi, kdyz ma VS student s komplexnimi &sly jiz zkuSenost ze SS, tu
a tam se totiz prosté najednou potiebuji...

nutnost pro elektrotechniku (stfedni primyslové skoly, fyzika, CVUT, ...),

ptipadné kurzy komplexni analyzy (opét je dobré mit predchozi zkuSenosti, i kdyz se zde
vétsinou zakladni poznatky o komplexnich ¢islech opakuji)

budovani ¢iselnych obori (N—-Z - Q >R —->C—->H—- 0 — ...

zakladni véta algebry

reseni kubické rovnice (a historie matematiky — motivace k zavedeni komplexnich ¢isel)
klasifikace kuzelosecek (opét jednotnost v matematice)

elegantni popisy nékterych geometrickych zobrazeni

implementace rotaci ve 3D

Minkowského prostorocas a specialni teorie relativity, Lobacevského geometrie

hlubsi vztahy mezi elementarnimi funkcemi

Fourierovy rady — elegantni zapisy

12.2 Geometrie komplexnich cisel

12.2.1 Soucin komplexnich ¢éisel a souciny vektort

Pozorujme klicovy vztah (u = uy + usi, tedy @ = uy — ugi, v = vy + vi):

v = (u1v1 + ugva) + 1 (ugve — ugwy).

Pokud bychom uvazovali vektory @ = (uy,us2), ¢ = (v1,v2), tak by

Uy U2

Re(av) =u- v, Im(av) = det(u, v) = o ol
1 U2




Vidime, ze redlnou ¢ast tvori primo skalarni soucin vektoru , v, coz je zaklad metrické geometrie
(vzdalenosti, odchylky), a imagindrni ¢ast je tvorena vnéjsim souc¢inem (obsah rovnobézniku).

Toto pozorovani vedlo ke snaze najit rozsiteni komplexnich ¢isel na trojslozkova hyperkomplexni
c¢isla, ktera by byla mozno pouzit k péstovani stereometrie.

12.2.2 Popis geometrickych ttvarti pomoci komplexnich cisel

1

2.

kruznice: |z — 20| =7
kruh: |z — 20| <7
. elipsa: |z — fi| + |z — fo| = 2a
. vnitini oblast elipsy: |z — fil + |2 — fa] < 2a

. Analytickou geometrii v roviné lze preformulovat na geometrii v komplexni soutadnici: bod

[x,y] 1ze reprezentovat komplexnim ¢éislem z = z + iy. Potom z = x — iy, odkud sectenim, resp.
odectenim téchto vztahti dostaneme:

Z+z zZ—2z
xr = =
2 YT o
Naptiklad obecnou rovnici primky
ar+by+c=0

z

pak miuzeme prepsat ve tvaru a% +0 2_12 + ¢ = 0, coz po upravé prejde na tvar:
az+az+c=0,
kde a = 3(a + bi).

* piimka prochézejici body, které jsou obrazy komplexnich ¢isel a,b € C:

Y

det =0

St QW
— = =

N Ql

Ukazte, Ze se skutec¢né jedna o specifikovanou primku.

. kruznice prochéazejici body, které jsou obrazy komplexnich cisel a, b, c € C:

zZz Z z 1
aa a a 1

det |l 45 5 p 1|0
cc ¢ ¢ 1

Ukazte, ze se skutec¢né jedna o specifikovanou kruznici.

* Nacrtnéte v Gaussové roviné mnozinu obrazi vSech komplexnich ¢éisel z € C, ktera splnuji
nasledujici podminku.

a) |z—i|=4, b)lz—i| <4, ¢)1<|z—i| <4, d)|z—i]=|z+i], e)|z—i+]|z+i]=4



12.2.3 Geometrie trojuhelniku pomoci komplexnich cisel

1. Neékteré partie geometrie trojuhelniku lze budovat pomoci tfi navzajem ruznych komplexnich
Cisel
w1 = COS (1 + isin ¢y,
W = COS (P9 - 15In Y3,
W3 = COS (p3 + 1sin @3,

jejichz obrazy jsou vrcholy zadaného trojuhelniku. VSimnéme si, Ze jeho opsand kruznice je
kruznici jednotkovou.

2. Definujme déle uzitecné vyrazy
81:W1+WQ+M3, 52:w1w2+w2w3+w3w1, S3 = W1 W2 Ws.
Vsimnéme si, Ze se jednd o vyrazy z Vietovych vét.

3. * Dokazte, ze trojuhelnik s vrcholy, které jsou obrazem komplexnich ¢isel wy,ws,ws, je
rovnostranny pravé tehdy, kdyz
S1 = 0.

4. * Dokazte, ze trojuhelnik s vrcholy, které jsou obrazem komplexnich ¢isel wy, wo, w3, je pravothly
praveé tehdy, kdyz
S182 = S3.
[Z Thalétovy véty plyne, ze pravé dva vrcholy lezi na prumeéru jednotkové kruznice,

tj. BUNO: wy = —wy.]

12.3 Cisla dvojna, duilni, komplexni

Pripomenme si motivacni vypocet k zavedeni operace nasobeni na mnoziné komplexnich ¢isel
(vlastné na mnoziné usporadanych dvojic redlnych ¢isel), v némz se misto s uspordadanymi dvojicemi
pracuje s linedrnimi polynomy (tim je zaruCena asociativita, komutativita, distributivita, ...).
Imaginarni jednotku zna¢me prozatim obecné w:

(a+bw) - (c+ dw) = ac + adw + bew + bdw? = (ac + bdw?) + (ad + be)w .

Aby byl tento soucin opét pouze linedrnim polynomem (aby byla splnéna uzavienost vzhledem

k nasobeni), je t¥eba uréit, ¢emu ma byt rovno w?.

Véta: Existuji pravé tfi neizomorfni redlné algebry s jednotkovym prvkem, jez maji dimenzi 2: algebra
komplexnich ¢isel, algebra dualnich ¢isel, algebra dvojnych ¢isel. Zvolime-li:

o w? = —1, dostaneme algebru komplexnich ¢isel (je to algebra s délenim),

e w? =0, dostaneme algebru dudlnich éisel,

e w? =1, dostaneme algebru dvojnych &isel.



Jedinym oborem s délenim jsou komplexni ¢isla, kterd tvori spolecné se séitanim a nasobenim pole
(tj. komutativni téleso).

Ve zbylych dvou algebrach nelze obecné délit, nebof v nich existuji netrividlni délitelé nuly.
V téchto algebrach tedy k nékterym prvkiim prvek inverzni existuje, k nékterym vsak nikoli.

Misto obecného w znac¢ime imaginarni jednotky v jednotlivych oborech takto:

« i u komplexnich &sel, tj. i = —1,
e & udualnich &sel, tj. €2 =0, (¢ #0)
e e udvojnych ¢isel, tj. €2 =1. (e # £1)

Vse shrnme v nasledujici tabulce.

nazev podminka typ komplexnich ¢isel — tvar  netrividlni délitelé nuly lze délit
komplexni ¢isla  i% = —1 elipticka a+bi neexistuji ano
dudlni ¢isla e2=0 parabolicka a+be be - be =0 ne
dvojné cisla =1 hyperbolicka a+be (a+ae)-(a—ae)=0 ne

12.3.1 Mnoziny vsech jednotek

Obecné je druhd mocnina modulu (pouzivime misto terminu absolutni hodnota obvyklého u realnych
a komplexnich ¢isel) definovana jako soucin ¢isla a ¢isla sdruzeného (konjugovaného):

lz+ywl? = (z +yw) - (z —yw) = 2” — y’w’.
JelikoZ tento vyraz nemusi byt nezaporny (u dvojnych ¢isel), budeme radéji pracovat primo s touto
druhou mocninou misto samotného modulu.

Podivejme se tedy, jak vypadaji mnoziny vSech jednotek, tj. ¢isel, jejichz druhd mocnina modulu
je rovna jedné:

lz+yw|P=1 <= 22-y*’=1.

Konkrétné tedy:

o komplexni &fsla: 22 —9%i* =1,tj. 22 +y?> =1 (proto elipticka ¢isla)

o dudlni &fsla: 2% —y?e® =1,tj. 2% =1 ... soustava dvou rovnobézek (z =1a x = —1)

o dvojna ¢isla: 22 —y?e? =1,tj. 2> —y*=1 (proto hyperbolick ¢isla)
Dualni cisla se nékdy nazyvaji parabolicka podle toho, ze parabola je také jakymsi mezistupném
mezi elipsou a hyperbolou.

Pro dvojna ¢isla se v anglictiné pouzivaji (kromé double numbers) ruzné terminy: split-complex
numbers, hyperbolic numbers, perplex numbers. Puvod prvniho nazvu (split — rozlozit, rozdélit) je pii
pohledu na vyraz 2% — y? e? = x? — y? zfejmy: lze jej v R snadno rozloZit na soucin: (z +y) - (z — y).
Néazev perplex numbers (perplex — zmést, poplést) vychdzi z toho, Ze e = 1, Cemuz vyhovuji dvé
realnd cisla, presto vsak e neni redlnym cislem, coz mize piisobit matoucim dojmem.



12.3.2 Kterymi Cisly a + bw lze délit?

Pravé takovymi ¢isly a + bw, pro néz je ||a + bw|* # 0 (modul jsme opét nahradili jeho druhou
mocninou), tj.

a® —b*w? £0.

Pro jednotlivé typy cisel ted snadno zjistime, kterymi lze délit, neboli ke kterym existuje prvek
inverzni:

o komplexni ¢fsla:  a?+0> #A0 < a#0 A b#0 (tj. ke kazdému nenulovému prvku
existuje prvek inverzni, (C,+,-) je tedy pole),

o dudlni ¢isla: a?>#0 <= a# 0 (tj. ke kazdému prvku, ktery neni ve tvaru bw, existuje
prvek inverzni),

o dvojnd ¢isla:  a? — b #0 <=  a# +b (tj. ke kazdému prvku, ktery neni tvaru a + ae,
existuje prvek inverzni).

12.3.3 Aplikace dualnich éisel

Duélni ¢isla maji nékolik vyznamnych aplikaci. Jednou z nich je moznost pohodIného vypoctu derivace
polynomu. Co se stane, dosadime-li do polynomu s redlnymi koeficienty

P(z) = co + 10 + co2® + - - + cpa”
dudlni ¢islo a + be?
Pozorovani 1: Jelikoz je 2 =0, proto e> =2 .6 =0,e* =0, =0, ...

Pozorovani 2: (a + be)? = a® + 2abe  (zbyly ¢len b*e? binomického rozvoje je nulovy)
(a+ be)® = a® + 3a?be  (zbylé ¢leny binomického rozvoje jsou nulové)
(a+be)t = a* + 4abe  (zbylé ¢leny binomického rozvoje jsou nulové)

(a+be)* = a* + ka*~1be  (zbylé ¢leny binomického rozvoje jsou nulové)

Dosazenim dudlniho ¢isla a + be do polynomu P tedy dostaneme:

P(a+be) = co+ci(a+be) + cala+be)? + cz(a+be)* + -+ + cu(a + be)”
=cotcra+ca®+c3a®+ -+ cpa  +  crbe + 2c0abe + 3¢3a%be + - - - 4+ ne,a™ tbe
=P(a) + P'(a)be.

Vidime, Ze redlnd Cast je rovna primo hodnoté polynomu P(a), druhd slozka obsahuje derivaci
polynomu P v bodé a.



13 Hamiltonovy kvaterniony

13.1 Zakladni shrnuti

W. R. Hamilton objevil rozsiteni oboru komplexnich ¢isel na (nekomutativni) téleso. Jeho prvky jsou

tvaru
a+bi+cj+dk

a nazyvaji se kvaterniony. Pocita se s nimi jako s algebraickymi vyrazy s proménnymi i, j, k, ovSem
s vyjimkou komutativity nasobeni. Tim je zajiSténa asociativita s¢itani i nasobeni, distributivita
a komutativita sc¢itani.

S¢itani tedy probihd ,po slozkach®, nésobeni kvaternionii je nekomutativni a je zalozeno na
vztazich

13.2 Komplexni ¢isla a geometrie v roviné

Komplexni ¢isla jsou podle definice usporadanymi dvojicemi realnych cisel. Budeme-li se na né divat
jako na souradnice bod v roviné, zjistime, Ze se vyborné hodi k popisu geometrickych vztaht v roviné.
Skvélou ukéazkou je soucin komplexnich ¢isel u v, tj.
K

Uy U2
U1 U2

Uv = [ugvy + Uugvs, U Vs — U] = [u -,

ktery obsahuje
» v prvni slozce skaldrni soucin vektoru 4 = (uy,us) a v = (vy, v9)

« a ve druhé slozce jejich vnéjsi soudin (tj. determinant, geometricky ,orientovany* obsah).

13.3 Hyperkomplexni ¢isla a geometrie v prostoru?

Nabizi se tak myslenka, zda by nebylo mozné rozsitit obor komplexnich ¢isel na usporadané trojice
realnych cisel. Ziskali bychom tak hyperkomplexni cisla, kterd by se pak pouzila k popisu geometrie
v trojrozmérném prostoru.

13.4 Co bychom si tedy prali

« Hyperkomplexni ¢isla by méla byt rozsirenim pole komplexnich ¢isel C = {[a,b]; a,b € R} na
pole (¢i aspon na téleso) s nosicem {[a, b, c]; a,b,c € R}. Mélo by se tedy jednat o usporadané
trojice realnych ¢isel. Ty mizeme psat jako linearni kombinace bazovych vektorti, které v oboru
hyperkomplexnich ¢isel odpovidaji zakladnim prvkam [1,0,0], [0,1,0], [0,0,1]. Ty si vSak pro
lepsi prehlednost nahradime: 1 ~ [1,0,0],i~ [0,1,0], j ~ [0,0, 1]. Hledan& hyperkomplexni ¢isla
[a, b, ] tedy budeme (misto linedrnich kombinaci bdzovych vektori) psat ve tvaru

a-14+b-i+c-j.

o Scitani by opét probihalo po slozkdch.



e Ndsobeni musi byt distributivni vic¢i s¢itani, mélo by byt asociativni, navic pozadujeme, aby
[0,1,0]-[0,1,0] = [~1,0,0], coz odpovidd zndmému i* = —1, a [0,0,1] - [0,0,1] = [~1,0,0], coz
odpovid4 j? = —1.

Navic predpokladame, Ze ij # ji, abychom nevytvorili opét jen C (z podminky ij # ji uz plyne,
ze ji = —ij). Nelze tedy ocekavat, ze nasobeni trojic bude komutativni. Abychom nevytvorili
pouze C, nestaci predpokladat, ze i # j, nebot této podmince by vyhovovala volba j = —i.

e Pokud by se nam podafilo najit definici nasobeni, tak bychom pozorovali, zda obsahuje
v nékterych svych slozkach vyrazy dulezité pro tiirozmérnou geometrii (skalarni souéin, ...).

13.5 Neexistence hyperkomplexnich cisel s pravé dvéma imaginarnimi
jednotkami

Pokud bychom tedy hledali predpis pro nasobenti ttislozkovych hyperkomplexnich ¢isel, museli bychom

predné najit souciny zékladnich (,bazovych®) prvka: 1,1i,j. Z nich bychom pak ,dopocitali“ souciny

vSech ostatnich hyperkomplexnich ¢isel (pomoci predpoklddané asociativity a distributivity nasobeni

a asociativity a komutativity scitani).

Pro zacéatek se tedy pokusme vyplnit tabulku nésobeni:

1
11 1 ]

i

j

i
J
Neni vSak jasné, cemu mé byt roven souc¢in i-j (j-1i by bylo rovno —i-j).

Problém: Pokusy vypocitat i-j a —j vedou ke sporu.

Naznac¢me aspon struéné, pro¢ vedou pokusy o vypocet ij a —j ke sporu.

o Pokusme se mnajit chybéjici soucin ij. O ném vsak vime jen to, ze je trislozkovym
hyperkomplexnim ¢islem, lze jej tedy zapsat ve tvaru

1 =1y + 1ol +13j,
kde r1, 79,73 € R jsou néjaké redlné koeficienty.

o Prozkoumejme také ,novy“ (oproti C) prvek j. V télese by k nému mél existovat prvek opaény
i inverzni; nasobeni i s¢itani by mélo byt asociativni, nasobeni by také mélo byt vici séitani
distributivni.

Vypoctéme tedy prvek opacny k jednotce j pomoci nasledujicich uprav.
—j=—(1j) = (=1)j = (i) = i(ij) = i(ry + r2i +73j) = rii + 12 + 73] =
=ri— 7o+ r3ij =1 —ro 4 3 (r1 + rai 4 13)) = (rgry — 1r2) + (r1 +rare)i+ 13
Porovndnim s —j = 0.1+ 0i + (—1)j dostavame

r3ry — 19 = 0, ry +r3ry =0, 7‘%:—1.



Posledni rovnost vsSak neni splnéna pro zadné r; € R, zadné takové realné rs neexistuje.
Dostavame se tak ke sporu. Vyjadreni prvku opacného k imaginarni jednotce j a nésledné
vypocty s pouzitim asociativity a distributivity totiz vedly ke zjisténi, ze opacny prvek k j
neexistuje...

Spatna zprava: Pole komplexnich &sel nelze rozsifit pouze o jednu dalsf imagindrni jednotku tak,
abychom dostali aspon téleso. Jesté 1épe o tom hovori nasledujici véta.

Véta: Kazdé realna algebra s jednotkovym prvkem, ktera ma dimenzi 3, ma netrivialni délitele nuly.
(nelze tedy ocekdvat 3D algebru s délenim)

13.6 Objev télesa kvaternioni

Jak Hamilton objevil kvaterniony? Hledal pravé hodnotu soucinu ij. Nakonec ji polozil rovnu
néjakému k:
ij =k,
o némz predpokladal, ze k? = —1; uvédomil si tedy, Ze nisobeni uspofddanych trojic realnych ¢isel
sice korektné definovat nelze, potize vsak zmizi, pridame-li jesté jednu imaginarni jednotku k. Tak
doslo k objevu kvaternion.

Hamilton tak ukazal, zZe pole komplexnich ¢isel 1ze rozsitit o dalsi dvé imaginarni jednotky, ¢imz
dostaneme nekomutativni téleso kvaternioni. To tedy obsahuje celkem tii navzajem rizné imaginarni
jednotky, takze jeho prvky jsou reprezentovany usporadanymi ¢tvericemi realnych éisel (odtud nazev
kvaterniony). Nasobeni kvaterniont uz bohuzel neni komutativni (ji = —ij, ...).

Pl
s ke

/ e .
on the i

e

Pamétni deska na mosté v Dublinu.

Here as he walked by | on the 16th of October 1843 | Sir William Rowan Hamilton | in a flash of
genius discovered | the fundamental formula for | quaternion multiplication |

PP=? =k =ijk=—1

& cut it on a stone of this bridge.



13.7 Definice kvaternionti
Nekomutativni téleso kvaterniont budeme znacit H (podle Hamiltona). Formalné jeho prvky mizeme
povaZovat za prvky vektorového prostoru R* s bazi {éy, €1, €, €3}, pricemz

é = (1,0,0,0), ¢& =(0,1,0,0), & =(0,0,1,0), ¢é53=(0,0,0,1).

Misto €y, €1, €3, €3 vsak budeme psat obvyklé 1,1, j, k.
Séitani prvka vektorového prostoru R* provadime po slozkich. Nésobeni definujeme pouze na
prvcich baze, na celou mnozinu H jej rozsifime pomoci distributivity. Defini¢ni vztahy pro nasobeni

jsou nasledujici:

e Gyé,=2¢€,8 =é, pron=0,1,2,3 (& je jednotkovym prvkem),
o €12 =% =é32 = —¢, (imagindrni jednotky),
. 51 52 = —52 51 = _»3, _‘2 53 = —53 _’2 = _’1, 53 51 = —_’1 53 = _)2 (nésobeni 1mag jednotek).

Pro pohodli si tyto vztahy jesté mizeme prepsat pomoci obvyklych: 1,1i,j, k:
e 1lii=i-1=i, 1-j=j-1=j, 1-k=k-1=k,
L[] 12 = J2 = k2 = —1’
e ijj=—ji=k jk=—-kj=i ki = —ik =j.
1. * Pokuste se z uvedenych defini¢nich vlastnosti ndsobeni kvaternionu najit inverzni prvek

k prvku:

13.8 Byl objev kvaterniona zklamanim?
Nékolik poznamek tivodem:

o Hamilton hledal hyperkomplexni ¢isla o tfech slozkach, aby pomoci nich mohl péstovat
trirozmérnou geometrii, zjistil vsak, ze neexistuji (s takovymi vlastnostmi, které si predstavoval).

o Hamilton misto toho objevil kvaterniony, zddnlivé vhodné ke zkoumani ¢tyfrozmérné geometrie.

To vypadd mnohem méné uzitecné...
e Sam Hamilton byl svym objevem kvaterniont nadsen, napsal o nich dvé monografie.

o Hamilton si vSiml, Ze kvaterniony, i kdyz se jednd o usporadané ctverice realnych cisel, 1ze
vyborné pouzit k nécemu, co tehdy nebylo rozvinuté: péstovani vektorového poctu ve 3D. Sen
o popisu geometrickych vztahtt pomoci hyperkomplexnich ¢isel se tedy aspon ¢astecné splnil.

Inspirujme se komplexnimi ¢isly a vynasobme nasledujici dva kvaterniony
u = (uo, U1, Ug, Uz) = Up + uri + upj + usk, v = (o, v1,V2,v3) = Vg + v1i + vaj + v3k.

U prvniho vezmeme rovnou kvaternion sdruzeny: @ = ug —u3i — usj — ugk (jako u komplexnich ¢isel).
Tedy:
uv = (ug — url — ugj — usk) (vg + v1i + vej + v3k) = ...
1. * Vypocététe zadany soucin @ v. Pozor na nekomutativitu nasobeni, vyuzivejte vztaht z definice

kvaternioni (ij = —ji =k, ...).



2. Hamilton rozdélil kvaternion a + bi + ¢j + dk na skalarni ¢éast, tj. a, a na vektorovou c¢ast, tj.
bi + cj + dk.

3. * Ve vypocteném soucinu 4 v zvolte ug = 0 a vyp = 0, ¢imz dostanete soucin vektorovych ¢dsti.
Vsimnéte si, ze vysledny soucin vektorovych ¢éasti, tj. (uy, us,u3) a (vq,vg, v3), struéné budeme
psat 4 a v, je opét kvaternion, jehoz:

o skalarni ¢ast je rovna skaldrnimu souc¢inu prislusnych vektoru u - U,

—

o vektorova ¢ast je rovna vektorovému soucinu prislusnych vektort 4 x v.

4. * Vsimnéme si, ze se v souc¢inu #v objevuje i ndsobeni vektoru skaldrem. Prislusné casti
zvyraznéte.

5. * Pro tplnost dodejme, Ze pii s¢itani kvaternioni u + v se objevuje standardni soucet realnych
Cisel ve skalarni ¢asti, ve vektorové ¢asti pak obvykly soucet vektoru (tj. po slozkéch). Provedte
prislusny vypocet u + v a jednotlivé komponenty zvyraznéte.

13.9 Oktoniony, ,,hexadekaniony*

Omezeni pti hledani pripadnych dalsich rozsiteni pole komplexnich ¢isel ukazuji, Ze s rostouci dimenzi
rozsiteni se postupné zhorsuji vlastnosti vysledné struktury.

« Hermann Hankel (1867): Reélnd komutativni asociativni algebra s délenim, ktera obsahuje
komplexni ¢isla jako vlastni podalgebru, neexistuje.  (pri rozsirovani komplexnich cisel uz nelze
ocekdvat komutativitu ndsobent)

o Georg Frobenius (1878): Reélné asociativni algebry s délenim jsou pouze tii: redlna cisla,
komplexni ¢isla a kvaterniony. (pri rozsirovdni kvaternioni uzZ nelze ocekdval asociativitu
ndsobent)

o Kolik mizeme mit imaginarnich jednotek?
Heinz Hopf (1940): Dimenze redlné algebry s délenim musi byt mocninou dvojky.

Muzeme mit tedy pravé 2" — 1 imaginarnich jednotek (n = 0,1, 2, 3).

7 nasledujiciho prehledu hyperkomplexnich ¢isel je patrné, ze se zvysSujicim se poctem imaginarnich
jednotek se postupné ztraceji dulezité vlastnosti. Nasobeni oktonioni uz neni ani asociativni,
hexadekaniony dokonce obsahuji netrivialni délitele nuly, takze uz nejsou algebrou s délenim.

realnd cisla nasobeni: K, A; neex. netriv. délitelé nuly; linearni usporadani
komplexni ¢isla nasobeni: K, A; neex. netriv. délitelé nuly

kvaterniony nasobeni: A; neex. netriv. délitelé nuly

oktoniony neex. netriv. délitelé nuly

hexadekaniony — (existuji netrividlni délitelé nuly)

Pozorujeme tedy (a lze dokézat):

Zobecnéna Frobeniova véta: Realné alternativni algebry s délenim konecné dimenze existuji
prave ctyti:

realna cisla, komplexni cisla, kvaterniony a oktoniony.



Vlastnosti oktonionu:

o Nasobeni oktonionil uz sice neni ani asociativni, ale je alespon alternativni, tj. pro kazdé dva
oktoniony a, b plati:

(aa)b = a(ab), (ab)a = a(ba), (ab)b = a(bb).

o Ke kazdému nenulovému oktonionu existuje oktonion inverzni.

K objevu oktonionii se pise v ¢lanku J. Becvare, 150 let od objevu kvaternionu:

O svém objevu kvaterniont napsal Hamilton jiz 17. 10. 1843 svému priteli J. T. Gravesovi. Ten,
inspirovan Hamiltonem, nalezl v prosinci 1843 systém hyperkomplexnich cisel s osmi zakladnimi
jednotkamsi. Jeho objev byl vsak zverejnén az roku 1848.

Mezitim sestrojil nezdvisle na Gravesovi stejny obor hyperkomplexnich cisel Arthur Cayley, ktery
svou praci publikoval jiz roku 1845. Termin oktdvy zavedl Hamilton; dnes se uZivda téZ termini
Cayleyova cisla nebo Gravesova-Cayleyova cisla.


https://dml.cz/handle/10338.dmlcz/137554

14

Retézové zlomky

14.1 Retézové zlomky — opakovéni

1

w

10

* Pomoci Eukleidova algoritmu najdéte nejvétsi spolecny délitel ¢isel 323 a 266.

323
* Rozvinte do fetézového zlomku é&islo 266"

* Najdéte raciondlni ¢islo, jehoz fetézovy zlomek je [1;1,1,1].

. Jednoduchy algoritmus vypoc¢tu prvnich 10 ¢lanka fetézového zlomku daného cisla x.

(Implementace je v jazyce Python 3.)

# Vypocet retézového zlomku q Cisla x

import math
X = math.pi

q=1]
for k in range(10):

g.append( int(x) ) # pfidat celou ¢ast do seznamu q
x =1/ (x-int(x)) # vypocet dalsiho lanku: odecCist celou East, prevracena hodnota
print(q) # tisk fetézového zlomku

* S pouzitim kalkuldtoru vypoctéte prvnich deset clanku Fetézového zlomku dcisla logzg
a prislusné konvergenty.

* Uvazujme raciondlni ¢islo ¢, jehoz hodnota je rovna fetézovému zlomku g = [3;4, 5, 6].

Najdéte retézovy zlomek cisla %.

Rozviiite do Fetézového zlomku /2. Pozorujme, Ze k tomu nepotiebujeme kalkulator.

* Bez pouziti kalkulatoru rozvinte do Fetézového zlomku éisla:

V5 V3 V6 vn?+1 vn? 42

Predchozi ulohy davaji tusit, ze fetézové zlomky druhych odmocnin jsou periodické. Skutecné,
obecné plati, ze periodické fetézové zlomky maji prave tzv. kvadratické iracionality, tedy vsechny

vyrazy tvaru
P++vD
o

Predpokldadame, ze P, @, D jsou cela ¢isla, D > 0 a neni ¢tvercem (druhou mocninou pfirozeného
cisla).

Z predchoziho bodu dostavame:

retézovy zlomek c¢isla
konec¢ny racionalni cisla
periodicky kvadratické iracionality

nekonecny neperiodicky ostatni iracionalni ¢isla


https://www.python.org/
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12.

13.

14.

15.

16.

Teoretické opakovani

Definujme:
konecny retézovy zlomek (délky n)— rozumime jim ¢islo ve tvaru
1
qo0 + )
1+

_|_
a2 . 1
UE] . 1
dn
pricemz predpokladame: n € Ng, qo € Z, ¢1,...,qx € N.
Konecny retézovy zlomek délky n obvykle piSeme v strucnéjsim tvaru [qo; ¢1, G2, q3, - - -, @n)-
k-ty  konvergent Ttetézového zlomku [qo;q1,¢2,q3,--.,q.) — zlomek, ktery je roven
[90; 915 G2, - - -, qr], predpokladdme: k < n. Tedy:

L0 == A ] = o+ — = Dot
— = 9] =49 = |, - = 9] =¢+ —=——,
By 1 B, q1 q1
At
B, = 1905 491,42] = qo 1
g+ —
42

* Jak lze efektivné pocitat konvergenty prislusné jednotlivym ¢lankum fetézového zlomku?
Odvodte vztah pro vypocet c¢itatelti konvergentt.

A
* Ukazte, ze posloupnost konvergentu 2% tvoif rostouct posloupnost.
2n

* Vypoctéte vSechny konvergenty piislusné fetézovému zlomku [1,2,2,1, 3, 1] a vypoctéte rozdil
viech bezprostiedné sousednich konvergentti (tj. 4t — 4o Az AL As Az 0

Bi~ Bo’ Bo  Bi’ By By’
Pozorujte: jak se méni absolutni hodnoty téchto rozdila a jak se méni znaménka téchto rozdila?

Vypoctéte obecné rozdil n-tého a (n + 1)-niho konvergentu. VSimnéte si ¢itatele tohoto rozdilu
a vysvetlete, proc¢ je tak dulezity.

* Dodatek — zajimavé pozorovani:

a) Vypoctéte nasledujici souc¢in matic (prvni matice ma vyménéné radky, aby se pak ve sloupcich
objevovaly ¢itatele a jmenovatele konvergenti, nikoli jmenovatele a Citatele).

1 ¢ 0 1 0 1 0 1
0 1)\1 @/ \1 ¢/\1 ¢
b) Vypoctéte vsechny konvergenty retézového zlomku [1;2, 3, 4].

vy [ o v . (11 0 1 01 0 1
¢) Vypoctéte nésledujici souc¢in matic: (O 1) (1 2) (1 3) (1 4).



14.2 Linearni diofantické rovnice — véta o existenci reseni

Na zakladé tii pozorovani:

Bezoutova véta garantuje existenci celoéiselnych feseni x, y rovnice ax + by = NSD(a, b),

43z + 30y =1 — 43 - 3x + 30 - 3y = 3, (existence Teseni pro lib. pravou stranu
v ptipadé nesoudélnych a, b)

12z + 15y = 7 nema TeSeni, protoze 3 - (4x + by) # 7,

odvodte zakladni vétu o existenci feseni linearni diofantické rovnice:

Véta: Linearni diofantickd rovnice ax + by = ¢, kde a, b, ¢ € Z\ {0}, m4 feseni x,y € Z praveé tehdy,

kdy

NSD(a,b) | c.

Je-li jedno Teseni této rovnice z, Yo, pak vSechna feseni jsou ve tvaru x = xg+bn,y = yo—an, n € Z.

14.3 Linearni diofantické rovnice — reseni

1.

2.

* Najdéte vsechna Feseni ndsledujicich linedrnich diofantickych rovnic.
1) 89z + 144y =1 2) 89x + 144y =5 3) 2lz+ 12y =1 4) 1z +29y =1
5) 12z + 17y =1 6) 9r+24y =1 7) 9+ 24y =3 8) 9z + 24y =15

Pozorovani:
Linearni diofanticka rovnice 43x + 30y = 1 ma feseni x = 7+ 30k, y = —10 — 43k, kde k € Z.
Zkouska:

432 + 30y = 43(7 + 30k) + 30(—10 — 43k) = 301 + 43 - 30k — 300 — 43 - 30k = 1.

Jaké bude mit feseni diofanticka rovnice 43z + 30y = 37 Prava strana ma vyjit trojnasobn4,
takze i feseni bude trojnasobné: x =3 -7+ 30k, y = 3 - (—10) — 43k. Zkouska:

432 + 30y = 43(3 - 7 + 30k) + 30(3 - (—10) — 43k) = 3 - 301 — 3 - 300 + 43 - 30k — 43 - 30k =
3. (301 — 300) + Ok = 3.

Strucéné feceno:
3xr+30y=1 = 43-3x+30-3y=3

Pozorovani:

Linearni diofantické rovnice 6x + 15y = 1 nem4 feSeni v Z. Proc?

Staci si uvédomit: 3 - (2z + 5y) = 1. Soucin ¢isla 3 a jiného celého ¢isla nikdy neda 1.
Vsimnéme si: jsou-li a, b nesoudélna (tj. NSD(a, b) = 1), mé linearni diofanticka rovnice az+by =

1 vzdy teseni. Je to vlastné také disledek Bezoutovy véty.

*V knize [BeDla] je nasledujici zdbavnd tloha:
Karel Zpévak prodaval své posledni CD ve dvou vydanich. Zakladni vydani za 299 K¢ a luxusni
vydani s pripojenou obrazovou publikaci za 472 K¢.

Jeho agent mu po mésicnim prodeji prinesl utrzenych 140407 K¢ s omluvou, Ze nemiize nalézt
zaznam, kolik kterého vydani prodal.

Nu, pri téhle sumé to nevadi. Je pouze jedind moznost, kolik kterych vydani jste prodal.



a) Kolik zakladnich a kolik luxusnich vydani se prodalo?

b) Kolik zdkladnich a kolik luxusnich vydani by se prodalo v pripadé trzby 300000 K¢?
Provedte diskusi.

c) Kolik zékladnich a kolik luxusnich vydéni by se prodalo v pripadé trzby 100000 K¢?
Provedte diskusi.

Pro pohodli dodejme, ze 299 = 13 - 23 a 472 = 8- 59.

. * Najdéte kotfeny kvadratické rovnice 22 + z — 1 = 0. Kladny kofen této rovnice je tzv. zlaté
c¢islo, znac¢ime jej ¢ =~ 0,618... Tj.

1 1
© I+¢

Rozvinte zlaté cislo ¢ do fetézového zlomku a najdéte prvnich pét konvergenti.

. Provokativni ptiklad. Pozorujte nésledujici diofantické rovnice a (jedno) jejich feseni.

20+ 3y =1 [—1,1]
3r+by=1 [2,—1]
brx +8y =1 [—3,2]
S+ 13y=1 [5,—3
132 +2ly =1 [-8,5]
2l +34y =1 [13,-§]
34z + 55y =1 [—21,13]
551 +89y =1 [34, —21]

Hezké: Fibonacciho ¢isla se objevuji v koeficientech i v feseni.

. Pozorujme ryze periodicky fetézovy zlomek: o = [1,2,3]. Muzeme jej rozepsat riznymi zpusoby,
napriklad:
=[1,2,3]=[1,2,3,1,2,3] = [1,2,3,0] = 1 + .
2+ ——
1
3+ —
o
Z rovnice a = [1,2,3,a] snadno dopocitame hodnotu tohoto ryze periodického fetézového
zlomku «, staci vypocitat prislusné konvergenty:
1 3 10 10 + 3
1727 77 Ta+2

10a+3
Ta+2

10 + 3

Tao+2

hodnota fetézového zlomku [1,2,3, o] je tedy Vytesime tedy rovnici

Po tpravach dostaneme kvadratickou rovnici, ktera ma jediné kladné reseni

_4+V3T
=



8. * Najdéte hodnotu nésledujicich ryze periodickych fetézovych zlomk.

a) [2,1,1] b) [1]

14.4 Pellova rovnice — priprava

Nésledujici opakovani je uziteéné pri feseni Pellovy rovnice.
1. * Jakou strukturu m4 fetézovy zlomek ¢isla v/n, kde n € N nenf ¢tvercové ¢islo?

2. * Které fetézové zlomky jsou periodické? Které jsou konecné (a pro¢)? Které jsou nekonecné
(a proc)?

14.5 Pellova rovnice — reseni

1. Reseni Pellovy rovnice 22 — Ny? = 1:
Rozvifime do Fetézového zlomku v N = [90; 1,42, G3, -, G3, G2, q1, 2q0 |- Jedno netrividlni FeSeni
je obsazeno v ¢itateli a jmenovateli jistého konvergentu. Kterého? Je-li délka periody p (tj. pocet
¢lankt v periodé):

« sudd, vezmeme konvergent ¢lanku pred 2qo (VN = [qo; ¢1, 42,43, -, 43, @2, 1, 2Q0, ---] )

e licha, vezmeme konvergent ¢lanku pred 2qg, ale az pti druhém priichodu periodou
( \% N = [C]o7 d1,92,93;, ---, 93, 92, 41, 2(]0> 41,492,493, ---, 43, 92, d1, 26]0, ])

V pripadé sudé délky periody p tedy bereme p-ty konvergent,
v pripadeé liché délky periody p bereme 2p-ty konvergent.
2. Priklad:

Naleznéme jedno netrividlni celo¢iselné FeSeni rovnice z2 — 23y% = 1.

Odmocninu z 23 rozvineme do fetézového zlomku:
V23 =1[4;1,3,1,8]

Délka periody je p = 4, coz je sudé cislo, takze feseni bude obsazeno v citateli a jmenovateli
konvergentu prislusného ¢lanku 1 (bezprostiedné pred ¢lankem 8). Jednotlivé konvergenty

postupné jsou:
4 5 19 24

11 4 5]
Resenim je # = 24, y = 5, nebot 242 — 23 - 5% = 576 — 575 = 1.
3. * Najdéte zakladn{ feSeni Pellovy rovnice 2% — 202332 = 1.

Resenim je [2024,45], tj. Pellova rovnice s koeficientem 2023 mé feseni = = 2024, coZ by byl
skvély tip na novoroc¢ni prani.



4. Prozkoumejme otazku novorocnich prani s Pellovou rovnici. Nastane nékdy podobné hezka

situace jako u rovnice s koeficientem 20237

—2020y2 =1, [809,18], p =4, /2020 = [44; 1,16, 1, 8]
— 2021y _1, 45495,1012], p =6, v/2021 = [44; T,21,2,21,1, 88|
—2022y% =1, [1349 30] p =4, V2022 = [44; m]
—2023y% =1, [2024,45], p =4, /2023 = [44; 1,43,1,8§]
—2024y% =1, [4049 90] p=2,12024 = [44; 1,88]
— 2025y =1, 0, p=0,v2 25 = [45]
—2026y% =1, [4051 90] p =1, v/2026 = [45; 90]
—2027y* =1, [8209351,182340], p = 2, /2027 = [45; 45,90]
—2028y% =1, [3650401,81060], p =2, v/2028 = [45; 30, 90]

1315441,29196], p = 2, v/2030 = [45; 18, 90]

—2031y? =1, [913951 20280] p =2, V2031 = [45; 15,90]
—2032y? =1, [44757606858751 992898844800] p=2
—2033y* =1, [61795078487, 1370519436] =20
—2034y? =1, [406801,9020], =2, \/203 = [45; 10, 90]

—2035y% = 1,
—2036y% = 1,
—2037y? = 1,

329671, 7308], p— 2, v/2035 = [45; 9, 90]
313201220822405001 6941200020407350]
155143351, 3437460], p = 10, /2037 = [45; 7,1, 1,22, 30, 22, 1, 1, 7, 90]

[
[
[
[
1,
[
|
22 — 2029y = 1, [4164193801 92446380] p=5,+/2029 = [45 22,1, 1,22, 90]
[
[
[
[
[
[
[
[

2
2
2
2
2
2
2
2
2
22 — 203092 = 1,
2
2
2
2
2
2
2
2

—2038y* =1, [16073715125005882674057412962488837, 356052612909782828757661492925706],

p="74
22 —2039y% =1, [179221048487196942112440, 3968993620357130831179], p = 44
12 —2040y% = 1, [146881,3252], p =2, v/2040 = [45; 6,90]
x? — 2041y =1, [15380575814145385, 340448239257108], p = 36
q;? — 2042y* = 1, [10775075410899,238447322110], p = 13, 2042 =
[45;5,3,3,1,1,1,1,1,1,3,3,5,90]
2?2 —2043y% =1, [102151,2260], p =2, v/2043 = [45; 5,90]

[
22 — 204492 = 1, [35087884780634163199, 776098318507233120], p = 32
22 —2045y2 =1, [33708961,745416], p =10, /2045 = [45; 4,1, 1,22, 18,22, 1, 1, 4, 90]
22 — 2046y2 =1, [1668545,36888], p =12, /2046 = [45; 1,3, 2,1,2,2,2,1,2,3, 4, 90]
2_2047y2 = 1, [5566204448,123026943], p = 12, /2047 = [45; 4,9,1,4,8,45,8,4, 1,9, 4, 90|
2
2
2

—2048y2 =1, [886731088897,10594173939], p = 24
— 2049y = 1, [28661728361680464688535, 633186135065525829476], p = 44
— 20502 =1, |

17322499, 382590], p =7, v/2050 = [45; 3,1, 1, 1, 1, 3, 90]

. Vidime, Ze rok 2023 byl celkem unikatni, nebot 452 = 2025.

Podobn4 situace nastane nejdiive v roce 2114, nebot 462 = 2116:
22— 2114y = 1, [2115,46], p =4, V2114 = [45; T,44,1,90].

A naposledy tato situace nastala v roce 1934, nebot 442 = 1936:

22— 1934y2 =1, [1935,44], p =4, V1934 = [43; T,42, 1, 36).

. Nékteré koeficienty n Pellovy rovnice 22 — ny? = 1 jsou nepifjemné, nebot Fetézovy zlomek /n
ma velmi dlouhou periodu.

Pozorujme koeficienty n < 1000 a ptislusné délky period p > 30 (v zavorce).

331 (34), 379 (30), 421 (3 ),436( 0), 454 (34), 463 (32), 478 (36), 508 (32), 526 (40), 541 (39),
556 (36), 571 (42), 589 (40), 601 (31), 604 (44), 613 (33), 619 (38), 631 (48), 649 (30), 652 (36),
661 (39), 669 (38), 673 (31), 691 (38), 694 (46), 718 (40), 721 (40), 724 (42), 739 (46), 751 (52),
764 (32), 766 (44), 769 (37), 772 (30), 796 (44), 811 (38), 823 (44), 844 (48), 849 (30), 859 (46),



862 (40), 883 (46), 836 (54), 839 (42), 907 (42), 913 (32), 919 (60), 921 (34), 937 (33), 946 (30),
956 (32), 958 (36), 964 (34), 967 (32), 974 (32), 981 (30), 989 (32), 991 (60)

Prvnim ,nepiijemnym* koeficientem je 331, nejdelsi periodu (p = 60) pozorujeme u 919 a 991.

vz

Mnohem nepiijemnéjsi jsou vSak koeficienty, jejichz p je liché, nebot je pak potifeba pocitat
2p-ty konvergent, tedy pouzit dvojnasobny pocet clankt. Nejnepiijemnéjsimi jsou tedy Pellovy
rovnice s koeficienty (n < 1000):

421 (37), 541 (39), 661 (39), 769 (37).

. * Najdéte zakladni feseni nésledujicich Pellovych rovnic (jsou zvoleny tak, Ze pokryvaji rizné
pripady).
a)z? —Ty> =1b) 22 —17Ty* =1 c¢) 2> — 13y’ =1 ¢) 2% — 13y* = —1
d) 22 —130y* =1 e) 22 —2023y° =1
. Srovnejte narocnost hledani feseni nasledujicich Pellovych rovnic.

*a) 22 — 420y% = 1 b) 2? — 421y = 1

Pozor: druhé rovnice je uréena milovnikiim pocitani s pomoci poéitade ¢i programovatelného kalkuldtoru (ruénf
vypocet zde nedoporuduji). K feSeni potfebujeme konvergent piislusny zlomku [20, 1, 1, 13,5, 1, 3, 1,2, 1, 1, 1,
2,9,1,7,3,3,2,2,3,3,7,1,9,2,1,1, 1,2, 1, 3,1, 5,13, 1, 1,40, 1,1, 13,5, 1,3, 1,2, 1,1, 1,2,9, 1,7, 3, 3
2,2,3,3,7,1,9,2 1,1,1,2, 1, 3, 1, 5, 13, 1, 1], jeho ¢itatel m4a 34 cifer, jmenovatel 33 cifer:

)

3879474045914926879468217167061449
189073995951839020880499780706260

* Jak je tomu s prvni rovnici?
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