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Uvod
Co v tomto textu (ne)najdeme

Text, ktery pravé ctete, je vénovan kuzeloseckdm. Jeho pojeti je specifické. Nebudujeme celou teorii,
neprovadime naptiklad kompletni klasifikaci kuzelosecek v eukleidovské, afinni a projektivni roviné. Pti
vybéru témat, kterym se vénujeme, a pri volbé celkové koncepce, se ridime nékolika cili.

e Chceme poskytnout dostatecné siroky vybér zajimavosti ze svéta kuzeloseCek pri zachovani ele-
mentarniho charakteru celého textu. Ucitel by mél takovymi poznatky disponovat; dodavaji mu
presvédceni o krase matematiky i o jeji uzite¢nosti, které pak (byt tfeba implicitné) muze predavat
svym zakum.

o Nas zdjem je vyrazné didakticky, reagujeme na nékteré koncepcni nedostatky, které se vyskytuji ve
reguldrnich kuzelosecek, podminky v nich obsazené nejsou ve vétsiné stredoskolskych ucebnic ni¢im
motivovany, nijak neni ukazovana souvislost s fezy kuzelové plochy. Dalsim problémem je nalezeni
tecny kuzelosecky: nebyva jasné, proc je tecna tak dilezitd; celé téma se tak redukuje na reseni
soustav rovnic bez skute¢ného geometrického cile.

e Nepracujeme pouze analytickou metodou, uzivame i syntetické postupy. Uvadime také nékolik
konstrukei elipsy, které podavaji zajimavé interpretace parametrickych rovnic elipsy; nékteré z nich
jsou také zdkladem mechanickych pomucek, které vykresluji elipsu (tzv. elipsograf). Tyto mechanické
pomiicky 1ze snadno modelovat napt. v GeoGebfe.

e Chceme také naznacit souvislosti mezi jednotlivymi regularnimi kuzeloseckami, které bud nebyvaji
formulovany viibec, nebo jen vagné. Napriklad:

— Ukazujeme, ze parabola vznikne z elipsy, pokud délku hlavni poloosy ,posleme do nekonec¢na“.
— Zkouméame vlastnost fidici kruznice elipsy, ktera prechézi v fidici pfimku paraboly.

— Na ohniskové vlastnosti kuzelosec¢ek (prozkoumané standardnimi elementdrnimi prostiedky)
se pak pokousime pohlizet jednotné: paprsek vyslany z jednoho ohniska elipsy se odrazi do
druhého ohniska elipsy, stejné je tomu tak i u paraboly, jen to druhé ohnisko lezi ,v nekoneénu®,
a tak se paprsek odrazi rovnobézné s osou paraboly.

Posledni bod piimo vybizi k otdzkam: , Neslo by to pojmout jednotnéji?“ Tedy nezkoumat vlastnosti
jednotlivych kuzelosecek zvlast, ale dokazat tyto vlastnosti zaroven pro vSechny kuzelosecky? Navic tu
prirozené vznika potreba pracovat s body lezicimi ,,v nekonec¢nu‘. Velmi by se hodilo, kdybychom jim
mohli ptifadit soufadnice (koneénd ¢isla) a bylo by tak mozno s nimi provadét vypocty.

Tento text je tedy vhodnou pripravou na obecnéjsi teorii kuzelosecek. Ta je tématem druhé ¢asti, kde
je tento jednotny pristup ke kuzeloseckdm naznacen: kazda kuzelosecka je reprezentovana matici, odvodit
rovnici tecny je otazka nékolika kratkych a jednoduchych radki. Diky elementim projektivni geometrie lze
pracovat s ohnisky, vrcholy a body kuzelosecek, které lezi ,v nekonec¢nu“. Naptiklad asymptota hyperboly
je pak opét jen tecnou v bodé hyperboly, ktery lezi ,,v nekonecnu“, tedy v jejim nevlastnim bodé, takze jeji
rovnici neni potieba zvladst odvozovat. Zaroven se objevuje vyznamna aplikace linedrni algebry, zejména
teorie bilinearnich a kvadratickych forem, matic, vlastnich ¢isel, determinant.

Kuzelosecky a Skolska matematika

Pozornost vénovand kuzeloseckdm na stfednich skoldch (ostatné i na Skolach vysokych) byla v poslednich
sto padesati letech velmi proménliva. Pohybovala se mezi dvéma extrémy:

e znacnym zajmem, bohatou hodinovou dotaci, vyucovanim hlubokych vysledki a zajimavych aplikaci;



e témér uplnym nezdjmem, rezignaci na syntetické metody, redukci tématu na odvozeni rovnic z tzv.
»planimetrickych definic“ padajicich z nebe a na hledani prisecikt s primkami pomoci feseni rovnic.

Téma pojaté druhym z uvedenych zptsobti vSak neni prilis zajimavé. Neni tedy divu, ze jsou v soucasné
dobé kuzelosecky zarazeny jen v RVP pro gymndzia. Dnesni dobu tak muzeme fadit k obdobim, kdy je
téma kuzelosecek na ustupu.

Vzdélani, kterého se ndm na univerzité dostava, by vsak mélo byt obecnéjsiho charakteru, méli bychom
byt pripraveni na dobu, kdy bude kuzeloseckam ve skolské matematice vénovana takova pozornost, ktera
odpovida jejich vyznamu. Soucasné pojeti analytické geometrie, kdy je pozornost vénovana jen velmi
jednoduché préaci se souradnicemi, vektory a linearnimi utvary, povazujeme za nestastné. Zcela totiz
chybi néco zajimavého a aplikovatelného. Podporuje se tak dojem, ze matematika je nezazivnda, nudna,
k nicemu. Neni to vSsak problém matematiky, ale jeji prezentace v ucebnicich, kurikulu, pripadné pri
samotném vyucovani.

V tomto textu jsme se proto pokusili naznacit nékolik zajimavosti, které mohou ukazat, ze kuzelosecky
nejsou nezazivnym a neuzite¢nym tématem.

Pri vytvareni kurikula je dulezitd vyvdzZenost.

o Prilisna snaha o zjednoduseni vede k redukci matematiky na ptilis jednoduché poznatky. Zaci citi,
ze se ,nic nenaucili“, ze jsou jim takové poznatky jen maélo platné. Neni co aplikovat, pripadné
aplikace jsou neredlné, trivialni, nezajimavé. Zkusenosti ukazuji, ze obliba matematiky pak vyrazné
klesa.

74k nesmi byt novymi poznatky zahlcen. Je-li téma probirdno piili§ do hloubky a/nebo do ife,
stava se netinosnym. Zaci se pak dostavaji do podobné situace, jako v predchozim bodé: ve vysledku
toho mnoho neuméji, nedovedou dobie probirané poznatky aplikovat. Dostavuje se pocit frustrace
a bezvychodnosti. I v tomto pripadé obliba matematiky vyrazné klesa.

P1i pouzivani ndpada z tohoto textu pri vyuce na stredni skole je tedy potieba postupovat velmi

uvazlive.

Whetting Your Appetite

O Archimédovi se traduje, ze pronesl: , Dejte mi pevny bod a pohnu Zemd.“ Nastésti pevny bod neobdrzel,
a tak si nase Zemé dal krouzi po kuzelosecce — elipse...

Na nésledujicim obrazku je typicky ¢tenaf tohoto skripta — v oc¢ich odhodlani a vyzva:

,Dejte mi kuzelovou plochu a vyrobim Vam kuZelosecku!“
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Kapitola 1

Zakladni poznatky o kuzeloseckach

1.1 Kruznice

1. Definujte kruznici.

Reseni: ~ Mnozina vSech bodi v roving, které maji od daného bodu S této roviny danou konstantni’
vzdélenost r, se nazyva kruznice.

Bod S se nazyva stred kruznice, nezaporné realné cislo r se nazyva polomér kruznice.

Polomérem kruznice také rozumime kazdou tsecku spojujici stfed kruznice s nékterym bodem této
kruznice.

1.1.1 Rovnice kruznice

2. Odvodte rovnici kruznice (bez pouziti soufadnic).
Reseni:  Vyjdeme piimo z definice. Vzdéalenost obecného bodu X kruznice od jejiho stfedu S je

| X S|, polomér ozna¢me 7. Rovnice kruznice je tedy

| XS] =r.

3. Odvodte rovnici kruznice (ve zvolené kartézské soustavé souradnic).

Reseni: Zvolme kartézskou soustavu souradnic a ozna¢me souradnice obecného bodu X leziciho
na kruznici X = [, y], soufadnice stfedu kruznice S = [s1, s3], polomér kruznice r. Vzdélenost | X S|
je potom rovna

XS] =/(z—s51)% + (y — 52)%.

Rovnice kruznice | XS| = r tak pfejde na tvar

V=524 (y—s2)2=r.

Umocnénim na druhou se zbavime druhé odmocniny:

(x = 51)* + (y — 52)* =1

a dostaneme tak stredovou rovnici kruznice.

4. Nakreslete si obrazek: kruznice se stfedem v poc¢atku a zvoleny bod X = [z, y] na ni lezici. Uvédomte
si, ze stfedovou rovnici kruznice (stfed v poc¢atku) lze odvodit pomoci Pythagorovy véty aplikované
na pravouhly trojtuhelnik s vrcholy [0, 0], [z, 0], [0, y]:

? +y? =17,

! Vzdélenost r vétsinou pfipoustime pouze kladnou, zde vak pFipustime i nulové  kviili moznosti zahrnout degenerovany
piipad kruznice s nulovym polomérem (coz je vlastné jediny bod — stfed kruznice), na ktery mizeme narazit pfi nékterych
transformacich.



5. Rovnici kruznice lze také odvodit pomoci Eukleidovy véty o vysce. S trochou nadsazky tedy mu-
Zeme na Eukleidovu vétu o vysce pohlizet spiSe jako na vétu o kruznici (umoznuje totiz piimo
charakterizovat y-ovou soufadnici bodu kruznice) nez jako na vétu o pravotihlém trojihelniku.

Velmi zajimava je také souvislost rovnice kruznice s mocnosti bodu ke kruznici.

Oba pfistupy jsou zpracovany v kapitole 2.1 vénované kruznici.

1.1.2 Rovnice te¢ny kruznice
6. Tecnou kruznice k rozumime primku, kterd ma s kruznici k£ pravé jeden spolec¢ny bod.
7. Odvodte rovnici teény ¢ kruznice k prochézejici bodem Xj € k (bez pouziti souradnic).

Reseni:  Tuto te¢nu lze charakterizovat tim, Ze je kolmé na polomér SX, kruznice a prochéazi
zadanym bodem Xy € k (ktery je pak jedinym spoleénym bodem tecny ¢ a kruznice k).

Oznacime-li X libovolny bod na tecné ¢ (prozatim X # Xj), dostaneme ihned, ze vektory X — X
a Xo — S musi byt na sebe kolmé, takze jejich skalarni souc¢in musi byt roven nule:

(X — Xo) - (Xo - §) = 0.
Pri¢teme-li a odecteme v prvni zavorce S, dostaneme:
(X—-54+85—-Xp) - (Xo—95)=0.
Jelikoz je skaldrni soucin distributivni, mame

(X—S)‘(Xo—S)-f—(S—Xo)-(X()—S):0

10



a prevedenim druhého séitance na pravou stranu obdrzime
(X=95)-(Xo—95)=Xo—9) - (Xo—9).

Jelikoz je vyraz na pravé strané (Xo — S) - (Xg — S) = || Xo — S||? = r2, piejde rovnice teény t
kruznice k prochéazejici bodem X € k na pékny tvar

t: (X=8)-(Xo—-8)=r2.

8. Zapiste odvozenou rovnici tecny kruznice ve zvolené kartézské soustavé souradnic.

Reseni:  Zvolme kartézskou soustavu souradnic a ozna¢me soutradnice obecného bodu X leziciho
na tecné X = [z, y], souradnice stfedu kruznice S = [s1, s2], polomér kruznice r, souradnice bodu
kruznice pak Xo = [z0, yo]. Rovnici teény t: (X — S) - (Xo — S) = r? pak mlizeme psét ve tvaru
2
(= s1,y — 82) - (T0 — 81,90 — 82) =71
Pokud skalarné vynasobime vektory na levé strané, dostaneme primo rovnici teCny ve zvolené
soustavé soutadnic:

(= 51) (x0 — 51) + (y — 52) (Yo — 52) =72

1.2 Definice kuzelosecek

V této kapitole stru¢né uvedeme definice jednotlivych redlnych regularnich kuzelosecek: elipsy, paraboly
a hyperboly. Jedna se o kuzelosecky, s nimiz se setkdvime nejCastéji.

Uvazujme v eukleidovském prostoru E3 rotacni kuzelovou plochu C a rovinu p, kterd neprochézi jejim
vrcholem (tj. rovinu, kterd neni wrcholovd). Na kuzelovou plochu muzeme pohlizet jako na soustavu
primek prochazejicich vrcholem (tzv. povrsky ¢i povrchové primky).

Snadno nahlédneme, ze v E3 ma rovina o s kuzelovou plochou C vzdy neprazdny prunik, protina
tedy aspon jednu jeji povrchovou primku. Podle ,,po¢tu protinanych povrchovych primek tedy mizeme
provést klasifikaci fezt kuzelové plochy C rovinou p, ktera neni vrcholova.

e Rovina p protind vSechny povrchové primky kuzelové plochy C.

Pokud rovina p neprotind vSechny povrchové piimky, lze snadno rozlisit dva pripady. Ani v jednom
uz neni fezem uzaviend kiivka.

e Rovina g protind povrchové pfimky pouze na jedné strané (vzhledem k vrcholu) kuzelové plochy C.
V tom pripadé je rovnobézna pravé s jednou povrchovou primkou.

e Rovina ¢ protind povrchové primky na obou strandch (vzhledem k vrcholu) kuzelové plochy C,
fezem je pak soustava dvou krivek. V tomto pripadé je p rovnobézné s pravé dvéma povrchovymi
primkami.

Pro klasifikaci i definici kuzelosec¢ek zvolime z uvedenych dvou kritérii to pohodlnéjsi: pocet rovno-
béznych povrchovych pfimek s rovinou rezu. Ekvivalence podminek uvedenych u obou pripadu (pocet
rovnobéznych povrchovych primek, prinik s jednou ¢i obéma ¢dstmi kuzelové plochy) je ziejmé z nésle-
dujici avahy: sta¢i si predstavit rovinu m rovnobéznou s rovinou g prochézejici vrcholem kuzelové plochy;
pouze v této roviné mohou lezet povrchové primky (rovina prochazi vrcholem) rovnobézné s ¢ (rovina je
rovnobéznd s ). Z této predstavy je také zfejmé, ze jiné moznosti nastat nemohou; o musi byt rovnobézna
aspon s jednou povrchovou piimkou (jinak by protinala vSechny povrchové piimky a fezem by byla elipsa)
a vice povrchovych pfimek rovnobéznych s ¢ nez dvé nemuze existovat (museji totiz lezet v roviné m,
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vsSechny povrchové primky maji spoleény bod — vrchol, jsou tedy rtiznobézné, takové povrchové primky
mohou v jediné roviné 7 lezet nejvyse dveé).

Nyni tedy muzeme na zakladé kompletni klasifikace vzajemnych poloh kuzelové plochy C a roviny o
neprochézejici jejim vrcholem pristoupit k definici regularnich kuzelosecek.

Definice: Protina-li rovina ¢ (kterd neni vrcholova) vSechny povrchové primky rotacni kuzelové plochy C,
nazyvame prunik C N o elipsou.

Poznamenejme, zZe elipsa je uzaviena krivka.

Definice: Je-li rovina fezu ¢ (kterda neni vrcholova) rovnobéznd pravé s jednou povrchovou primkou
rotac¢ni kuzelové plochy C, nazyvame prinik C N ¢ parabolou.

Poznamenejme jesté, ze tato jedind primka udava smeér osy paraboly, kterou mizeme definovat jako
prunik roviny fezu ¢ s rovinou prochézejici osou kuzelové plochy C a pravé onou jedinou povrchovou
primkou rovnobéznou s o. Prunik paraboly s jeji osou se nazyva vrchol paraboly. Tento nézev je prirozeny,
uvédomime-li si jeho polohu na parabole vyznacené piimo na kuzelové plose.

Definice: Je-li rovina fezu o (kterd neni vrcholovd) rovnobéznd pravé se dvéma povrchovymi primkami
rotacni kuzelové plochy C, nazyvame prinik C N o hyperbolou.

Poznamenejme opét, ze tyto dvé povrchové primky udavaji sméry asymptot hyperboly.

1.3 Tecény regularnich kuzelosecek

Tecna elipsy ma s elipsou jediny spolec¢ny bod, zaroven je jedinou piimkou s touto vlastnosti. Jinak je
tomu v eukleidovské roviné s parabolou a hyperbolou.

e Parabola ma jediny spoleény bod nejen s tecnou, ale i s kazdou primkou rovnobéznou s jeji osou.

e Hyperbola ma jediny spoleény bod nejen s te¢nou, ale i s kazdou primkou rovnobéznou s jeji
asymptotou.

Pokud bychom tedy chtéli charakterizovat tecnu paraboly a hyperboly, museli bychom vylouéit uvedené
pripady.

Tec¢ny kuzelosecek se tedy na stiedni skole definuji zpravidla takto:

e tecna elipsy: primka, kterd ma s elipsou jediny spolecny bod,

o tecna hyperboly: primka, kterd ma s hyperbolou jediny spoleény bod, zaroven vsak neni rovnobézna
s zadnou z jejich asymptot,

e tecna paraboly: primka, kterd ma s parabolou jediny spole¢ny bod, zaroven vSak neni rovnobézna
s jejl osou.

Rovnice te¢en pak lze v kazdém z téchto pripadu odvodit z téchto definiénich podminek. Jedné se vSak
o ukol, ktery je pomérné zdlouhavy.

Definice teé¢ny v projektivnim rozsireni [E,

Vsechny vyjimky v definicich tec¢en by zmizely, pokud bychom v roviné pfipustili nevlastni body (pracovali
bychom tedy v projektivnim rozsifeni eukleidovské roviny):

e parabola by méla pravé jeden nevlastni bod a kazda rovnobézka s jeji osou by tak parabolu navic
protinala v tomto nevlastnim bodé;
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e hyperbola by méla dva nevlastni body a kazda rovnobézka s asymptotou by hyperbolu navic
protinala v jednom z nich.

Uvedené primky by tedy mély s kuzeloseckou dva spolecné body: jeden vlastni a jeden nevlastni; nebyly
by tedy tec¢nou.

1.4 Elipsa

1. Ve stfedoskolskych ucebnicich se pouzivaji vétsinou tzv. planimetrické definice kuzelosecek. Nazyvaji
se tak proto, ze pracuji pouze s body roviny, v niz se definovana kuzelosecka nachazi.

Vyhody téchto definic jsou zfejmé: neni potieba pracovat se stereometrickou situaci, jednotlivé
kuzelosecky jsou charakterizovany jednoduchou podminkou pro body v roviné (proto se také tyto
definice nazyvaji planimetrické). Snadno pak také 1ze odvodit rovnice téchto kuzelosecek.

Nevyhody téchto definic jsou vSak zasadni: neni zfejmé, proc¢ jsou kiivky definované jako mnoziny
bodu v roviné spliujici uvedené charakteristické vlastnosti kuzelo-seckami, z celé teorie se zcela
vytratil zakladni prvek — zkoumani feza kuzelové plochy.

Jelikoz je tento text vénovan opakovani zakladnich poznatki ze stfedni skoly, pridrzime se planime-
trickych definic kuzelosecek. Pripadné zajemce odkazeme na tzv. Queteletovu-Dandelinovu vétu,
kterd o souvislosti planimetrické a stereometrické situace hovori.

2. Zformulujte planimetrickou definici elipsy.

Reseni: ~ Mé&jme danu kladnou konstantu ¢ a dva pevné zadané body Fi, F» v roviné, pri¢emz
|F1F5| < c. Potom elipsou rozumime mnozinu vSech bodi X v této roving, které maji soucet
vzdalenosti od bodu F; a Fy roven této konstanté c, tj.

‘F1X|—|-‘F2X| =c.

3. Body Fi, Fy se nazyvaji ohniska elipsy. Stfed S tsecky F1F> se nazyva stred elipsy. Vzdalenost
|SF1| (kterd je rovna |SFs|) se nazyva excentricita (nékdy téz vystrednost) elipsy a znadi se e.

4. Primka FjFy se nazyva hlavni osa elipsy. Jeji pruseciky s elipsou (oznacené na obrazku A, B) se
nazyvaji hlavni vrcholy elipsy.

Vzdélenost |SA| hlavniho vrcholu elipsy od jejiho stiedu (ktera je také rovna |SB|) se nazyva hlavni
poloosa elipsy a znadi se a.

5. Osa tsecky F1Fy se nazyva vedlejsi osa elipsy. Jeji pruseciky s elipsou (oznacené na obrazku C, D)
se nazyvaji vedlejsi vrcholy elipsy.
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10.

Vzdalenost |SC| vedlejsiho vrcholu elipsy od jejiho stfedu (kterd je také rovna |SD|) se nazyva
vedlejsi poloosa elipsy a znaci se b.

Vsimnéme si, ze hlavni i vedlejsi osa je primka, zatimco hlavni i vedlejsi poloosa je kladné realné
¢islo (nebot je to vzdélenost).

Z obrazku je ihned patrné, ze konstanta c je rovna délce tsecky AB (ta je rovna 2a); sta¢i porovnat
pripady, kdy bod X je hlavnim vrcholem elipsy a uvédomit si, ze elipsa je stredové soumérné podle
svého stredu. Plati tedy:

c=2a.

Proto se vztah z planimetrické definice elipsy casto uvadi primo ve tvaru

[P X| +|PRX| =2a.|

Zajimavé je uvédomit si, jak by vypadala mnozina vSech bodu X v roviné spliujicich podminku
|F1X| + |FoX| = 2a v piipadé, ze |F1Fy| = 2a (tsecka F1Fy) a pro |FyFs| > 2a (prazdnd mnozina).

Odvodte vztah mezi hlavni poloosou, vedlejsi poloosou a excentricitou elipsy.

Reseni:  Na pravothly trojihelnik F; SC (pfipadné 5 SC) vyznaceny v elipse na obrazku aplikujme

Pythagorovu vétu, dostaneme:

1.4.1 Rovnice elipsy

Odvodte rovnici elipsy v kartézské soustaveé souradnic zvolené tak, ze stied elipsy lezi v pocatku
a obé ohniska lezi na ose x.

Reseni:  Zvolme tedy kartézskou soustavu soufadnic tak, aby stied S elipsy lezel v poc¢atku, tj.
S =[0,0], obé ohniska na ose z, tj. F1 = [—e, 0], F» = [e,0]. Souradnice obecného bodu elipsy necht
jsou X = [z, y].

Pfipomenme, Ze elipsou (dle planimetrické definice) rozumime mnozinu vSech bodu X v roviné, pro
neéz plati, ze soucet jejich vzdalenosti od dvou pevné zadanych bodu Fy, Fy je konstantni, tj.:

|XF1‘ + |XF2‘ = 2a,

pricemz |F} F5| < 2a (neboli e < a). Predchozi rovnice prejde na tvar:

Vi +e?+2+/(w—e)? +y* = 2.

Umocnénim na druhou dostaneme

@+e)+y’+@—e’+y’+2-V(@t+e)2+y? V(r—e)? +y2 =4d’,

202 +2e2 + 2y —4a® = —2-/(z+e)2 + 92 /(x —e)2 +32.

Vydélenim dvéma a opétovnym umocnénim na druhou dostaneme
(@ + ey =27 = ((z+ ) +97) - (@ —e)* + 1),

(22 + e +1y? —2a°)2 = (22 + 2 + % + 2ex) - (2% + € + % — 2ex),
(2 + 2 +9°)? =2 (2% + 2 +97) - (20°) + (2a%)? = (2 + > + y*)? — (2ex)?.
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11.

Po vydéleni ¢tyfmi a prevedeni nékterych ¢lend na druhou stranu
e?2? — (22 +e? +¢?) - a? = —a*
a vynasobeni obou stran minus jednickou dostaneme:
(—e? +a*)x? + y2a® = a* — %a?.

2 = €2 + b?; dosazenim obdrzime:

Nyni si staci uvédomit, ze a
222 1 a2y? = a2(a? — ¢2),

22?4+ a2y? = o202 .

Nyni sta¢i rovnici vydélit a?b? a dostaneme kanonickou rovnici elipsy:
2 2
x
T+l o1
a b2

Odvodte parametrické vyjadieni elipsy.

Reseni:  Velmi jednoduchy postup vychazi z tzv. , goniometrické jednicky*, tj.
cos® o +sin®p=1.

Porovnanim s kanonickou rovnici elipsy

ihned dojdeme ke vztahtim, které jsou zdkladem parametrického vyjadieni:

@ Y
cosp = —, sing = 7
a

Néhrady podilt £ a ¥ za kosinus a sinus jsou mozné, nebot —a <z <a a —b <y <b. Oba
uvedené zlomky tedy nabyvaji hodnot z intervalu (—1,1) stejné jako cos ¢ a sin .

Po tpravé ihned dostavame jedno z moznych parametrickych vyjadieni elipsy:
T =acosyp, y=bsinp, v €(0,2m).

Poznamenejme jesteé, Ze specidlnim pripadem je parametrizace kruznice o poloméru r (tj. a = b =r):
T =7cosp, y=rsingp, € (0,2m) .

Tyto rovnice jsou dusledkem definice goniometrickych funkei sinus a kosinus.

X = [z,y] = [rcosp,rsin¢]

v/
irsing

$o

T COS
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12.

13.

Formalni ovéreni, ze se jedna o body kruznice, lze provést prostym dosazenim:

2 2 2 2

p)=r".
Analogicky by probéhl dukaz pro elipsu. Bod X = [acos ¢, bsin ¢] je bodem elipsy pro kazdé ¢ € R,
nebot jeho soutradnice vyhovuji rovnici elipsy:

2?2 y?  a’cos?y n b2 sin? ¢

atE= 2 72 =cos? p+sinfp=1.

:L’2+y2:7“ cos2<p+rzsin2cp:7“ -(cosch—i—sin

1.4.2 Rovnice tec¢ny elipsy

Primka lezici v roviné elipsy, kterd méa s touto elipsou:

e pravé jeden spoleény bod, se nazyva tecna elipsy,
e pravé dva rizné spolecné body, se nazyva secna elipsy.

e Nema-li pfimka s elipsou zadné spolecné body, nazyva se vnéjsi primka elipsy.

Ziskani rovnice tecny elipsy jednoduchou tvahou.

Tecnu ¢ elipsy v jejim bodé T = [x¢, yo] 1ze ihned nalézt jednoduchou tvahou: teéna je primka,

takZe je reprezentovdna linedrni rovnici, zarovern musi prochdzet bodem T' = [zg, yo|, ktery je bodem

elipsy. Stac¢i tedy v rovnici elipsy nahradit kvadratické ¢leny linedrnimi:

T30, Yy
a? b2

a je rovnice tecny elipsy na svété. Dosadime-li totiz za = a y soutadnice zg a yg, vznikne rovnost

t: =1,

1‘7(2) + yig =1

a? = b2 ’
kterd potvrzuje, ze bod [xo,yo] lezi nejen na elipse (to jsme predpokladali), ale i na pfimce ¢. Ta je
skuteéné tecnou, je-li [xg,yo] jedinym spolenym bodem této piimky a elipsy.
Ovérit to muzeme napiiklad sporem. Necht je [x1,y:] dalsim prusec¢ikem této piimky a elipsy, ktery
je ruzny od [xo,yo]. Potom tento bod lezi na primce, tj.:

T1 o Y1Yo

a? 2 !
i na elipse:

oL Uy

a2z b2

Odectenim téchto dvou rovnosti dostaneme

(1 —x0)x1 (Y1 —Yo) Y1
a? + b2

Odecteme-li jiné dveé rovnosti ([zo, yo] lezi na elipse, [x1, y1] lezi na pfimce), vyjde:

=0.

(x1 — o) xo N (y1— %)Y _ 0.

a? b2
Oba body [zo, yol, [x1,y1] (dle pfedpokladu ruzné) tedy lezi nejen na primce
LTo | YYo _ 1
@t b

ale také na dalsi primce
(x1 —mo)x  (y1—yo)y
a? + b2

coz neni mozné. O

=0,

Obdobné lze postupovat v pripadé hyperboly a paraboly.
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1.5 Parabola

1. Zformulujte planimetrickou definici paraboly.

Reseni: ~ Méjme v roviné danu pifmku d a bod F, ktery na této pifmce nelezi (tj. F ¢ d). Potom
parabolou rozumime mnozinu vSech bodid X v této roviné, které maji stejnou vzdalenost od bodu F'
a od primky d, tj.

| XF|=|Xd|.

2. Bod F se nazyva ohnisko paraboly neboli focus (odtud obvyklé oznaceni F).

Primka d se nazyva ridici primka paraboly neboli directriz (odtud obvyklé oznaceni d).

Geometrickou situaci (az na konkrétni umisténi v roviné) vystihuje vzdalenost ohniska F' od Fidici
primky d, kterou zna¢ime p (tj. p = |F'd|) a nazyva se parametr paraboly. Jelikoz F' ¢ d, je parametr
p vzdy kladné redlné cislo.

P

3. Parabola je ktivka, kterd je osové soumérnd, ma pravé jednu osu soumérnosti, kterd se nazyva osa
paraboly.
D4 se dokazat, ze osa paraboly je primka, ktera je kolmé na ridici pfimku paraboly a prochazi jejim
ohniskem.

4. Parabola ma se svou osou pravé jeden priisecik, ktery se nazyva wrchol paraboly. Obvykle jej
znac¢ime V.

Vrchol mé ze vSech bodu paraboly nejmensi vzdalenost od ridici pfimky (a tedy i od ohniska), tj.
pro vrchol paraboly V' a pro kazdy jeji bod X, X # V|, plati: |Vd| < |Xd|.

5. Parabola neni stfedové soumérna, nema tedy stied. Rikdme proto, ze je nestredovou kuzeloseckou.

1.5.1 Rovnice paraboly

6. Odvodte rovnici paraboly v kartézské soustavé soutradnic zvolené tak, ze vrchol paraboly lezi
v pocatku a ohnisko lezi na kladné poloose x.

Reseni:  Zvolme tedy kartézskou soustavu soufadnic tak, aby vrchol V paraboly lezel v pocéatku,
tj. V' =0, 0], ohnisko F' na kladné poloose z, tj. F' = [g, O]. Abychom nemuseli v prubéhu odvozeni
pracovat se zlomky, ozna¢me e = £; soufadnice ohniska tedy budou F = [e, 0]. Soufadnice obecného
bodu paraboly necht jsou X = [z,y]. Ridici pfimka bude kolm4 k ose x a bude prochazet bodem

[—e, 0], e > 05 jeji rovnice tak bude d: x + e = 0. Potom:
| XF|=|Xd <= +@-e?2+y’=x+e.
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Umocnénim na druhou dostaneme
(z—e)* +y* = (z+e)

2% — 2ex 4 * 4+ y? = 2 + 2ex + €2

y? = dex.

Vzhledem k oznaceni e = g mame p = 2e a rovnice paraboly prejde na tvar

y2 = 2px.

1.5.2 Rovnice tec¢ny paraboly

Najdéme nyni rovnici teény paraboly. Predné si musime uvédomit, ze v euklidovské roviné Es neni
parabola uzavienou kfivkou. Mohou tedy existovat i jiné piimky nez tec¢ny, které maji s parabolou
jediny spole¢ny bod. Jsou to primky rovnobézné s osou paraboly.

Tecnu paraboly mizeme tedy definovat jako primku, kterd neni rovnobéind s osou paraboly a md
pritom s parabolou jeding spolecny bod.

Najdéme nyni rovnici teény ¢ paraboly v jejim bodé T = [z, yo], pro jednoduchost uvazujme
parabolu o rovnici 42 = 2pz. Pro soufadnice bodu T lezicim na této parabole tedy plati: yg = 2pxp.

Predné je tato tecna primkou prochazejici bodem T' = [xg, yo|, ma tedy rovnici ve tvaru
try—yo=k(z— ).

Jedinym nezndmym koeficientem je tu k, ktery urc¢ime z podminky existence jediného spole¢ného
bodu primky ¢ a paraboly, tedy z existence jediného Teseni soustavy

y? = 2pz, y—yo=k(x—mx).

Lze ukazat, Ze z této podminky plyne:

Pfimka ¢t nesmi byt rovnobézné s osou paraboly, kterd splyva s osou z, tj. k # 0. P¥ipad tecny ve
vrcholu (tj. yo = 0, tecna je vertikdlni primkou bez smérnice) je tfeba oSettit zvlast.

Miuzeme tedy psat rovnici tecny:
t:y—yo=4k(x—1x9), kde k=-—,
celkem tedy
p
tiy—yo=—(z— ).
Yo
Tuto rovnici jesté trochu upravime:
yyo — Yo = p (x — x0),
yyo — 2pro = p (= — ),

YYo = pr — pro + 2pxo,
a dostaneme rovnici te¢ny paraboly y? = 2pz v jejim bodé T = [z, yol:

‘yyozp(eriUo)-‘

Tato rovnice zahrnuje i vertikaln{ te¢nu ¢y : z = 0 ve vrcholu V = [0,0] paraboly y? = 2pz, nebot
pro T =V =0, 0] skutetné dostavame (pfipometime, ze parametr p # 0):

y-0=p(zx+0),

coz je rovnice primky x = 0.
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1.6 Hyperbola

1. Zformulujte planimetrickou definici hyperboly.

Reseni: ~ Mé&jme danu kladnou konstantu ¢ a dva pevné zadané body Fi, F» v roviné, pri¢emz
|Fy Fy| > ¢. Potom hyperbolou rozumime mnozinu vSech bodia X v této roving, které maji absolutni
hodnotu rozdilu vzdalenosti od bodt F; a F» rovnu této konstanté c, tj.

[P X| - |FBX||=c.

2. Body Fi a Fy se nazyvaji ohniska hyperboly. Stred S tsecky FiF> se nazyva stred hyperboly.
Vzdélenost |SFi| (kterd je rovna |SFy|) se nazyva excentricita (nékdy téz vistrednost) hyperboly
a znaci se e.

3. Pfimka F}Fy se nazyva hlavni osa hyperboly. Jeji pruse¢iky s hyperbolou (oznacené na obrazku
A, B) se nazyvaji vrcholy hyperboly.

Vzdalenost |SA| vrcholu hyperboly od jejiho stiedu (ktera je také rovna |SB|) se nazyva hlavni
poloosa hyperboly a znaci se a.

4. Osa usecky FyFy se nazyva vedlejsi osa hyperboly.
Hyperbola (narozdil od elipsy, kterd mé vedlejsi vrcholy) nemé zadné pruseciky s vedlejsi osou, proto
se hovori o bodech A a B jako o vrcholech hyperboly, nikoli jako o hlavnich vrcholech hyperboly.

Vzdalenost rovna ¢islu ve? — a? se nazyva wvedlejsi poloosa hyperboly a znacéi se b. Motivace
k vysloveni této definice bude ziejma

e po zavedeni asymptot hyperboly (viz téz barevny pravouhly trojihelnik na obrazku vyse:
aplikaci Pythagorovy véty dostavame e? = a? + b?)
e a po odvozeni rovnice hyperboly (diky oznaceni b = v/e? — a? bude formélné stejnd jako rovnice

z2 _

elipsy, jen se znaménkem minus: 77 — %2 =1).

5. Z obrazku je ihned patrné, ze konstanta c je rovna délce tisecky AB (ta je rovna 2a); staci porovnat
pripady, kdy bod X je vrcholem hyperboly a uvédomit si, ze hyperbola je stfedové soumérna podle
svého stiedu. Plati tedy:

c=2a.

Proto se vztah z planimetrické definice hyperboly ¢asto uvadi primo ve tvaru

||FLX| - |FRX|| = 2a.

6. Hyperbola neni souvislou krivkou, ale rozpada se na dvé ¢asti, které se nazyvaji vétve hyperboly.

o Jedna vétev se sklddd z bodu X roviny, pro néz plati |F1X| — |[F>X| = 2a. Tato vétev lezi
v poloroviné urcené hrani¢ni primkou, kterd je vedlejsi osou hyperboly, a vnitinim bodem F5.
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o Druhd vétev se skldda z bodu X roviny, pro néz plati |FoX| — |F1 X| = 2a. Tato vétev lezi
v poloroviné urcené hrani¢ni primkou, kterd je vedlejsi osou hyperboly, a vnitinim bodem Fj.

7. Odvozeni rovnice hyperboly nebudeme provadét, postup je analogicky odvozeni rovnice elipsy.

1.6.1 Rovnice asymptot hyperboly

8. Odvodte rovnice asymptot hyperboly.

Re$eni:  Uvazujme hyperbolu, kterd ma rovnici
2?2 ,
a? b2 )

Najdeme rovnici jeji asymptoty, presnéji najdeme rovnici primky, kterd prochézi stfedem této
hyperboly (tedy po¢atkem) a pii postupném otaceni kolem pocatku najdeme takovou jeji smérnici,
kdy prestane mit s hyperbolou pravé dva pruseciky a nebude mit prusec¢ik zadny. Rovnice primky
prochézejici pocatkem je

y=kx.
Spolecné body této primky a hyperboly najdeme tak, ze dosadime:
2 (kx)? .
a2

Tuto kvadratickou rovnici jesté upravime:

1 k%N

Pokud je koeficient u 22 kladny, mé tato rovnice pravé dva realné koreny. Bude-li koeficient nulovy,
prejde rovnice ve tvar 0 = 1, takze nema zadny redlny koren. V piipadé zaporného koeficientu
rovnice také nebude mit zadny reélny kofen. Meznikem je tedy ptipad, kdy koeficient u 22 je nulovy,
tj.

1 k?
— -5 =0.

a b2
Odtud jiz snadno vyjadiime k?:
b2
? .
Primka y = kz je tedy asymptotou uvazované hyperboly, je-li

nebo

T Yy
242 -0
a+b

a vy
——==0.
a b

Tyto dvé riznobézky lze popsat jedinou rovnici, staci si uvédomit, Ze soucin je roven nule prave
tehdy, kdyz je alespon jeden z Ciniteld roven nule:
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neboli

1‘2 y2

a2

2.

1.7 Poznamky k definicim: osa, poloosa, stred

1.

Uz u elipsy jsme zdlraznili, ze hlavni i vedlejsi osa je primka, zatimco hlavni i vedlejsi poloosa je
kladné redlné ¢islo (nebot je to vzdédlenost).

Osa kuzelosecky je primka, nebot za definici osy stoji jedna zakladni idea, ktera je platna pro elipsu,
hyperbolu i parabolu: je to osa soumeérnosti dané kuzelosecky.

Poloosa neni prislusna tsecka, ale kladné realné ¢islo, nebot:

o u elipsy by nebyla jednozna¢né definovdna (takové tsecky by byly dvé: AS a SB),
o u hyperboly by neexistovala vedlejsi poloosa (pokud by poloosou méla byt usecka s krajnimi
body, kterymi jsou st¥ed kuzelosecky a néktery z vrcholt kuzelosecky).

Takova definice je prakticka, nebot nejcastéji potiebujeme pracovat pravé s kladnymi realnymi ¢isly
a a b, které se vyskytuji v rovnicich elipsy a hyperboly.

Stred je sice u elipsy a hyperboly definovan jako stied tisecky F}F», za jeho definici vSak opét stoji
jedna zakladni idea: je to stfed soumeérnosti dané kuzelosecky. Stiedové kuzelosecky jsou tedy ty,
které jsou stredové soumérné.

o Uvédomme si, Ze elipsa a hyperbola nejsou jedinymi stiedovymi kuzeloseCkami. Zahrneme-li do
nasich tvah i singularni kuzelosecky, dostaneme dalsi stredové kuzelosecky. Naptiklad dvojice
ruznobézek

(z—-y)=0 a (r+y)=0,

které lze popsat jedinou rovnici
22—y =0,

tvori stredovou kuzelosecku, stredem je jejich prisecik.

o Existuji kuzelosecky, které maji dokonce nekoneéné mnoho stredi: napr. dvojnasobna primka.
Prikladem mohou byt singularni kuzelosecky s rovnici

nebo

nebo treba
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Kapitola 2

KruZnice

2.1 Ruzné charakterizace kruznice

I. KruzZnice je standardné definovana jako mnozina vSech bodt X v roviné, které maji od daného bodu S
(nazyva se stfed kruznice) vzdélenost rovnou dané kladné konstanté r (nazyva se polomér kruznice).
Dostavame tak zakladni charakterizaci kruznice:

Ve zbytku této kapitoly budeme bez ijmy na obecnosti pro jednoduchost uvazovat pouze kruznici se
strfedem v pocatku.

II. Zvolime-li tedy kartézskou soustavu souradnic tak, ze S = [0,0] a oznac¢ime-li souradnice bodu
X = [z,y], mizeme snadno odvodit rovnici kruznice v této kartézské soustavé souradnic:

XS|=r 22 +yt=r = |22 +yP=17

Vsimnéme si, ze vyjadieni vzdalenosti bodu od pocéatku je odvozeno na zédkladé Pythagorovy véty. Pravé
uvedené odvozeni je tedy zaloZeno na Pythagorové véte.

ITI. Eukleidova véta o vysce — ,,véta o kruznici“: Na kruznici vS8ak mizeme pohlizet i takto:
pomoci Eukleidovy véty o vysce (z Thalétovy véty plyne, ze trojihelnik nad primeérem kruznice je
pravouhly) mizeme vyjadiit primo vzdélenost v bodu X od osy x:

v=cq-cp = yYP=(+42z)-(r—z) = Yy =ro—a°.

Co =T+ Cp|=T —X

S trochou nadsazky tedy muzeme na Eukleidovu vétu o vysce pohliZzet spise jako na vétu o kruznici
(umorziuje totiz piimo charakterizovat y-ovou soufadnici bodu kruznice) nez jako na vétu o pravotuhlém
trojuhelniku.
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2.2 Mocnost bodu ke kruznici a rovnice kruzZnice

o Definice mocnosti: Mocnost bodu M ke kruznici k(S,r) (zna¢ime m(M,k)) se ¢asto zavadi
primo jako ¢islo
m(M, k) = |[MS|? —r?.
Tento postup je sice rychly, je vSak nutné, aby mu predchéazela fadnd motivace k zavedeni tohoto

pojmu. Nalezity postup naznac¢ime nize. Nyni se vSak podivejme na geometrickou interpretaci tohoto
vyrazu v ramci analytické geometrie.

e Mocnost bodu leziciho na kruznici: Lezi-li bod M pfimo na kruznici k(S,r), je |M S| rovna
poloméru r a plati
m(M,k) = |MS|? —r* =1 -2 =0.
Jelikoz plati i opacnd implikace (je-li |M S| rovna polomeéru r, pak M € k(S,r)), mizeme mocnost
bodu ke kruznici pouzit k charakterizaci bodu lezicich na kruznici:

M e k(S,r) < m(M,k)=0.
Pro zajimavost rozeberme i pfipad, kdy bod M nelezi na kruznici k(.S, ).

o Mocnost bodu neleziciho na kruznici: Lezi-li bod M ve vnéjsi oblasti kruznice k(S,7), je
|MS| > r a plati
m(M,k) = |MS|?> —r? > 0.

Pokud naopak bod M lezi ve vnitini oblasti kruznice k(S,r), je |[MS| < r a plati
m(M, k) = |MS|? —r? <0.

e Zapis pomoci souradnic: Pokusme se predchozi rovnici zapsat pomoci soutadnic. Zvolme pro
jednoduchost kartézskou soustavu souradnic tak, ze stfed S bude lezet v pocatku, tj. S = [0,0].
Bod M necht m4 soufadnice M = [x,y]. Potom |[MS|?> = (z — 0)? + (y — 0)? a dostaneme

m(M, k) = |MS|* —r? = 2% +¢* — 2.

Rovnice m (M, k) = 0 je tedy ekvivalentni se standardni rovnici kruznice 22 + y? — 72 = 0 obvykle
zapisované ve tvaru:
2 2 _ 2
r+y =r-.
e Stred nelezici v pocatku: V predchozim pozorovani nebylo podstatné, Ze jsme kartézskou
soustavu zvolili tak, aby stfed S kruznice lezel v poc¢atku. Pokud by S = [s1, s2], dostali bychom

m(M, k) = \MS|2 —r? = (x—81)2+(y—82)2 — 7

a rovnice m(M, k) = 0 by opét presla v obvyklou rovnici kruznice:
(x—51)° + (y —s2)° = 2.

2

« Zavér — interpretace vyrazu v rovnici kruznice: Pozorovali jsme, Ze vyraz x? +y? —r? zndmy

z rovnice kruznice ma jasnou interpretaci: jednd se o mocnost bodu ke kruznici. Dostavame tedy:

Meck(Sr) <= mMk) =0 < 2>4+3°-1r2=0,

pifpadné o2 +y% —r2 > 0, lezi-li bod o soutadnicich [z, y] ve vnéjsi oblasti kruznice, a 2% +y? —r? < 0,
lezi-li [x,y| ve vnitini oblasti kruznice. VSechny tyto rovnosti i nerovnosti plati, protoze

m(M, k) = |MS|* —r? = 2? + y* — 1.
Analogicky pro kruznici se stfedem nelezicim v pocatku:

Mek(S,r) <= mMk) =0 <= (z—5)°+@W—s)°—-1r2=0.
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« Dodatek — od konstantniho |MA|- |M B| k rovnici kruznice: Pokud bychom neméli pojem
mocnosti bodu ke kruznici zaveden vyse uvedenym zptisobem, ale pouze na zakladé toho, ze pro dany
bod M (muze byt bodem vnéjsi oblasti kruznice, bodem vnitini oblasti kruznice, bodem kruznice)
nezavisi hodnota soucinu |M A| - |M B|, kde A, B jsou priseciky kruznice k(S,r) s libovolnou jeji
secnou vedenou bodem M, na volbé této secny, mohli bychom i tak provést podobné odvozeni
rovnice kruznice, jako vyse. Jen je tieba mit hotov aspon struény rozbor vsech pripadi:

— Bod M lezi na kruznici k(S,r): souéin |[MA|-|MB| =0, nebot M € k(S,r) pravé tehdy, kdyz
je M roven jednomu z bodu A, B.

— Nelezi-li M na kruznici k(S,7), tak [MA| # 0 a [MB| # 0 (protoze M # A a M # B), tudiz
i|MA|-|MB|#0.

Mocnost bodu M ke kruznici — pozorovani.

Zvolme nyni seénu tak, abychom mohli mocnost co nejjednoduseji vypocéitat. Tomu odpovidéd volba
secny prochéazejici stfedem S kruznice k(S,r); pruseciky této secny s kruznici k(S,r) ozna¢me A, B
a bez 4jmy na obecnosti predpokladejme, ze |M A| < |M B|, viz néasledujici obrazek. Pak dostavame:
|MA| = HMS\ — r}, M B| = |[MS|+ r. RozliSme nyni pfipady, kdy M je bodem vnitini a vnéjsi
oblasti kruznice. Vyraz |M S| + r je v obou piipadech kladny. Avsak vyraz |M S| — r nabyva pro M
lezici ve vnittni oblasti kruznice zaporné hodnoty; proto jsme museli uzit absolutni hodnotu.

Lepsim fesenim problému se znaménkem pro M néalezici vnitini oblasti kruznice by bylo misto
délky tsecky uvazovat délku orientované iisecky opatienou znaménkem respektujicim jeji orientaci.
Jelikoz se pohybujeme pouze na jediné piimce AB, je situace jednoduchd. Zvolme na piimce AB
libovolné orientaci (zkratka pravé jeden z vektoru AB, BA prohlasime za kladné orientovany, druhy
z nich tedy bude orientovan zaporné).
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Hez¢i bude prohlasit za kladné orientovany vektor zﬁ, nebot je souhlasny! s vektorem m

a hodnota vyrazu |M S|+ r je vzdy kladna. Délka orientované tsecky M B (body v tomto poradi)

pak bude tedy kladnd, i kdyz pfipojime znaménko respektujici orientaci (kladné).

K délce orientované tsecky M A (body v tomto pofadi) vSak pripojime zadporné znaménko, nebot
%

vektor M A neni souhlasny s vektorem zﬁ, tato délka opatiend znaménkem tedy bude rovna primo

|M S| — r, nebot je tento vyraz zaporny.

Celkove pak plati formalné jednoduché vztahy (oznac¢ime-li délku orientované tisecky XY opatifenou

znaménkem respektujicim jeji orientaci symbolem |XY|,): [MA|, = |MS|—r, |MB|. = |MS|+r

a dostavame

m(M,k) = |MA|,-|MB|. = (|IMS| —r)-(|]MS| +7r) = |MS|* —r%.

Ke stejnému vysledku bychom dospéli i v pripadé, ze bychom zvolili opa¢nou orientaci, tj. za kladny

—
bychom prohlasili vektor BA. S nim souhlasny je M A, naopak vektory BA a M B nejsou souhlasné.
Proto |[MA|, =—-(|MS|—r) >0, |MB|,=—(|MS|+r) <0 a dostavame opét

m(M, k) = |MA|; - [MB|, = [-(|MS| = )] - [-(1MS| +7)] = |MSP —r*.

Jelikoz je |MS|? = 2% + y? (Pythagorova véta), dostavame interpretaci vyrazu znamého z rovnice
kruznice
m(M, k) = |MS|? —r? = 22 +y* — 12,

a tim i vyse odvozena tvrzeni:

Mek(S,r) <+ mMk =0 < z22+4>-1"=0.

2.2.1 Zavedeni mocnosti bodu ke kruznici ve skolské matematice

Vy$e uvedené poznamky jsou spise komentarem k souvislosti mocnosti bodu ke kruznici a rovnice kruznice.
Samotny vyklad mocnosti bodu ke kruznici by mohl byt veden nésledujicim zpiisobem.

I. Planimetrie: od zakladniho pozorovani k obecné definici
o Zakladni pozorovani: |MA|-|M B| nezavisi pro dany bod M a danou kruznici na volbé secény.
e Naznak argumentace: Tvrzeni je zaloZzeno na podobnosti trojihelnikii, viz obrazek vyse vénovany
pozorovani k mocnosti bodu ke kruznici.
Uhly pii vrcholech B a B’ jsou shodné, nebot piislusi stejnému oblouku (zelené). Je-li M bodem
vnéjsi oblasti kruznice, je thel ¢ pri vrcholu M spoleény obéma trojihelniktim, v pripadé, ze M je
bodem vnitini oblasti kruznice, jsou thly ZB'M A a ZBM A’ pti vrcholu M vrcholové, jsou tedy

shodné. Dle véty uu tedy plati:
AMB'A~ AMBA'.

Odtud plyne
IMA|  |MA|
IMB'|  |MB|

\MA|-|MB| = |MA'| - [MB|.

¢ Pokus o definici mocnosti: Nyni zac¢inad snaha o definici mocnosti bodu ke kruznici: soucin
|MA| - |MB]| je pro dané M konstantni, muze se tedy zdét, ze je dobry napad definovat mocnost
bodu M vzhledem ke kruznici k(S,r) jako hodnotu soucinu |MA| - |M B].

! Dva nenulové kolinedrni vektory budeme nazjvat souhlasné, je-li jeden kladnym nésobkem druhého. Je zfejmé, Ze napf.
vektory Aﬁ a B_A> nejsou souhlasné. Je-li M bodem vnitini oblasti kruznice, tak opét vektory M ;1) a M B nejsou souhlasné;
délky orientovanych tisecek M A a M B tedy opatfime ruznymi znaménky.
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o Vypocet mocnosti: Hodnotu soucinu |[MA| - |M B| lze relativné snadno vypocitat v piipadé, kdy
seCna prochéazi stfedem S kruznice k(S,r):

IMA|-[MB| = |[MS|+r|-||MS|—r|=||MS|* - °|

Vidime, ze hodnota tohoto soucinu zavisi pouze na vzdalenosti bodu M od stfedu S kruznice
k(S,r) a na jejim poloméru r. Vyjadfuje tedy polohu bodu M vzhledem ke kruznici k(S,r). Na
soustfednych kruznicich (tj. pro pevné |M S|) je konstantni.

« Pozorovani hodnot |MS|? — r? v zévislosti na poloze bodu M vzhledem ke kruznici k(S, r):
— lezi-li bod M na kruznici, je [MA| - |MB| = HMS]2 — %[ =0, nebot M € k(S,r) pravé tehdy,
kdyz je M roven jednomu z bodu A, B.
— Nelezi-li M na kruznici k(S,r), tak [MA| >0 a |[MB| > 0 (protoze M # A a M # B), tudiz
i [MA|-|[MB|=||MS|*—7r? >o0.
Vsimnéme si, Ze hodnota souc¢inu nabyva svého minima (nula) pravé pro M € k(S,r).

e Problémy s definici:

— Bohuzel neplati, Ze by existovala bijekce mezi vzdalenosti [M S| a hodnotou soucinu |M A| -
|IMB| = ||[MS|? — r?|, problémem je absolutni hodnota. Pokud bychom uvaZovali pifmo
|MS|? — r?, uz bychom bijekci dostali.

— Absolutni hodnota ve vyrazu HM S|? — r2| je navic formalni komplikaci, ktera je sice drobn4,
ale vlastné zbytecna.

Zd4 se tedy, ze vyraz bez absolutni hodnoty |M.S|? —r? by charakterizoval polohu bodu M vzhledem
k dané kruznici k(S,7) lépe, nez [MA| - [MB| = ||[MS[> — r?|.

Souc¢in |M A| - |M B| lze pritom zachovat: staci, kdyz budeme misto délky tsecky uvazovat oriento-
vanou délku usecky; pak bude platit:

|MA|-|MB| = |MS|> —r%.

Pro samotnou definici pouZijeme piimo vztahu |[M S|? — r2, nebot je jednoduchy a lze jej relativné
dobre vypocitat. Navic nezdvisi na tvrzeni o konstantnosti sou¢inu |[MA| - |M B| (bez platnosti
tohoto tvrzeni by vSak tento pojem nemél valného smyslu).

o Definice: mocnosti bodu M vzhledem ke kruznici k(S,r), zna¢ime ji m(M, k), rozumime realné
¢islo
m(M, k) = |MS|? —r?.
o Prosetfeni pripadu teény: Je-li M bodem vnéjsi oblasti kruznice k(S,r), tj. |[M S| > r, mizeme

kromé secen uvazovat i te¢nu. Ukazme, 7ze pak |[MA| - |[MB| = |[MT|?. Nazorné si to mtizeme
predstavit tak, ze body A a B splynou s bodem dotyku 7.

Skutecné, z Pythagorovy véty plyne:
MTP = |MSP ~?,

coz je samoziejmé také rovno (|MS|—r) - (|MS|+r) = |[MA|-|MB].
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II. Analytickd geometrie: interpretace rovnice kruznice
Didakticky postup shrneme jen v nékolika stru¢nych bodech.
o standardni odvozeni rovnice kruznice pomoci Pythagorovy véty

o mnévrat k u¢ivu v rdmci analytické geometrie (cyklicky postup)

2

« otézka po geometrické interpretaci levé strany 22 + % — 72 rovnice kruznice

e m(X,k) = |XS|? —r? = 22 + y? — 72, vyraz v rovnici kruznice je tedy pifmo mocnosti bodu
X = [z,y] vzhledem k této kruznici k(S, )

o |XS|?—1r2=2%+y?—r? ziskdivame dalsi argument pro obecnou definici m(M, k) pomoci vyrazu
| X S|? — r2 bez absolutn{ hodnoty

Poznamka: Lezi-li bod M ve vnitini oblasti kruznice, mizeme souciny |M A| - |M B| interpretovat takto:
nad kruznici k(S,r) si predstavme polosféru, v bodé M vztyéme vysku v (sahajici az k polosfére) kolmou
na rovinu kruznice.

Nyni vedme Fez polosférou obsahujici vysku v a body A, B (tudiz obsahujici i bod M). Tento ez bude
tvoren pulkruznici (z polosféry) a jeji prumér bude pravé AB. Tento prumér bude rozdélen bodem M
a v ném bude vztycena vyska. Dle Eukleidovy véty o vysce tak dostaneme:

v? =c¢q-cp=|MA|-|MB|.
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Ted si sta¢i uvédomit, ze Fez jsme mohli bodem M (a vyskou v) vést libovolnym smérem, stale by
vsak byl dle Eukleidovy véty o vysce soucin roven druhé mocniné stale téze vysky v:

IMA|-|MB|=cq-cy = v* =co-cy = |MA'|-|MB'].
Odtud plyne elegantné konstantnost soucinii

IMA|-|MB| = |MA'|- |MB|.

2.3 Apolléniova kruznice

Vénujme se nyni tloze najit vsechny body X v roviné, které maji konstantni pomér vzdalenosti od dvou
pevné zadanych bodi A, B. Je tedy tfeba najit vSechny body X, X # A a X # B, vyhovujici pro dané
¢ > 0 rovnici

| X A| -0
— = c .
XB|
Reseni provedeme analytickou metodou. Zvolme tedy pro jednoduchost bez Gjmy na obecnosti
kartézskou soustavu soutadnic tak, ze A = [-1,0], B = [0,0] a ozna¢me souradnice bodu X = [z, y].
Potom XA
=a XAl=c¢-|XB| <« |XAP=¢ |XB}
e XAl =c-|XB] XAP = |XBP,

coz snadno prepiSeme pomoci souradnic:

2

(z+1)2+y2 = (a® +97).

Tuto rovnici nyni upravme:
2 +1+y =7 (2% + o)
1-—cHx?+20+1+(1 -y =0

Je-li ¢ =1, prejde tato rovnice na tvar
20 +1=0,

coz je rovnice primky x = _71 Tato primka je osou usecky AB.

Je-li ¢ # 1, miizeme celou rovnici vydélit 1 — ¢?

1 1

2 2
27 -

r° + 2z 1_62+1_02+y

=0,
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provést doplnéni na Ctverec

NP e 2+1+2_ 1\
1—c2 1—¢? 1—2 Y7 \1e2

L] 2+ ) 1 1
X = — .
1—¢2 Y (1—-¢?)?2 1-¢2

Konstanta na pravé strané je rovna

a mirné upravit

1 1 1-(1-é% c?

(1-¢2)? 1- (1-3)2  (1-2)2

Dostali jsme tak rovnici

2 2
) ppo ¢
1—¢2 (1 —c2)?

1
Tato rovnice je rovnici kruznice se sttedem S = {—12, 0| a polomérem
—c

1=c

Situace pro ¢ = 2 je naznacena na nasledujicim obrazku.

Zjistili jsme tedy, ze hledand mnozina bodu je kruznici; nazyva se Apolléniova kruznice po Apolléniovi
z Pergé (kolem roku 200 pf. Kr.).

Na nasledujicim obrazku je zndzornéna zavislost poloméru Apolléniovy kruznice na kladném c, tedy

zavislost r = W
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Kapitola 3

Kuzelosecky obecné

Jednotlivé redlné regularni kuzelosecky (elipsu, parabolu, hyperbolu) jsme definovali v tvodni kapitole.
Tyto definice byly zalozeny na vzajemné poloze povrchovych primek kuzelové plochy a roviny g fezu, v niz
lezi kuzelosecka (rovina g protind vSechny povrsky — elipsa, rovina g je rovnobéznd s jedinou povrskou —
parabola, rovina g je rovnobézna s pravé dvéma povrskami — hyperbola).

Definici vSech tii typii redlnych regularnich kuzelosecek lze zalozit i na jinych principech. Jednou
z moznosti je napt. vyuziti nevlastnich bodt, pokud pracujeme v projektivné rozsifené afinni (¢i eu-
kleidovské) roviné. Redlnou reguldrn{ kuzeloseckou pak rozumime obraz kruznice ve stfedové kolineaci.!
Jednotlivé typy kuzelosecek pak lze klasifikovat podle poc¢tu jejich nevlastnich bodu (,bodt v nekone¢nu®):

e zadny nevlastni bod: elipsa,
¢ jeden nevlastni bod: parabola,

e dva nevlastni body: hyperbola.

Tato klasifikace vlastné kopiruje klasifikaci predchozi: nevlastni body odpovidaji rovnobéznym povrchovym
primkam, nebof maji s rovinou fezu g prusecik v nevlastnim bodé.

Redlné regularni kuzelosecky lze také definovat pomoci jednoho ohniska a fidici piimky; o této jednotné
definici pojedname nize.

Nyni se vSak budeme vénovat tzv. planimetrickym definicim kuzelosecek.

3.1 Planimetrické definice kuzelosecek a rezy kuzelové plochy

Ve stredoskolskych ucebnicich se vyskytuji vétsinou tzv. planimetrické definice kuzeloseCek. Nazyvaji se
tak proto, ze pracuji pouze s body roviny, v niz se definované kuzelosecka nachazi.

Definice: Méjme dénu kladnou konstantu ¢ a dva pevné zadané body Fy, Fy v roving, pticemz |Fy Fy| < c.
Potom elipsou rozumime mnozinu vSech bodu X v této roviné, které maji soucet vzdalenosti od boda F}
a Fy roven konstanté c, tj.

|F1 X |+ | FoX | =c.

Z nésledujiciho obrazku je ihned patrné, ze konstanta c je rovna |AB|; sta¢i porovnat pfipady, kdy
bod X je hlavnim a vedlej$im vrcholem elipsy. Oznac¢ime-li hlavni poloosu a, je délka |AB| rovna 2a
a plati:

c=2a.

! Rovina, v ni# tato kruznice lezi, neprochazi stiedem této kolineace, jinak by se uZ nejednalo o reguldrni kuzelosecku.
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Proto se vztah z planimetrické definice elipsy ¢asto uvadi rovnou ve tvaru

’FlX’ + ’FQX’ = 2a.

Dodejme jesté, ze body Fy, Fo se nazyvaji ohniska elipsy. Stfed tsecky F}Fb se nazyva stred elipsy,

znac¢ime jej zpravidla S. Vzdalenost |SFi| (kterd je rovna |SFj|) se nazyva excentricita elipsy a znadi se e.
Zajimavé je uvédomit si, jak by vypadala mnozina vSech bodd X v roviné splnujicich podminku

|F1X| + |F2X| = 2a v pfipadé, ze |F1Fa| = 2a (tsecka F1F3) a pro |F1Fa| > 2a (prazdnd mnozina).

Definice: M¢jme danu kladnou konstantu ¢ a dva pevné zadané body Fi, Fy v roving, pricemz |Fy Fy| > c.
Potom hyperbolou rozumime mnozinu vSech bodi X v této roving, které maji absolutni hodnotu rozdilu
vzdélenosti od bodt Fi, F> roven konstanté c, tj.

[P X| - |BRX||=c.

Definice: Méjme v roviné danu primku d (tzv. 7idici primka neboli directriz) a bod F, ktery na této
pfimce nelezi (F ¢ d). Potom parabolou rozumime mnozinu vSech bodu X v této roviné, které maji
stejnou vzdalenost od primky d a od bodu F, tj.

IFX| = |Xd|.

Vyhody téchto definic jsou zfejmé: neni potfeba pracovat se stereometrickou situaci, jednotlivé kuzelosecky
jsou charakterizovany jednoduchou podminkou pro body v roviné (proto se také tyto definice nazyvaji
planimetrické). Snadno pak také lze odvodit rovnice téchto kuzelosecek.

Nevyhody téchto definic jsou vSak zasadni: neni ziejmé, proc jsou krivky definované jako mnoziny bodu
v roviné splnujici uvedené charakteristické vlastnosti kuzelo-seckami, z celé teorie se zcela vytratil zakladni
prvek — zkoumani fezi kuzelové plochy.

Tento problém se tyka i didaktického pojeti latky. Na zaky neptisobi dobfe, kdyz se na jedné strané
ucebnice hovori o kuzeloseckach jako tezech kuzelové plochy, na dalsi strané se vSak bez jakéhokoli
upozornéni formuluji definice kuzelosecek, které s kuzelovou plochou zdénlivé viibec nesouviseji.

Pokud se na ivod povidani o kuzeloseckach sviti na sténu svitilnou vytvarejici pti styku kuzelu svétla
a rovné stény kuzelosecky, pusobi to na zaky nazorné. Nasledujici netrividlni skok ke kuzeloseckam jako
jistym mnozindm bodu v roviné definovanym pomoci vzdalenosti vsak ptisobi nekonzistentné a rusivé.

Pomoc je vsak prekvapivé snadnd. Zdanlivé slozité vypadajici stereometricka situace je nastésti
pomérné piehlednd a snadné. Zakim tedy lze pomérné jednoduse vyplnit vzniklou nepifjemnou mezeru
a podminky z planimetrickych definic odvodit. Neni pfitom potieba provadét kompletni diikazy, postacuje
subdukaz zvyraznujici zékladni myslenku.
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3.1.1 Quételetova—Dandelinova véta pro elipsu

Naznaceny problém souvislosti planimetrickych definic kuzelosecek a kuzelosecek jako ezt rotacni kuzelové
plochy tesi Quételetova—Dandelinova véta. Znéni i srozumitelny dikaz této véty pro elipsu, parabolu
i hyperbolu je zde:
https://kdm.karlin.mff.cuni.cz/diplomky/vera.setmanukova.dp/?page=qdvK&pqdv=1.
Doporucujeme ¢tenari, aby se se znénim vsech tii vét i s jejich dikazy seznamil. Zde uvedeme jen
strucné didaktické poznamky k elipse. Je nutno upozornit, ze budeme pracovat vyhradné s rotac¢ni
kuzelovou plochou.

e QD véta ma ohromnou vyhodu v tom, ze nizorné ukazuje, kde na roviné g rezu rotacni kuzelové
plochy C jsou ohniska.

o Poloha téchto ohnisek je urcena primo fascinujicim zptusobem: do ,komurky“ vytvorené kuzelovou
plochou a rovinou p vepiseme kouli. Podobné i ,,pod* tuto rovinu fezu vepiSeme do C kouli, ktera
se roviny Tezu o dotyka v jediném bodé. Kazda z téchto kouli se tedy dotyka roviny ¢ v jediném
bodé. Ukazeme, ze tyto body jsou pravé ohniska elipsy, tj. body, od nichz ma bod elipsy konstantni
soucet vzdélenosti.

o Dikaz QD véty stoji na jednoduchém planimetrickém pozorovani: vyznacené délky L; a Lo na

tecnach jsou si rovny.

Ly

L,

» Podstata diikazu je dobfe patrnd napt. v bodé A: jelikoz je |AF;| = |AU| a , dostavame
|AFy| + |AFy| = |AU| + |AV| = |UV|. Podobné bychom ziskali | X Fi| + | X Fy| = |Ux Vx]|. Jelikoz
jsou kruznice, v nichz se vepsané sféry dotykaji kuzelové plochy C, umistény rovnobézné, je |Ux Vx|
konstantni.
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https://kdm.karlin.mff.cuni.cz/diplomky/vera.setmanukova.dp/?page=qdvK&pqdv=1

Na druhém obréazku je dobfe vidét jadro dikazu Quételetovy—Dandelinovy véty:

IXE|=|XZ|, |XF|=|XH| = |XE|+|XF|=|XZ|+|XH|=|HZ|=konst.

o Dokazme jesté, ze |AF)| = |F»B|. Staci predchozi formule napsat pro body A i B:

UV | = |AR| + |AF| = |AR| + (|[AFR | + |[F1Fs]) =2 - AR + [P Fy,
|UV| = |BF1| + ’BF2| = (|BF2| + |F1F2|) + |BF2| =2. |BF2| + |F1F2| .

Odectenim obou rovnosti (staci uvazovat zacatek a konec) dostaneme:
0=2-|AF| -2 |FyB],

odkud jiz plyne

|AF| = |F>B] .|

o Zrovnosti |AF;| = |F2B| ihned plyne, ze konstanta |[UV| je rovna pravé délce |AB|, tj. 2a:
\UV| = |AF\| + |AFs| = |F3B| + |AF>| = |AB| = 2a.
Zakladni vztah z planimetrické definice elipsy tedy muzeme psat ve tvaru

|F1X‘ + |F2X‘ = 2a.

3.1.2 Quételetova—Dandelinova véta pro parabolu

Modifikace pro parabolu je snadné. Jelikoz je rovina fezu kuzelové plochy rovnobézna s pravé jednou
povrchovou primkou, dostavame:

| XF| = |Xk|=|X'U|=|XD|=|Xd|.
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3.2 Vzdalenost ohnisek elipsy znazornéna na kuzelové plose

Na nésledujicim obrazku miizeme pozorovat:
e |BF1| = |BU’| (vzdalenosti na te¢nédch jsou si rovny),
o |BFy| =|BV’| (vzdélenosti na tecnach jsou si rovny),
o |U'V'| = |AB| = 2a (dokdzano v rdmci Quételetovy-Dandelinovy véty),

o |BV'| = |A'U’| (jako dodatek k QD vété dokézano, ze |AFy| = |F2B|, pfimo z dikazu QD véty
plyne: |AFy| = |AU|, coz je rovno |A'U’|; podobné |FyB| = |BV']).

Nyni mtzeme dopocitat vzdalenost ohnisek:
|1 Fy| = |BFy| — |BFy| = |BU'| — |BV'| = |BU'| — |A'U’'| = |A'B|.

Dostavame tak vyjadieni vzdalenosti ohnisek elipsy:

|FLFy| = |A'B].

3.3 Parabola jako ,limitni pripad® elipsy

Na parabolu muzeme pohlizet jako na elipsu, jejiz jedno z ohnisek (v obrazku Fy = [f3,0]) ,posleme do
nekonecna‘. Ilustrovat to muzeme pomoci néasledujiciho vypoctu. Klicové formule barevné zvyraznujeme.

Rovnice elipsy, jejiz jeden hlavni vrchol lezi v poc¢atku (kvili snadnému porovnéni s rovnici paraboly,
volime tedy S = [a,0]), ma tvar

coz postupné upravime:

a? 2 0,
y? _ 2ax x?
v a2 a?
b? b2
y2 =2—z-— z?
a a



ﬁ .

& €

° o=
@

Hlavni vrchol elipsy, ktery lezi v poc¢atku (Cervené), a ohnisko s z-ovou soufadnici f; (Cervené) fixujme,
druhé ohnisko elipsy s z-ovou soutadnici fo (modfe) ,posleme do nekoneéna“, tj. provedeme limitni
prechod fo — +o00. V pravé upravené rovnici elipsy se vyskytuje a a b%, a tak je vyjadifme pomoci f;
a fg.

Pro z-ové souradnice obou ohnisek plati: f{ = a —e a fo = a4+ e. Jejich aritmeticky primér je roven

fl—l-fg . (a—e)+(a+e) .

2 2

Dale vyuzijeme vztahu a? = b? 4 €? mezi poloosami a, b a excentricitou e (Pythagorova véta, viz téz
obrézek) a dostaneme:

V=d>-e*=(a—¢€)-(a+te)=fi-fo.

Dosazenim do rovnice elipsy obdrzime

2 2 ) ) . .
y2:2b—$—b—m2—2fl f2:n— - f2 :E2—4f1 f23:—4 fiJ2 22

B GO

Nyni staci provést limitni prechod, kdy v obrazku modfe oznacené ohnisko elipsy s z-ovou soufadnici
fa2 ,,posleme do nekonec¢na“, coz realizujeme, pokud fo — —+oc:
S =4 f1fz 4 :fl'f.2 e /f'2—>+oc
Ji+ fa (fi+ f2)
Pfitom prvni ohnisko (se soufadnici f1) je fixni, fi je tedy konstantni. Limitnim pfechodem fo — +o0
dostaneme:

y2 = 4f1:L‘ - 0'1"27
neboli
Y =2-2fx,

coz je presné rovnice paraboly s parametrem p = 2f; (parametr paraboly vyjadiuje vzdélenost ohniska od
ridici ptimky, fi je pouze vzdalenost ohniska od vrcholu paraboly, proto p = 2f1). Skute¢né tak limitnim
prechodem fo — +00 dostdvame z rovnice elipsy rovnici paraboly

y2:2px.
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3.4 Primka jako limitni pripad kruznice

Uvazujme kruznici prochézejici pevné zvolenym bodem, pro jednoduchost pocatkem O. Stred S této
kruznice necht ma souradnice S = [a, b]. Polomér je tedy r = Va2 + b2.
Cilem nyni bude provést limitni pfechod

r — +00

ve smeéru vektoru S — O = (a,b). Jak to provedeme? Stfed S budeme posouvat dale od pocatku O ve
sméru vektoru (a,b); dostaneme tak S, = O + a(a,b) = [aa, ab], kde a > 1.

S = |aa, ad), a — +00

Rovnice kruznice je tedy (viz obrazek):

2

o)

(z—aa)?+ (y —ab)> =7
kde ro = y/(aa)? + (ab)?, neboli

2 —2aaz + (aa)®  +  y? —2aby + (ab)? = (aa)® + (ab)?,

22 4+ 9% — 200z — 20by = 0.

[aa, ab]

ar +by =0

Celou rovnici kruznice vydélime a:
2., .2 _ .
4+ y° — 2cax — 2aby = 0 e

a provedeme limitni prechod

2 2
X
7+y

— —2ax—2by=0 a — +00
a

Dostaneme tak rovnici
040 —2ax—2by =0,

prochazejici poc¢atkem, jejim normélovym vektorem je 7i = (a, b).

ktera je rovnici primky
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3.5 Jednotna rovnice kuzelosecek

Pro jednodussi orientaci predesleme, ze jednotna rovnice kuzelosecek bude ve tvaru
| XF|
—_— — E,
| Xd|
pficemz bod F je libovolny pevné zvoleny bod (nazyva se ohnisko, latinsky focus) a d je libovolna pevné
zvolend primka (tzv. ridici primka, latinsky directriz), kterd bodem F' neprochézi.

e>0,

Plati tedy, ze mnozina vsech boda X lezicich v roviné obsahujici F' i d, pro néz plati, ze pomér
vzdalenosti od ohniska a od Fidici pfimky je konstantni, je jednou ze ti{ kuZelosecek (elipsa pro e < 1,
parabola pro € = 1 a hyperbola pro ¢ > 1).

0 P REEE RBEE LRENE JREREC) 7

I~

Provedme nyni piislusnou analyzu geometrické situace. Podobné jako v predchozi kapitole budeme
uvazovat pouze rota¢ni kuzelovou plochu. Ozna¢me « odchylku roviny p fezu (obsahuje kuzelosecku)
a roviny 7 obsahujici kruznici k1. Ozna¢me déle o odchylku povrchové piimky (kterékoli) a osy o rotacni
kuzelové plochy C. Patu kolmice vedené bodem X k roviné 7 ozna¢me Y. Jelikoz vylouc¢ime kruznicové
fezy (tj. @ = 0), budeme uvazovat pouze a € (0,%). Je zfejmé, ze o € (0,%).

37



Konstantnost poméru h))((—ﬂ pro vsechny body X priniku C N g plyne z nékolika jednoduchych pozorovani.

Zakladni ideou je, ze vypocteme |X F| a |Xd| a ovérime, ze je jejich pomér pro dany bod F' a danou
piimku d konstantni.

Pozorovani:

e Necht povrska p kuzelové plochy vedena bodem X protina kruznici k1 v bodé G. Potom piimky
XF ap= XG jsou tecnami vepsané kulové plochy, proto je vzdédlenost k jednomu i druhému bodu
dotyku stejna, tj. plati:

IXF| = |XG].

e coso je konstantou danou rota¢ni kuzelovou plochou C:

v v v
COSO0 = —= — XG| = , tj. | XF|=
| XG| X Gl cos o J- IXF] coso
T
e sina je konstantou danou sklonem « roviny fezu:
D Y -

e Do poméru % nyni dosadime vztahy z obou predchozich bodi:

XF| s sin «

Cos o

| Xd 2 coso

sin
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Dostavame tak:

| XF| sina
|Xd|  coso’
pricemz kladnou konstantu (a € (O, g) io € (O, %), proto je sina > 0 i coso > 0) na pravé strané
oznacme .
_ sina
~ coso

V zévislosti na hodnoté kladné konstanty ¢ dostavime postupné vSechny tti zdkladni typy kuzelosecek.

e ¢ =1, parabola: Rovina fezu je rovnobézna s pravé jednou povrchovou primkou pravé tehdy,
Sin(90°fU) COos o

kdyz oo = 90° — o pro o € (0°,90°). V tom piipadé je ¢ = ~—_—> = 222 = 1. Dostdvame tak
charakterizaci paraboly:
| X F| _
—— =1, tj. ||XF|=]|Xd|]|.
S =1 4 [XFI=1Xd
e £ < 1, elipsa: Rovina fezu protind vSechny povrchové primky pravé tehdy, kdyz a < 90° — o pro
a € (0°,90°). V tom piipads je e = S22 < Smgiza_g) = 229 = 1. Dostavame tak charakterizaci
elipsy:
| XF|
——=¢, kde e<1.
| Xd|

e ¢ > 1, hyperbola: Rovina fezu protind povrchové piimky na obou strandch (vzhledem k vrcholu)
kuzelové plochy pravé tehdy, kdyz a > 90° — o pro a € (0°,90°). V tom pripadé je ¢ = 22&

- cos o
sin(90°—0) _ coso
cos o coso

= 1. Dostavame tak charakterizaci hyperboly:

| XF|

= kd 1.
|Xd| €, e >

3.5.1 Interpretace ¢ v pripadé elipsy

Nejsnaze uvidime geometrickou interpretaci e v piipadech, kdy X = A (tj. X je hlavnim vrcholem elipsy,
ktery lezi nejblize fidici pfimky d) a X = C (tj. X je jednim z vedlejsich vrcholu elipsy). Volime F' = Fj.

7 obecné rovnice kuzelosecky plyne:
|AF|  |CF|

|Ad| ~ |Cd|’
Vyjadreme nyni délky |AF|, |Ad|, |CF|, |Cd| pomoci a, e a . Pfedné ihned méame:

3

|AF| = ¢|Ad| .
Také snadno vidime (viz obrézek a preponu v pravouhlém trojihelniku AFSC), ze

|AF|=a—e¢ a |CF|=a.
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Dale odvodime: AP
AF| =¢|Ad] = |Ad| = ’8| -—,
Délku |Cd| lze najit takto:
Cd] = |Sd| = |SA| + |Ad| = a + “;e.

Dosadme tedy za |C'F| i |Cd| do obecné rovnice kuzelosecky, dostaneme:

6_|C’F|_ a 1
Cdl  atozt gy la

£

Porovnejme vyrazy iplné vlevo a vpravo, dostaneme rovnici, z niz vyjadiime e:

1
=&
1-¢ ’
1+ s
1:5+<1—9» — =<,
a a

3.5.2 Ridici pFimka elipsy a kuZelova plocha

Nyni, kdyz vime, Ze elipsu muzeme charakterizovat rovnici

XA _ e, O<exl

|Xd’ ) )
muzeme snadno ukazat, ze Fidici pfimka d elipsy (na obrazku nize je kolmé k nakresné, tudiz se zobrazila
do jediného bodu D) je prusecnici roviny p Fezu (v niz lezi elipsa) a roviny 7 obsahujici kruznici kg, tj.:

Ozna¢me prozatim prusecnici rovin ¢ a 7 pismenem d a prusecik pfimek AB a UU’ pismenem D'.
Oznaceni d, resp. D zustane vyhrazeno Tidici primce, resp. jejimu obrazu v osovém tezu. Ukazeme nyni,
ze D = D' (neboli d = d').

Ridici pfimka d (na obréazku ji vidime jako pouhy bod D) musi leZet v roviné fezu g, navic musi byt
kolm4 na hlavni osu elipsy AB, obé tyto podminky prisecnice d’ rovin ¢ a 7 splituje. Vidime tedy, Ze d’ je
rovnobéznd s d. Otézkou tak zustéava, v jaké vzdalenosti od bodu B se bude fidici pfimka d (neboli bod
D na poloptimce BA) nachézet. Ukdzeme, ze |BD| = |BD’|, odkud jiz bude plynout D = D" a d = d'.
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Pro kazdy bod elipsy X musi platit, ze ‘@" = ¢, tudi? i pro jeji hlavni vrchol B plati '@Zl" = e.
Nasledujici soustava rovnosti ukazuje, Ze prusecnice d’, resp. bod D’, spliiuje rovnici @Z}" = g, proto

15l = 1B, odkud pak jiz ihned méme [BD'| = |BD|, takie D = D' ad = d'.

|BFy| () |B

@ ‘BA,‘ @ ‘F1F2| . 2e . E — ¢

U'|
|Bd'| ~ |BD'|  |BA| IAB| 22 a

Jednotlivé rovnosti jesté okomentujme.
(1) |BFy| = |BU’|, nebot se jednd o délky spojnic bodu B s body dotyku F} a U’ na téze kruznici.

@) |BU'|  |BA'|
|BD'|  |BA|’

nebot trojihelniky ABU'D" a ABA'A jsou podobné.

(3) Jiz dfive jsme dokézali, ze |[BA'| = |F1 F3|, ¢imz dostdvame rovnost (3).

3.6 Rovnice kuzelosecek v kartézskych a v polarnich souradnicich

Vyjdéme z jednotné rovnice kuzelosecek (elipsy, paraboly a hyperboly):

(XFE| _

= 0.
Xd €, &>

Jak bude tato rovnice vypadat v konkrétni kartézské soustavé souradnic? Tuto kartézskou souradnicovou
soustavu zvolme tak, aby bylo vSe co nejjednodussi: bod F' necht lezi primo v pocatku, ridici primka d
necht je kolmé na osu x; jeji rovnice pak bude d : x = —c pro né&jaké ¢ € RT. V takto zvolené kartézské
soustavé souradnic necht X = [z, y].

e — X =z,
L | Xdli=x+c¢
—c, F z
Potom lze rovnici
| XF|=¢-|Xd|

prepsat ve tvaru
Val+y2=ce-(z+¢),

piipadné

2?4yt =% (x+c)?.

Jelikoz ohnisko lezi v pocatku, nazyva se tato rovnice ohniskovou rovnici kuZelosecky.
Prejdéme nyni k polarni soustavé souradnic: pol necht lezi v pocatku a polarni poloosa necht splyva
s kladnou poloosou z. Potom muzeme rovnici y/22 + y? = ¢ - (x + ¢) psat ve tvaru:
o=c¢-(pcosp+c).
Tento prepis ziskame dosazenim zdkladnich vztahti mezi obéma souradnicovymi soustavami: z Pythagorovy

véty ihned plyne ¢ = /22 + y2 a z prislusného pravothlého trojuhelniku x = ¢ - cosp, y = ¢ - sin ¢.
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Y e X:[xay]
= [ocos g, osin ]

Nyni staci z rovnice o = € - (9 cos ¢ + ¢) vyjadiit o:
0-(1—cecosyp) =cc.

Oznaéime-li vyraz na pravé strané p = ec (pismeno p jsme zvolili proto, Ze se jedna o tzv. parametr
kuzelosecky), dostaneme

b

e= 1—ecosyp’

3.7 Rovnice elipsy v polarnich souradnicich

Rovnici elipsy v polarnich soutadnicich Ize snadno odvodit i pfimo z planimetrické definice elipsy:
|F1X| + |F2X| = 2a.

Odvozeni je zalozeno na kosinové vété aplikované na trojthelnik AFy Fo X.

Zvolme polarni soustavu souradnic tak, Zze pél umistime primo do ohniska F} a polarni poloosa bude
splyvat s polopfimkou F} F5. Je-li X bodem elipsy, je

0= |F1X|, ’F1F2| = 26, ZFQFlX =Y.

Délku zbyvajici strany F»X vyjadiime primo z planimetrické definice elipsy: [FoX| = 2a — o.
V trojtahelniku AFy Fo X zname délky vSech stran a velikost jednoho vnitiniho thlu ¢. Chceme ziskat
vztah mezi ¢ a p, pouzijeme tedy kosinovou vétu.

(20— 0)? = 0® +(2e)2 —2-0-2e-cos

4a® — dap + 0 = 0° + 4€® — 4pe cos ¢
Odectéme g, vydélme celou rovnost ¢tyfmi a pfevedme vSechny c¢leny obsahujici ¢ na pravou stranu:

a? — &2 = ap — gecos Y.
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Jelikoz je a? — e? = b2, dostavame
b =0-(a—ecosy),
b2 b2

Q: = a .
a—ecosp 1—<cosp

v 2 . . 7/ . . Ve v . v v Ve
Oznacme p = % (tzv. parametr elipsy), a €= ¢ (tzv. numerickd excentricita). VSimnéme si, ze v kazdé

elipse je e < a, proto je nutné € < 1. Nyni dostavame rovnici elipsy v polarnich souradnicich:

p

=, 0<e<l
1 —¢ecosp

%

3.8 Parametr kuzelosecky a jeji ohnisko

3.8.1 Parametr elipsy a jeji ohnisko

Pri zkoumani vlastnosti elipsy se na mnoha mistech setkavame s parametrem elipsy, tj. s konstantou
2

p= %. Tento parametr je délkou tsecky XiFp, kde F} je jednim z ohnisek elipsy a X; bodem elipsy

takovym, ze tsecka X1 F) je kolma na hlavni osu elipsy.

b2
| X1 F|=p=—.
a

Fakt, ze délka tsecky XiF) je rovna piimo parametru elipsy p = %, snadno ovérime primym
vypoctem y-ové souradnice bodu elipsy pro z = +e (znaménko diky soumérnosti elipsy nehraje roli),
nebot z predchoziho obrazku je ziejmé, ze |y(—e)| = | X1 F1|. Ukdzeme tedy, ze |y(+e)| = &

a

Z rovnice elipsy z—; + %—j =1 vyjadifme y?:

2 2 2
2 _ 32 z _ 20—

a2

a dosadime x = +e; vyuzijeme také toho, ze a® — e = b*:

2 2 2 4
2 5 a° —e 5 b b
y(:l:e):b a2 :b gzg
Odtud jiz ihned mame
b2
te)| = —
ly(Fe)l = —,
takze
b2
| XaFi| = ly(Efe)| = —=p
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3.8.2 Parametr paraboly a jeji ohnisko

Pro parabolu plati analogicky vysledek:

d

Odvodime jej snadno, stac¢i si uvédomit:
(1) Parametr paraboly je definovan jako vzdalenost ohniska F' od Fidici pfimky d, tj.
def.
p = |Fd|.

(2) Pro kazdy bod X paraboly plati:

XF|=|Xd|, tudiz i pro bod X plati:
| X1 F| = |X1d|.

(3) Celkem tedy
[ X1 F| = |Xud| = [Fd] = p.

3.8.3 Latus rectum

Poznamenejme, ze historicky se délka cervené vyznacené tsecky i samotnd usecka (u elipsy i paraboly,
podobné by to fungovalo i u hyperboly) nazyvala semilatus rectum. Jednd se vlastné o polovinu celé
tétivy, proto predpona semi. Semilatus rectum je tedy jiny nazev pro parametr kuzelosecky.

Cel4 tétiva (prochdzejici ohniskem a kolmé na osu prochézejici ohniskem) se pak nazyvala latus rectum.
Latinské ldtus znamend Siroky, réctus znamend rovny, primj.

kuzelosecka semilatus rectum latus rectum
parabola 12 = 2px P 2p
2 2 2 2
. T Y b 2b
| — 4+ =1 — —
elipsa 22 + 12 a a
2 2 b2 2b2
hyperbola r Yy — —
a? b2 a a

3.9 Priméry vzdalenosti hlavnich vrcholt od ohniska
Pozorujme u elipsy jednotlivé priméry vzdalenosti hlavnich vrcholt od ohniska: aritmeticky, geometricky

a harmonicky. Zvolime-li si pevné jedno ohnisko elipsy, pak vzdalenost jednoho hlavniho vrcholu od
tohoto ohniska je a + e, druhého pak a — e.
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Vypoctéme jednotlivé prumeéry téchto dvou cisel:

A(a—l—e,a—e):w:a’

Gla+e, a—e)=+/(a+e) - (a—e)=Va2—e2=b,

2(a+e)-(a—e) a®—e2 b
H(a—i—e,a—e): ate - a—e = a :E:p

Vidime, ze vysledky jsou velmi elegantni: aritmeticky primér je roven délce hlavni poloosy, geometricky
prumeér délce vedlejsi poloosy, harmonicky pramér vysel roven parametru elipsy.
Vsimnéme si, ze u harmonického praméru bychom dostali stejny vysledek, kdybychom tétivu vedli
ohniskem kolmo k hlavni ose: opét bychom dostali parametr p:
2p-p
H(p,p)=——=p.
p+p
Vzniké tak otazka, zda bychom dostali p i v pripadé, ze by tétiva byla vedena ohniskem v libovolném
sméru. Odpovéd je kladna. Ovéteni lze provést primocarym vypoctem.

/
~

3.10 Vzdalenost bodu elipsy od ohniska

Pro vzdalenosti L1 (X) = |F1X| a L2(X) = |FoX| bodu X = [z, y] elipsy
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od jejich ohnisek Fy a F5 plati pékné vztahy:

Ll(X) = ‘F1X| =a-+ex,
Ly(X)=|FpX|=a—c¢x.

Je tak dobfe vidét, ¢im se lisi |F1X| a |FoX| od délky hlavni poloosy a; vystupuje zde numerickd
excentricita € = ¢ a orientovand vzddlenost bodu X od vedlejsi poloosy elipsy. Snadno také vidime, Ze

|F1X| + |FoX| = (a+ex)+ (a —ex) = 2a.
Je-li X = C jednim z vedlejsich vrcholid elipsy, mame presné
Ll(X):|F1X|:a, LQ(X):|F2X|:CL

Pokud vsak bod X neni jednim z vedlejsich vrcholu elipsy, je jedna vzdalenost vétsi nez a o néjaké 4§,
druhd je nutné mensi nez a o totéz ¢ (aby soucet Lq(X) + Lo(X) = 2a):

L(X)=|AX|=a+0, Ly(X)=|RX|=a—-5.

Yy

F e

Odvozeni vztaht pro vzdélenosti L1 (X) a Lo(X) bodu X od ohnisek F} a Fy elipsy muzeme zaloZit na
aplikaci Pythagorovy véty na pravouhly trojihelnik AF; XoX, resp. AF>XgX. Dostaneme tak:

Li(X) =/ (e+2)” +¢2,
Lo(X) =1/(e — x)% 4+ 42.

Uzijeme-li vztaht L1 (X) =a+ 0 a Lao(X) = a —  a umocnime-li obé rovnosti na druhou, dostaneme:

(a+0)* = (e+2) +4°,
(a—0)?=(e—x)+y2,

neboli po tpraveé

a® +2a6 + 6% = e* + 2ex +2° + o,
a2 =206+ 62 =€ —2ex+2> + 4%,

Po odecteni druhé rovnosti od prvni ziustane

4ad = 4dex
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odkud jiz ihned mame
6= Cp= ex,
a

uzijeme-li oznaceni ¢ = £ pro numerickou excentricitu. Dosazenim § = ex do rovnosti L1(X) = a + 9
a Lo(X) = a — 0 dostaneme odvozované vztahy:

Li(X)=|F1X|=a+ez,
Ly(X)=|FX|=a—¢ex.

Vsimnéme si, Ze z pravé odvozenych vztahtu pro délku cervené vyznacené usecky |[DX| =0 = ¢z

plyne podobnost trojuhelniki AF1SD ~ AX DYy, nebot
o e

x a

€
a

7 podobnosti trojihelnikil také vidime, ze zelené vyznacené tihly jsou shodné: ZF1SD ~ /X DYj.

3.11 Kuzelosecky jako mnoziny bod v Gaussové roviné

V Gaussové roviné miizeme pomoci komplexnich ¢isel pohodlné popisovat rtizné mnoziny bodia danych
vlastnosti. Obrazem komplexniho ¢isla z = z + iy je bod, soutadnice v kartézské soustavé souradnic jsou
[, y]. Vychdzime pfimo z planimetrickych definic kuzelosecek.

kruznice: |z — 20| =7

elipsa: |z — fil + |z — fa| = 2a

hyperbola: ||z — fi| — |2 — fo|| = 2a

parabola: |z — Bl =Re(z) + §
Obecné predpokladame, ze a > 0; u elipsy déle pozadujeme |f1 — fa| < 2a, u hyperboly pak |f1 — fa] > 2a.

U paraboly predpokladdme specidlni polohu: ohnisko je obrazem komplexniho ¢isla & + 0i a fidici pfimka
je kolma na realnou osu a prochazi bodem, ktery je obrazem ¢isla —& + 0i.

Mezi rovnicemi v Gaussové roviné a rovnicemi v kartézské soustavé souradnic lze snadno prechazet:

o kartézské souradnice — zdpis pomoci komplexnich ¢isel:

e zapis pomoci komplexnich ¢isel — kartézské souradnice:

Z+z 2=z
2 Y=

xr =
Ukazme si odvozeni rovnice paraboly v komplexni soufadnici. Vyjdeme ze standardni rovnice
y2 = 2pzx

a dosadime za = a y:

(z—2)%=—4p- (2 +2)
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3.12 Rovnice kuzelosecky pomoci determinanti

3.12.1 Rovnice primky pomoci determinanti

primka prochézejici 2 body: X = [z1,y1], X2 = [z2, 2]

ar +by+c=0
X1 =[z1,m], X2 = [x2,12]

z y 1

1 y1 1|=0

T2 Y2 1

axy1+by1 +c=0
ary +byz +¢c=0

r1 Y1 ay\ . c
x9 y2) \b) c
3.12.2 Rovnice kruznice pomoci determinantt
kruznice prochézejici 3 body
23 +yi + Dxy + Eyy + F =0
25+ y5 + Dy + Eyp + F =0
224+ Y2+ Drs+ Eys + F =0

1 oy 1 D a3+ 3
zo yo 1| [E) =~ |23+
r3 y3 1 F a3+ 3

224+y2 oz oy 1
ity oy 1 —0
w3 tys w2 oyp 1
2., .2

r3+ys w3 y3 1

3.12.3 Rovnice kuzelosecky pomoci determinanta

obecné kuzelosecka prochazejici 5 body

Az? + Bry+Cy>+ Dz +Ey+F =0

T Ty y2 z y 1
w3 my Y @ oy 1

x5 way2 Y5 w2 Y2 1 0
a3 w3ys Y3 ®3 Yz 1|
a3 Tays Yi w4 oys 1

a3 wsys y: ows ys 1
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3.13 Obrazy kuzelosecek v kruhové inverzi

Pozorujme obrazy kuzelosecek v kruhové inverzi. Stied ridici kruznice inverze budeme volit ve stfedu
kuzelosecky.

3.13.1 Hyperbola

Obrazem hyperboly je v nize uvedeném piipadé lemniskata.

Lemniskata jako obraz zadané hyperboly v kruhové inverzi

3.13.2 Elipsa

Obrazem elipsy je v nize uvedeném pripadé Cassiniho oval.
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Cassiniho ovél jako obraz zadané elipsy v kruhové inverzi

3.13.3 Parabola

Obrazem paraboly je v nize uvedeném pripadé néasledujici krivka.

S

@

obraz zadané paraboly v kruhové inverzi



Kapitola 4

Z historie kuzelosecek

4.1 Kuzelosecky a slunec¢ni hodiny

V této kapitole si ukazeme jeden z prikladt, jak se poznatky o kuzeloseckach projevily v praxi — pri
konstrukei slunec¢nich hodin. Je mozné, ze pravé zkoumdani slunec¢nich hodin mohlo vést k hlubsimu
zkoumani kuzelosecek.

Zpocatku se pro méfeni ¢asu pouzival svisly obelisk, tzv. gndmdn. Cas se odecital z délky jeho stinu,
coz bylo zatizeno zna¢nymi nepresnostmi, nebot se délka stinu v priibéhu roku méni. Gnémony byly
uzivany napifklad v Egypté ¢ Mezopotamii. Odtud se jejich pouzivani rozsifilo do Recka. Pravé tam se
v prubéhu 7. stol. pr. Kr. objevil novy, mnohem pfesnéjsi typ — horizontalni duté polokulové slune¢ni
hodiny zvané skafé (viz obr.), které mély rovhomérnou stupnici nanesenou na vnitini plochu polosféry
a hrot ukazatele ve stfedu této sféry. Jejich vyhodou byla nezavislost na dni v roce, ¢imz bylo dosazeno
mnohem vétsi presnosti, nebof se ¢as neodecital z délky stinu, ale z jeho sméru. Vychézelo se tak vlastné
ze zemské rotace. Vyroba takovychto polokulovych slune¢nich hodin vSak byla pomérné narocna.

Na konstrukei byly mnohem jednodussi sluneé¢ni hodiny rovinné. Prvni takové se objevily v Egypté
ve 4. stol. pi. Kr. Zohlednovaly rtizné deklinace Slunce béhem roku, ale byly zatim vytvafeny pouze
experimentalné. Aby bylo mozno zkonstruovat datové cdry, tj. kiivky, po nichz se pohybuje konec stinu
ukazatele v pribéhu daného dne v roce, bylo uziteéné znat jejich zékladni matematické vlastnosti.

Neni nijak obtizné odvodit, ze datovymi carami jsou pravé kuzelosecky. Predstavime-li si totiz denni
drahu Slunce po obloze jako kruznici (¢ast ji je pod obzorem) a Spicku ukazatele slune¢nich hodin jako
bod, je ihned zfejmé, Ze spojenim vSech bodl této kruznice s timto jednim bodem vznikne kuzelova
plocha. Jejim prinikem s rovinou ¢iselniku je tedy nutné kuzelosecka. V nasich zemépisnych sitkach se
jedna vesmés o hyperboly.!

! Na pélu se jedné o kruznice, nebot drédha Slunce v pritbéhu dne se pozorovateli jevi jako kruznice umisténd rovnobézné
se zemi. Tato kruznice v pribéhu roku stoupé ¢i klesd pod obzor (poldrni den a noc). Smérem k rovniku se pak tato Fidici
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Jelikoz se vyska Slunce na obloze v pribéhu roku méni, je mozno postupné pozorovat soustavu hyperbol
(s vyjimkou jarni a podzimni rovnodennosti, kdy hyperboly prechézeji v pfimku). S jejich pomoci lze
odecitat datum. Vyznaceni datovych car (alespon pro slunovraty a rovnodennosti) na ¢iselniku sluneénich
hodin také usnadniuje presné narysovani ¢ar hodinovych.

Rovinné slune¢ni hodiny opatfené datovymi carami se v antice skutecné objevily. Prirozené az poté,
co se rozsitila alespon zakladni znalost kuzelose¢ek. Vzhledem k jejich relativné snadné vyrobé pak starsi
typ — skafé — postupem ¢asu ustoupil sluneénim hodindm rovinnym.

4.2 Pocatky zkoumani kuzelosecek

Objev kuzelosecek je v antické tradici pfipisovdn Menaichmovi (1. polovina 4. stol. pf. Kr.), a to
v souvislosti s Ffesenim problému nalezeni dvou stfednich imérnych, tj. nalezeni dvou nezndmych délek x
a y takovych, aby pro zadané délky a, b platilo

s vz ,

kruznice kuzelové plochy naklani ¢im dal tim vice, takze datové cary prechazeji postupné v elipsy, paraboly a v Sirokém pasu
mezi polarnimi kruhy v hyperboly.
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Pravé na tuto dlohu prevedl Hippokratés z Chiu (2. pol. 5. stol. pf. Kr.) jeden ze tii slavnych problému
antické matematiky? — zdvojeni krychle®. Zvolime-li totiz a = 2b, dostaneme po tpravé z piedchoziho
vztahu

y® = 203

Je tedy nalezena délka y hrany krychle, kterd ma oproti zadané krychli s délkou hrany b dvojnasobny
objem. Menaichmos vytesil problém nalezeni dvou stfednich imérnych pomoci kuzelosecek; algebraicky
Zapsano:

xy = ab, y° = b,

nebo
2 = ay, y? = b

7 dochovaného zlomku obsahujiciho toto feseni? vSak vyplyvé, ze Menaichmos pracoval s kuzeloseckami
na pomeérné vysoké urovni. Zda se tedy byt pravdépodobné, ze byly studovany uz pred nim.

Kuzelosecky byly zpocatku studovany jako kiivky vznikajici fezem plasté kuzelu rovinou vedenou
kolmo na nékterou povrchovou primku. Jednotlivé kuzelosecky pak byly ziskdny volbou thlu pti vrcholu
kuzelu. Elipsa tak byla nazyvana rezem ostrouhlého kuZelu, parabola rezem pravouhlého kuZelu a hyperbola
rezem tupouhlého kuZelu. Tuto terminologii pouziva ve svych spisech naptiklad Archimédés ze Syrakus.
Podrobnéji je historie kuzelosedek zpracovéana napiiklad v [2].

2 Jednalo se o kvadraturu kruhu — zkonstruovat stranu ¢tverce, ktery mé stejny obsah jako kruh daného poloméru
(nelze provést eukleidovsky, ¢islo 7 je totiz transcendentni), trisekci whlu — k zadanému thlu zkonstruovat jeho tfetinu,
a zdvojeni krychle — k dané tsecce, kterd je hranou krychle, zkonstruovat tisecku, kterd je hranou krychle dvojnasobného
objemu (/2 nelze zkonstruovat eukleidovsky). V 19. stoleti bylo algebraickymi prostfedky dokézano, ze tyto konstrukce
nejsou proveditelné eukleidovsky, tj. pouze pomoci pravitka a kruzitka.

3 Vypravi se, ze krétsky kral Minés ukladajici do hrobu svého syna Glauka byl nespokojen, Ze je hrobka mald, a tak ji
nechal zdvojnésobit, tj. ,zvétsit v tomto poméru ve vSech smérech® (rozumi se tim vSak zdvojnésobit jeji objem). Pozdéji
pry lidem z ostrova Délos véstba ulozila zdvojnasobit jejich oltar, coz je opét tkol vedouci na problém zdvojeni krychle.
Geometrum se stile nedafilo takovy pomér najit.

* Viz Butokitv koment4f k Archimédovu spisu O kouli a vdlci, odst. 78.13-80.24, publikovany v J. L. Heiberg (ed.),
Archimedis Opera Omnia cum Commentariis Eutocii, vol. III., Teubner, Leipzig, 1915.



4.3 Nazvy kuzelosecek

Soucasné nazvy regularnich kuzelosecek (parabola, hyperbola, elipsa) zavedl Apollénios z Pergé kolem
roku 200 pt. Kr. ve svém dile Kénika (viz napt. [8]),% které se stalo na téméi 2000 let zdkladnim spisem
o kuzeloseckach. Toto dilo se nezachovalo celé, z ptivodnich osmi kapitol se jich dochovalo pouze prvnich
sedm, pricemz posledni tii z nich jen v arabském prekladu. Apollénios studoval obecné fezy kosé kuzelové
plochy. Jeho dilo je pomérné naroc¢né, proto se omezime na zjednodusené odvozeni charakteristické
vlastnosti paraboly chapané jako Tez kuzelové plochy rovinou rovnobéznou s pravé jednou povrskou,
pricemz budeme vyuzivat moderni symboliku a omezime se na rota¢ni kuzelovou plochu. O elipse
a hyperbole pak pojedname zjednodusené s vyuzitim analytické geometrie.

Uvazujme pro jednoduchost kolmou kuzelovou plochu a vedme rovinu rovnobéznou s povrchovou
primkou AG. Ukazeme, ze fezem je parabola. Necht ridici kruznice této kuzelové plochy prochézi body
BDGE a necht kruznice KM N lezi v roviné rovnobézné s rovinou fidici kruznice. Jeji prumér je M N,
bod K na ni lezi a KX je rovnobézna s DFE a kolma na M N. Podobné i DFE je kolma na BG. Jelikoz je
trojihelnik K M N pravoihly (Thalétova kruznice), plyne z Eukleidovy véty o vysce

|IKX|>=|MX|-|XN].

Parabola jako fez plasté kuzelu®

Jelikoz je rovina fezu rovnobéznd s povrchovou primkou AG, tak |XN| = |[HG|. Navic z podobnosti
trojuhelnikd AVM X a AV BH dostavame

IMX|_ [VX|
|BH | [VH|"
Proto
ex = x| = B ) — v AL
7 predchoziho vztahu také vyplyva, ze pomér % = % nezavisi na volbé kruhového fezu rovnobézného

s Tidici kruznici, je proto konstantni. Podobné se také zachovava délka tsecky HG. Vyraz % je

tedy konstantou, kterou ozna¢ime 2p. Oznacime-li déle |K X| =y a |V X| = x, dostaneme zndmou rovnici
paraboly
vP=2pz.

5 N4zvy parabola, hyperbola a elipsa se poprvé vyskytuji postupné ve vétiach 11, 12 a 13 prvni knihy Kénik.

6 Tento obrazek vznikl na zédkladé piekladu Apolléniovych Kénik [8]. Nejednd se tedy o pfesny rys v nékterém z uzivanych
zobrazeni, ale o schematizujici nac¢rtek. Podobné nacrtky nachézime i ve starych rukopisech a vydéanich textu starovékych
matematiki.

54



Tuto rovnici muzeme interpretovat jako tilohu nalézt k zadané usecce délky 2p tisecku délky x takovou,
aby mél obdélnik s témito stranami stejny obsah, jako predepsany ctverec se stranou délky y. Tato tloha
se tyka tzv. priklddani ploch (Fecky paraballd, srov. téz Eukleidovy Zdklady, 1,44). Odtud pochézi nazev
parabola (Tecky parabolé).

2p

Tato interpretace propozice 1,44 je popsana v Proklové komentati k prvni knize Eukleidovych Zdkladui.

Prop. XLIIII, probl. XIL | | ITaga zyv Sodsioav

ev@elav 1o doBévee toiywvo [oov wapadindd-

youppov maguParelv dv yovie,  d6tiv lon o
doBelon yavig evBvyedppg.

"Eore pdv apyain, paoly ol mepl tov Evdnpov,1s
xal Tig tév NMvBayogeloy poveng svprpere tavra,
Nte mapafoln rov yoweloy xal 4 vmeQPfoiy xal 7
EAAeLyprg. amo 0! rovrwv xal of vedvspor T Ovo-
pete Acfovres pstiyayov avra xal éxl tag xovixag
Asyopsvag yoapuds, xal tovtov v pdv megafodrjy, w0
v 0 UmspPolny xedéoavreg, Ty Ot EAAewpiv, éxel-
vov 1oy melaidy xel Sclov avdeay év émnéde xata-
yoagi yoeloy meds svdelay wQLOuévY T& VWO TOU-
TV GNUALVOREVE TOY OVOUdTOY OQUVTOY. OTUV YUQ

Obdobnym zpltisobem bychom se mohli zabyvat i elipsou a hyperbolou. Odvozeni je vsak v téchto

Vv

rovnice jako u paraboly, rozdil by byl jen v jednom pfidaném c¢lenu. Snadno ji lze odvodit pomoci
analytické geometrie. Rovnice elipsy, resp. hyperboly, jejiz jeden vrchol prochézi poc¢atkem, je totiz

(zFa)? |y

neboli po tprave

v 7 . 2 ~ . 7’ .
Oznacime-li p = %, prejde tato vrcholova rovnice na tvar

V=T P z2.
a

Zde muzeme vidét v porovnani s parabolou navic ¢ervené oznaceny clen, ktery ma u sebe znaménko:

e minus v pripadé elipsy, oproti parabole tedy néco na pravé strané ,,chybi®, recky elleipd, odtud
nazev elleipsis (EAMewjig),

e plus v pripadé hyperboly, oproti parabole tedy néco na pravé strané ,,prebyva‘“, recky hyperballd,
odtud nazev hyperbolé (Omeppolr).

" Viz napt. [8], kapitola I, véty 12 a 13.
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Oba pripady Apollénios popisoval geometricky. Prvni ptipad (minus) interpretoval jako tlohu prilozit
k zadané tsecce délky 2p tisecku délky x takovou, aby vysledny obdélnik obsahoval mensi obdélnik (plnou
¢arou) se stranou x, ktery by mél stejny obsah, jako predepsany Ctverec se stranou délky y, a zaroven byl
mensi o obdélnik (¢arkované) podobny zadanému obdélniku se stranami a, p. Velkému obdélniku tedy
»chybi® (elleipd) ¢arkovany obdélnik a odtud mé elipsa sviij nazev.
x
Py

2p
Elipsa — prikladani ploch

V piipadé znaménka plus obdélnik o obsahu y? piesahuje (fecky hyperball) obdélnik se stranami 2p, .
Tento pripad odpovida hyperbole.

Strucné jsme tak nastinili ptivod nazvii jednotlivych regularnich kuzelosecek. Pouzivali jsme pritom
analytickou geometrii a moderni matematicky aparat. Historicky presnéjsi odvozeni a znéni prislusnych

voevs
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Kapitola 5

Elipsa

V této kapitole se budeme vénovat odvozeni kanonické rovnice elipsy, konstrukcim elipsy, vlastnostem
tecny elipsy a jejich dusledktim, pripadné nékterym dalsim zajimavostem, které se k elipse vazi.

5.1 Planimetricka definice elipsy a rovnice elipsy

Pripomenme klasické skolské odvozeni rovnice elipsy ze vztahu z planimetrické definice elipsy. Planimetricka
definice elipsy je zalozena na Queteletové—Dandelinové vété, které jsme se vénovali v predchozi kapitole.
Elipsou (dle planimetrické definice) rozumime mnozinu vSech bodu X v roviné, pro néz plati, ze soucet
jejich vzdélenosti od dvou pevné zadanych bodu Fi, F5 je konstantni, tj.:

I XFy|+ |XFy| =2a,

pficemz |F} Fy| < 2a (neboli e < a).
Zvolime-li kartézskou soustavu souradnic tak, aby F; = [—e,0], Fy = [e,0], X = [z,y], pak:

Vie+e)2+y2+(r—e)?2+y2=2a.
Umocnénim na druhou dostaneme
@+e)’+y’+@—e+y’+2-V(@+e)?2+y? V(z—e)? +y? =4da’,
202 4+ 2% + 2y —4a’ = -2 /(z+e)2 +y2- V(z —e)? +12.
Vydélenim dvéma a opétovnym umocnénim na druhou dostaneme
(2" + e +y" = 2%)" = ((w+ )" +97) - (@ =) +97),
(4 +y? — 20 = (22 + 2 + 9 + 2ex) - (2 + €2 +y* — 2ex),
(IE2 + 62 +y2>2 —9. (1‘2 + 62 +y2) . (2(12) + (2&2)2 — ($2 + 62 _|_y2)2 _ (261‘)2.

Po vydéleni ¢tyfmi a prevedeni nékterych ¢lent na druhou stranu

e2a? — (22 +e? +47) - d® = —a*
a vynéasobeni obou stran minus jednickou dostaneme:

(—e? 4+ a®)z? 4+ y2a® = a* — e%a’.

2

Nyn{ si sta¢i uvédomit, ze a® = e? + b?; dosazenim obdrzime:

b2l‘2 +a2y2 — a2(a2 o 62),

b2x? + a2y2 = a?b?.

Nyni staci rovnici vydélit a?b? a dostaneme kanonickou rovnici elipsy:
2 . Y2 _,
a?  p2
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5.2 Eukleidova véta o vysce pro elipsu

Vyjadieme postupné y? z rovnice elipsy

2 2
x
St n =L
a b2
dostaneme:
y? B 22 B a2 — 22
plrae= e
neboli
2 b? 2 2
Yo = o) (a —x )
Vydélime-li tuto rovnici a? — 2
2 b2
Yy
a2 — 12 a2’
neboli
y2 b2

(a—xz)-(a+z) a2

2
pozorujeme, Ze pomer % je pro vSechna z € (—a, a) konstantni (konst = 2—2) Touto vlastnosti lze
elipsu charakterizovat, coz odvodil jiz ve svych Kdnikdch Apollénios z Pergé (200 pf. Kr.). Geometricka
interpretace (v = konst-c,-cp) je patrna z nasledujiciho obrazku. Je ziejmé, Ze se jedné o pifmé zobecnéni

Eukleidovy véty o vysce, ktera ve starovékém Recku slouzila mimo jiné k charakterizaci kruznice.

5.2.1 Specialni pripad pro kruznici

Pro kruznici je a = b = r, takze je konstanta Z—z rovna 1, plati tedy

y2

(r—z) - (r+x)

coz muzeme interpretovat jako Eukleidovu vétu o vysce (v

=1, neboli v =(r—z) (r+x),

2=c, ).
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5.3 Soumeérnost elipsy

Uvazujme elipsu ze zacatku kapitoly, jejiz rovnici jsme tam odvodili:
2 2
x
T+l
a b2
Jeji stfed lezi v pocatku, hlavni osa elipsy splyva s osou x a vedlejsi osa elipsy (kolmé na hlavni osu elipsy
a prochéazejici stfedem elipsy) splyva s osou y.

7 pravé odvozené kanonické rovnice elipsy ihned plyne, Ze elipsa je kifivkou soumeérnou:

o stfedové podle stiedu elipsy: s kazdym bodem elipsy X = [z, y] totiz nalezi elipse i bod X’ = [—x, —y]
stredové soumérny podle poc¢atku, v némz stred uvazované elipsy lezi;

o osové podle hlavni osy elipsy (tj. podle osy x): s kazdym bodem elipsy X = [z, y] totiz nalezi elipse
i bod X’ = [z, —y| osové soumérny podle hlavni osy elipsy;

o osové podle vedlejsi osy elipsy (tj. podle osy y): s kazdym bodem elipsy X = [z, y] totiz ndlezi elipse
i bod X’ = [—x,y| osové soumérny podle vedlejsi osy elipsy.

Pozorujeme-li v8ak elipticky fez primo na kuzelové plose, mize nam pripadat zvlastni, ze by elipsa
meéla byt stfedové soumérnou krivkou, pripadné kiivkou osové soumérnou podle primky obsahujicich
vedlejsi osu elipsy. Hlavni vrchol elipsy, ktery lezi blize vrcholu kuzelové plochy, budi dojem, Ze by mél
byt ,,Spicatéjsi“ nez hlavni vrchol elipsy lezici dal od vrcholu kuzelové plochy.

Stejny dojem mél napiiklad i slavny umélec Albrecht Diirer (1471-1528). V roce 1525 vydal v Norim-
berku dilo Underweysung der messung, mit dem zirckel und richtscheyt, in Linien Ebnen unnd gantzen
corporen, ..., v némz popsal a provedl konstrukci elipsy pfimo na zédkladé prace s fezem kuzelové plochy,
viz obrazek ¢. 34 v jeho knize (cca str. 35), ktery zde uvadime (pfevzato z Wikipedie).

&

Vpravo je dobfe patrny mirné vejcity utvar, ktery mél byt elipsou. Je tfeba poznamenat, ze konstrukce
elipsy, kterou A. Diirer zvolil, je citlivd na presnost, neni tedy snadné ji provést dostatecné presné.

Soumeérnost elipsy je zfejméa i piimo z jeji planimetrické definice
’FlX’ + ’FQX’ = 2a.

Staci pozorovat nasledujici obrazek. Zvolme na elipse libovolny bod X a narysujme bod X’ s nim stfedové
soumérny podle stfedu tsecky Fy Fy (tj. podle stiedu elipsy). Ukazme, ze X' je také bodem elipsy.
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Ze stfedové soumérnosti je ziejmé, ze trojuhelniky AFy X Fy a AF, X'F) jsou shodné. Proto je
| X| = |RX'| a |RX|=|RX,

odkud plyne:
’F1X|—|—‘F2X| = 2a — |F2X/|—|—‘F1X/| = 2a.

Je-li tedy bod X bodem elipsy, pak X’ také lezi na elipse. Elipsa je tedy stfedové soumérnd dle svého
stredu.

5.4 Parametrické vyjadreni elipsy

Odvodme nyni parametrické rovnice elipsy. Velmi jednoduchy postup vychézi z tzv. , goniometrické
jednicky*“, tj.
cos2<p+sin2<p =1.

Porovnanim s kanonickou rovnici elipsy

22 2

ztpE=l

a b
ihned dojdeme ke vztahtim, které jsou zdkladem parametrického vyjadreni:

T . Yy
cosp = —, sinp = <.
a b
Geometrickou interpretaci obou téchto vztahti ndzorné uvidime u prouzkové a trojuihelnikové konstrukce

elipsy. Nahrady podilii £ a ¥ za kosinus a sinus jsou mozné, nebot —a <z <a a —b <y <b. Oba

uvedené zlomky tedy nabyvaji hodnot z intervalu (—1,1) stejné jako cos ¢ a sin .

Po tpravé ihned dostdvame jedno z moznych parametrickych vyjadieni elipsy:
r=acosp, y = bsingp, v €(0,27) .
Poznamenejme jesté, ze specidlnim pripadem je parametrizace kruznice o poloméru r (tj. a =b=r):
T =7rcosp, y=rsing, e € (0,2m).

Tyto rovnice jsou dusledkem definice goniometrickych funkci sinus a kosinus.

X = [z,y] = [rcosg, rsiny]

irsinp

v
7 Cos @

60



Formaélni ovéreni, ze se jedna o body kruznice, lze provést prostym dosazenim:

2 2

22 +y? =r?cos? o+ r?sin® o = r? - (cos® p + sin? @) = r?.

Analogicky by probéhl dikaz pro elipsu. Bod X = [acosp,bsin¢] je bodem elipsy pro kazdé ¢ € R,
nebot jeho souradnice vyhovuji rovnici elipsy:
22 2 a’cos’y  bPsinp

:cos2<p+sin2cp:1.

5.5 Elipsa jako afinni obraz kruznice

Tato kapitolka je spise drobnou poznamkou. Nékdy se uvadi, ze elipsa je vlastné vice ¢i méné ,splacld”
kruznice. Pokusme se o exaktnéjsi formulaci tohoto vyjadreni a ukazme, pro¢ tomu tak je.

Uvazujme elipsu s hlavni poloosou a a vedlejsi poloosou b, bez Gjmy na obecnosti predpokladejme, zZe
tato elipsa ma stfed v pocatku. Jeji parametrické vyjadreni je tedy

Te = acosp, Ye = bsingp, e € (0,2m).
Pokud jej porovname s parametrickym vyjadrenim kruznice o poloméru a:
Tp = acosy, Yr = asinp, e € (0,2m),

dostaneme ihned srovnéni obou kfivek. Pro dané ¢ € (0, 27) dostavame jedno spoleéné z, nebot v pripadé
kruznice i elipsy je = acos . Pro toto z € (—a,a) je pomér vzdalenosti bodu [z, y.] a [z, yx] od osy z
(tj. od hlavni osy elipsy) konstantni:
lye| _ blsing| b
lyel  alsing| a
Lze tedy fici, ze svislé tisecky u, a uy, tj. isecka wu, s krajnimi body [z,0], [z, y.] pro elipsu a tsecka uy

s krajnimi body [z, 0], [z,yx] pro kruznici, jsou pro dané x podobné s koeficientem podobnosti 2, tj.

Jue| = = - |ug]-
a

Zformulujme nyni toto pozorovani pomoci osové afinity. Elipsa je obrazem kruznice v osové afinité,
pri¢emz osou této afinity je hlavni osa elipsy (coz je primka FjFy), smér této afinity je kolmy k hlavni ose
elipsy (nékdy se takova osovd afinita nazyva pravoihlou afinitou) a jeji charakteristikou je pomér poloos
elipsy g.

Nyni Ize snadno napsat analytické vyjadreni této osové afinity prevadéjici body kruznice na body
elipsy:

Pti odvozovani jsme mohli vyjit z kanonickych rovnic. Porovnejme tedy rovnici kruznice o poloméru a
a rovnici elipsy s hlavni poloosou a a vedlejsi poloosou b (stfed obou kuzeloseéek je v pocatku):

2 2 2 2
)+ (@)= (G +(5) -1
a a a b

Ihned vidime, Ze ¢len (%)2 se vyskytuje v obou rovnicich, tj. z. = 1, ¢emuz odpovidd 2’ = x v analytickém
vyjadreni osové afinity zobrazujici body kruznice na body elipsy.

Ve élenech (%’“)2 a (%)2 jsou viak rozdilné koeficienty: 1 u y;, (kruznice), resp. 7 121 ye (elipsa).
Zvolime-li tedy jedno spolecné x, tj. x = x. = xj, jsou si v rovnicich rovny prvni cleny (%) . Jelikoz méa
byt soucet obou ¢lent v obou pripadech roven 1, musi si byt rovny i druhé ¢leny v rovnicich:

lvel _ Il

B lyel = 2 -yl
b a7 J- ye_a Yk| -
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Je tedy zTejmé, ze u elipsy doslo ve srovnani s kruznici ve sméru vedlejsi osy k ,,preskalovani®, tedy

vynésobeni koeficientem g.

5.6 Obsah vnitrni oblasti elipsy

Obsah vnitini oblasti elipsy lze pomérné snadno vypocitat pomoci integrali. Jednodussi postup nabizi
uziti Cavalieriho principu. Pro porovnani provedeme odvozeni obéma postupy.

Zadana je elipsa s hlavni poloosou a a vedlejsi poloosou b, obsah ani délka nezavisi na umisténi daného
utvaru, a tak muzeme bez Gjmy na obecnosti predpokladat, ze mé elipsa stfed v pocatku.

Cavalieriho princip
Odvodme tedy vzorec pro obsah vnitini oblasti zadané elipsy
Te = acosy, Ye = bsingp, v € (0,27).
pomoci Cavalieriho principu. Srovnavat budeme s kruhem o poloméru a, jeho parametrické vyjadreni je
napiiklad:
Tp = acosp, Yp = asingp, v €(0,2m) .
Budeme k tomu potiebovat (vzdy pro dané ¢) pomér délek L.(p) vertikdlnich fez vnitini oblasti elipsy

(tj- Le(p) = 2|ye|) a délek Li(p) Feztt kruhu o poloméru a (tj. Li(p) = 2|yk|), ktery jsme odvodili
v predchozi kapitole na zdkladé parametrickych rovnic:

Le(¢) 2|yl  2b[sing| b

Li(¢)  2lyel  2alsing] a’

Vidime, ze tento pomér je konstantni. Podle Cavalieriho principu pak budou ve stejném poméru obsah
vnitini oblasti elipsy Se a obsah kruhu S, tj.

Jelikoz je obsah kruhu Sj o poloméru a roven Sj = ma?, dostavame vzorec pro obsah vnitini oblasti

elipsy:
Se:é-Skzé-ﬂ'f:wab.
a

Q

Odvodili jsme tak vztah pro obsah vnitini oblasti zadané elipsy:

Hezké je analogie se vzorcem pro obsah kruhu: misto 7w - r -7 mame 7 - a - b.
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2 \ye\‘ = g lze pouzit standardni rovnici elipsy. Prislusny vypocet je shrnut

Pri odvozovani poméru

g 2lyk
v nasledujici tabulce.
kruh elipsa
x2+y,%:a2 —+‘Z—;:1
2 )

Yk = a? — x? ye:b' 1—% — Va2 — 22
a a

délka fezu: 2 -y, délka tezu: 2 - y.

Sy = ma® Se =7

Zavér je stejny, jako v predchozim piipadé. Jelikoz je 5 % = g, dostavame dle Cavalieriho principu

b b
S, ==-S,=—-ma® = mab.
a a

Integralni pocet

Obsah vnitini oblasti elipsy lze pomérné snadno vypocitat pomoci integrali. Vyjadieni y.(x) z rovnice
elipsy jsme provedli uz u vypoc¢tu pomoci Cavalieriho principu, muzeme tedy ihned psat prislusny integral:

Se:4~/ye de =14 / Va2 —x2de.
0

Zavedeme substituci z = a - sin ¢, nebot potom a? — 22 = a? — a? -sin? ¢ = a® - (1 — sin? ) = a? cos? .

Potom:

Eb s
5624-/2 -acosgo-(a-cosgp)dgz):4ab/2(3052<pdgp.
0o a 0

Ze vztahu cos 2x = cos? r —sin? 2 = 2 cos? x — 1 vyjadiime cos? z = %(1 + cos 2x). Primitivni funkei k této

funkci je
1 1 1
/costdx—/Q(l—i-cosQw)dx = E(x—i-isian) +c,

dosazenim mezi tedy dostaneme

us

2 2
cos“ zdx =
0

uvazime-li, ze funkce sin 2z nabyvd v bodé 0 i v 5 nulové hodnoty. Celkové tedy dostdvdme

(5-0) =

s
4 )

N =
N

s

2 2 e
Se = 4ab CoS <pdg0:4ab-1:7rab.
0

5.7 Délka elipsy

Hledani délky elipsy je nepomérné naro¢néjsi nez hledani obsahu vnitini oblasti elipsy, které jsme provedli
vyse. Délku elipsy se pro porovnani pokusme vypocitat pomoci integrala.
Je zadana elipsa s hlavni poloosou a a vedlejsi poloosou b. Jeji rovnice je

2 2

vy _
7+b72_1’
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pripadné jeji parametrické vyjadieni
T =acosp, y = bsinp, v € (0,2m).

Délku této elipsy vypocteme na zékladé vzorce pro délku kiivky X = [z(¢),y(t)], t € («, ), zadané
parametricky:

B
L= / VEOP+ [ OPdt.

Na tomto vzorci odvozovaném v rdmci integralniho poctu ztetelné vidime, ze je zalozen na Pythagoroveé
vété. Nyni staci dosadit parametrické rovnice elipsy:

r=acosp, y = bsingp, v €(0,27),

pricemz potfebné derivace jsou 2’ = —asin, ¥y’ = bcos ¢; uvazime-li jesté soumérnost elipsy, muzeme
pocitat pouze délku jedné ctvrtiny (¢ € (0, 5)). Dostaneme tak

L:4-/2 \/a2Sin2g0+b2COSQ(p de.
0

Vyraz pod odmocninou mizeme vyjadiit pomoci kosinu:

a?sin” ¢ 4+ b? cos? p = a*(1 — cos® ) + b% cos® p = a® — (a* — b?) cos® .

2

Jelikoz je a? — b? = €? a oznac¢ime-li numerickou excentricitu e = ¢, dostaneme

a? — (a® — b*) cos® p = a® — * cos® p = a*(1 — &% cos® ) .

Délku elipsy tak mizeme vyjadrit vztahem

L:4a-/2 V1—¢e2cos?p dy.
0

Tento integral bohuzel patfi mezi vyssi transcendentni funkce, prislusnou primitivni funkci totiz nelze
vyjadrit pomoci koneéného poctu operaci s elementarnimi funkcemi a jejich skladani.

Tento integral miZeme jesté upravit pomoci substituce ¢ = § —¢, dostaneme tak cos ¢ = cos (g — t) =
sint. Zaména mezi a zména znaménka diky dp = — dt se vzadjemné rusi, dostaviame tak

L:4ao/2 \/1—e2sin? p dop.
0

Dostévame tak tiplny elipticky integrdl druhého druhu (iplny — meze od 0 do %), znacime jej E(e). Mizeme
tedy psat:

L=4a-E(e).

Aproximace délky elipsy
Obvod elipsy lze s dobrou presnosti aproximovat.

o Pro a < 3b je dobrou aproximaci (chyba je pak méné nez pétiprocentni):

2 1 p2
L~2r. a—2|— .

Vsimnéme si, Ze se jednd o 2m-ndsobek kvadratického priméru a, b.
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e Pokud bychom pouzili aritmeticky prumér, dostali bychom pomérné Spatnou aproximaci:

a+b
L ~2r- .
L

Oba pfedchozi vztahy jsou jistou analogii vztahu pro obvod kruhu: o = 27r.

e Slavna je aproximace Ramanujanova:

L. (3(a+b) . \/(3a~|—b)(a+3b)) .

Pfesné vyjadreni obvodu elipsy 1ze provést pomoci nekonec¢nych ¢éiselnych fad. Jednou z moznosti je

oS (550"

n=0

Prvnich nékolik ¢lent vypada takto:

L = (a_|_b) 1_|_i L_b 2_|_i L_b 4+i L_b 6_|_ i ? a—b 8+
- 2 \atb 82 \a+b 162 \a +b 128) \a+b

5.8 Elipsa jako rez valcovou plochou

Situaci zname z bézného zivota: elipsu muzeme pozorovat na hladiné vody v naklonéné sklenici vdlcového
tvaru. Nebo na Fezu valcového saldmu, krajime-li jej ,,Sikmo“, tj. ne kolmo k ose valce (to bychom dostali
kruhovy fez).

Diikaz je velmi jednoduchy a v podstaté kopiruje dikaz Quételetovy—Dandelinovy véty. Pro porovnani
uvedme prislusné obrazky pro pripad rezu kuzelové i valcové plochy. Zdrojem jsou stranky

https://kdm.karlin.mff.cuni.cz/diplomky/vera.setmanukova.dp/?page=qdvK&pqdv=1

a

https://kdm.karlin.mff.cuni.cz/diplomky/vera.setmanukova.dp/?page=qdvV&pqdv=1.

Opét odtud doporucuji cerpat znéni i dikaz ,véty o salamu®, tj. varianty Quételetovy—Dandelinovy
véty pro fezy valcové plochy rovinou.

o |
i a p| o b

|

/’_\

/

X, X

A
F

M|

/

Y

Ya&



https://kdm.karlin.mff.cuni.cz/diplomky/vera.setmanukova.dp/?page=qdvK&pqdv=1
https://kdm.karlin.mff.cuni.cz/diplomky/vera.setmanukova.dp/?page=qdvV&pqdv=1

Znéni véty je z druhého obrézku ziejmé: fezem valcové plochy rovinou (neni-li vedena kolmo ¢i
rovnobézné s osou valcové plochy) je elipsa. Jejimi ohnisky jsou pravé body dotyku vepsanych kouli.
Jadro dikazu je snadné: uvazujme libovolnou povrchovou primku p, ta protina rovinu rezu o v bodé M.
Body dotyku vepsanych kouli ozna¢me F; a Fy. Potom |[MF| = |[MX| a |[MF,| = |MY]|. Se¢tenim
dostaneme
IMFy| + |MF)| = |MX|+ |MY| = |XY| = konst.

Konstantnost | XY| opét plyne z rovnobézného umisténi obou kruznic dotyku &k a ko.

5.9 Rozvinuti valcové plochy do roviny

V predchozi kapitole jsme zjistili, ze fezem valcové plochy je elipsa. Pokud bychom takto sefiznutou
valcovou plochu rozvinuli do roviny, vznikla by otdzka, jakou rovinnou kiivku by body puvodni elipsy
vytvorily.

Uvazujme tedy rotacni vilcovou plochu. Zvolme nyni kartézskou soustavu soutradnic tak, ze jednotka
bude rovna poloméru ridici kruznice, osa této valcové plochy bude splyvat s osou z. Pracovat budeme
s Tidici kruznici valcové plochy, kterd lezi v roviné zy.

Po rozvinuti vélcové plochy do roviny (,,rozfizneme® ji podle naznacené svislé ¢ary) by se zvolend fidici
kruznice zobrazila do osy x v roviné rozvinuté valcové plochy a body elipsy by v této roviné vytvorily
naznacenou kiivku. Odvodme nyni jeji rovnici.

Parametrizujme tidici kruznici, vzhledem ke zvolené jednotce kartézské soustavy souradnic je jeji
polomér r = 1:

k(S,1) : r=cosyp, y=sing, ¢ € (0,2mr).

Popsat vélcovou plochu v(k) urc¢enou fidici kruznici (S, 1) je nyni snadné:

v(k) : xr=cosp, y=singp, z=t, p€e(0,2m), teR.

Zaméfme se nyni na rovinu g Fezu, kterd vytvari elipsu (modfe). Bez ijmy na obecnosti zvolme jeji
umisténi tak, ze jeji prusecnici s rovinou xy bude osa z. Ozna¢me « odchylku roviny ¢ a roviny xy.

Wy S . v 1% s x " —— . 9
Je zfejmé, Ze elipticky ez vznikne pouze v ptipadé, Ze o € (0, 5). Oznacime-li k£ = tga (je to vlastné
smérnice piimky, kterd je prunikem p a roviny yz), dostaneme rovnici roviny fezu:

o: z=k-y.

Nyni jiz snadno popiseme body elipsy v zavislosti na ¢, ¢imz dostaneme rovnici hledané kiivky. Body
elipsy e ndlezi pruniku roviny g fezu a valcové plochy v(k):

e=pnNuv(k).
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Staci tedy dosadit za y z rovnice valcové plochy v(k) do rovnice roviny p:
z=k-singp, p € (0,2m).

Vidime, ze hledanou krivkou je sinusoida. Zménime-li oznaceni ptivodnich proménnych z prostoru na
standardni znaceni v roviné (jedna se o rovinu rozvinuté valcové plochy, misto ¢ piSeme z, misto z pak y),
dostaneme rovnici kiivky tvofené body elipsy v roviné valcové plochy rozvinuté do roviny v prehledném
tvaru:

‘y:k-sinx, 1‘6(0,27r).‘

5.10 Zahradnicka konstrukce elipsy

Snad nejznaméjsi konstrukei elipsy je tzv. zahradnickd konstrukce. Je zaloZena na planimetrické definici
elipsy
|1 X| + |FoX| = 2a.
Ke konstrukci je potreba provazek délky 2a, jehoz konce jsou upevnény v ohniscich F} a Fy; jejich
vzdélenost samoziejmé musi byt mensi nez délka provazku: |F} Fy| < 2a.
Tuzkou (kolikem, rydlem, ...) pohybujeme po roviné (papite, travniku, ...) tak, aby byl provazek stéle
napjaty. Kiivkou, kterou tak postupné vykreslime, je elipsa.

5.11 Prouzkova souctova konstrukce elipsy

Uloha o klouzajicim Zeb¥iku: Pfedstavme si nasledujici situaci: pfi malovan{ pokoje stojime na
zebfiku (ptiblizné v jeho tfetiné), ten ndm na kluzké podlaze néhle ,ujede®, sklouzne tedy po podlaze,
pricemz bude stale opien o sténu. Otazkou je, po jaké kiivce se budou pfi sklouznuti Zebiiku pohybovat
nase chodidla stale stojici na zebtiku.

Uvazujme Zebiik jako tisecku AB, jeji délka necht je |AB| = a + b. Cislo b reprezentuje jednu ¢ast
zebiiku (od podlahy k pri¢ce, na niz stojime), ¢islo a pak zbylou ¢ast zebtiku. Meznik — pricku na niz
stojime, vyznaCme na usecce AB jako bod X. Velikost thlu sviraného zebiikem a podlahou oznac¢me .

Iustrujme si popsanou situaci na obrazku a zjistéme souradnice bodu X = [z, y|. Z malého pravoihlého
trojuhelniku s preponou X B je patrné, ze

sing = =,

y
b
podobné z velkého pravoihlého trojuhelniku s preponou X A je vidét, ze

x
Ccosp = —.
a
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Nasli jsme tedy hledané soutadnice bodu X: = = a cosp, y = b sin ¢, neboli

X = [a cosp,bsing], g0€<0,g> :

Vzhledem k tomu, Ze se jedna o parametrické vyjadieni bod elipsy, je hledanou kiivkou oblouk elipsy.

Na popsaném principu je zalozen pristroj slouzici ke konstrukci elipsy, tzv. elipsograf. V bodé X je
umisténa tuzka, usecka AB je pevnou tyckou, kterd se svymi konci pohybuje v kolejnicich, které jsou na
sebe kolmé.

Mnohem oblibenéjsi je varianta zalozend na prouzkové rozdilové konstrukei elipsy. Délka tsecky AB
neni souctem hlavni a vedlejsi poloosy (|AB| # a + b), ale ma délku |AB| = a. Tuzka je upevnéna na
jednom konci (v bodé B), rameno je usazeno v kolejnicich v bodé A a ve vzdélenosti a — b od bodu A (tj.
ve vzdélenosti b od bodu B).

Na nésledujicim obrazku je elipsograf zalozeny na prouzkové rozdilové konstrukei.

Viz https://www.mathinstruments.ch/en/gallery/inv-9.008.html

5.12 Trojuihelnikova konstrukce elipsy

Jiny zpusob, jak ziskat body elipsy, jejiz hlavni poloosa je rovna a a vedlejsi poloosa je rovna b, objevil
francouzsky matematik Philippe de La Hire! (1640-1718). Pro jednoduchost si piedstavme kartézskou
soustavu soufadnic, v niz narysujeme dvé soustfedné kruznice se stredem v pocétku: jednu o poloméru a
a druhou o poloméru b, viz nasledujici obrazek. Uvazujeme-li pak orientovany tihel s vrcholem ve spole¢ném
stfedu obou kruznic, prvnim ramenem splyvajicim s kladnou poloosou = a druhym ramenem svirajicim
s nim 1hel velikosti ¢ € [0, 27), dostaneme bod elipsy X jako vrchol pravotuhlého trojihelniku, jehoz od-
vésny jsou rovnobézné se souradnicovymi osami a preponu tvori ¢ast druhého ramene obsazena v mezikruzi.

1 U svého otce se naudil malovat, v 19 letech se vydal na étyii roky do Itélie, kde se vénoval malifstvi a geometrii. Do
Francie se vrétil jako bohaty muz, tak se mohl vénovat védé (geometrie, vyméfovani, astronomie, architektura, ...). Roku 1678
byl zvolen ¢lenem francouzské akademie (Académie des Sciences). Rozvijel Desarguesovy myslenky, vénoval se kuzeloseckdm,
k nimz zaujimal projektivni pfistup.
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% >
&

Dtikaz toho, zZe takto zkonstruovany bod X skutec¢né lezi na elipse s hlavni poloosou a a vedlejsi poloosou
b vychazi z vypoctu souradnic bodu X = [z,y]. Vyjdeme pfitom z prfislusnych pravouhlych trojahelniku.

b b
a
..... (73 b L
Y
? 2
%a |
x
cosp = — sincp:%, @ € [0,2m)
a

Jelikoz jsme dostali parametrické vyjadieni elipsy (x = a cosp, y = b sing), je bod X skutetné bodem
elipsy. Ze soufadnice z, y bodu X vyhovuji rovnici elipsy, je patrné také z tohoto vipoctu:

2 2
1 = cos® o +sin®p = <E> + (Q) .
a b

5.12.1 Konstrukce teény elipsy

Philippe de La Hire ukézal, jak doplnit pfedchozi konstrukci bodu X elipsy, abychom ziskali te¢nu ¢ této
elipsy v jejim bodé X, viz nasledujici obrazek.

V predchozi konstrukei tedy doplime teény k obéma kruznicim v bodech K, a Kj, v nichz je protina
pruvodic; teénu ke kruznici o poloméru a v jejim bodé K, oznacme t,, te¢nu ke kruznici o poloméru b
v jejim bodé K}, oznacme t. Prisecik teény ¢, s hlavni osou elipsy (tj. s osou z) ozna¢me Ty, podobné
prusecik tecny ¢, s vedlejsi osou elipsy (tj. s osou y) ozna¢me Tp. Potom tecnou elipsy v jejim bodé X je
piimka ¢ prochazejici body T, a Tp.



Yo

Ukazme, ze te¢nou elipsy v jejim bodé X = [z, yo] je modie vyznacend piimka ¢ prochézejici body
Ty = [4,0] a T, = [0, yp), coz jsou postupné priseciky tec¢ny t, kruznice o poloméru a v bodé K, s osou
x a prusecik tecny t, kruznice o poloméru b v bodé K s osou .

Vsechny tivahy budeme pro jednoduchost provadét v prvnim kvadrantu, v obecném pripadé by bylo
potieba ohlidat prislusna znaménka.

Predné si vSimnéme, Ze trojihelniky AOKT, a AOK,T, jsou pravoihlé (tecna ke kruznici je totiz
kolm4 na prislusny polomér). V.AOKTy je vnitini thel pti vrcholu T}, roven ¢, a tak

sing — OKy| _ b
OTy|
Podobné v AOK,T, je
_|OK,| a
cos p = O, ~ 1
Jelikoz je bod X = [z, yo] bodem elipsy, 1ze jeho souradnice zapsat na zakladé parametrického vyjadreni
ve tvaru X = [zg,yo] = [a - cosp,b - sinp] pro ¢ vyznacené na obrazku. Z predchozich vztahu tedy

vyjadieme yp a x, a nahradme sin ¢ a cos ¢ pomoci yg a xg:

b b2 b? a a® a®
YW= ==, Iy = = =—
sing b-sing Yo COS®Y  a-Ccosy o
NapiSme nyni rovnici pfimky prochézejici body Ty, = [z4,0] a Ty, = [0, yp). Jelikoz lezi tyto body na ose z,

rep. ose ¥, muzeme rovnici takové primky ihned psat v tsekovém tvaru:

x
Y.
Tq Yo
Dosadime-li za z, i 33, dostaneme
x Y
zteE=h
To Yo
neboli
rro  YlYo 1
@ te b

coz je rovnice teény elipsy v jejim bodé X = [zg, yo]. P¥imka ¢ prochéazejici body T; a Tp (na obrézku
zvyraznéna modie) je tedy skuteéné tecnou elipsy v jejim bodé X = [z, yo].
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5.13 Hyperoskula¢ni kruznice

Oskula¢ni kruznice elipsy je kruznice, ktera se k elipse v daném bodé co nejtésnéji primyka. Je tedy
jakousi analogii te¢ny; ta je vSak linedrnim utvarem, mé tedy elipsou styk prvniho fadu. Kruznice je
utvarem kvadratickym, mé tedy s elipsou styk druhého radu. Toto obecné pravidlo méa v pripadé elipsy 4
vyjimky: oskulacni kruznice v hlavnich i vedlejsich vrcholech elipsy maji s elipsou styk dokonce ¢tvrtého
radu, proto se nazyvaji kruznice hyperoskulacni. V této kapitole najdeme polomér hyperoskulacni kruznice
v hlavnim vrcholu elipsy a ukazeme si jeji konstrukei.

Motivace k hledani hyperoskula¢ni kruznice

Pro¢ hledat hyperoskulacni kruznice? Bodové konstrukce elipsy, které jsme popsali, maji jednu velkou
nevyhodu: umoznuji zkonstruovat vzdy jen jeden bod elipsy (pfipadné dva body osové soumérné).
Vysledkem konstrukce tak neni kiivka, ale jen jeden izolovany bod, ktery na elipse lezi.

Tuto situaci ¢astecné resi elipsografy, mechanické pomucky zaloZené na ruznych bodovych konstrukeich.
Pokud vsak takovou pomucku nemame, musime si vystacit s pravitkem a kruzitkem. Ke slovu pak prichazeji
priblizné konstrukce.

Jednou z moznosti je zkonstruovat misto elipsy tzv. oval. Kolem hlavnich vrchold elipsu nahradime
kruznici, kterd se k elipse co nejtésnéji primyka. Pokud bychom zkonstruovali i oskula¢ni kruznice ve
vedlejsich vrcholech, zjistili bychom, ze s oskula¢nimi kruznicemi v hlavnich vrcholech na sebe nenavazuji.
Mezi oskulacnimi kruznicemi v hlavnich vrcholech je tedy tieba zkonstruovat jakysi most tvoreny
kruznicovym obloukem prochézejicim vedlejsim vrcholem (a soumérné podle hlavni osy elipsy i pro druhy
vedlejsi vrchol).

Polomér hyperoskulac¢ni kruznice

Pokusme se nyni najit rovnici oskula¢ni kruznice k v hlavnim vrcholu B elipsy dané rovnici

2 2
T+l —1
a b
Tato kruznice bude prochézet hlavnim vrcholem B = [a,0] dané elipsy. Vzhledem k jeji soumérnosti
podle osy x bude stfed oskula¢ni kruznice lezet pravé na ose x, jeho souradnice tedy budou [s, 0], pficemz
s € (0,a). Polomér oskulaéni kruznice pak bude a — s. Hleddme tedy kruznici k([s,0],a — s). Ta mize
mit s elipsou nejvyse tii priseciky; se zmensujicim se polomérem se budou dva z téchto prisecika blizit
k bodu B. Kruznice k se stane oskula¢ni kruznici v okamziku, kdy tyto tii pruseciky splynou.
Vyjadreme nyni tuto myslenku rovnicemi a najdéme s tak, aby kruznice k byla oskulac¢ni kruznici

elipsy v jejim vrcholu B. Rovnice elipsy a kruznice k([s,0],a — s) jsou:
2 2

£ Y
ﬁ—'—ﬁ:l’ (x—5)2+y*=(a—s).

Jejich spoleéné body nalezneme feSenim soustavy. Obé strany rovnice elipsy vynasobime b2, aby se pii
odecteni jedné rovnice od druhé odecetl ¢len y?:

7+y :b27 (a:—s)2+y2:(a—s)2,
b22
—i—(m—s)2:b2—(a—s)2.
a
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JelikoZ je a? = b? + €2, mtizeme rozdil a® — b? nahradit e?:
en 2
- (7) 2%+ 252 4 (€2 — 2as) = 0.
a
Tato kvadratickd rovnice bude mit jeden dvojnasobny kotfen, bude-li mit nulovy diskriminant:

D =4s*+4 (g)Q(e2 —2as) =0.
Rovnici jesté po vydéleni 4 a vynasobeni a? upravime:
a’s® + (e —2as) =0, tj. a’s>+ et —2ase? =0, tj. (62 - as)2 =0.
Vidime, ze D = 0 pravé tehdy, kdyz e? — as = 0, neboli

62 = as.

Odtud jiz snadno nalezneme soutadnice stfedu i polomér r, = a — s oskula¢ni kruznice:
2 CL2 o b2 b2 b2

s§=— = =a— —, odtud: r,=a—s=—.
a a a a

Hledany polomér r, hyperoskula¢ni kruznice elipsy v hlavnim vrcholu je tedy roven parametru elipsy:

b2
To=—=27p.
a

Oskulacni kruznici elipsy s hlavni poloosou a a vedlejsi poloosou b v jejim hlavnim vrcholu B je tedy

([pa-5) 5)

Konstrukce hyperoskula¢ni kruznice

PR [ . (v . . . 2
Zbyva vsak otazka, jak lze pravé nalezenou oskulacni kruznici zkonstruovat. Vyjdeme ze vztahu r, = %,

ktery upravime do tvaru, ktery budeme moci pohodlné interpretovat pomoci podobnosti trojuhelnik:

Jelikoz jsou dle véty uu pravouhlé trojuhelniky ABPC a AS,BP podobné, plati pro délky jejich stran:
7|BP’ _ 158 neboli é —le
|PC|  |BP|’ a b’

Vidime tedy, ze kolmice vedena ke spojnici BC bodem P protind hlavni osu elipsy ve stredu S, hyperosku-
la¢ni kruznice.

Jinou moznosti je vyuzit pro konstrukci poloméru r, hyperoskula¢ni kruznice ohnisko Fj: je-li X3
bodem elipsy takovym, ze tsecka X1 F) je kolma na hlavni osu elipsy, mé tsecka X1 F; délku rovnou
primo parametru elipsy.
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Hyperoskulaéni kruznice ve vedlejsim vrcholu

Pokud bychom chtéli najit hyperoskulac¢ni kruznici ve vedlejSim vrcholu elipsy, mohli bychom postupovat
obdobné jako v pripadé hyperoskula¢ni kruznice v hlavnim vrcholu. Zaménou hlavni a vedlejsi (polo)osy
bychom zjistili, Ze jeji polomér r, = %. Odtud plyne:

a b’
Pro konstrukci jejiho stfedu S, tedy mizeme vyuzit pfedchozi konstrukce: stfedem S, hyperoskulacni

kruznice ve vedlejsim vrcholu C' elipsy je prusecik piimky obsahujici vedlejsi osu elipsy s kolmici vedenou
ke spojnici BC bodem P.

5.14 Ohniskova vlastnost elipsy — odvozeni analytickou metodou

Ohniskova vlastnost elipsy je dobfe zndma: paprsek vyslany z jednoho ohniska libovolnym smérem se od
elipsy odrazi vzdy do druhého ohniska.

Diikaz analytickou metodou je myslenkové jednoduchy, dovést vypocty do zdarného konce je vsak
zdlouhavou praci. K popisu odrazu paprsku od elipsy v jejim bodé T s vyhodou vyuzijeme teé¢nu: misto
odrazu od elipsy budeme uvazovat odraz paprsku od tecny. Jeji rovnici zname ze stfedni skoly:

xTxo YYo -1

a? b2

= (2,0
t a2’ b2/’
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Za smérové vektory tecny t tedy mizeme volit

O ) ~_ (Yo —xo
=\we) e )

Nyni jiz stac¢i porovnat thly prislusnych vektort a ovérit, ze a = 3, tedy ze plati:

Z(F —T,0)=Z(F,—T, ) .|

Vypocet je primocary: vektory zapiseme pomoci soufadnic a vyuzijeme skalarniho soucinu:

Odchylka vektoru se nezméni, nahradime-li néktery z vektoru jejich nenulovym nasobkem (zde druhy
vektor vynasobime a2b?):

£ ((—e = z0, —10); (—a*yo, b*x0)) = £ ((e — 0, —y0); (a’yo, —b*x0))
Vzhledem k tomu, Ze odchylka vektort je ¢islo z intervalu (0, 7) a funkce kosinus je na tomto intervalu

prosta, je rovnost odchylek vektort ekvivalentni s rovnosti jejich kosinit, které vyjadrime pomoci vztahu
u-v

cos £ (u; V) =

Tl - a1

ea’yo + a*woyo — b2zoyo _ ea’yo — a’woyo + b*xoyo
[(=e = 2o, —yo)[| - [ (=a®y0, b?z0) | [I(e — zo, —yo)I| - || (a®yo, —b*x0) ||
Nyni tuto rovnost zjednodusime vyndsobenim ¢lenem || (a2y0, —bzxo) I, ktery se vyskytuje v soucinu na

obou stranach. Nasledné provedeme rutinni tpravy.

ea2y0 + 62330y0 _ 6a2yo - 629303/0
|(—e —zo, —yo)|l /(e —z0,—yo)|
2 2
a“® + exg a” — exo
eyo - = €Yo -
[(=e =0, o)l (e =20, —30)]

Obé strany umocnime na druhou, abychom mohli pohodlné rozepsat normu bez pouziti druhé odmocniny.
Obé strany jsou kladné, jedna se tedy o ekvivalentni ipravu (e < a, zg < a, proto a® — exg > 0).

(a? + exq)? _ (a? — exq)?
[(—e =20, —wo)[I*  [I(e — 0, —y0)|?
(a® + ex0)” - [[(e — o, —yo0)|* = (a® — ex0)? - ||(—e — 0, —y0) ||?

(a* + 2a2exo + e2x3) - (€% — 2exo + 2% + y7) = (a* — 2a%exg + *2d) - (€ + 2exo + 22 + y?)
(a* + ek + 2a%exg) - (€2 + w2 + 92 — 2exo) = (a + 222 — 2dex) - (€® + 23 + Y2 + 2ex0)
—(a* 4 €2x2)2ex0 + 2a%exo(e® + 22 4+ yd) = (a’ + e*ad)2exy — 2aexo(e + 23 + y2)
Nyni vydélime 2ex( a roznasobime zavorky, psat budeme jen Cleny, které se evidentné neodectou.

—(at + 222) + a®(e® + 22 + 42) = (a* + *ad) — a®(? + 23 + )
a?(e? + 23 + y3) = a* + %2
(a® — 62)1’3 + azyg = a* — a®¢?

b2x% + a2y§ = a*(a® — €?)

b2x2 + a2y§ = a?b?
2 2
% Yo
— 4+ be =1 ,

coz je platnd rovnost, nebot T' = [z, yo] je bodem elipsy, takze vyhovuje jeji rovnici. Dokézali jsme tedy,
ze o = 3, neboli

/ (T‘ﬁa) —/ (T‘ﬁz,—a) .

Zdlouhavost predchoziho vypoctu vede k otdzce, zda by nebylo mozno dokézat ohniskovou vlastnost
elipsy elegantnéji. K takovému diikazu budeme potiebovat charakterizaci tecny elipsy.
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5.15 Tecna elipsy

Body elipsy T lze charakterizovat tim, ze |TFy|+ |T F>| = 2a. Narysujme pruvodice TFy, T'F; a prenesme
tisecku TF, na poloptimku Fi 7' tak, aby vznikla usecka TF) a tsecka FyF} byla souc¢tem tsecek FiT
a TFj. Pro bod F} lezici na polopfimce FiT tedy bude platit:

TFy|=|TF)| a |FiFy|=|AB|=2a.

Trojihelnik AF»F5T je tedy rovnoramenny.

Pozorujme nyni te¢nu ¢ elipsy v bodé T' na nasledujicim obrazku. Vypada to, jako by byla osou thlu
ZF;TF). V tom piipadé by t byla kolma na spojnici FoF} a rovnoramenny trojihelnik AF, F5T by byl
tecnou t pilen na dva shodné pravouhlé trojihelniky.

Dukaz

Ukazme nyni, Ze tomu tak skutecéné je, tj. ze te¢na t je osou dhlu LF>TF). Zkonstruujme osu o ihlu
LF,TF) a ukazme, Ze je tato osa tecnou elipsy v bodé T, tj. Ze m4 s elipsou jediny spoleény bod 7.

Osa o m3 s elipsou spolecny bod T'. Pokud je o te¢nou elipsy, je bod T jejich jedingm spolecnym bodem.

vvvvv

nemuze nastat. Kdyby totiz takovy druhy spolec¢ny bod elipsy a osy o existoval, mohli bychom jej oznacit Z
a musel by vyhovovat charakteristické vlastnosti elipsy:

|ZF1’ + |ZF2’ = 2a.
Uvazime-li vSak trojihelnik AFyZF), dostdvame z trojihelnikové nerovnosti
|ZF| + |ZF| > | Fy| = 2a.

Jelikoz je |ZF)| = , coz plyne z osové soumérnosti podle osy o (trojihelnik AF>ZF} je tedy
rovnoramenny ), prejde predchozi nerovnost v

’ZF]‘—F > 2a,

bod Z tedy neni bodem elipsy a elipsa mé s osou o thlu ZF>TF} jediny spoleény bod. Osa o je tedy
te¢nou elipsy v bodé T
o =1.
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Dostavame tak navod, jak tec¢nu elipsy v jejim daném bodé T zkonstruovat:

v . ’ ~ /
tecna je osou usecky FhF;.

Poznamenejme jesté, ze bod Fy lezi na kruzmici se stiedem Fj a s polomérem 2a.

5.16 Ohniskova vlastnost elipsy — jednoduchy synteticky diikaz

Vzhledem k tomu, Ze te¢na ¢ elipsy je osou tsecky FaFy, déli tato tena rovnoramenny trojihelnik AFy F3T
na dva shodné pravotihlé trojuhelniky (¢ je totiz osou thlu ZF>TF}). Proto 5 = 7.

Uhly « a + jsou vrcholové, proto a = ~. Celkem tak dostavame ohniskovou vlastnost elipsy:

5.17 Vrcholova kruznice a rovnobézné pruvodice

Kruznici, kterd ma s elipsou spolecny stred a pochazi jejimi hlavnimi vrcholy, se nazyva vrcholovd kruznice.
Oznac¢me jesté stfed spojnice FyF}) pismenem P; vlastné je to prusecik tecny ¢ elipsy s tiseckou FyFy.
Vrcholova kruznice a bod P maji nékteré pékné vlastnosti, napt.:

e Bod P lezi na vrcholové kruznici:

|SP|=a.
o Jiz jsme ukézali, Zze kolmice k F5P prochézejici bodem P je tec¢nou elipsy. Je tedy

PT 1 PFy (neboli t L PFy).

o Plati také modifikované tvrzeni: pokud by byl bod P lezici na vrcholové kruznici vrcholem pravého
uhlu a jedno jeho rameno by prochézelo nékterym z ohnisek elipsy, bylo by druhé rameno te¢nou

elipsy.

e Priuvodice SP a FyT jsou vzdy rovnobézné:

SP||RT.
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F

Dokazeme prvni a posledni tvrzeni.

5.18 Egregia proprietas

Otazka: Jak pozname, ze primka y = kx + ¢ je tecnou elipsy?
Kritérium odvodil jiz Apollénios z Pergé (200 pt. Kr.) ve svych Konikdch, 111,42. Nezévisle na ném odvodil
totéz kritérium Leonhard Euler (1748) a nazval jej égregia proprietds (vyjimecna vlastnost).

Kritérium pro tecénu elipsy: Primka y = kx + ¢ je tecnou elipsy

2 2
Yy
2 el
pravé tehdy, kdyz
a2/€2 + b2 q2

Odvozeni této podminky je vlastné dikazem jedné strany implikace:
je-li primka y = kx + q tecnou elipsy ﬁ—; + %; =1, plati a®k? 4+ b = ¢>.

Toto odvozeni mizeme zalozit na charakteristické vlastnosti tecny elipsy: ma s elipsou spole¢ny prave
jeden bod. Najdéme tedy podminku, kdy mé soustava

2 2
Yy
2=t
y=kxr+q,

jediné feseni. Dosazenim za y z rovnice primky do rovnice elipsy dostaneme kvadratickou rovnici:

2 k 2
v"  (hrtq)” _

a? b2

Odstranime jmenovatele a umocnime dvojclen na druhou:

1.

v2? + a?(k*2? + 2kxzq + ¢°) = a®b?
a sdruzime cleny tak, aby byly patrné koeficienty kvadratické rovnice:
(b* 4+ a®k?) - 2% + 2kqa® -z + a*(¢* —b*) = 0.
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Kvadraticka rovnice mé jediny kofen pravé tehdy, kdyz je jeji diskriminant roven nule, tj.
(2kqa®)? — 4(0* + a®k*)a*(¢* — b*) = 0.
Rovnost vydélime 4a? a vyndsobime obé zavorky:
220 = BPq® — bt + a2k — a2k
Déle celou rovnost vydélime b?. Dostaneme tak

0=¢q%—0b>—d%k?,

coz je rovnost, kterou jsme chtéli odvodit:

@’k 40" =¢*.

Dokazali jsme tak jednu stranu implikace.

Geometricka interpretace: Apollénios formuloval tuto podminku (tj. b* = ¢> — a?k?, zde uvadime
modernizovanou podobu pomoci matematické symboliky) ve tvaru

(q — ak) - (¢ + ak) = b°.

V této podobé je dobte vidét geometrickd interpretace této podminky, staci si uvédomit, ze ¢ — ak a ¢ + ak
jsou y-ovymi souradnicemi bodf na tec¢né t: y = kx + q, tj.

y(—a) =k(—a) +q=q—ak a yla) =ka+q=q+ak.

Vedlejsi poloosa b je tedy geometrickym prameérem délek fialové vyznacenych tsecek.

Dikaz pomoci rovnice teény: Znéme-li tvar rovnice tecny elipsy v jejim bodé X = [zg, yo] (vyloucime
ovsem oba hlavni vrcholy [a,0] a [—a,0]), tj.

ey Z/yo_1
@ e

Ize ovérit kritérium
a2k:2 + b2 _ q2

prostym dosazenim. Staci si uvédomit, Ze smérnicovy tvar rovnice tecny je

b2z
y=—">5--
a~Yo

78

x +

b2
Yo

)



odkud snadno vidime k = —22;28 aq= z—z. Dosadme tedy za k a ¢ do rovnosti

a2k2+b2:q2,

2 2
b b?
NERG
a“yo Yo
Ve dvou ze tii vyrazil pozorujeme z—z, a tak timto zlomkem obé strany vydélime:
0

dostaneme:

2
2 (_ To\? Yo
(%) 5=t
neboli ) )
T
a? = b2
Tato rovnost je splnéna, nebot bod X = [zg, yo] je bodem elipsy, vyhovuje tedy jeji rovnici. Dokézali jsme
tedy, ze kazd4 te¢na y = kx + ¢ elipsy ZJ—; z—z = 1 spliiuje podminku a?k? 4 b = ¢°.

Opacna implikace: spliuje-li pfimka y = kx + ¢ podminku a?k? 4 b? = ¢2, je tecnou elipsy % + g—; =1,
ma tedy s touto elipsou jediny spolecny bod.

Piimka vyhovujici pfedpokladim m4 rovnici y = kx + v a?k? + % (dosazeno za q do rovnice piimky).
Ukazme, ze tato primka mé s elipsou jediny spoleény bod. Uréeme tedy pocet feSeni soustavy

y = kx & vVa2k? +b2.

Dosazenim za y vyjadrené z druhé rovnice do prvni dostaneme

2 (eeverie)

+ 62 =1.

a2

Upravme zvlast citatel druhého zlomku:
2
(k:c + a2k + b2> = k2% & 2ka\/a?k? + b2 + a®k? + b2

Rovnici tak mtzeme psat ve tvaru

x? N k22?2 + 2kxvVa2k? + b2 + a?k2 4+ 1° B

> 72 1,

neboli (po odecteni 1 na obou strandch a prevedeni na spoleény jmenovatel):

(a*k? 4 b*)2? £ 2a*kava?k? + b2 + a*k*
a’b? B

0,
coz je (po vynésobeni obou stran a?b?):
5\ 2
(a: a?k? + b2 + a k) =0.
Jedna se tedy o kvadratickou rovnici s nezndmou x, kterd ma jediné reseni pro kazdé k € R. Kazda primka

y = kx + ¢ spliujici podminku a?k? + b? = ¢? je tedy tecénou elipsy ﬁ—j + z—j = 1, nebot s ni ma jediny
spolecny bod. Volba znaménka +, resp. —, odpovida rovnobéznym tec¢nam elipsy se zvolenou smérnici k.
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5.19 P4l a polara

Pozorovani: Prochézi-li tétiva kuzelosecky danym bodem, protinaji se tecny v jejich krajnich bodech na
jediné primce.

Dvojice tecen kuzelosecky vedené z bodi dané primky urcuji tétivy, které se protinaji v jediném bodé.

Tétivy se protinaji na polare

Dvojice se¢en M A, MC elipsy vedené z daného bodu M (pdl) vnéjsi oblasti elipsy urcuji tétivy AB, CD,
které se protinaji na polare p bodu M vzhledem k elipse (v bodé P).

Tétivy AB, C'D se protinaji na polaie p bodu M vzhledem k elipse

5.19.1 Kolmost spojnice bodu B ridici primky s ohniskem a polary bodu B

V roce 16852 dokazal Philippe de la Hire, Ze pro libovolny bod B lezici na polafe ohniska F» (ta je tedy
zéroven fidici pfimkou elipsy) je spojnice BF, kolma na polaru bodu B:

BF, 1 p(B).

2 de la Hire Ph.: Sectiones Conicae en novem libros distributae, Paris, 1685.
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d = p(F)

5.20 Feynmanova konstrukce elipsy

Charakterizaci tecny elipsy, kterou jsme odvodili, 1ze pouzit pro konstrukei elipsy. Myslenku této konstrukce
elipsy pouzil fyzik R. Feynman ve svych slavnych prednaskéch z fyziky (vysly knizné, i v ¢eském prekladu).
Zaznam této konkrétni prednasky vsak byl povazovan za ztraceny, nakonec se vSak nasly fotografie tabuli
a prednaska vysla jako samostatna kniha, viz napf.
https://www.megaknihy.cz/fyzika/146053-feynmanovy-stratena-prednaska.html.

Tato prednéska obsahovala diukaz, ze se planety (pfipadné i jind vesmirnd télesa) pohybuji po
kuzeloseckach. Tento diikaz byl veden elementarné a byl zalozen pravé na konstrukci elipsy, kterou si
pravé popiseme.

Pripomenme si obrazek z kapitoly o teéné elipsy.

Dokazali jsme, zZe trojihelnik AF, F5T je rovnoramenny, tecna t je tedy osou tsecky FoFy a |[TFy| = |TF).
Z planimetrické definice elipsy plyne, ze |[1\T| + |FoT'| = 2a; pouzijeme-li v8ak rovnost |TFy| = |TFj],
dostaneme

|\F\T| + |TF5| =2a, neboli |FFj|=2a,

|F1 F}| je tedy konstantni. Dostavdme tak nésledujici zajimavy vysledek.

Véta: Kazdy bod F} soumérny podle tecny t elipsy s jednim ohniskem F; elipsy lezi na kruznici k se
stredem ve druhém ohnisku Fy a s polomérem rovnym 2a.
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Klicové vztahy k obrazku tedy jsou:
ITFy| = |TF)| = |F\F}|=2a.

Zkusme se jesté podivat na jednu vlastnost oranzové kruznice k z predchozi véty. Vzdalenost bodu T’
elipsy od bodu F} kruznice a od ohniska F; je stejné:

[TF| = [TFy.

Tato vlastnost pripomina planimetrickou definici paraboly, jejimz ohniskem je bod F» a Tidici pfimkou d):
vzdalenost bodu T}, paraboly od jejiho ohniska F» a od fidici pfimky je stejna:

|TpF2| = ‘po‘ .

To nas vede k tomu, Ze oranzové zvyraznénd kruznice k je vlastné pro elipsu analogii ridici primky.

Definice: Kruznici k z predchozi véty nazyvame ridici kruznici elipsy.

5.21 Konstrukce elipsy pomoci dotykajicich se kruznic

Uvazujme kruznici, v jejimz vnitiku (nikoli vSak v jejim stfedu S, ) se nachéazi bod F. Timto bodem F'
necht prochézi dalsi kruznice, ktera ma s vétsi kruznici vnitini dotyk v bodé T'. Pokud timto bodem T’
pohybujeme po celé velké kruznici, tak stfed mensi kruznice S, vykresluje postupné elipsu.

Nézorné je to patrné na obrazku. Vidime také, ze bod F' je jednim ohniskem elipsy, druhé ohnisko
pak lezi ve stredu S, velké kruznice.

Dikaz, ze se timto zptusobem skutec¢né dostanou body uvedené elipsy (v obrazku naznacena oranzové),
ihned plyne z planimetrické definice elipsy. V nasem pripadé musi pro bod .S,, elipsy s ohnisky F' a S,
platit:

|SmSy| + |SmF| = 2a.
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Oveéfeni platnosti této rovnosti je snadné. Polomér vnitini kruznice je roven |S,,T| = |SyF|. Polomér
velké kruznice |S,T| 1ze rozlozit na soucet |S,Sp| + |SmT|. Dostavame tak

|SuT| = [SuSm| + |SmT| = |SuSm| + [Sm F,

coz je presné rovnost, kterou jsme chtéli dokazat. Navic vidime, ze dvojnasobek délky hlavni poloosy
elipsy je roven poloméru velké kruznice |S,T).
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Kapitola 6

Parabola

6.1 Rovnice paraboly

Pripomenme, ze parabolu lze snadno charakterizovat na zakladé jednotné rovnice kuzelosecek

| XF|

— =1
|Xd‘ 87 )

tj.

| XF|=|Xd|.
7 ptredchoziho rozboru vyplynulo, kde se nachazi ridici primka d: je priisecnici roviny dotykové kruznice
Dandelinovy koule a roviny ¢ fezu, v némz se nachazi parabola. Ohnisko F' paraboly je pak bodem dotyku
Dandelinovy koule a roviny fezu .

Rovnici paraboly odvodime snadno, zvolme pro jednoduchost kartézskou soustavu soutradnic tak, ze
fidici pfimka bude kolma k ose x a bude prochézet bodem —e, e > 0; jeji rovnice tak bude d: z + e = 0.
Ohnisko F' umistéme na osu x tak, aby byl poc¢atek uprostied mezi Fidici primkou d a ohniskem F', tj.
F = [e, 0]. Bod paraboly necht mé soufadnice X = [z, y]|. Potom:

| XF|=|Xd <+ (x—e)?+y’=z+e.
Umocnénim na druhou dostaneme
(x—e)2+y2 = (a:+e)2
22— 2ex + €2 4+ y? = 22 + 2ex + €2
y? = dex.

Oznacime-li vzdélenost ohniska od fidici pfimky p = 2e (tehdy bude oznaceni odpovidat jiz zavedenému
parametru kuzelosecky), dostaneme rovnici paraboly ve tvaru

2:2px.

6.2 Rovnice tecny paraboly

Najdéme nyni rovnici te¢ny paraboly. Predné si musime uvédomit, ze v euklidovské roviné Es neni
parabola uzavirenou kfivkou. Mohou tedy existovat i jiné primky nez tecny, které maji s parabolou jediny
spole¢ny bod. Jsou to primky rovnobézné s osou paraboly.

Tecnu paraboly muzeme tedy definovat jako primku, kiterd neni rovnobéind s osou paraboly a md
pritom s parabolou jediny spolecny bod.
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Najdéme nyni rovnici teny t paraboly v jejim bodé T = [z, yo], pro jednoduchost uvazujme parabolu
o rovnici y? = 2px. Pro soufadnice bodu T lezicim na této parabole tedy plati: yg = 2pxy.
Pfedné je tato tecna pfimkou prochdzejici bodem T = [xg, yo], mé tedy rovnici ve tvaru

t:y—yo=k(x—uxp).

Jedinym nezndmym koeficientem je tu k, ktery uré¢ime z podminky existence jediného spole¢ného bodu
piimky ¢ a paraboly. Ukazeme, Ze z této podminky plyne:

Piimka ¢ nesmi byt rovnobéznd s osou paraboly, ktera splyva s osou x, tj. k # 0. Ptipad tecny ve vrcholu
(tj- yo = 0, tecna je vertikdlni pfimkou bez smérnice) oSetiime zvI4st.

Spole¢né body paraboly a teény najdeme fesenim soustavy
y'=2pr,  y—yo="Fk(z— ).

Zjistéme tedy nyni, kdy ma tato soustava jediné reseni a najdéme tak smérnici tecny k.

Hledani k& — zdlouhava verze:
Dosazenim y = yo + k (z — z) do rovnice paraboly dostaneme
(Yo + k (z — w0))* = 2pa,
(Y5 + 2kyo(z — xo) + K (2® — 2x0x + x7) = 2pa,
k22 4+ 2 - (2kyo — 2k*x0 — 2p) + (y& — 2kxoyo + k2x2) =0,
k2?4 2 - 2(kyo — k*wo — p) + (yo — kxo)*> = 0.

Parabola a pfimka ¢ budou mit jediny spole¢ny bod, bude-li mit tato kvadraticka rovnice jediné reseni, tj.
bude-li diskriminant této kvadratické rovnice nulovy:

4(kyo — k*zo — p)* — 4k*(yo — kxo)? = 0.
Jednoduchymi tpravami dostaneme
((kyo — K*xo — p) + k(yo — ko)) - ((kyo — k*xo — p) — k(yo — ko)) =0

(—2k*z0 + 2kyo — p) - (—p) =0
2k?xo — 2kyo +p =0

Odtud
L 290% VAy5 —8pro _ 290+ 2+/y5 — 2pro _ 200+0 _ o _ pyo _pyo _ P
4dzg 4z 4dxg 220 2pzo Y3 wo

Hledani k — kratsi verze:

Soustavu
v =2pz,  y—yo==k(z—x0)

v

5 & dosadime jej do rovnice primky; navic vime,

budeme resit tak, Zze z rovnice paraboly vyjadiime z =

2
ze bod T = [z, yo] je bodem paraboly, proto také xo = g—;’). Vznikne tak rovnice

2 2
Y Yo
=k =20
Y — Yo (2p 2p)’
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neboli

Vytknutim y — y9 dostaneme rovnici

=) (1 5+ m)) =0

kterd md jedno feseni y = yo; toto feseni o¢ekavame, nebot bod dotyku T' = [z, yo] je jedinym spoleénym
bodem tecény a paraboly. Aby to bylo feseni jediné, musi byt i ¢leny v druhé zavorce rovny nule praveé
tehdy, kdyz y = yo, tj.

k
1—— =0 <= =1p.
2p(y+?/0) Y =190

Pisme tedy v prvni rovnici yg misto y:

k k
1——-299=0, neboli —yo=1.
2p p
Odtud jiz mame
k S p
Yo

Rovnice tecény:

Muzeme tedy psat rovnici tecny:
t:y—yo=k(z—=x9), kde k=-—,

celkem tedy
p
try—yo=-—(z—w0).
Yo
Tuto rovnici jesté trochu upravime:
yyo — Yo = p (x — o),
yyo — 2pzo = p (* — 7o),
YYo = px — po + 2po,

a dostaneme rovnici teény paraboly y? = 2pz v jejim bodé T = [z0, yo]:

lyyo =p (@ +x0) |

Tato rovnice zahrnuje i vertikalni te¢nu ¢ty : x = 0 ve vrcholu V = [0, 0] paraboly 3? = 2pz, nebot pro
T =V =[0,0] skutecné dostavame (pfipomenme, ze parametr p # 0):

yOzp(x+0),

coz je rovnice primky x = 0.

6.3 Tecna paraboly jako osa soumérnosti

Na obrazku niZze pozorujme soufadnice vrcholu trojihelniku AT'FT: jsou T = [g,yo], F = [%,0]
a T = [xg,yo]- Z planimetrické definice paraboly plyne, ze |TF| = |TT’|, trojihelnik AT'FT je tedy
rovnoramenny (ramena jsou vyznacena modre).

Ukéazeme, Ze tecna paraboly v bodé T je osou usecky F'T".
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Tecna paraboly je tedy osou tsecky T'F a muzeme ihned psat jeji rovnici. Normélovy vektor tecny je
totiz

p P
T'-F= <_§_§’y°_0) = (-p,%)

takZe teéna t mé rovnici
—pr+yyo+c=0.

Tato tecna prochazi bodem T' = [z, yo|, odkud najdeme konstantu c:
—pro+yp+c=0 tj. ¢ =pro— Y -

Rovnice te¢ny ¢ paraboly je tedy —pz + yyo + pro — yg = 0. Vyuzijeme jesté faktu, ze bod T = [xo, yo] je
bodem paraboly, proto y% = 2pxg, takze rovnice tecny prejde na tvar

—px + yyo + pro — 2pro = 0,

neboli
t: yyo =p(z + 20).

Jiné odvozeni rovnice osy soumérnosti

Rovnici osy soumérnosti jsme mohli ziskat i jinak: je to pfimka ST, pficemz S = [0, 2] a T = [0, yo).
Parametrické vyjadreni této primky tedy je:

X=5+tT-295), teR,

neboli vyjadieno v souradnicich:

r=txg, yz%—i—t(yo—%), teR.

Vyjédifme-li ¢ z prvn{ rovnice (f = ;%) a dosadime-li jej do druhé, dostaneme

_Y% T Y
V=t 2
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neboli po tprave:
2yxo = Toyo + Yo, neboli 2yxo =y (z+ zg).

Vynésobenim yo dostaneme 2yxoyo = y2 (z + x0), dosazenim y2 = 2pxo pak 2yzoyo = 2pzo (T + 70), COZ
po vydéleni 2z dava
yyo = p (z + 0) -

6.4 Konstrukce tecny paraboly

Polozme si nyni otézku, jak by bylo mozno teénu paraboly y? = 2pz v daném jejim bodé T' = [xg, yo]
zkonstruovat.

Rovnice této tecny je t : yyo = p (x +x¢). Pokusme se nyni najit jeji prusec¢ik P s osou z, tj. P = [7,0].
Do rovnice tecny tedy dosadime y = 0:

y~0=p($+ﬂ?0),

takze 0 = p (x + z¢) a dostavame x = —x. Prusecik tecny s osou z je tedy P = [—xq,0].

Tty

T = [y, o

|VP|
P = [—.iL‘(), 0] Vv F T1 = [.1‘07 0}

ty

Odvodili jsme tak zajimavou vlastnost teény paraboly, kterou lze pohodlné pouzit pro jeji konstrukei:
vzddlenost bodu dotyku T od vrcholové tecny a vzddlenost pruseciku P s osou od vrcholové tecny je stejnd:

[Tty | =|vP] ]

Tento vysledek dokazal jiz Apollénios z Pergé ve svych Kdnikdch (propozice 1,35).

6.4.1 Subtangenta

Usecka PT) na predchozim obrazku se nazyvé subtangenta. Subtangentu zpravidla definujeme pro teénu,
ktera neni vrcholova.

Pravé odvozeny vysledek tedy miuzeme zformulovat takto:

vrchol paraboly puli subtangentu.
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6.5 Rovnice teény paraboly — geometricka interpretace

Rovnici teény paraboly y? = 2px
yyo = p(z + x0) -

miuzeme prepsat ve tvaru

Yo _ T+ To

p Y

Podle véty uu jsou podobné pravoihlé trojihelniky (kazdy z nich mé vnitini uhel velikosti ¢):

AT'DF ~ APSF ~ APXpX .

Proto
[T'D] _ |PXo|
[FD|  |XXo|”
coz muzeme ihned prepsat do tvaru
Yo _ T+ To
p y

nebot je:
* [T"D| = yo,
o |FD|=p (parametr paraboly je definovan jako vzdédlenost ohniska od fidici pfimky),
o [PXo|=[PV|+[VXo| =0+,
o [XXo[=y.

Pokud bychom naopak vysli z vlastnost{ te¢ny a z nich odvodili podobnost vyse uvedenych trojihelniki,
mohli bychom tak ihned pséat rovnici te¢ny paraboly v jejim bodé T = [xg, yo].
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6.6 Ohniskova vlastnost paraboly

Paprsek vychéazejici z ohniska se od paraboly odrazi tak, ze bude pokracovat rovnobézné s jeji osou.
A naopak, paprsek rovnobézny s osou paraboly se od paraboly odrazi do jejiho ohniska.

Uvazujme tedy parabolu y? = 2pzx a ukazme, ze se tihel dopadu rovna thlu odrazu:

a=p.

Staci ukazat, ze ATPF je rovnoramenny, tj. dokazme, ze |FT| = |PF|. Z planimetrické definice
paraboly méme |FT| = |DT|. Zbyva ovérit, ze |DTy| = |PF)|:

o 7 vyse odvozené vlastnosti te¢ny paraboly (vrchol puli subtangentu) plyne, ze |PV| = [V T}].
e 7 planimetrické definice paraboly aplikované na vrchol V' mame =
e Sectenim obou rovnosti dostavame:

|PV|+ V| = +|VTh| neboli |PF|=|DTyl.

Celkove tak dostavame: |FT'| = |DT1| = |PF, neboli |FT| = |PF|. Trojuhelnik ATPF je tedy rovnora-
menny, thly pfi zdkladné jsou tedy shodné:

o= 0.

Poznamenejme jesté, ze velikost thla pii vrcholu P i T znac¢ime /3, nebot jsou shodné (souhlasné thly).

6.7 Subnormala a parametr paraboly

Normdalou paraboly v jejim bodé T' rozumime kolmici k tecné paraboly v bodé T prochazejici bodem T’
(vyznacena fialové). Pro T # V se tsecka T} N nazyva subnormdlou paraboly (vyznacena ¢ervené).
Podobné jako v pripadé subtangenty definujeme subnorméalu pouze v pripadé, Ze normala neni vrcholova
(tj. pro T # V). V tomto pfipadé totiZ nema normdla s osou paraboly jediny prusecik, nebot osa paraboly
s vrcholovou normalou splyva.
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|Tty|

T = [x0, o)

\VP|
P = [—JI[),O] Vv F Tl = [(E(), 0}

ty

Pozorovani: Pokud bychom pohybovali bodem paraboly T, tak bychom mohli pozorovat, ze délka
subnormdly se neméni. Subnormala mé tedy stejnou délku pro kazdy bod dané paraboly T, jeji délka je
konstantni. Vznika tak otazka, jaka je hodnota této pro danou parabolu generalni konstanty.

Uvazujme tedy parabolu s parametrem p. Zvolme kartézskou soustavu soutradnic tak, ze jeji vrchol V'
bude lezet v pocatku, jeji ohnisko na kladné poloose x. Rovnice uvazované paraboly ve zvolené KSS tedy
bude y? = 2px. Zvolme na této parabole libovolné bod T = [xg, 0], T # V. Rovnice teény tr sestrojené
v bodé T paraboly tedy bude

tr: yyo = p(z + o).

Upravme tuto rovnici do standardniho tvaru obecné rovnice primky:
tr: pr —yyo + pro = 0.

Najdéme nyni rovnici norméaly np paraboly v bodé T'. Ta je kolméa k tecné tp, jeji rovnice bude proto ve
tvaru

nr: Yor +py+c=0.
Hodnotu koeficientu ¢ dopocteme tak, aby piimka np prochazela bodem T' = [z, yo]: yozo + pyo + ¢ =0,
tj. ¢ = —(yoxo + pyo) = —yo(xo + p). Dostavame tak rovnici norméaly

nr: Yo + py — yo(zo +p) = 0.
Najdéme nyni souradnice prusec¢iku N = [n,, 0] normély np s osou x: yon, +p -0 — yo(zo + p) = 0.
Odtud dostéavame (po vydéleni yp):
Ng = To + P.

Délku subnormaly 77 N nyni uréime snadno:

’TlN‘ =Ng — Ty = P.

Dostavame tak odpovéd na nasi otazku:

Délka subnormdly je rovna parametru paraboly.

Yy,

Jednodussi odvozeni: Tuto odpovéd bychom mohli ziskat i mnohem snéaze, a to pomoci geometrické
interpretace rovnice teény t7 sestrojené v bodé T = [xg,yo] paraboly y? = 2pa:

tr:yyo = p(x + x0),

neboli (po vydéleni):
Yo _ (x + o)

p Yy
7 tohoto vztahu totiz plyne, Ze dva pravothlé trojihelniky:
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e ANTIT, jehoz jednou odvésnou je subnormaéla,

o a trojihelnik, jehoz jeden vrchol je bod P, pfepona lezi na teéné paraboly (jednim koncovym bodem
ptrepony je bod P, druhym je libovolny bod teény o souradnicich [z, y] takovy, Ze pro dané xy > 0 je
x > —xg) a jedna odvésna lezi na ose x (krajni body této odvésny jsou P a [zg, yo], ma tedy délku
x + xo) a druhd je kolmd na osu = (patou kolmice je bod o souradnicich [z, 0], jeji délka je tedy y),

jsou podobné pro kazdé xz > —xp pii daném xy > 0. A jelikoz jsou tyto dva trojuhelniky podobné pro
kazdé o > 0 (a pro kazdé x > —z), ma subnormadla pro kazdé xy > 0 stéle tutéz délku rovnou parametru
paraboly p.

Pozorovani: Usetka PN je souétem dvou tsedek: subtangenty a subnormaly. Viimnéme si, ze PN je
ptilena ohniskem paraboly F'. Staci si uvédomit, ze |V P| = [VTi| = xo, |VF| =%, |T1N|= p, takze
|PF|=|VP|+|VF|=z04+5 a |FN|=|FTi|+|TiN|= (z0—5)+p=a20+ 5.

Dokazali jsme tedy nasledujici tvrzeni.

Soucet subtangenty a subnormdly je pulen ohniskem paraboly.

6.8 Hyperoskula¢ni kruznice paraboly

Oskula¢ni kruznice paraboly mé v jejim vrcholu s parabolou styk vyssitho fadu nez druhého, proto ji
nazyvame hyperoskulac¢ni. Jeji polomér r, se miizeme pokusit odhadnout na zakladé znalosti poloméru
hyperoskula¢ni kruznice elipsy.

Polomeér hyperoskulacni kruznice paraboly je roven parametru p paraboly.
To =D

Odvozeni: Kruznice se stfedem S = [r,, 0], 7, > 0, prochdzejici vrcholem V = [0, 0] paraboly y? = 2px
bude jeji oskula¢ni kruznici ve V' pravé tehdy, kdyz bude mit s parabolou jediny spole¢ny bod (tim bude
bod V).

Parabola a kruznice (r, > 0)

yi=2pz,  (z—ro)’+yt=r],

tedy budou mit jediny spole¢ny bod V = [0,0] pravé tehdy, kdyZ bude mit rovnice (za y? z rovnice
paraboly jsme dosadili do rovnice kruznice):

(z 77,0)2 + 2px = rg,

neboli
22 — 2oz + 2px =0, neboli x-(x—2r,+2p) =0,

jediné Teseni x = 0. To nastane pravé tehdy, kdyz —2r, + 2p = 0, neboli pravé pro

To =1D.

92



6.9 Tecna paraboly a soumérnost

Bod F’ osové soumérny s ohniskem F podle teény paraboly lezi na ridici pfimce. Jinak feceno: mnozina
vsech bodii osové soumérnych s ohniskem F' podle vSech tecen paraboly je ridici primkou paraboly.

A spojnice FF’ je pilena vrcholovou te¢nou paraboly. Jinak Feceno: mnozina vSech pat kolmic
spusténych z ohniska F' na tecny paraboly je vrcholovou tec¢nou paraboly.

6.10 Kolmost tecen paraboly
Pozorovani: Tecny paraboly vedené z libovolného bodu jeji fidici primky jsou na sebe kolmé.

2

ty

Odvozeni: Uvazujme parabolu

v’ = 2px.

Jeji ohnisko F' mé soufadnice F' = [0, %], rovnice jeji fidici primky je x = —g. Zvolme na ridici primce
libovolné bod X, jeho soufadnice tedy budou Xo = [—£, y0].
Body dotyku T7 = [z1,y1] a Ta = [z, y2] teCen ¢ a to vedenych z bodu Xy € d k parabole jsou

pruseciky paraboly y2 = 2px s polarou yyo = p (x — %)

Resme tedy tuto soustavu. Vynasobenim rovnice polary dvéma dostaneme 2yyo = 2px — p?, takze miizeme
z rovnice paraboly snadno dosadit y? za 2px; dostaneme tak:

2yyo = y* — p°.

Koreny této kvadratické rovnice
y* = 2yyo —p° =0

jsou

290 £ /412 + 4p?
= 5 =yo £ /g +1?.

Y1,2

Z rovnice polary yyo = p (:1: — g) dopocteme 1 o:

1,2% P 0 p
$1,2=u+*=yf Yo £\/yg +p* ) + 5.
D 2 p 2
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Soutadnice bodt dotyku 77 a Tb tecen t; a to tedy jsou:

Yo / p /

T = [ <Z/ + Z/(2)+p2> +*2a Yo + y(2)+p2] )
Yo / p /

IR [ <y0_ y§+p2> +*27 Yo — 9(2)‘1‘272] .

Ovérme nyni, ze jsou smérové vektory obou tecen na sebe kolmé, tj. ze (17 — Xo) L (T1 — Xo), neboli
(T1 — Xo) - (T1 — Xo) = 0. Jelikoz jsou soutadnice bodu Xo = [—§,yo], je smérovy vektor tecny t1, resp. to:

T1—X0=<3;0 (yo+\/y§+p2>+p, \/y§+p2),
Tz—Xo=<3;0 (yo—\/y8+p2> +p, —\/y8+p2>.

Pro jejich skalarni soucin skutecné plati
(Th — Xo) - (Th — Xo) = —yg + 245 +p° —y5—p° =0,

takze tecny paraboly ¢1 a t9 jsou na sebe kolmé.

Synteticky dukaz

Pokud bychom se chtéli vyhnout zdlouhavym analytickym vypoctim, mtizeme k problému pristoupit
synteticky. Staci si uvédomit, ze trojuhelniky AF DTy a AF D5T5 jsou rovnoramenné (dusledek planime-
trické definice paraboly) a te¢ny t1, resp. t2 jsou osami tseCek D1 F, resp. DoF (dokazovali jsme vyse),
takze D1 F 1 t1 a DoF 1 to.

Také vyuzijeme toho, Ze trojihelnik APyT»F' je rovnoramenny (podobné jako AP, T} F' je rovnoramenny),
coz jsme pozorovali pri dikazu ohniskové vlastnosti paraboly.
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6.11 Avicennova konstrukce paraboly

Pozorujme rovnici paraboly:

Néapadné pripomina Eukleidovu vétu o vysce:
v? = ¢y cp

pokud by ¢, = 2p byla konstanta a ¢, = x by probihalo svymi hodnotami Rar. Pokusme se tuto situaci
znézornit geometricky.

Ca &)

Tuto souvislost bylo mozno vyuzit pro konstrukci jednotlivych bodu paraboly. Na zaporné poloose x
zvolme pevné bod T" a narysujme kruznici o prumeéru |T°0| = 2p dotykajici se osy y. Samotna konstrukce
je dobre patrné z nasledujiciho obrazku. Trojuhelniky, jejichz odvésny jsou naznaceny teckované, jsou
pravouhlé (Thalétova véta), 1ze tedy na né aplikovat Eukleidovu vétu o vysce. Trojihelniky volime vzdy
tak, aby byla jejich vyska ¢asti osy y. Pak skutecné

y? = |TO| = =2p-z.

Tato konstrukce se poprvé objevila v komentari k Apolléniovym Kénikdm, ktery sepsal persky lékar,
astronom a matematik ibn Sina (asi 980-1037), znamy téz jako Avicenna.
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6.12 Parabola a vrh sikmy

Hodime-li kamenem pod thlem « > 0, poleti kdmen zpocatku zdanlivé po primce svirajici se zemi tihel
a; brzy si vSak vSimneme, ze kdmen prestava stoupat, zacne klesat a nakonec dopadne na zem. Po jaké
krivce se pohyboval? Pro jednoduchost zanedbame odpor vzduchu a dalsi drobné faktory, které trajektorii
kamene ovliviuji.

Kdyby nebylo gravitacniho pole Zemé, tak by se kdmen skutecné pohyboval rovnomérné primocare, tj.
po primce. Oznacme jeho pocatecni rychlost v a zvolme kartézskou soustavu soufadnic tak, ze pocatecni
bod jeho trajektorie bude lezet v pocatku, osa y bude na zemi kolma, osa x bude vodorovna, tj. rovnobézna
se zemi, navic zvolend tak, ze rovina zy bude obsahovat celou trajektorii (osu z tedy nebudeme potiebovat,
hleddme trajektorii, kterd je rovinnou kiivkou). Kdmen by se pak pohyboval po piimce, ktera by:

e prochézela pocatkem,
e s osou x svirala thel «, tj. smérovym vektorem by byl (cos a, sin «v),

e poloha kamene na této pfimce by byla pifimo imérna rychlosti kamene a ¢asu, po ktery by se kdmen
pohyboval.

Parametrické vyjadreni této primky by tedy bylo

r =vtcosa, Yy =vtsina.

T = vtcosa,
y = vtsin

Pisobeni gravitacni sily na kdmen je vsak podstatné. Tento vliv si miizeme snadno predstavit tak, ze
na kdmen pii pohybu neustéle ptisobi smérem dolu (kolmo k zemi) gravitacni sila, jednd se tedy o volny
pad. Jelikoz tato sila puisobi neustéle, dodéva kameni konstantni zrychleni (gravitacni zrychleni g). Draha,
kterou pfi tomto volném padu urazi, je s = %gtg.1 Jelikoz gravita¢ni sila ptsobi ve sméru osy y, navic (na
rozdil od stoupéni kamene) smérem dolii, ode¢teme drahu urazenou pri volném padu od y-ové soutfadnice.
Dostaneme tak parametrické vyjadreni trajektorie, po niz se pri Sikmém vrhu v gravitacnim poli Zemé
pohybuje vrzeny kdmen, zanedbame-li ostatni vlivy (zejména odpor vzduchu):

1
r=vtcosa, y=visina— §Qt2'

Thned vidime, Ze hledanou trajektorif je parabola.?

! Tento vztah pro drdhu urazenou p¥i volném padu lze snadno odvodit pomoci diferencidlniho poétu: zrychleni g je
derivac{ rychlosti podle ¢asu, okamzit4 rychlost v(t) je derivaci drdhy s(t) podle éasu, tj. g = v'(t), v = s'(¢), takze g = 5" (¢).
Pfedpoklddame-li nulovou pocatecni drahu i rychlost, tj. s(0) = 0 a v(0) = s'(0) = 0, dostaneme pii postupné integraci:

1
s'ty=g, S{t)=gt, s(t)= 59t2-

2 K tomu se vaze ,vtipna® historka: Na zdkladé ceho byla parabola pojmenovdna? V dobdch, kdy jezdily parni lokomotivy,
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> = vt Ccos au,

o

Yy = vtsina

1 2
— gt
59

T = vt cos «,

. I,
Y :vtsma—EQt

doslo pri jedné jizdé v Tatrdch slovenskému strojvedoucimu a topici uhli. V této nezdvidénihodné situaci si strojvedouci sedl
na schudky své lokomotivy, vzal si nékolik kaminki z ndspu do dlané a krdtil si cas tim, Ze je hdzel zpét na ndsep. Pri tom si
nestastné opakoval, Ze mu dosla pdra: ,Para bola, para bola, ...“ Kdyz Sel kolem matematik, ihned si vsiml, Ze se kazZdy hozeny
kaminek pohybuje po jemu dobre zndmé kvadratické krivce, kterou tedy nazval dle slov slovenského strojvedouciho parabolou.
Z historického hlediska vSak dal parabole jméno uz Apollénios z Pergé ve svém spisu Kéniky kolem roku 200 pt. Kr. podle
Eukleidem zformulované tlohy o ptikladdni ploch, kterou nazyval parabolé (mapafolrq).
Kde se vsak inspiroval Eukleidés? Nékteri usuzuji, Ze pravé u onoho slovenského strojvedouciho...
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Kapitola 7

Hyperbola

7.1 Parametrické vyjadreni jedné vétve hyperboly

Jednu vétev hyperboly Ize snadno parametrizovat pomoci hyperbolickych funkci. Porovnejme parametrizace
kruznice, elipsy a jedné vétve hyperboly:

kruznice: x=r-cosp, y=r-sinp, @€ (0,27),
elipsa: x=a-cosp, y=>b-siny, @€ 0,2m),
jedna vétev hyperboly: x =a-coshp, y=0>-sinhp, ¢ecR.

Pripomenme definice hyperbolického sinu a kosinu (obé funkce jsou definované na celém R):

x —T xX —T
e +e . e’ —e
coshz = — sinhz = —

a zadkladni vztah mezi témito funkcemi platny pro vSechna redlnd = (analogie tzv. , goniometrické
jednicky*):
cosh? z —sinh?z = 1.
Tento vztah (pfipomind rovnici rovnoosé hyperboly 22 — y? = 1) spoleéné s vyuzitelnosti hyperbolickych
funkci pro parametrizaci jedné vétve hyperboly dal hyperbolickym funkcim jméno.
Diikaz této rovnosti je mozno provést primo na zakladé definice (vyuzijeme e¥e™® = 1):

x —z\ 2 T —z\ 2 2x —2x 2x —2x
— 2 — -2 242
coshQ:L'—sinhQ:E:<e+2€> _(e 26 ) :(e +t2+e™) 1 (e te ): Z =1.

Ovéreni, ze rovnice z = a - cosh ¢, y = b - sinh ¢ jsou skutecné parametrizaci jedné vétve hyperboly, je
zalozeno na primocarém vypoctu. Zkratka ovérime, ze takovato x a y vyhovuji rovnici hyperboly:

2 2 . cosh )2 b - sinh ©)?
22_22_(& C(c); %) —< 81;12 ?) = cosh?x — sinh?z = 1.

Omezeni na jednu vétev hyperboly plyne z toho, Ze hyperbolicky kosinus nabyva hodnot z intervalu
(1; 400), neboli

coshz >1 VzeR.

Pokud bychom pti parametrizaci hyperboly nechtéli pouzit hyperbolickych funkci, tak bychom mohli
vyuzit vztahu mezi druhymi mocninami funkci kosinus a tangens, ktery se vyuziva napf. pri integrovani:

1 cos? ¢ + sin?
= 'Z 2 ¥ :1+tg2<p.
cos® ¢ cos® ¢
Z ného plyne
1
57— — tg2p=1.
cos?
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Dostavame tak dalsi parametrizaci hyperboly (jednotlivé intervaly odpovidaji vétvim hyperboly):

a by 6( s 7T)U T 37T
COSQO7 y_ gSO, SO 272 27 2 .

Jiz z predchozich Gvah je zfejmé, Ze takova x a y vyhovuji rovnici hyperboly, ovérit to vsak muzeme
i primo:

Tr=

2
ﬁ_£:c0z2¢_b2tg290: 1 i 2 -1
a? b2 a? b2 cos? &% '

7.2 Obsah trojihelniku ohrani¢ceného asymptotami a tecnou

Pozorujme nésledujici obrazek: je na ném narysovana hyperbola, zvolen néjaky jeji bod T = [z¢, yo]
a v ném je zkonstruovana tecna hyperboly. Tato te¢na vymezuje spole¢né s obéma asymptotami trojihelnik
NAOB.

A nyni prekvapiva zajimavost: tento trojuhelnik AAOB ma stale stejny obsah, at je te¢na vedena
v kterémkoli bodé T" dané hyperboly. Tento obsah je roven

S = ab.

AAOB

Odvozeni tohoto vysledku neni nijak tézké. Staci najit souradnice prusec¢ikiu A, B teCny s asympto-
tami, a pak vypocitat obsah trojihelniku AAOB napt. pomoci determinantu (jako polovina obsahu
vy . v ~ ?
rovnobézniku urceného vektory OA a OB).

Budeme tedy potfebovat rovnici teény ¢ v bodé T' = [x¢, yo] i rovnice obou asymptot a1 a asg:

L XTo  YYo
g~ = b

b b
alzy:gx, ag:y:—ax.

K nalezeni souradnic prusecikti asymptot a teény staci vyresit soustavy rovnic teény a prislusné asymptoty,
coz snadno provedeme dosazenim y z rovnice asymptoty do rovnice tecny:

b
LT ST Yo
a? b2

Vytknutim £ prejdou obé rovnice na tvar

a
N G
a a b a a b
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x-ové souradnice pruseciki A, B tedy jsou

a a
— -
+%

0 0 B

|
o8

b —b
YA = 20w > YB = 3 +%-

2|8

Ziskali jsme tak souradnice obou priiseciki asymptot s tec¢nou:

a b a -b
A= [aco Y0’ To yo] ) B = [wo Y0’ Zo yo} :
@ T a b D TE T T%

Vypoctéme nyni obsah trojihelniku vymezeného te¢nou a asymptotami:

a —b
1 — 1| 2o 4 % 2o L ¥ 1 ab —ab
S :f‘dt(Og,OA)‘:f N T QR - :
aaop = 5 |4€ 2 a b 2 \ jmenovatel  jmenovatel
o I
a a

kde

2 2
. o i) Yo o Yo _zo yO_
Jmenovatel_(EJF?)'(E_?)—@—FQ—L

nebot bod dotyku T' = [x¢, yo] je bodem hyperboly, vyhovuje tedy jeji rovnici.
Dostavame tak hledany obsah trojihelniku

1
Spron = §(ab—i—ab) =ab.

Bod T jako stred tsecky AB

Pozorujme jesté obrazek; zda se, ze bod hyperboly T' = [zg, yo] je stfedem tsecky AB. Prozkoumejme
tuto hypotézu. Stted Sap tsecky AB je linearni kombinaci bodu A, B s koeficienty %:

1
Sap=A+ - (B A) = 7A+§B.

Soufadnice bodi A, B jsme jiz vypocitali, mizeme tedy vypocitat i souradnice stfedu:

g 1A a b +1 a —-b
SRR e o = IR C ook s
1[ a a b N —b ]
1 |F-F F T e
LEEE o) 1 B (2o
% vp "2 v
a? b2 a? b2
1 2% 1 oW
=[2a- 111,5 'b]—[!ﬂo,yo] T

Zjistili jsme tedy, ze skutecné bod dotyku T puli tsecku s krajnimi body A, B, coz jsou pruseciky teény

hyperboly v bodé T' s asymptotami:

Tento vysledek dokazal jiz Apollénios z Pergé ve svych Kénikdch (propozice 11,3).
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7.2.1 Sdruzené hyperboly a obsah rovnobézniku

Uvazujme hyperbolu, kterd ma hlavni poloosu a, vedlejsi poloosu b. Pak k ni mtizeme doplnit pravé jednu
hyperbolu, kterd ma tytéz asymptoty a jejiz jedna poloosa je b (a druhd poloosa je tudiz a). Takové
hyperboly nazyvame sdruzené hyperboly.

Zvolime-li kartézskou soustavu souradnic tak, ze prvni hyperbola méa svou hlavni osu totoznou s osou
x a jeji stred lezi v pocatku, mizeme jejich rovnice napsat snadno:

Sestrojime-li rovnobéznik tak, ze jeho vrcholy budou lezet na asymptotach a jeho strany se budou dotykat
jednotlivych vétvi obou sdruzenych hyperbol, bude jeho obsah vzdy roven

Srovnob, =4 - ab,

bude tedy nezavisly na jeho konkrétni volbé. Toto tvrzeni plyne z toho, ze uvedeny rovnobéznik se sklada
ze CtyT trojuhelnika o obsahu ab, které jsme prosetrili v predchozi kapitole.
Obsah rovnobézniku muzeme také psat ve tvaru

Srovnob. = 2a - 2b,

coz muzeme interpretovat jako obsah obdélniku, jehoz strany maji délky rovné délkam hlavni a vedlejsi
osy hyperboly.

7.3 Secna hyperboly

U tecny hyperboly jsme pozorovali, ze bod dotyku ptli isecku AB, kde A a B jsou pruseciky této tecny
s asymptotami. Nyni si mizeme polozit otdzku, zda by podobna vlastnost neplatila i pro seénu hyperboly,
tj. zda useky na libovolné sec¢né vymezené vétvi hyperboly a asymptotami maji stejné délky:

4P| =BQl.]

Tento hezky vztah skutecné plati; dokazal jej jiz Apollénios z Pergé ve svych Konikdch (propozice I1,8).
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Dukaz lze provést pomérné piimocarym vypoctem.

Poznamka: Véta o tecné, kterou jsme dokazali (tj. bod dotyku T hyperboly puli tisecku s krajnimi body
A, B, coz jsou pruseciky tecny hyperboly v bodé T' s asymptotami), je vlastné limitnim piipadem véty
o sefné, kdy body P a @ splynou (P =Q =1T).

7.4 Menaichmos — hyperbola a neprima timérnost

7 dél matematikti pisobicich pred Eukleidem se nam dochovalo jen nékolik zminek z pozdéjsi doby. Jednim
z nich je Menaichmos (polovina 4. stol. pt. Kr.), ktery byl souc¢asnikem Eudoxa a Platéna. V kratkém
tryvku! (necelé dvé strany) prevadi problém nalezeni dvou stiednich timérnych na tlohu nalézt priisecik
dvou kuzelosecek.

Modernizované receno, jsou-li dany veli¢iny a a b, je tikolem nalézt veli¢iny x a y takové, aby

Ty
Tuto soustavu lze upravit napriklad na dvojici rovnosti

z? = ay, ab=xy

reprezentujicich jedno ze dvou Menaichmovych reseni, kterda se nam dochovala. Tim je ptvodni tloha
prevedena na problém nalezeni pruseciku dvou kuzelosecek — paraboly a hyperboly.

Ponechme nyni stranou detaily Menaichmova textu a povsimnéme si uvedené rovnice hyperboly: lze ji
snadno napsat jako vztah reprezentujici neprfimou imérnost
ab

X

y:

Proc je vsak grafem neprimé umérnosti hyperbola?

Z pozice vysokoskolské matematiky je odpovéd snadné: rovnici tvaru xy = k lze pomoci linearni
transformace x = 2’ — ¢/, y = 2’ 4+ ¢/ ihned prevést na rovnici (2' — /) - (2 + ') = k, neboli na rovnici
rovnoosé hyperboly

T Y

SRR AT
ko k

! Objevuje se v Eutokiové komentéfi k Archimédovu spisu O kouli a vdlci II, viz [7], strany 92 aZ 96.
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Transformace soustavy souradnic (¢i alespon otoceni) vSak nemusi vzdy pattit do standardni vybavy
stredoskoldka. Menaichmos tu pfinasi inspirativni pohled na hyperbolu jako ktivku v roviné, pro jejiz
body plati, ze

soucin vzddlenosti od dvou riznobézek (asymptot) je konstantni.

To je vlastné geometricka interpretace vztahu xy = k, omezime-li se na vétev v 1. kvadrantu a k£ > 0:
x je vzdalenost bodu hyperboly od jedné asymptoty (osy y) a y vzdalenost od druhé asymptoty (osy x).

Ukazme nyni, ze tuto vlastnost maji vSechny body vyhovujici rovnici hyperboly znamé z analytické
geometrie:

2 2
x Yy
2 (1)
Asymptotami této hyperboly jsou piimky
z Yy z Yy
—+==0 - —==0. 2
a + b ’ a b @)

Vzdalenosti libovolného bodu X = [z,y] od téchto asymptot jsou

z Yy z _ Y
dl(X)I ‘a—i_b‘ 7 dQ(X): }a b| .
z+te 2t

Lezi-li bod X = [z, y] na hyperbole dané rovnici (1), mizeme v soucinu vzdalenosti d; (X) - do(X) nahradit
soucin vyrazu vzniklych v citateli jednickou:

T4y z _ Y 1
dl(X)dQ(X): ‘a b‘ X ‘a bl = —.
Brk Jard #E

(3)

Vyraz neobsahuje proménné z, y, je tedy vzhledem k nim konstantni. Vyhovuji-li tudiz soutradnice

1 1
aZz T b2
bodu X = [z, y] rovnici hyperboly (1), je soucin d;(X) - d2(X) jeho vzdalenosti od jejich asymptot (2) na
volbé tohoto bodu X nezavisly. Tim jsme ovérili, ze vsechny body hyperboly dané rovnici (1) spliuji
,Menaichmovu vlastnost*.?

Tuto vlastnost lze snadno pozorovat primo na rovnici (1), jejiz leva strana ndpadné pripomina po

rozkladu na soucin . .
(E+9) (-1
a b a b

rovnici (3). Nyni si sta¢i uvédomit, ze kazdy z téchto ¢initeli figuruje v ¢itateli vyrazu vyjadiujiciho
vzdalenost bodu od asymptoty. Obéma ¢initelim chybi jen ur¢ita konstanta ve jmenovateli a absolutni
hodnota. Vhodnou konstantou (pfesnéji soucinem prevracenych hodnot norem normélovych vektort obou
asymptot) je mozno celou rovnici vynasobit. Absolutni hodnotu lze také doplnit, nebot pro vsechny body
vétve hyperboly lezici vpravo od osy y jsou oba cinitele kladné; pro vSechny body vétve lezici vlevo od
osy y jsou sice oba ¢initele zaporné, jejich soucin je vsak kladny.

Menaichmtv pristup k hyperbole tedy poskytuje zajimavou geometrickou interpretaci nepiimé timeér-
nosti a standardni rovnice hyperboly.

7.5 Hyperbola v bézném zivoté

Rozluéme se s hyperbolou tismévnym prikladem jejiho vyskytu. Pfedstavme si spicku ostrouhané tuzky
jako ¢ast kuzelové plochy. Neni-li tuzka kulatd, ale mé& hranolovity tvar (napf. Sestihrannd ¢i tfihrannd),
jsou tyto stény ¢asti rovin ,rovnobéznych s tuhou v tuzce®, tedy i s osou kuzelové plochy; na rozhrani

2 Rovnici (3) spliiuji dvé hyperboly, obé maji asymptoty (2). Jedna hyperbola ma vétve nalevo a napravo od osy y,
druhd ma vétve nad a pod osou x.
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ostrouhaného a neostrouhaného tak vznikaji hyperboly.
Strouhdme-li tuzku, konstruujeme hyperboly.

Kvalitné ostrouhat tuzku neni jednoduché, navic jsou vzniklé hyperboly malinké a obtizné se foti.
Predkladame tedy model, na kterém jsou hyperboly dostatecné veliké a dobre patrné.

Zde je vysledek pokusu s trojhrannou tuzkou, na niz jsou hyperboly relativné vyrazné.
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Kapitola 8

Vztahy mezi kuzeloseckami

V této kapitole navazeme na obecné pojednani o kuzeloseckach. Upozornime na nékolik jednoduchych
souvislosti, kterych je mozné si vSimnout, mame-li k dispozici teorii, kterou jsme doposud vybudovali.

8.1 Konfokalni elipsy a hyperboly

Pozorujme nasledujici obrazek. Je na ném narysovana elipsa a hyperboly, vsechny tyto kuzelosecky maji
tataz ohniska Fy, Fy (vyznacena modie). Kuzelosecky s tymiz ohnisky budeme nazyvat konfokdin.

Na obrazku je patrné, ze elipsa je konfokalnimi hyperbolami protindna pod pravym thlem. Podobné
bychom mohli zvolit jednu hyperbolu a soustavu s ni konfokalnich elips, opét bychom zjistili, ze se
hyperbola s kazdou z téchto elips protind pod pravym thlem.

Pokusme se tedy dokézat nasledujici obecné tvrzeni.

Véta: Jsou-li elipsa a hyperbola konfokalni, protinaji se pod pravym tihlem.

Velikosti ihlu, pod kterym se krivky protinaji, rozumime odchylku tec¢en v jejich priseciku. Samotny dikaz
tvrzeni je prekvapivé jednoduchy. Staci uvazit, jak vypadaji smérové vektory tecny elipsy a hyperboly.

U tecny elipsy je trojihelnik AFyFiT rovnoramenny (|F5T| = |F2T|), proto je smérovy vektor tecny
e linedrn{ kombinaci vektoru stejné délky: (Fy — T') + (F» — T). Stejné délky obou generujicich vektoru
lze dosdhnout i tim, Ze oba vektory normujeme, budou tedy jednotkové.
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Uziti F neni pohodlné, museli bychom vypodéitat jeho soufadnice. Misto vektoru Fj — T proto
pouzijeme radéji vektor se zndmymi vstupnimi prvky, ktery je s nim kolinedrni: T' — F;. Pokud stejnou
délku obou generujicich vektoru zajistime normovanim, dostaneme:

T—-F T — F

—

U

CAT-RAl TRl

Podobné bychom ziskali smérovy vektor tec¢ny hyperboly:

r-n  T-F
1T =Rl T = Fll

Up =

Vektory 1, a iy budou na sebe kolmé, bude-li jejich skaldrni soucin roven nule. To snadno ovéfime:
L. <T—F1 T—F2> <T—F1 T—F2>
Ue - Up, = — :
‘ 1T = Ffl T - F 1T =Rl T - F
:<(T—F1)-(T—F1) (T—F2)~(T—F2)>:1_1:O

1T — Fa? 1T — F3?

P =

<L

Dtikaz je tedy hotov. Pri vypoctu jsme vyuzili toho, Ze z definice normy vektoru plyne

8.2 Souvislosti mezi elipsou a parabolou

Na zavér si pfipomenme nékteré vysledky, které jsme odvodili standardnimi elementarnimi prostiedky. Je
uziteéné si je pripomenout na jednom misté, vyniknou tak vztahy mezi jednotlivymi typy kuzelosecek,
jejich pribuznost i souvislosti mezi nimi.

e Na parabolu muzeme pohlizet jako na elipsu, jejiz jedno ohnisko ,,posleme do nekonecna‘.
e Porovnejme formulaci ohniskové vlastnosti pro parabolu a elipsu.

— Ohniskova vlastnost paraboly: paprsek vyslany z ohniska se odrazi rovnobézné s osou paraboly.

— Ohniskova vlastnost elipsy: paprsek vyslany z jednoho ohniska se odrazi do druhého ohniska.

e Ridici kruznice elipsy prechazi v fidici ptimku paraboly.
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Cast II

Aplikace linearni algebry na kuzelosecky
a metoda invariantu
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Kapitola 9

Elementy projektivni geometrie
a linearni algebra

9.1 Uvod — o ¢em to je
Méjme rovnici
a112® + 2a122y + azy®  + 24137 + 2a3y  +aszs = 0.

Dosud jsme zjistovali, o jakou kuzelosecku se jedné, pomoci transformace soustavy souradnic. A také
jsme se pak dozveédéli konkrétni parametry, napr. u elipsy hlavni a vedlejsi poloosu.

Vize: Neslo by to provést efektivnéji pomoci linedrni algebry?
Ano, slo: staci kvadraticky vyraz na levé strané reprezentovat matici, a pak pouzit teorii kvadratickych
forem.

Pokud se v rovnici kuzelosecky neobjevuje smiseny clen (obsahujici zy), tak 1ze ziskat kanonickou
rovnici pouhym posunutim — to se délé na stfedni skole. Problém nastava v pripadé, kdy rovnice obsahuje
smiSeny C¢len s zy: jedna-li se napr. o elipsu, tak ji musime otocit tak, aby jeji osy byly rovnobézné s osami
soustavy souradnic, pak smiseny ¢len vypadne.

Smiseny clen v kvadratickych formach jsme ovSem eliminovali v linedrni algebte:
pomoci symetrickych dprav jsme hledali poldrni tvar kvadratické formy.
Postup tedy, zdé se, bude nasledujici:

e 7 celé levé strany rovnice kuzelosecky vytvorime kvadratickou formu.
o Tu zbavime smiSeného ¢lenu (s zy) pomoci symetrickych tprav prevodem na polarni tvar.

e Vznikld rovnice uz je dostatecné prehledna: uréime, o jakou kuzelosecku se jedna.

Pozor: timto zplisobem sice zjistime, o jakou kuzelosecku se jedna, ale vétsinou ztratime informace
o jejich parametrech (hlavni a vedlejsi poloosa u elipsy a hyperboly, ...). Proto nakonec radéji pijdeme
cestou hledani toho, co se pfi transformacich kuzelosecky neméni — tzv. invarianty (napt. vlastni ¢isla,
determinanty).

9.2 Maticova reprezentace kuzelosecky
Problém: prvni ¢ast rovnice kuzelosecky

a11x2 + 2a127y + a22y2
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je kvadratickou formou. Snadno ji zapiSeme maticoveé:

a1 a2 x
a2 @22 )
S kvadratickou formu umime pracovat: umime ji transformovat pomoci matice pfechodu, eliminovat

smiSeny ¢len (obsahujici xy) pfevodem na poldrni tvar pomoci symetrickych tprav. Skoda, ze celd leva
strana rovnice kuzelosecky neni kvadratickou formou. Co tedy se zbylymi ¢leny?

ReSeni: Chceme, aby celd leva strana rovnice kuzelosecky byla kvadratickou formou. A tak linedrni ¢leny
i absolutni ¢len ,obohatime“ o dal$i proménnou z, aby se i tyto ¢leny staly kvadratickymi:

a11x2 + 2a107y + a22y2 + 2a1372 + 2a23yz  + a33z2 .

Névrat k pavodnimu stavu je snadny, staci dosadit z = 1:

a117? + 2a122y + azy®  +2a137 -1+ 2a03y-1  +agz-1-1.

Geometricky: rovnice a11z? + 2a122y + ay®  + 2a13xz + 2a23yz  + asz3z®> = 0 mize reprezentovat
kuzelovou plochu. Rovnice z = 1 je rovinou (rovnobéznou s rovinou xy). Jejich prunik je kuzelosecka.
Naptiklad primikem kuzelové plochy 22 = % —y? a roviny z = 1 je hyperbola.

Matice kuzelosecky
Levé strané rovnice kuzelosecky

a112” + 2a122y + azy®  +2a137 +2as3y  +agz =0
lze tedy jednoznacné priradit kvadratickou formu

a112® + 2a12ay + agy®  + 2a1322 + 2ag3yz  + aszz’,
kterou mizeme snadno reprezentovat matici

a1 a2 a3
K= lan ax» a3

a1z a23 as3

Tuto matici nazyvame matici kuzZelosecky. Matice kuzelosecky je tedy matici prislusné kvadratické formy.
Nyni je také zfejmé, pro¢ jsme v rovnici kuzelosecky psali linearni ¢leny a smiSeny Clen ve tvaru 2aio,

. . . .y PO iy , - ale ais a
2a13, 2az3. Matice kuzelosecky pak totiz vypadd pékné, nevyskytuji se v ni poloviny “32, 32, <.
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Kvadratickou formu lze tedy pomoci matice K prepsat takto:

ail a2 aig x

2 2 2
ax” + 2a12xy + a2y + 2a13xz + 2a23yz + asz3z” = (a:, Y, Z) | a2 agy ass : Y
a3 a3 ass z

A samotnou rovnici kuzelosecky (tj. pfi z = 1)
a112” + 2a122y + azey®  + 2a132 + 2a23y  +agz =0
budeme psat maticoveé takto:
ailr a2 a3 x
(r,y,1)- |a12 a2 axs]-|y| =0,
a3 azz ass 1

neboli struéné

XT. K. X=0,

pripadné (oznacime-li vyraz na levé strané zavisly na x a y také K):

K(z,y)=0.

9.3 Homogenni souradnice

Vse jsme umeéle prevedli do 3D, prevod mezi souradnicemi pivodniho 2D a nového 3D je vsak jasny:
jelikoz je z =1, tak bod X = [z,y] ma ve 3D soufradnice (z,y,1).

|2,y © (2,y,1)]

Tyto rozsitené soutradnice jsou specialnim piipadem tzv. homogennich souradnic. Umoznuji nesourodou
levou stranu rovnice kuzelosecky (kvadratickd forma, linedrni forma, absolutni ¢len) prevést na jedinou
kvadratickou formu, tj. na vyraz stejno-rody, cizim slovem homo-genni.

9.3.1 Geometrické znizornéni homogennich soufadnic bodu X = [z, y]

V roviné je dan repér R = (P; by, gg} Necht jsou soufadnice bodu X vzhledem k tomuto repéru [z, y].

Zvolme nyni bod P’, ktery v této roviné nelezi. Uvazujme dale vektor bs = P—P'. Dostaneme tak repér
R = (P'; by, b, gg} Souradnice bodu X vzhledem k tomuto novému repéru R’ jsou X = (z,y, 1), nebot
X = P' + xby + yby + bs. Z nového podatku P’ do bodu X tak ,ukazuje“ vektor X — P’ o soutadnicich
(2,9,1).

‘{( = [way]R s (x7y31)72’

110



Myslenku soufadnic rozsifenych o obligatni jednicku muZzeme zobecnit: z nového pocatku P’ do
bodu X ,ukazuje* nejen vektor X — P’ o soutadnicich (z,y, 1), ale i jeho libovolny nenulovy ¢ nasobek
(czx,cy, c). Jeho koncovy bod sice nebude presné bodem X, ale i tak jim bude bod X jednozna¢né urcen,
nebot primka se smérovym vektorem (czx, cy, ¢) prochézejici po¢atkem P’ protina rovinu v jediném bodé,
kterym je bod X. Muzeme tedy Fici, ze bod X je jednoznac¢né urcen touto piimkou; jelikoZ je pocatek P’
pevné zvolen, tak k jednoznaénému urceni bodu X postacuje zaddni smérového vektoru (cz, cy, c).

Za soutadnice bodu X = [z,y] v roviné tak muzeme povazovat libovolnou usporadanou trojici
(cx,cy,c), c € R, ¢ # 0. Pravé takovito usporadand trojice se nazyva homogennimi souradnicemi bodu X
v rovineé.

1 1
Zp Zy =
72y72

9.3.2 Vyhoda homogennich souradnic: nevlastni body a homogenizace

Zatim to vypada jako samotcelné pridani tieti soutadnice ¢, pricemz vztah mezi souradnicemi bodu
X = [z,y] v roviné a jeho homogennimi souradnicemi (cz, cy, ¢) je zfejmy:

e Bod X = [z,y] v roviné ma homogenni souradnice (cx, cy, ¢), kde ¢ # 0 si muzeme libovolné zvolit;
zvolime-li napiiklad ¢ = 1, jsou homogenni soufadnice bodu X = (z,y, 1).

e Bod X s homogennimi soufadnicemi (x,y, z), kde z # 0, mé také homogenni souradnice (%, g 1),

z
takze jeho souradnice jsou X = [%, %}

Co kdybychom zvolili z = 07?7
Homogennim souradnicim (z,y, z) odpovidd bod X = [f, %] v roviné, jehoz soutadnice by pro z = 0
nebyly definovany (s trochou neopatrnosti bychom mozna fekli, ze jsou nekonecéné).

Néco na tom bude: vektor (x,y,0) je rovnobézny s rovinou (sedd), takze pfimka s timto smérovym
vektorem prochdzejici poc¢atkem P’ tuto rovinu neprotind. Pokud bychom si prusecik moc prali, tak
bychom tekli, ze lezi ,nékde v nekonecnu®. Z téchto volnych tvah plyne, ze by body s homogennimi

soufadnicemi (x,y,0) mohly reprezentovat nevlastni body roviny.

Pokusme se nyni zrevidovat celou konstrukei homogennich soufadnic bodl v roviné:

o sestrojime mnozinu vSech smért (tj. jednorozmérnych vektorovych podprostort, coz vlastné odpovida
mnoziné vsech primek prochazejicich pocatkem) v trojrozmérném prostoru,

o chceme, aby kazdému sméru odpovidal pravé jeden bod roviny (a naopak).
Posledni pozadavek vSak zatim neni splnén pro z = 0. Shrime tedy oba ptipady: z # 0 a z = 0.

o Pokud je piimka se smérovym vektorem (x,y, z) prochézejici bodem P’ s rovinou riznobézné, ma
s ni jediny spole¢ny bod. To nastava pravé v pripadé, kdy z # 0.
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o Pokud je pfimka se smérovym vektorem (x,y, z) prochdzejici bodem P’ s rovinou rovnobézn4,
nema s ni zadny spolec¢ny bod. To nastava praveé v pripadé, kdy z = 0. Mohli bychom vsak pridat
k bodum roviny dalsi body, tzv. nevlastni body, které by mély homogenni souradnice (x,y,0).
Jednalo by se o ,,body v nekone¢nu“, kazdy by byl jednoznac¢né uréen smérem, neboli primkou
(Cervené) rovnobéznou s rovinou (Sedd) prochézejici pocdtkem P’.

X = (z,y,0)

»omeére, kterym tato pfimka ,,ukazuje”, vSak musime chapat neorientované: jedna piimka ,ukazuje“

do jediného nekonecna. Vlastné je zajimavé, ze na jednom i druhém ,konci® piimky najdeme potrad tentyz
jeden nevlastni bod. Vyhodou je, ze se pak rovnobézky protinaji v jediném nevlastnim bodé (a ne ,na
kazdém konci v jednom“, tedy ve dvou nevlastnich bodech). Dvé piimky v roviné tak maji vzdy jediny
prusecik: raznobézky vlastni, zatimco rovnobézky nevlastni — urcéeny smérem téchto rovnobézek.

Mnozina vSech nevlastnich bodi roviny by tedy byla reprezentovana vsemi primkami prochazejicimi
pocatkem P’ rovnobéznymi s rovinou, tj. lezicimi v roviné naznacené bézové. Jinak Feceno, jednd se
o mnozinu vsech sméru tvaru [(z,y,0)], kde z,y € R.

Vyhodou homogennich soufadnic je tedy mimo jiné i to, Ze jsou schopny postihnout i nevlastni body.
Primky v roviné pak maji vzdy pravé jeden spoleény bod: jsou-li riznobézné, maji spoleény vlastni bod
(0, Yo, 20); jsou-li rovnobézné, maji spoleény nevlastni bod (xg, yo,0) (smérovy vektor téchto rovnobézek
je (%0, 90))-

9.3.3 Realna projektivni rovina

Pokud bychom uvazovali vSechny body, kterym odpovidaji homogenni souradnice, dostali bychom redlnou
projektivni rovinu (pfesnéji projektivni rozsiteni dvojrozmérného afinniho prostoru).

Jak se lisi projektivni rovina od roviny afinni? Pfidame-li k afinni roviné vSechny body nevlastni
primky (z = 0), dostaneme projektivni rovinu.

Mizeme zkonstruovat také projektivni rozsireni eukleidovského prostoru, coz opét realizujeme pridanim
vSech bodu nevlastni ptimky (z = 0) k bodium eukleidovského prostoru.
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Kapitola 10

Transformace kuzelosecky

Cil: Vhodnym posunutim kuzelosecky se (pokud mozno) zbavime linedrnich ¢lenti!, vhodnym otodenim
se pak zbavime ¢lenu s zy. V nasledujicich podkapitolkach postupné najdeme takové posunuti a otoceni,
aby k témto zjednodusenim skute¢né doslo, bude-li to mozné.

/
ail ai2 a3 ;a1 a2 0 ., [a 0 0
posunuti otoceni 11 ’
K= 1a12 a9 ao3 — a2 a9 0 — 0 Qoo 0
/ !
ais a23 ass 0 0 asg 0 0 Q33

Grafické znazornéni prvniho kroku — posunuti (translace): Na nésledujicim obrazku je znédzornéna
elipsa se stfedem S nelezicim v pocatku (modie), kterd se posunutim o vektor £ = (t1,ts) zobrazi na
elipsu se stfedem v pocatku.

Pozor: Souradnice puvodniho stfedu S tedy jsou S = [—t1, —t2], misto samotného vektoru t nas tedy
bude spise zajimat vektor —t.

XTKX =0
X/TK/X/ — O ) S
t

7=

Grafické zndzornéni druhého kroku — otoceni (rotace): Na nésledujicim obrézku je elipsa se
stfedem lezicim v pocéatku (zelené), jeji hlavni osa je oproti ose x pootocena o tthel —¢ (pfiblizné —20°).
Tato elipsa se zobrazi na elipsu, jejiz hlavni osa splyva s osou x, a to pomoci otoc¢eni R, kolem pocatku
o thel ¢.

Pozor: Hledat budeme toto otoceni R, (kterym elipsu pootocime do ,vodorovné polohy“), vysledkem
vSak bude —¢ (o kolik je puvodni zelend elipsa pootoc¢end oproti ,vodorovné“ poloze).

XTR' X — (/‘ Qy """
©

! Napiiklad u paraboly (y*> — 2pz = 0) se obou linedrnich ¢lenti nezbavime, jeden nutné zfistane. (A vSimnéme si
koeficientu 2p, aby matice vypadala hezky.)
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Shrnuti:
Nyni postupné oba kroky provedeme aplikaci vhodnych matic:
« matice posunuti T} (cizim slovem translace) o vektor ,
« a matice otoceni R, (cizim slovem rotace) o thel .
Ve skutecnosti vsak hleddme spise idaje o puvodni zadané kuzelosecce (na obrézcich zndzornéna barevné),
z uvedenych dvou kroki tedy ziskame:
« soufadnice stfedu S puvodni zadané kuzelosecky (modfe), které jsou rovny soutadnicim vektoru —t

« a thel, o ktery je puvodni kuzelosecka (zelené) pootocend oproti ,vodorovné“ poloze, tj. —¢.

Budeme tedy hledat matice zobrazeni Ty a R,,, kterd postupné posunou a otoci kuzelosecku X T"K-X=0
do ,hezké“ polohy, zajimat nas vsak bude ta ptavodni ,nepékna“ poloha:

stied S: —f  a thel otoceni: — ¢,

coZ jsou parametry inverznich zobrazeni k posunuti T} a otoceni R,. Je ziejmé, Ze tato inverzni zobrazeni
jsou opét posunutim (7" zkratka posuneme zpét, tedy o opacny vektor k t—), resp. otoCenim (R_,,
zkratka otocime zpét, tedy o thel —¢).

10.1 Posunuti (translace)

Pozorovani: Zac¢néme pro jednoduchost prikladem toho, co zname ze stiedni skoly: rovnici elipsy se
stfedem S = [s1, s9] ruznym od pocétku, tj.

@), (=5’

=1
a? b2
lze vzdy pomoci posunuti
T: 2’ =x+(-s1), "=y + (—s2)

zobrazit na elipsu se stfedem v pocatku. Jeji rovnice pak ma tvar

! 2 12

A Ay

a b2

e s vywv

rovnice dosadime za z a y, budeme muset z rovnic posunuti x a y vyjadrit, ¢imz dostaneme rovnice
zobrazeni inverzniho:

771 =21 —(—s), y=19y — (—s2),
zapsano vektorové (oznaéime-li X = [z,y], X' = [2/,v/], = (—s1, —52)):
T X=X -t

Toto inverzni zobrazeni je opét posunutim, ovsem misto vektoru ¢ = (—s1, —s2) mame vektor opacny:
—t = (s1, s2); zapsano vektoroveé:

T: X'=X+t, T X=X+(-t)=X'—1.

Zavér: Souradnice stredu S = [s1, s2] ptivodni zadané kuzelosecky jsou rovny souradnicim vektoru
—t = (s1,82) (viz téz obrazek u grafického znézornéni posunuti na zac¢étku této kapitoly):

‘S: [s1,80] ~ —t= (81,82).‘
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10.1.1 Matice posunuti

Na kuzelose¢ku X7 K X = 0 budeme chtit aplikovat posunuti 7" o vektor ¢ = (t1,t2):
T: 2 =x+1, Y =y+ta,

zapsano vektorove:

T: X'=X+1.
Bylo by velmi vyhodné, kdybychom toto zobrazeni mohli realizovat pomoci nédsobeni matici (misto velmi
nepohodIného séitani). Rovnice kuzelosecky (X7 KX = 0) se totiz také sklada ze soucini matic; navic
nalezeni predpisu inverzniho zobrazeni by se zredukovalo na nalezeni inverzni matice.

Jaka matice? T provede posunuti bodu X = [z,y] o vektor = (t1,%2)? Pracujme pifmo v homogennich
soufadnicich (z = 1). Je to matice

1 0 #
T=10 1 to],
0 0 1

nebot pravé jejim vynasobenim dostaneme = + t; a y + ta:

a’ 1 0 t1 T T+t
X'=1y|=T-X=[01 t| - |y]=|y+t
1 0 0 1 1 1

Rovnice posunuti 7' o vektor ¢ tedy jsou:

T: X'=X+¢ nebo maticové: T: X' =T-X.

Matice inverzniho zobrazeni k posunuti T’

K samotnému posunuti kuzelosecky budeme potiebovat rovnice posunuti, které je zobrazenim inverznim
k posunuti o vektor t. Jedna se opét o posunuti, avsak o vektor —t:

T: X'=X+1, T X=X -t.
Maticovy zapis obou zobrazeni vypada takto:
T: X'=T-X, 77! X=17"1.X.

Matice T~! inverzni k matici 7' posunuti T by tedy méla v poslednim sloupci obsahovat vektor —t.
Skutecné:

1 0 t 1 0 —t 1 0 —ti+1t
T-T'=(0 1 tof - {01 —t5]=[01 —ta+ts| =FE,
0 0 1 0 0 1 0 0 1
odkud plyne:
1 0 t1 10 —11
T=1[(0 1 ¢ = Tl =(0 1 —t
0 0 1 00 1

2 Posunuti jako#to zobrazeni i jeho matici budeme znagdit stejnym pismenem T, jelikoZ je posunuti svou matici uréeno
jednoznacné.
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10.1.2 Posunuti kuzelosecky

Pri realizaci posunuti kuzelosecky budeme pracovat pfimo v homogennich souradnicich (tj. misto X = [z, y]
budeme psiat X = (z,y,1); této specidlni volby (z = 1) se budeme drzet, takze prislusnd = a y vzdy
budou presné kartézskymi souradnicemi bodu X).

Aplikujme nyni posunuti 7: X' =T - X (odkud plyne: X =T~ . X’) na kuzelosecku s rovnici

XT K- -X=0.
Za X tedy do rovnice kuzelosecky dosadime X =T-!. X':
X K- X=1'XY"'"" K- T'X)=x"(T Y KT 'X' =Xx" (T"HY'KT") X'
Vypoctéme tedy matici posunuté kuzelosecky:

1 0 0 aijlp; ai2 ais 1 0
(T H'KTt =0 1 0] |an an as| |0 1 —t
—t; —t 1 a3 a3 as3 0 0

Jelikoz jsou soutradnice hledaného stiedu S = [s1, s2] puvodni zadané kuzelosecky rovny soufadnicim
vektoru —f = (—t1, —t2) = (s1, S2), nahradme —t; = s1 a —to = Sa:

1 0 O aj] aiz ais 1 0 S1

(Tﬁl)TK T7'=10 1 0 a12 Q922 as3 0 1 s9

S1 S92 1 a13 ag3 ass 0 0 1
a1 a2 ais 1 0 s
= a12 a92 as3 0 1 s
a1181 + a1252 + a1z a1281 + G282 + a3  a13s1 + agz3s2 + ass 0 0 1

ail a2 a1181 + a1282 + a3
= a12 22 a1281 + ag282 +ags | ,

a1181 + a1282 + a3  a12s81 + ag2S2 + a3 a

pficemz prvek @ nebudeme potiebovat.?

Kdy budou koeficienty linedrnich céleni vyskytujici se v matici (T~)TK T~' nulové?
Kdyz budou nulové prvky této matice na pozicich {1,3} a {2,3} (a samoziejmé také prvky na pozicich
{3,1} a {3,2}, jelikoZ je matice symetrickd):

a1181 + a1282 + ais a 1281 + a2282 + ag3 .
Dostavame tak soustavu dvou linearnich rovnic o dvou neznamych s; a ss:

a1181 +aies2 +a13 =0
a1251 + a282 + azz =0

ail ai2| —ais
a12 a22| —az3

S1
~ 2 2
@ = a115] + 2a125182 + a2285 + 2a13s1 + 2a2382 + asz = (s1,s2,1) K (82) .

neboli maticové

3 Samoziejmé jej lze snadno dopoéitat:

1
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Tato soustava ma jediné feseni pravé tehdy, kdyz je matice soustavy, coz je vlastné matice koeficienti

kvadratickych ¢lent
s <a11 a12>
a2 a2

reguldrni (neboli invertibilni, ma nenulovy determinant). Je-li tedy matice A reguldrni, existuje posunuti
takové, Ze linedrni Cleny zcela zmizi. Odtud dostaneme soutadnice jediného bodu S = [s1, s2], ktery
budeme na zakladé predchozich tvah nazyvat stredem kuzelosecky.

Stredové a nestfedové regularni kuzelosecky

Pripomenme znovu naptiklad rovnici elipsy probiranou na stfedni skole:

2 2

(z ;231) + (y _()282)

Posunutim bodu S = [s1, $2] do poéatku jsme eliminovali linedrni ¢leny, ¢imz vznikla rovnice:

=1.

12 12
LA A T
a b2

Bod S je stred elipsy, podobné to funguje u hyperboly.

U paraboly vsak linedrni ¢leny posunutim eliminovat zcela nelze (22 = 2py, p # 0), prestoze je jeji
matice K reguldrni; soustava by neméla jediné reseni, nebot matice A je singulérni:

10 0
K=[0 0o —p A:(é 8)
0 —p O

Parabola tedy nema stied, coz souhlasi s nasi zkusenosti s parabolou. Parabolu tedy budeme povazovat
za nestfedovou kuzelosecku, elipsu (a kruznici jako jeji specidlni pripad) a hyperbolu za kuzelosecky
stredové.

Dostavame se tak k definici stiedu kuzeloseCky a stfedovych a nestfedovych kuzelosecek.
10.1.3 Stred regularni kuzZelosecky

Predpokladejme, Ze je zadana kuzelosecka svou matici K. Zabyvat se budeme pouze regularnimi kuzelo-
seckami, tj. ptfipadem, kdy matice K je regularni.

Definice: Je-li matice A (a zdroven matice K) reguldrni, fekneme, Ze kuzelosecka K je stredovd; bod
S = [s1, 2], jehoz soufadnice ziskdme jako jediné feSeni soustavy

ail ai2| —ais
a12 Q22| —aszy

Tuto soustavu je snadné si dokonce i zapamatovat: vypadd (az na znaménka pravé strany) jako prvni
dva radky matice kuzelosecky.

nazyvame stredem kuzelosecky K.

Namitka: Stfed jsme definovali na zakladé pozorovani specidlnich pfipadu (elipsa, hyperbola). Méli
bychom vsak ovérit, ze bod S skutecné splinuje to, co od stiedu ocekavame:

stted kuzelosecky je jejim stfedem soumeérnosti,

tj. s kazdym bodem P; kuzelosecky na ni lezi i jeho obraz P, ve stfedové soumérnosti se stfedem .S.

Tvrzeni staci ovérit pro kuzelosecku posunutou bodem S do pocatku. Je-li v této situaci vlastni
bod P; = [p, q], potom mé jeho obraz P» ve stfedové soumeérnosti podle poc¢atku S souradnice [—p, —g].
Ovérme tedy tvrzeni:
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je-li P, € K, potom i P, € K.
To je vsak snadné, staci implikaci prepsat
PIKP =0 = P/KP,=0.

A tato implikace plati, nebot plati rovnost

a1 ap 0 P a1 a2 0 -p
(p,q,1)- a2 ax 0 | -|q = (—p,—¢,1)- a2 ax 0 | -|—q],
0 0 ass 1 0 0 ass 1

coz je ihned vidét, pokud souciny matic rozepiSeme:

a1l p2 + 2a12 pq + az2 q2 ‘a3z = an (—10)2 + 2a12 (—p)(—q) + a (—Q)2 + ass.

Piiklad: Najdéte stied elipsy 422 +9y? — 82 — 90y + 193 = 0.
Vlastné bychom se mohli zeptat, jak tuto elipsu mame posunout ve sméru osy x a y, aby se stfed posunul
do pocatku.

Matice této elipsy je

4 0 —4
0 9 —45
-4 —45 193

ZapiSme a vyTesme soustavu rovnic pro nalezeni souradnic jejiho stfedu, kterou prevezmeme z prvnich
dvou Fadki matice elipsy s tim, ze v poslednim sloupci pouzitém jako sloupec pravych stran zménime

znaménka:
4 0| 4 1 01
0 9145 0 1|5/

Resenim této soustavy jsou piimo soufadnice stiedu, tedy: S = [1,5].

10.2 Otoceni (rotace)

10.2.1 Matice otoceni kolem pocatku o orientovany thel ¢

Rovnice otoceni 1ze snadno odvodit, nebot jsou disledkem souctovych vzorci pro funkce sinus a kosinus.
Predpokladejme, ze souradnice vsech bodi budou v jediné zvolené kartézské soustavé souradnic.

Otocenim bodu X = [z, y] kolem poéatku o orientovany thel ¢ dostaneme bod X’ = [2/,¢/], jehoz
souradnice snadno nalezneme na zakladé tohoto obrazku:

X' =[2,y] = [rcos(a+ ¢),rsin(a+ ¢)]

X = [z,y] = [rcosa,rsina]
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Mame tedy:
2’ = rcos(a+ ), y = rsin(a+ ).

Rozepisme pravé strany pomoci souctovych vzorci:

/ . . / . .
' =r- (cosacosp — sinasinp), y' =1 (sinacosp + cos asin )

a piSme misto r cos « souradnici x a misto r sin o souradnici y; dostaneme tak ihned rovnice otoéeni bodu
X = [z,y] kolem pocatku o orientovany tuhel :

‘x’:xcosgo—ysincp, y’:xsincp—l—ycosw.‘

Tyto rovnice mizeme zapsat maticove:
/ _ . o
Y <ZL‘/> _ <zc9s<p ysmga) _ <c9s<p sm<,0> . <:1:) —R,-X,
Y xsiny +ycosp sinp  cosp Y

X'=R, X,

neboli strucné

kde R, znaci matici otoCeni kolem pocatku o orientovany thel ¢:
cos —sin
R, < 0s ¢ <p> .
sinp  cosp

Matice inverzniho zobrazeni k otoceni R,
Vsimnéme si zajimavé vlastnosti matice otocend:
T _
Ry, R, =FE,

neboli matice transponované je zaroven matici inverzni. Ovérit to lze pfimym vypoctem, ale je to vidét
ihned ,,oto¢enim zpét“, tj. o orientovany thel —y, ¢imz dostaneme matici transponovanou. Celkové tak
mame rovnost vSech téchto matic:

T _ p—1_
RL=R;'=R_,.

Navic snadno vypocitame det R, = 1 (goniometrickd jednicka) pro kazdé ¢ € R. Z nenulovosti determi-
nantu také vyplyva, Zze matice R, je regularni, tedy invertibilni.

10.2.2 Otoceni kuzelosecky

Cilem je nyni oto¢it kuzelosecku K (je-li stfedova, tak se stfedem v poc¢atku) kolem pocdtku o takové ¢,
aby byl koeficient u smiseného ¢lenu (tj. prvek na pozici {1,2} v matici kuzelosecky) nulovy.

Pii realizaci otoceni kuZelosecky budeme pracovat pfimo v homogennich soufadnicich (tj. misto
X = [z,y] budeme psit X = (z,y,1); této specidlni volby (z = 1) se budeme drzet, takze pfislusnad = a y
vzdy budou presné kartézskymi souradnicemi bodu X).

Aplikujme nyni otoceni Ry,: X' = R, - X (odkud plyne: X = R_, - X') na kuzelosecku s rovnici

X" K-X=0.
Za X tedy do rovnice kuzelosecky dosadime X = R_, - X':

X" K- X=R X)) K- (R ,X)=X"R KR ,X'=X"-(RL_KR_,) X'.
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Jelikoz je Rg =R, 1 — R_,, miZeme matici otocené kuzelosecky zjednodusit:
T T
R,KR , = R,KR,.

Vypoctéme nyni matici otocené kuzelosecky:

cosp —sinep 0 ail a1z a3 cosep singp 0
R, K R:‘g = |sing cosp O ala a9 93 —sing cosp 0
0 0 1 als as3 ass 0 0 1

Cilem je najit takové ¢, pro néz bude prvek na pozici {1, 2} nulovy (a samoziejmé také na pozici {2,1},
jelikoZ je matice symetrickd). Ten vyjde:

CL12(0082 ¢ — sin? ©) +singcos p (aj; — ag) .

Kdy bude tento koeficient smiseného célenu nulovy?

Bude to tehdy, kdyz
a12(0052 ¢ — sin? ) +sinpcosp (ai; —az) =0.

Jelikoz je cos? o —sin® p = cos2p a sinpcosp = % -2singcosp = % - sin 2¢, dostavame
L.
a12 CO8 2 + 5 sin 2p (a1 — ag) =0,

coz upravime vydélenim cos 2¢ (v pifpadé nenulovosti, tj. pro ¢ # 7 + k%, k € Z):

1
ai2 + §tg 2¢ (a11 —ag) =0.

Odtud pak
2a12
tg2p = ————,
ai] — a2
coz je vztah vhodny pro snadny vypocet . Podminky existence vsak upozornuji, ze bychom méli radéji

chtit vzorec, v némz jsou zaménény citatel a jmenovatel:

a1l — a2

cotg2p = — Sa1g

nebot v pripadé a1o = 0 mame zadanu kuzelosecku, jejiz rovnice neobsahuje smiseny c¢len, a neni tedy
tfeba ji otdcet. Tomu odpovidaji i ¢, pro néz neni cotg 2¢ definovan: ¢ # k3, k € Z.

Nyni jsme nasli ¢, chceme vsak ¢’ = —¢p, nebot to je tihel, o ktery je ptivodni kuzelosecka otocena,
viz téz poznamky v ivodu celé této kapitoly. Nehleddme tedy rovnici, z niz bychom ziskali ¢, ale cilem je
ziskat thel —p, o ktery je elipsa pootocCena oproti ,vodorovné“ poloze. Jelikoz je tangens funkci lichou, tj.
tg2¢" = tg2(—p) = —tg2¢p, dostavame pro ¢ = —p vztah:
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10.2.3 Matice otoceni v geometrii a linearni algebre

Na zacatku kapitoly vénované otoceni jsme odvodili matici otoceni kolem pocéatku o orientovany tihel ¢:

cosp —singy
R<p pu— . .
sinp  cosp
Je to matice geometrického zobrazeni, které bodu X v roviné prifadi bod X’. Vse se déje v jedné zvolené
kartézské soustavé souradnic.

Pokud bychom tuto matici porovnali s matici oto¢eni odvozenou v ramci linedrni algebry, zjistili
bychom, zZe se lis{ umisténim znaménka minus:

RLA _ cosy  sing
®  \—sinp cosp/ "’

Je tomu tak proto, Ze v linedrni algebre tato matice neni matici geometrického zobrazeni, které jednomu
bodu X prifazuje jiny bod X', ale jedna se o matici prechodu od baze B k bazi B’:

RLA = Ppp .

Netransformuji se tedy samotné geometrické objekty, ale transformuje se pouze soustava souradnic
(pFesnéji baze). Vektor tedy zustava tentyz, méni se pouze jeho souradnice. Matice RéA tedy Tesi jiny
problém: reprezentuje vztah dvou kartézskych soustav souradnic se spolecnym pocatkem, kdy jedna
soustava (Carkovand) vznikla oto¢enim druhé soustavy (nec¢arkované) kolem pocatku o thel ¢.

Otoceni jako geometrické zobrazeni

Na nésledujicim obrazku jsou ptivodni bod X a jeho soufadnice oznac¢eny modre. Bod X’ vznikly oto¢enim
bodu X kolem pocatku o thel ¢ a jeho souradnice jsou oznaceny zelené.

Geometrie
X' = [2/,y] = [rcos(a+ @), rsin(a+ ¢)]
-
o X = [z,y] = [rcosa,rsinq]
a

Otoceni jako matice prechodu v linearni algebre

V linedrni algebte pfi transformaci baze mame pouze jeden vektor @ (fialové) a jeho souradnice vyjadiujeme
v puvodni bézi B (modie) a v nové bazi B’ otoc¢ené o ¢ (zelené):

(@) = RgA (D) p.
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Linedrni algebra

(17) = (2,y) = (rcosa,rsina)

W

(W) p = [z, y] = [rcos(a+ ¢),rsin(a+ ¢)]

Porovnanim obou obréazki je ihned zfejmé ,prohozeni soutadnic ¢arkovanych a nec¢arkovanych objektti*:

e v geometrii jsou modré souradnice ptivodniho bodu zalozeny na tthlu «, zelené souradnice bodu
otoceného o ¢ jsou zalozeny na thlu a + ;

e v linearni algebfe jsou naopak modré souradnice ptuvodniho vektoru zalozeny na 1thlu « + ¢, zelené
soufadnice bodu otoceného o ¢ jsou zalozeny na uhlu a.

10.3 Transformace paraboly

V predchozich podkapitolach jsme se soustiedili na stiedové kuzelosecky (zejména elipsu a hyperbolu),
které jsme v prvnim kroku transformaci posouvali tak, aby jejich stied lezel v pocatku. Parabola vsak
stfed nem4, protoze by soustava neméla feseni, nebot hodnost matice A (rovna jedné) je riznéd od hodnosti
matice rozsifené (je rovna dvéma). Stac¢i se podivat na jednu z kanonickych rovnic paraboly: je tvaru
22 = 2py, p # 0, jeji matice je

1 0 0
K=10 0 -p]|,
0 —p O

a na prislusnou soustavu rovnic pro hledani souradnic stfedu:

1 0(0
0 0|—p/ "

Linearni ¢leny tedy uplné eliminovat nelze. Vzniké tak otézka, jak parabolu vhodné transformovat.
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Kapitola 11

Metoda invariantu

11.1 Zakladni myslenka metody invarianta

Vse jsme sice dosud zapisovali maticové, ale bez toho bychom se klidné obesli: linearni algebru jsme dosud
podstatné nevyuzili.

Diagonalizace matice kuzelosecky. VsSechno snazeni (otoceni, posunuti) sméfuje k tomu, abychom
matici kuzelosecky prevedli na matici diagonalni. To bychom mohli provést prevedenim kvadratické formy
s matici K na polarni tvar, prislusna polarni baze by byla bazi, vzhledem k niz mé kuzelosecka ,hezkou*
rovnici (bez smiSenych a linedrnich ¢lent, pokud mozno). Z polarni baze vSak neni vidét, jaké otoceni
a posunuti je potieba provést, vse je v ni obsazeno zaroven. Navic polarni tvar (existujici urcité aspon
v pripadé elipsy ¢i hyperboly) vlastné ani nepotiebujeme: uz predem vime, Ze vyjde diagondlni matice.

Co tedy potrebujeme? Konkrétni ¢ a konkrétni posunuti 7' (pokud existuji). A (pokud mozno)
diagonalizovany tvar matice kuzelosecky, v némz bude zachovano vse podstatné. Napiiklad u elipsy
bychom si prali tvar

2 0 0
0 a? 0
0 0 —a?b?

Odtud jiz snadno najdeme hlavni a vedlejsi poloosu, tj. geometrické vlastnosti elipsy. Hledani polarniho
tvaru matice K vsak neni moc vhodné: pti jeho hledani nés totiz nic neupozorni, ze bychom méli prestat;
Uprava v pripadé elipsy by vzdy mohla skoncit matici

0
01,

1
0
0 -1

o = O

coz odpovida kruznici 2 + y? = 1. Zménili jsme béazi natolik, Ze jsme zménili délku bazovych vektori,
takze se ,,prizpusobily“ hlavni a vedlejsi poloose.
Jak z toho ven? Matice kuzelosecky se transformuje jako kvadratickd forma:
T .
R,KR,;

také vime, Ze pro matici rotace plati

T _ p-—1
R = R,

Takze transformaci kuzelosecky lze psat ve tvaru

R;'KR,,

coz znamend hledat Jordantv kanonicky tvar (ted by méla zaznit fanfira, zde se déje to klicové).
Jelikoz je matice kuzelosecky symetrickd, je Jordaniv kanonicky tvar matice K diagonalni (Jordantuv
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tvar s jednickami mimo diagonalu by nebyl symetrickou matici) a na diagonale jsou vlastni ¢isla. Takze:
najdéme vlastni ¢isla matice K a budeme o kuzelosecce védét (skoro) vse podstatné.

11.1.1 Invarianty — determinanty a vlastni cisla

Pozorovani: Vsimnéme si, ze vlastni ¢isla matice K se pfi rotaci neméni, protoze podobné matice maji
stejnd vlastni ¢isla (dokonce maji stejny Jordanuv kanonicky tvar) a matice K a R, K R, skutecné
podobné jsou. Mizeme tedy fici, ze vlastni ¢isla A\ a Ao jsou invariantni vuci rotaci.

Pozorovani: Vsimnéme si, Ze se také neméni det K, a to ani pri translaci

10t
T=10 1 %],
00 1

nebot detT' = 1, takze
det(TTKT) = detT? -det K -detT =1 -det K - 1 = det K,
ani pri rotaci
cosp —sing 0

R, = |sinp cosp O
0 0 1

nebot det R, = 1, takZe
det(RUKR,) = det R, - det K - det R, = 1-det K - 1 = det K.

Determinant matice kuzelosecky je tedy také invariantem.

Pozorovani: Viimnéme si, Ze se neméni ani determinant matice kvadratickych ¢lenti det A (zde mé smysl
ovéfovat pouze invarianci vuci rotaci), nebot

det(RTAR,) = det R - det A - det Ry, = det [ “F S qep (911 M2 gep (¥ —5MY
® ® —sing cosy aio2 a9 sing cosp

=1-detA-1=detA.

Determinant matice kvadratickych ¢lend det A je tedy také invariantem.

Pozorovani: Vsimnéme si, zZe se neméni ani hodnosti matic h(K'), h(A), nebot se pfi translaci a rotaci
nasobi maticemi translace/rotace, coz jsou reguldrni matice (jejich determinanty jsou rovny 1) a vynasobeni
reguldrni matici hodnost ptivodni matice nezméni.

11.2 Praktické provedeni (u regularni kuzelosecky)

Nyni vyuZzijeme invarianty (vlastni ¢isla, determinanty, hodnosti), které jsme nasli v predchozi kapitole.
Poslouzi nam k pohodlnému nalezeni odpovédi na nasledujici otazky. Soustfedit se budeme na regularni
kuzelosecky (tj. pripad, kdy matice kuzelosecky je regularni): elipsu, hyperbolu, parabolu.

Otazky: Meéjme matici kuzelosecky (kterou snadno sestavime z rovnice kuzelosecky). Jak z ni pozname:

¢ 0 jakou kuzelosecku se jedn4,

e hodnoty zakladnich charakteristik?
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Drive jsme odpovédi na obé otazky hledali pomoci transformace soustavy souradnic. Nyni si tuto pomérné
slozitou cestu zjednodusime.

Jak uréit, o jakou kuzelosecku se jedna?

Staci urc¢it hodnosti matic K (matice kuzelosecky) a A (matice kvadratickych ¢lent) a jejich determinanty
(A =det K a 0 = det A). VSechny moznosti jsou vypsany na prvni strance stru¢ného prehledu klasifikace
kuzelosecek na konci tohoto textu. Neni tfeba se jej slozité ucit, staci si uvédomit zakladni typy rovnic,
predstavit si prislusnou matici a uvédomit si hodnosti i determinanty.

Pozor: pokud rovnice obsahuje ¢len s z2, tak jeho koeficient aj; musf byt kladny (neni-li, tak celou rovnici
vynésobime —1). Pokud bychom to nedodrzeli, tak by posloupnosti znamének determinanti nefungovaly
tak pékné, jak je to v prehledu klasifikace kuzelosecek.

Pokud napriklad vyjde, ze obé matice jsou regularni, pricemz A > 0 a d < 0, jedna se o hyperbolu,
nebot po transformaci (posunuti, oto¢eni, které nemusime provadét), by diagondlni matice dopadla néjak

takto:

+ 0 0
0o — 01,
0 0 -

22 2

coz odpovidd rovnici hyperboly — — 2 1 = 0. Piedpokladdme totiz, ze koeficient u 22 je kladny, § < 0,
takze na pozici {2,2} musi byt (po transformacich, které neprovadime) zaporny prvek. Je-li cely A > 0,
tak musi byt posledni prvek na diagondle zaporny.

Jak uréit zakladni charakteristiky zadané kuzelosecky?

Matici kuzelosecky K bychom méli prevést na kanonicky tvar. Ale vlastné to ani nemusime délat, protoze
jsme to provedli v rdmci teorie a presné vime, co by nam vyslo pro dany typ kuzelosecky. Staci, kdyz
najdeme to podstatné: vlastni ¢isla matice kvadratickych ¢lentt A a dalsi konstanty, které jsou nutné
k jednozna¢nému nalezeni rovnice zadané kuzelosecky v kanonickém tvaru. Zde bude nejlepsi, kdyz vse
udélame zvlast pro elipsu/hyperbolu a pro parabolu.

11.2.1 Elipsa a hyperbola

Cil: Pri standardni procedure pomoci translace a rotace bychom prevadéli rovnici elipsy/hyperboly na
kanonicky tvar: Az 4+ Aay? + ¢ = 0, tj. na tvar odpovidajici rovnici znamé ze stfedni skoly. Matice této
kuzelosecky (v kanonickém tvaru) je

A 0 0
0 X O
0 0 c

Pripomenime, Ze se jedna o
o elipsu pravé tehdy, kdyz maji (obé nenulovd) A1 a A2 stejnd znaménka a ¢ < 0,
o hyperbolu pravé tehdy, kdyZz maji (obé nenulovd) \; a A2 riiznd znaménka a ¢ # 0.

Schematicky je to naznaceno ve struéném prehledu klasifikace kuzelosecek na konci tohoto textu. Nenulo-
vost A1, Az, ¢ je zajisténa podminkami kladenymi na hodnosti matic: h(K) = 3, h(A) = 2.

Postup:

« Rotace se tyka pouze kvadratickych ¢lenti. Hledejme tedy pouze vlastni ¢isla matice
A= (11 012
a2 022
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Jordanuv kanonicky tvar bude vypadat takto:

A O
0 X
e Zbyvéa nalézt posledni prvek na hlavni diagondle c. VSimnéme si, ze

d=detA=X-X a A=detK=X-Xy-c=detA-c.

Takze ¢ vypoc¢teme snadno:

det K
c= .
det A
« Hlavni a vedlejsi poloosu ziskdme porovnanim rovnice A;z? + \oy? 4+ ¢ = 0 s kanonickou rovnici
2 2
T Yy

e Souradnice stfedu elipsy jsou feSenim soustavy

ailp  ai2
a2 a2

—a13
—a23

e Uhel otoceni uréime ze vztahu

Pokud by bylo a11 = ag9, tak bychom pouzili vztah s kotangens.

Priklad: Rozhodnéte, o jakou kuzelosecku se jedna a urcete jeji charakteristiky.
322 +4VBay+ Ty  +4(V3-3)z +2(T—4V3)y — (17+83) =0
Reseni: Matice kuZelosecky je

3 2v/3 2(v3-3)
K= 2v/3 7 7—4V3
2(v3-3) 7T—4V3 —(17+83)

« Sikovnym vypocétem pomoci Gaussovy eliminace ziskdme oba determinanty ziroven:
A=detK=-4-92<0 a 6=detA=9>0. Jednd se tedy o elipsu.

e Vlastni ¢isla:

F‘A 2v3 =X\ -1004+9=0

23 T—\

Vlastni ¢isla sefadime podle velikosti (a prvni musi byt kladné):

o Hlavni a vedlejsi poloosa, kanonické rovnice:

det K —4-92

— - —4.9
det A 9

Cc

Kanonicka rovnice A\1z? + Aay? + ¢ = 0 vychazi 22 + 9y? — 4 -9 = 0, neboli
2 2
LIy
62 22

Poloosy tedy jsou: a =6, b = 2.
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« Uhel otoéent:
2
alg 4v/3 _ 3,
aj; —ag 3-7
tj. 2p = —60° + k - 180°, takze ¢ = —30° 4+ k - 90°. Elipsa je tedy otocena o —30°. (Varianta
—30° + 90° = 60° odpovida pripadu, kdybychom prohodili hlavni a vedlejsi osu.)

tg2p =

e Souradnice stiedu elipsy ziskdme Tesenim soustavy

(v 7|20 00)

vychazi S = [2, —1].
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Kapitola 12

Tecny a asymptoty

12.1 Tecna kuzelosecky

Pozorujme tecny kuzelosecek, jak byly odvozeny na stredni skole. Pro pripomenuti: tecna kuzelosecky
tam byla definovana takto:
e pro pripad elipsy: pfimka, kterd ma s elipsou jediny spoleény bod,
e pro pripad hyperboly: primka, kterda mé s hyperbolou jediny spoleé¢ny bod, zaroven vsak neni
rovnobézna s zadnou z jejich asymptot,
e pro pripad paraboly: primka, kterd ma s parabolou jediny spole¢ny bod, zaroven vSak neni rovnobézna

s jeji osou.

Rovnice tecen pak lze v kazdém z téchto pripadt odvodit z téchto podminek. Jedna se vSak o dosti
otravny tkol, jak je vidét z nasledujiciho naznaku vypoctu pro pripad elipsy.

12.1.1 Tecna elipsy — stredoskolsky pristup
Priklad: (spiSe na podivani, jak je ten vypocet osklivy) Tecna elipsy v jejim bodé T' = [xo, yo):
je to piimka prochazejici bodem T' = [z, 30|, ma tedy rovnici y — yo = k(x — z¢). S elipsou

2 2

£ Y

peR

mé mit jediny spoleény bod [xg,yo], coz je podminka, z niz odvodime hodnotu smérnice k.
Hledejme tedy spoleény bod uvedené piimky a elipsy. Ten je fesenim soustavy

Y —yo = k(z — x0),

Dosadme tedy y = yo + k(z — x¢) do rovnice elipsy:

z®  (yo+ k(z — x0))?
2t b2

=1.

Ptédme se, pro jaké k méa tato kvadraticka rovnice s neznamou x jediné feSeni. To nastane pravé tehdy,
kdyz bude diskriminant roven nule. Upravme tuto kvadratickou rovnici:

22 g2 2yok(x — x0) + K2 (z — 20)?
a2 b b2

=1.
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2 2
Bod T = [x0, o] je bodem elipsy, proto spliuje jeji rovnici % + Z—S = 1. Rovnice se tim malinko zjednodusi:

22 T(Q) 2xkyo — 2kxoyo + k2x? — 2xk?w + k%g
-+ 5 =0.
a® b

Sdruzme ¢leny s 22 a ¢leny s

1 k 2k k.’E—Qk}.’EOO x
2 0 Y 0
x'<2+2>+x~2(y0—kxo)—|—2—2—0.

a vynasobme rovnici a2b?

z? - (0* + k*a?) + z - 2ka® (yo — kxo) + 28 (a*k* — b*) — 2akxoyo = 0.
Tato kvadratickd rovnice ma jediné reseni pravé tehdy, kdyz je diskriminant nulovy:
D = 4k2a® (yo — kxo)? — 4 - (b2 + k2a2) : (l’g (a®k? — b%) — 2a2k:x0y0) =0.
Nyni bychom méli z této kvadratické rovnice vypocitat k:
dat @B+ 8a® VP xoyo k +4b 23 =0
AP R+ 202 P oy k + 0123 =0
(a®yok +b*20)* =0

o b2 i)

a? yo

Dopoctéme tedy rovnici tecny elipsy v jejim bodé T' = [z, yo:

k=

y=yo+k(z—x0) =90 —
( ) =

Vynésobime-li rovnici ¥, dostaneme
b2 9

2 2
Yyo Yo TTo Iy

TR @ e
pricemz modfe zvyraznéné cleny jsou dohromady rovny jedné ([zg, yo] je totiz bodem elipsy, vyhovuje
tedy jeji rovnici). Rovnice teény elipsy v jejim bodé T = [zg, yo] tedy vychazi:

T L Yo _

a? b2

Pozorovani: Tecnu t elipsy lze vSak ihned nalézt jednoduchou uvahou: teéna je primka, takze je
reprezentovana linearn{ rovnici, zarovern musi prochdzet bodem T = [z, yo], ktery je bodem elipsy. Staci
tedy v rovnici elipsy nahradit kvadratické cleny linedrnimi:

. TZTo | YYo

a je rovnice tecny elipsy na svété. Dosadime-li totiz za x a y soutadnice xg a ¥, vznikne rovnost
2 2
LW
a? b2 ’

kterd potvrzuje, Ze bod [xg, yo| lezi nejen na elipse (to jsme predpokladali), ale i na pfimce t, ktera je
tedy tecnou, ovérime-li, Ze [z, yo] je skutecné jedinym spoleénym bodem této primky a elipsy.
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Oveérit to muzeme napiiklad sporem. Necht je [z1, y1] dalsim prusecikem této primky a elipsy, ktery je
ruzny od [z, yo]. Potom tento bod leZi na piimce, tj.:

x1 X0 Y1 Yo

a? bz 1
i na elipse:

ﬁ _|_ ﬁ — 1

a2 b2

Odectenim téchto dvou rovnosti dostaneme

(r1 —x0)w1 | (Y1 —Y0) W1

St =0,

Odecteme-li jiné dvé rovnosti ([xo, yo] lezi na elipse, [z1,y1] lezi na piimce), vyjde:

(xr1 —z0)zo  (y1 —Yo) Yo

5+ =0,

Oba body [xo, yo], [z1,y1] (dle pfedpokladu ruzné) tedy lezi nejen na piimce

LXo | YYo _
@t =h

ale také na dalsi primce
(z1—wo)r  (y1—Yyo)y
a? + b2

coz neni mozné. O

=0,

Obdobné se postupuje v ptipadé hyperboly a paraboly.

12.1.2 Rovnice tecny regularni kuzelosecky obecné — analogie

Na zékladé analogie s rovnicemi tecen kuzelose¢ek uvadénymi na stredni skole mtizeme odvodit obecny
tvar rovnice tec¢ny kuzelosecky s matici K. Pro porovnani:

2 2

T
rovnice elipsy:  — + b—Q =1, rovnice teény elipsy v bodé [xg, yo]: —O + % =1,
a?
zapsano maticoveé:
v’ 0 0 T v’ 0 0 T
(z,y,1)- | 0 a? 0 ly| =0, (z,y,1)- | 0 a? 0 |y | =0.
0 0 -—a%? 1 0 0 -—a%? 1
Obecné:
Rovnice kuzelosecky: rovnice tecny kuzelosecky v bodé [zg, yol:
ai; a2 ais x ai; a2 ais Z
(z,y,1)- | a12 aze azs|-|y]| =0, (,y,1)- | a12 a2 axs]|-|w | =0.
a3 ag3 ass 1 a3 ag3 ass 1

Na zakladé analogie jsme tedy odhadli, Ze rovnice tecny ¢ reguladrni kuzelosecky s matici K v jejim
bodé Xy = (xo,y0,1) € K je

t: XT K- -X,=0.
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Ovérme, ze se skutecné jednd o teénu, tj.:
1) bod dotyku Xy je skuteéné bodem primky ¢,
2) jiny bod piimky ¢ uz na kuzelosecce K nelezi,
3) je splnéna piipadnd dalsi podminka kladend na teénu (hyperbola, parabola).

Prvni podminku ovéfime snadno: sta¢i dosadit bod Xy do rovnice primky ¢, dostaneme Xg - K- Xg=0,
coz plati (nebot bod Xy je dle predpokladu bodem kuzelosecky K), takze Xy vyhovuje rovnici primky ¢,
je tedy jejim bodem.

Platnost druhé podminky dokazeme sporem. Necht je X; = (z1,y1,1) dalsim prusecikem primky ¢
a kuzelosecky K, ktery je ruzny od (xg,yo,1). Potom tento bod lezi:

na primce t, tj.: XlT K- Xo =0, i na kuzeloseéce K: XlT K- X7 =0.
Zaroven vsak bod X lezi na piimce t i na kuzelosecce K:
X' K- -Xy=0.

V nésledujicich vypoctech budeme pracovat s usporadanymi trojicemi jako maticemi, nebudeme tedy
rozlisovat, zda se jedna o body, nebo vektory. Odec¢tenim jednotlivych rovnosti dostavame:

(X1 — Xo)'- K- Xy =0,

X' K- (X; - X)) =0.

Druhou rovnost transponujme (K = K7, nebot je matice K symetricka):

(X1 - X)) -K-X;=0.
Obé rovnosti (prvni a transponovanou druhou) porovnejme:

(X1 - Xo)'-K-Xo=0, (X1-Xo)7 -K-X;=0.

Takze body Xy a X7 lezi na primce

(X1 -X)T-K-X=0.
Jenze body Xy a X lezi také na pfimce ¢ (rovnice je transponovéna):

X' K-X=0,
coz viak neni mozné, protoze by muselo byt (X; — Xo)T = Xg , neboli v souradnicich
(1 — 20, y1 — Y0,0) = (%0, Y0, 1),

tyto dvé trojice se vSak nerovnaji.

Treti podminka se tyka pouze hyperboly a paraboly. U paraboly nesmi byt primka ¢ rovnobézna
s osou paraboly, u hyperboly nesmi byt pfimka ¢ rovnobézna s zddnou z asymptot. Tyto podminky lze
pomérné snadno oveérit, potiebujeme vsak znat rovnici osy paraboly, resp. rovnici asymptoty hyperboly.

12.1.3 Rovnice tecny regularni kuzelosecky obecné — secna prejde v tecnu

V predchozi podkapitole jsme postupovali na zakladé analogie s rovnicemi tecen kuzelosec¢ek uvadénymi
na stiredni skole. Obecny tvar rovnice tecny kuzelosecky s matici K lze vSsak odvodit pfimo, na zaklade
tvah podobnych tém, které provadime pii hleddni teény v matematické analyze (secna prochézejici body
Xo, X1 prechazi pti X1 — Xo v te¢nu v bodé Xj).
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Méjme kuzelosecku K s rovnici X7 - K - X = 0 a dva body X, X1, které této kuzelosecce nalezi, tj.
plati pro né
X K-Xo=0, X{ -K-X;=0.

Primka, kterd témito dvéma body prochézi, je seénou kuzelosecky K a mé rovnici:
X =Xo+t(X1—Xp), teR.
Tuto rovnici vynasobme zleva vyrazem XOT - K, aby co nejvice ¢lent vypadlo:
X0 K- X=X K-Xo+t(X{ K-X;-X{ K-X).

Jelikoz je bod Xy bodem kuzelosecky K, vyhovuje jeji rovnici, tj. Xg - K - Xo = 0. Zbude tedy

X K- X=t(X] K-Xy).
Nyni provedme limitni prechod, tj. necht X; — X, ¢imz dostaneme rovnici te¢ny

XJ K-X=t(X{ K- Xp),

neboli (opét pouzijeme X! - K - Xy = 0) teéna kuzelosecky K v jejim bodé X¢ ma obecnou rovnici

teéna: Xg - K-X =0.

12.1.4 Problém charakterizace tecny pomoci jediného spolecného bodu s regularni
kuzZeloseckou

Tecna elipsy ma s elipsou jediny spole¢ny bod, zaroven je jedinou primkou s touto vlastnosti. Jinak je
tomu v eukleidovské roviné s parabolou a hyperbolou. Parabola mé jediny spole¢ny bod nejen s te¢nou, ale
i s pfimkou rovnobéznou s jeji osou. Hyperbola mé jediny spolecny bod s te¢nou a s primkou rovnobéznou
s asymptotou. Pokud bychom tedy chtéli charakterizovat te¢nu paraboly a hyperboly, museli bychom
vyloucit uvedené pripady.

Pokud bychom kuzelosecky uvazovali v projektivni roviné (presnéji v projektivnim rozsiteni euklei-
dovské roviny, tj. v eukleidovské roviné doplnéné o primku nevlastnich bodi), tak by nebylo potieba
ptripad rovnobézky s osou paraboly a rovnobézky s asymptotou hyperboly nebylo potieba vylucovat.
Rovnobézka s osou paraboly by totiz méla s parabolou jeden prisecik vlastni a jeden nevlastni (ten by byl
zaroven prusecikem osy paraboly a rovnobézky s ni). A rovnobézka s asymptotou hyperboly by také méla
s hyperbolou dva pruseciky: kromé vlastniho i jeden nevlastni — spoleény bod asymptoty a hyperboly,
ktery by byl zaroven prusecikem asymptoty hyperboly a rovnobézky s ni. Neni tedy treba cinit zadné
vyjimky, ani rozliSovat jednotlivé regularni kuzelosecky.

V uvedené projektivni roviné je tedy mozno tecnu reguldrni kuZelosecky definovat elegantné jako
primku, s niZ md tato kuZelosecka jeding spolecny bod.

Je vSak treba upozornit, ze tato elegantni charakterizace tec¢ny regularni kuzelosecky by nebyla
moznd, pokud by regularni kuzelosecky nebyly kiivkami specidlniho tvaru. Jen si pfedstavme napi. te¢nu
grafu funkce sinus v bodé [g, 1], kterd by méla s touto sinusoidou nekonecné mnoho spoleénych bodu
{[Z +2km;1], k€ Z}.

12.1.5 Rovnice te¢ny regularni kuzelosecky obecné — jediny spolec¢ny bod

V predchozi kapitole jsme pozorovali, Ze s ohledem na tvar regularnich kuzelosecek muzeme jejich
tec¢nu charakterizovat i bez pouziti limity. Tato charakterizace neobsahuje vyjimky, pohybujeme-li se
v projektivnim rozsifeni eukleidovské roviny, tj. uvazujeme-li také nevlastni body. Za tec¢nu regularni
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kuzelosecky X7 K - X = 0 v jejim bodé X pak miizeme povazovat piimku, kterd ma s touto kuzeloseckou
jediny spole¢ny bod, kterym je pravée Xj.
Méjme tedy kuZelosecku K s rovnici X7 - K - X = 0 a bod X, € K, ktery lezi na této kuzelosecce,
tj. plati pro néj:
X' K- -Xy=0.

Primka, kterd timto bodem prochézi, ma parametrické vyjadreni
t: X =Xg+s1, secR.
Najdéme spolecné body kuzelosecky K a primky ¢, tj. dosadme za X do rovnice kuzelosecky K:
(Xo+s@)T - K- (Xo+si) =0.
Levou stranu rozepiSeme (vyuzijeme toho, ze ze symetri¢nosti matice K plyne: ! - K - Xo = XOT - K - 1):
(Xo+st)! K- (Xo+si)=X! - K -Xo+s2X! K-i+s*ua’ K-
a dostaneme tak (X! - K - Xy = 0) kvadratickou rovnici s nezndmou s:
s2Xl K- -a+s*d’ K- -d=0,

neboli
s-(2Xg - K-i+si' - K-i) =0,

Jelikoz hledame primku ¢, kterd by méla s kuzeloseckou K jediny prusecik, ptame se, kdy mé tato
kvadraticka rovnice jediny dvojnasobny koren. Jeden koren je pritom ziejmy: s; = 0. Druhy kofen so
tedy musi byt také roven nule, tj. musi byt

20X K- -i+si’ - K-i=0.
Tato linearni rovnice s neznamou s méa jediny kofen rovny nule pravé tehdy, kdyz
X§-K-i=0.

Obecnou rovnici teény z jejitho parametrického vyjadieni nyni najdeme tak, ze jej vynasobime zleva
vektorem Xg - K

t: X = Xo+sd, s€ER, /XOT-K-,
dostaneme tak

t: X K- X=X1""K - Xo+sX! K-

Jelikoz je XI' - K - Xo=0 i X! - K -4 = 0, tak se predchozi rovnice velmi zjednodusi a vznikne obecnd
rovnice tecny regularni kuzelosecky K v jejim bodé Xy € K:

t: X K-X=0.

12.2 Rovnice asymptot hyperboly

Diky homogennim soutadnicim, které umoznuji zapsat i nevlastni body, je kol snadny: staci si uvédomit,
ze asymptota hyperboly je tecnou hyperboly v jejim nevlastnim bodé.

Predstava je zde nazorna: pokud se posouvame s bodem po hyperbole ,¢im dal tim dale” smérem
k nevlastnimu bodu hyperboly, te¢na v tomto bodé se stale vice priblizuje jedné z asymptot.
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JelikoZ je rovnice teény v bodé Xo € K ve tvaru t : X7 - K - Xo = 0, neboli v soufadnicich:
t:(z,y,1)- K-y | =0,

je rovnice asymptoty as ve tvaru:

0
as: (r,y,1)- K- |y | =0,
0

kde (xo,yo0,0) je nevlastnim bodem hyperboly. Ten najdeme snadno z podminky, Ze je to bod hyperboly,
tj.:
o
(z0,90,0) - K- | yo | =0,
0

coz lze, vzhledem k nulovosti posledni souradnice, zredukovat na rovnici obsahujici pouze matici kvadra-
tickych ¢lent:
0
($0>?/0)‘A'< >:0
Yo

Priklad: Najdéte asymptoty hyperboly 2zy = 3.
ResSeni: Matice této hyperboly je

matice kvadratickych ¢lenti:

Hledejme nevlastni body:

(20, Y0) - <(1) é) : Gg) =0,

tj.

odkud dostavame rovnici
2x0y0 =0.

Vychézi tak nevlastni body: (¢1,0,0) a (0, cg,0).
Pozor: souradnice (cq,0,0) urcuji pro libovolné ¢; # 0 stale tentyz nevlastni bod. Sta¢i si pfipomenout
geometrickou interpretaci homogennich souradnic a predstavit si vektor, ktery ,ukazuje rovnobézné
s puvodni rovinou smérem do nekonecna“: nezalezi na tom, zda misto ného vezmeme libovolny jeho
nenulovy nasobek, nevlastni bod je urc¢en smérem (jednorozmérnym podprostorem), ne jen jeho jedinym
konkrétnim generdtorem. A ted trosku presnéji: bod X byl na obriazku u homogennich soufadnic
reprezentovan libovolnym nenulovym vektorem (s po¢ateénim bodem v pocatku P’), tj. vektorem lezicim
na piimce P'X (v obrazku ¢ervend), zalez{ tedy na sméru, nikoli na konkrétnim vektoru, ktery jej urcuje.

Pro jednoduchost zvolme napiiklad ¢; = ¢ = 1 (volba nemé na vysledné rovnice asymptot vliv).
Potom nevlastni body maji jednoduché homogenni souradnice (1,0,0) a (0, 1,0). Rovnice ptislusnych
asymptot pak vychézeji:

01 0 1 01 O 0
asy: (z,y,1)- 11 0 0 ])-|{0] =0, asy: (r,y,1)- 11 0 0 | -[1] =0.
0 0 -3 0 0 0 -3 0
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Po vynéasobeni:
as1: y =20, asy: x = 0.

O

V této kapitole jsme tspésné nasli nevlastni body hyperboly. Nejsou to jen ,néjaké neuzitecné body

v nekoneénu”, potfebovali jsme je k nalezeni asymptoty hyperboly. Mozna uz také tusime, ze i osa
paraboly méa néco spolec¢ného s nevlastnimi body. Pojdme je tedy najit obecné.

12.3 Nevlastni body regularnich kuzelosecek

Zavedeni homogennich soufadnic ndm umoznuje pracovat s nevlastnimi body. U elipsy bychom ocekavali,
ze nebude mit zadny nevlastni bod (je to uzaviend krivka), u hyperboly bychom ¢ekali dva (pozor, ne
¢tyfi), u paraboly jeden (parabolu si tak muzeme predstavit jako elipsu, jejiz jeden vrchol posleme po
hlavni ose do nekoneéna — tento ,vrchol v nekone¢nu® je nevlastnim bodem paraboly).

K ¢emu nam nevlastni body budou?

e U hyperboly jsme je vyuzili k nalezeni asymptot, coz byly teény hyperboly v nevlastnich bodech.
Jelikoz méa hyperbola dva nevlastni body, mizeme ocekavat dvé asymptoty.

e U paraboly vyuzijeme souradnice nevlastniho bodu k nalezeni jeji osy, coz je primka prochazejici
vrcholem paraboly a jeji nevlastni bod je nevlastnim bodem paraboly.
12.3.1 Hledani nevlastnich bodi
Nevlastni body (zg, y0,0) kuzelosecky jsou jejimi body, takze musi vyhovovat jeji rovnici:

T
(70,%0,0) - K- | yo | =0.
0

Jelikoz je posledni soutadnice nulova, tak se v tomto souc¢inu neobjevi prvky matice K, které jsou ve
tfetim fadku a tfetim sloupci. Staci tedy pracovat s matici kvadratickych ¢lent A:

(z0,90) - A~ (z()) =0.

Yo

Vsechny vypocty se podstatné zjednodusi, pokud si vSe budeme predstavovat na rovnici kuzelosecky po
transformaci na kanonicky tvar.

Nevlastni body elipsy (rovnice v kanonickém tvaru)

Resme rovnici (pro jednoduchost je matice A uz pifmo v kanonickém tvaru):
)\1 0 l’o)
Zo,Yo0) - : = O,
- (0 (20

/\11‘% + )\ng =0.

neboli

Jednad se o elipsu, jsou-li obé vlastni ¢isla A1, Ay kladna. Za téchto podminek vsak rovnice nema zadné
redlné feseni. Elipsa tedy nemd zadné (redlné) nevlastni body.
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Nevlastni body hyperboly (rovnice v kanonickém tvaru)

Vypocet je stejny, jako u elipsy, v rovnici
Alx(Q) + )\ng =0

vSak vystupuji vlastni ¢isla, kterd maji navzajem riznéd znaménka (A - Ay < 0). Bez jmy na obecnosti
predpokladejme, ze A1 > 0 a Ay < 0. Za téchto podminek ma rovnice nekone¢né mnoho feseni, ktera tvori
dva jednorozmeérné vektorové podprostory. Muzeme tedy ocekavat dva nevlastni body.

(VArzo — v —=X2y0) - (VArzo+ v —A2yo) =0
Yo = \/H Zo Yo = — \/)\»1 Zo
N vt V=

(o ) o)

[(\/_7)\2 z0, VA1 l’o)} U [(\/—7)\2 20, —V/AL xo)} .

Hyperbola ma tedy pravé dva nevlastni body

(V=22 mo, VA1 w0, 0),  (v/=A2 20, —v/A1 0, 0).

Souradnice nevlastnich bodi jsou jednoznacéné az na nenulovy nasobek, takze také body se souradnicemi

(V—=X2, VA1,0), (V—=X2, =V A1, 0)

jsou nevlastnimi body zadané hyperboly.

Mnozina vSech reseni je

neboli

SS: Pokud by hyperbola byla zadana rovnici

2 2
25
a b2
bylo by mozno jeji nevlastni body zapsat napriklad pomoci téchto souradnic:
11 1 1
T T 0 ) 7 T T 0 3
(=0, (==, 0)
pripadné 1épe (po vyndsobeni ab):
(a,b,0), (a,—b,0).
Smérnice obou asymptot jsou pak
e a _Z
a a
a jejich rovnice
b
y=—-x a y=——zx.
a a

Rovnice asymptot miizeme jesté upravit:

r Yy r Yy
——=2=0 a —+==0.
a b a + b
Pripomenme si rovnici teény hyperboly v bodé [zg, yo, 1] uvddénou na stiedni skole:
S TTo | YYo
t . 7 bT —_— 1 .
Tecény v nevlastnich bodech hyperboly (a,b,0) a (a, —b,0) pak budou mit rovnice
B S wa  yb B Cwa | y(=b)
tl—asl.ﬁ b—Q—O a tg—aSQ.?—F B2 =0,
neboli . .
tlzasl:—-i-y:O a tQZCLSQ:*—yzo.
a b a b

136



Nevlastni bod paraboly \iz? + 2p'y = 0 (rovnice v kanonickém tvaru)

Parabola méa jedno vlastni ¢islo nenulové, druhé nulové. Matice A kvadratickych ¢lent tedy dava rovnici
)\1 0 Zo .
(33071/0)' <O O> <y0> _07

)\1.1‘3 =0.

neboli

Tato rovnice ma nekoneéné mnoho feseni zg = 0, ktera tvori jednorozmérny vektorovy podprostor
obsahujici vektory (0,%0), yo € R, neboli podprostor [(0,1)]. Parabola Ajz? 4 2p'y = 0 mé tedy jeden
nevlastni bod (0, 1,0).

Pozorovéni: Pravé jsme nasli nevlastni bod paraboly: (0,1,0). V§imnéme si (zndme to jiz ze SS), ze
vektor (0,1) je smérovym vektorem osy (jeji rovnice je z = 0) paraboly A\12? + 2p'y = 0. To neni nahoda:
souradnice smérového vektoru osy paraboly jsou skuteéné rovny prvnim dvéma slozkdm nevlastniho bodu
paraboly; jakmile najdeme naprosto obecné osu paraboly, tak to bude zfejmé.

Pro netrpélivé: nevlastni bod paraboly je ,,v nekone¢nu ve sméru osy*.

Asymptota paraboly 2% + 2p'y =0

Jelikoz m4 parabola A1z + 2p'y = 0, kde A\; # 0 a p’ # 0, pravé jeden nevlastni bod (0, 1,0), mGzeme
v ném nalézt rovnici tecny, neboli rovnici asymptoty paraboly:

A 0 O 0
as: (z,y,1)-[ 0 0 p'|-[1]=0.
0 p 0 0
Vynasobenim matic postupné dostaneme:
0
as: (x,y,1)- {0 ] =0,
p/

neboli rovnici p’ = 0, coZ je spor, nebot jsme predpokladali, Ze p’ # 0. Parabola v eukleidovské roviné
tedy asymptotu nema.

Jina situace nastane, kdyz budeme uvazovat projektivni rozsireni eukleidovské roviny, tj. eukleidovskou
rovinu doplnénou o nevlastni body. Budeme tedy pracovat s homogennimi soufadnicemi obecné, tj.
(x,y, z), nebudeme se omezovat na z = 1 v ptipadé vlastnich bodu (tj. bodu eukleidovské roviny). Rovnice
asymptoty pak bude

A 0 O 0
as: (z,y,2)- 1 0 0 p 1] =0,
0 p 0 0
neboli po vynasobeni matic:
0
as: (x,y,z)- | 0] =0,
p/

coz je vlastné rovnice p’z = 0, neboli z = 0. To je vSak rovnice piimky, jejiz vSechny body maji posledni
souradnici nulovou, je tedy tvorena pravé vsemi nevlastnimi body. Tuto pfimku proto nazyvame nevlastni
primkou. V projektivnim rozsiteni eukleidovského prostoru mé tedy parabola pravé jednu asymptotu,
ktera je nevlastni primkou:

as: z=0.
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Jak je tomu s existenci asymptoty paraboly?
e V _obycCejné“ eukleidovské roviné nevlastni body nejsou, parabola tedy neméa asymptotu.

e Pripoustime-li vSak v roviné i nevlastni body, tj. pracujeme-li v projektivnim rozsireni eukleidovské
roviny, ma parabola pravé jednu asymptotu: je ji nevlastni primka, tvori ji pravé vsechny
nevlastni body projektivné rozsitené roviny, mé rovnici z = 0 (proto ji v ,,obycejné* eukleidovské
roviné ,nevidime*).

U hyperboly tento problém nevznika, asymptoty vysly jako ,,obycejné“, tedy vlastni, piimky. Existuji
tedy jiz v eukleidovské roving; samoziejmé existuji i v projektivnim rozsifeni eukleidovské roviny a jsou
to stale tytéz vlastni primky.

U elipsy je situace jiné: pii hledani nevlastnich bodu elipsy (tj. A1, A2 > 0) jsme dosli k rovnici
)\11:(2) + )‘Qy(Q] = 07

kterd vSak nemd zadné redlné feseni ruzné od (0,0). M4 vsSak feseni v komplexnim oboru, elipsa mé tedy
v komplexnim rozsiteni pravé dva nevlastni body, v nichz bychom mohli nalézt rovnice tec¢en a ziskat tak
asymptoty elipsy. V redlné eukleidovské roviné ani v jejim projektivnim rozsiteni vSak elipsa nevlastni
body (tedy ani asymptoty) nema.

x
Nevlastni bod paraboly (z,y,1)- K- |y | =0 (rovnice v obecném tvaru)
1

Parabola méa jedno vlastni ¢islo nenulové, druhé nulové. Matice A kvadratickych ¢lent tedy dava rovnici

Zo
(z0,90) - A - ( ) =0,
Yo
Co znamend, 7Ze vektor ¥ = (v1,v2) je vlastnim vektorem matice A pfislusnym vlastnimu ¢islu Ay = 07

AT=0-7, tj. A

= 0.

<L

e

Vlastni vektor ¢ je tedy fesenim homogenni soustavy Av' = 0. VSimnéme si, ze vlastni vektor ¢ prislusny
vlastnimu ¢islu Ay = 0 také vyhovuje rovnici

nebot

Takze jsme ovérili, ze vlastni vektor ¢ = (vq,v92) prislusny vlastnimu ¢éislu Ay = 0 vyhovuje rovnici

x
7T . A- ¥ =0, takze parabola (z,y,1)- K - | y | = 0ma (jediny) nevlastni bod:
1

(’Ul,UQ,O).
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Kapitola 13

Dalsi prvky kuzelosecek

13.1 Osa paraboly

Osa paraboly K je definovana jako primka, podle niZz je parabola osové soumérnd. To spliiuje primka

s rovnici:!

U
osa: (xz,y,1)-K-|ua| =0,
0

kde u1, us jsou souradnice vlastniho vektoru @ matice A prislusného vlastnimu ¢islu A\; # 0. Prusecik
) J p
paraboly a jeji osy se nazyva vrchol.

Dukaz:

Ovéfme nyni, ze rovnice v ramecku skuteéné urcuje primku, kterd je osou soumérnosti paraboly. Vezméme

libovolny bod X = (z,y,1), ktery lezi na parabole K, tj. X7 - K - X = 0, a bod Y lezici na ose

(z,,1)- K - (u1,uz2,0)T = 0 takovy, aby byl vektor X —Y na osu kolmy, coz nastane, pokud budou vektory

X —Y a @ (normdlovy vektor osy) linedrné zavislé, tj. musi existovat ¢ # 0 takové, ze X — Y =c¢- 4.
Obraz bodu X v osové soumérnosti s osou Y7 - K - i = 0 ozna¢me X', potom musi platit:

X=Y+(X-Y) a X'=Y—(X-Y).

! Kdyby nékdo chtél ,vidét“ tuto rovnici hned: na parabolu miizeme nahliZet jako na elipsu, jejiz jeden hlavni vrchol
je v nekonec¢nu. Tento bod je nevlastnim bodem paraboly. Diky homogennim souradnicim mame moznost zapsat jeho
soufadnice: (v1,v2,0), kde v1, v2 jsou takovd, ze vektor (v1,v2) je vlastnim vektorem matice kvadratickych ¢lent A prislusny
vlastnimu éislu Ay = 0).

Rovnici teény v nevlastnim bodé (v1, vz, 0)

t: (z,y,1)-K-|v2] =0

muzeme vyuzit k nalezeni nééeho hmatatelnéjsiho: osy paraboly. Ta by méla byt na teénu v nevlastnim bodé (v1, vz, 0) kolm4
(stale si predstavujme analogii s elipsou) a méla by nevlastnim bodem (v1, vz, 0) prochézet.
Nynf si sta¢i pripomenout, ze vlastni vektory jsou na sebe kolmé, takze kolmym vektorem k vlastnimu vektoru (v1, v2) bude
vlastni vektor @ = (u1,u2) matice A pfislusny vlastnimu éislu A\ # 0 (A @ = Ay @, proto K - (u1, ug,O)T = (A\u1, /\1u2,c)T).
Rovnice osy paraboly je tedy na svété: piimka s rovnici v rdmecku je skutecné osou paraboly, nebot je kolméa na te¢nu
v nevlastnim bodé a zdroven timto bodem (v1,v2,0) prochézi, protoze

U1

(v1,v2,0) - K- | u2 | =0;
0

tuto rovnost stali pfepsat do tvaru (vi,vs,0) - (Au1, Muz, c)”, coz je vzhledem ke kolmosti @ a ¥ rovno nule.
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Méme dokazat:

XeK = X eK.

Prepisme tuto implikaci:
XT"'K.X=0 = X7T. K- X'=0

a dosadme za X i X"
Y+X -V K- Y+X-Y)=0 = [Y-X-V"T-K-[Yy—(X-Y)=0.
Oba vyrazy na levych stranach upravme:
Y+X -V K- Y+X-V)=Y"" K.y +2vyT K. (X-Y)+ (X -V . K. (X -Y),
V-XxX-YVWW K- y-X-V)]=Y"" K.Y 2YT K- X-V)+(X-YV) - K- (X-Y).
Vidime, ze oba vyrazy se lisi jedinym znaménkem, a to u ¢lenu
Y. K- (X-Y).

Ten je vSak nulovy, takze jsou si oba vyrazy rovny. Pro¢ je nulovy? Jelikoz je X — Y = c¢- i, mizeme
levou stranu upravit:
YUK (X-Y)=c YT K-

bod Y lezi na ose YT - K -ii = 0, takze je tento vyraz skutecné nulovy. Ovéfili jsme tak, Ze jsou si oba
vyrazy roviny:
XT' K- Xx=Xx"T-K-X,

takze plati, ze je-li jeden z nich roven nule, je roven nule i druhy:
XT"'K-X=0 = X7 K -X'=0,

tudiz bod X’ soumérny podle osy Y7 - K - @ =0 s bodem X € K je také bodem paraboly K. O

Piiklad: Najdéte osu paraboly x? — 2xy + y? — 4y + 8 = 0.
Reseni: Najdeme nenulové vlastni ¢slo A\; matice

1 -1
=)
tj. kofen charakteristické rovnice det(A — AE) = (A —1)2 —1 = A2 — 2\ = 0. Vychdzi A\; = 2, pifslusny

-1 -1

vlastni vektor je feSenim homogenni soustavy s matici A — 2F = (_ 1 1

). Resenim je jednorozmérny
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podprostor [(1, —1)], takze vlastni vektor pfislusny nenulovému vlastnimu ¢islu A\ = 2 je napiiklad
= (1,-1).
Rovnice osy

U1
osa: (x,y,1)-K-|ua| =0
0
paraboly K tedy vychazi:
1 -1 0 1 2
(x,y,1)- | -1 1 —=2|-|{—-1] =0, neboli (x,y,1)-|—-2] =0,
0 -2 8 0 2

po vydéleni rovnice ¢islem 2:
osa: y=a+1.

Vrchol této paraboly ted mtuzeme najit dle definice jako prusecik paraboly a jeji osy; rovnice paraboly
je (z —y)? — 4y + 8 = 0, rovnice osy x — y = —1. Dosazenim jedné rovnice do druhé dostavame rovnici

(=12 —4y+8=0, tj.y= %; z rovnice osy pak z =y — 1 = % Vrchol paraboly je tedy V = [%, %].

Pozorovani: Vrchol paraboly je definovany jako prusecik paraboly a jeji osy. VSimnéme si, Ze tyto
pruseciky jsou dva: jeden odpovidd vrcholu paraboly, jak jej zname ze stfedni skoly, druhy bod, ktery
vyhovuje podmince z definice vrcholu, je nevlastni bod paraboly. Parabola méa tedy jeden vlastni vrchol
a jeden nevlastni vrchol.

= R o

KONEC ZVONEC
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Cast III

Prehledy
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Kapitola 14

Metricka klasifikace kuzelosecek

Oznaceni
ana’ + 20192y + agy® + 20157 + 2a93y + ags =0
a1 ai2 ai3
Matice kuzelosecky: K = | a12 a2 ao3

aiz azz ass
Diskriminant kuzelosecky: A = det K

Diskriminant kvadratickych ¢lent: § = det A =

ai1 aig |

12 Q22

D4 se dokazat, ze ke kazdé kuzelosecce v eukleidovské rovineé K, existuje takova kartézska
soustava soutradnic, vzhledem k niz ma jednu z nésledujicich rovnic.

14.1 Regularni kuzelosecky h(K)=3, tj.A#0

e h(A) = 2: stfedové (§ # 0): d > 0 elipsa d < 0 hyperbola
22 P + 0 0
L —+ i -1 imaginarni elipsa (prazdnd mnozina) 0 + 0 0>0, A>0
@ 0 0 1
22 yz + 0 0
2. —+==1 realnd elipsa 0 + 0 0>0 A<O0
a? b2
0 0 -1
22 yz + 0 0
3. ——=5=1 hyperbola 0 — 0 0<0
a? b2
0 O 1
e h(A) = 1: nestfedové (6 = 0)
1 0 0 0 0 =+p
4. 224+ 2py =0 parabola [ 0 0 £p | nebo| 0 1 0 =0,A<0
0 4p 0 4p 0 0

Ve vsech pripadech jsou a, b i p kladna redlna cisla.
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14.2 Singularni kuzelosecky hK) <3, tj.A=0

e 0 # 0: riznobézky (h(K) =2, h(A) =2)

+ 0 0
L 22 +k**=0 bod 0 + 0 § >0 (dvojice komplexné sdruzenych riiznobé&z-
0 0 0
nych piimek s redlnym prusecikem)
+ 0 0
2. 22— k*? =0 dvojice realnych riznobéznych primek 0 — 0 0<0
0 0 O
e 0 = 0: rovnobézky (h(A) =1)
- rizné (h(K) = 2)
+ 0 0
3.2 +7r°=0 prazdna mnozina 00 0 (dvojice komplexné sdruzenych (ruz-
0 0 +
nych) rovnobéznych primek)
+ 0 0
4. 22 —r*=0 dvojice (redlnych) ruznych rovnobézek 0 00
0 0 —
- splyvajici (h(K) =1)
+ 0 0
5.2°=0 primka 0 00 (dvé splyvajici rovnobézky)
0 00

Ve vsech pripadech jsou k i r kladné realna cisla.

Kdybychom pracovali v projektivnim rozsiteni eukleidovské roviny a pouzivali homogenni souradnice,
dostali bychom jesté dalsi dva typy:

o 2z =0 (vlastni a nevlastni primka)

e 22 =0 (dvojnasobna nevlastni piimka)
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14.3 Vypocet jednotlivych prvka kuzelosecek

— 2
thel otoceni: cotg2p = a1 = 4z nebo tg2p = 2
2a12 ai; — a2
Elipsa, hyperbola
Mz? + doy® +c=0
A 000
det K
detK=| 0 X 0|l=chda a  detA=A\a, tj. c=
det A
0 0 c
2?2
Odtud pak dopoc¢teme a, b porovnanim s kanonickou rovnici — =+ i 1.
a
. . . . . v ail a2 —ai3
Souradnice stiedu jsou resenim soustavy .
a2 a2 | —a23
Parabola
Az? +2p'y =0
A 0 O
—det K /
det K = 0 0 p/ = —)\1p/2 tJ /2 = © p= g
0 pl 0 >\1 )\1
vlastni ¢islo A\; # 0, prislusny vlastni vektor @ = (ug, ug),
vlastni ¢islo Ao = 0, prislusny vlastni vektor ¥ = (v1, v2)
U1
rovnice osy paraboly: (z,y,1) - K- [uz2 | =0
0
. o - . 1 v
vrchol V' je priiseéikem paraboly a jeji osy ohnisko: FF =V + ipHHH
U
Tecna kuzelosecky
Zo
v jejim bodé [zg, o] € K: (x,y, 1) - K-| yo | =0
1

Asymptoty hyperboly

Asymptota hyperboly je vlastné te¢nou v nevlastnim bodé hyperboly.

Zo
Zo
(xvyvl)K Yo :0’ kde (anyO)‘A' ( > =0
Yo
0
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Kapitola 15

Afinni a projektivni klasifikace
kuzelosecek

15.1 Afinni klasifikace

Afinni klasifikace je prakticky stejna jako klasifikace metrickd, jen nemusime zachovavat hodnoty jednot-
livych parametru (a, b, p, k,7) a mizeme je normovat na jednicku. Je tomu tak proto, ze transformace
rovnic kuzeloseéek na kanonicky tvar neproviddime pouze pomoci shodnosti (postacuji posunuti a otoceni),
ale obecnéji pomoci afinit.

D4 se dokazat, ze ke kazdé kuzelosecce v afinni roviné Ay existuje takova linedrni soustava souradnic,
vzhledem k niz ma jednu z nasledujicich rovnic.

Regularni kuzZelosecky h(K)=3, tj.A#0

e h(A) = 2: stfedové (§ # 0): 0 > 0 elipsa 0 < 0 hyperbola
1 00
12?2 4+4%=-1 imaginarni elipsa (prazdnd mnozina) 010 6>0, A>0
0 0 1
1 0 0
2. 22 4+4% =1 realné elipsa 01 0 0>0, A<O
0 0 -1
1 0 0
3. 22—yt =1 hyperbola 0 -1 0 0<0
0 0 -1

e i(A) = 1: nestfedové (6 =0)

1 0 0 00 1
4. 2242y =0 parabola [ 0 0 =p | nebo|[ 0 1 0 §=0,A<0
0 +p 0 100

Singularni kuzelosecky h(K)<3, tj.A=0
e 0 # 0: raznobézky (h(K) =2, h(A) =2)

1
1. 224+42 =0 bod 0 0 > 0 (dvojice komplexné sdruzenych ruznobéznych
0

o = O
o O O

primek s redlnym prusecikem)
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2. 22—y =0 dvojice redlnych rtznobéznych primek 0 -1 0 0<0

e 0 = 0: rovnobézky (h(A) =1)

- ruzné (h(K) = 2)

1 00
3.224+1=0 prazdnd mnozina 0 00 (dvojice komplexné sdruzenych (rtuznych)
0 01
rovnobéznych piimek)
1 0 0
4. 22 -1=0 dvojice (redlnych) riznych rovnobézek 0 0 0
0 0 —1

- splyvajici (h(K) =1)

5. 22=0 primka (dvé splyvajici rovnobézky)

S O =
o O O
o O O

Kdybychom pracovali v projektivnim rozsifeni afinni roviny a pouzivali homogenni soutradnice, dostali
bychom jesté dalsi dva typy:

o zz =0 (vlastni a nevlastni primka)

e 22 =0 (dvojnasobn4 nevlastni piimka)

15.2 Projektivni klasifikace

Projektivni klasifikaci pouze naznac¢ime. Rovnice budeme zapisovat v homogennich soutradnicich; dosta-
neme tak tzv. normalni rovnice kuzeloseCek ¢i normdlni tvar rovnic kuzelosecek; prislusny repér pak
nazyvame normovana polarni baze.

Regularni kuzelosecky
1. 22 + y? + 22 = 0 imaginarni regularni kuzelosec¢ka (prazdna mnozina redlnych bodi)

2. 22 +y? — 22 = 0 redlnd regularni kuzelosecka

Singularni kuzelosecky
3. 22 4+ y? = 0 dvojice komplexné sdruzenych piimek (singuldrni kuzelosecka hodnosti 2)
4. x? — y% = 0 dvojice redlnych pifmek (singuldrni kuzelosecka hodnosti 2)

5. 22 = 0 jedna realna dvojndsobnd piimka (singuldrni kuZelosecka hodnosti 1)
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