9. Podílová tìlesa

1. Doka¿te, ¿e ka¿dý netriviální podokruh komutativního tìlesa je v¿dy obor integrity.

2. Buï n > 0 celé èíslo. Uka¿te, ¿e {a + b √ n; a, b ∈ Z} je obor integrity, jeho¿ podílové tìleso je izomorfní {c + d √ n; c, d ∈ Q}. 3. Komplexní èísla s racionálními koe˛cienty tvoøí podtìleso C , oznaème ho Q[i]. Naleznìte vlastní podokruh Q[i] takový, ¿e jeho podílové tìleso je s ním izomorfní.

4. Charakterizujte podílové tìleso okruhu tvoøeného komplexními èísly tvaru {a + 2bi; a, b ∈ Z}. 5. Buï R komutativní okruh a G podmonoid R(·), který neobsahuje 0_R. Polo¿te F = R×G, a na F de˛nujte operace + a · tak, ¿e (a, b)+(c, d) = (ad+bc, bd) a (a, b)· (c, d) = (ac, bd) pro libovolná (a, b) a (c, d) z F . Na F de˛nujte ekvivalenci ∼ tak, ¿e (a, b) ∼ (c, d) ⇔ existuje u ∈ G takové, ¿e uad = ubc. Doplòte de˛nici unární a nulárních operací, a uka¿te, ¿e lemmata 9.2|9.5 platí i v tomto obecnìjźím pøípadì. Okruh F/∼ se nazývá podílovým okruhem okruhu R vzhledem ke G, oznaème ho tøeba S. Uka¿te, ¿e r →^r_1 je homomor˛smus R do S a ¿e G se takto zobrazí na invertibilní prvky S.

6. Proveïte konstrukci z cvièení 5 pro R = Z_6 a G = {1, 2, 4}. Kolik bude mít vzniklý podílový okruh prvkù?

7. Uva¿te opìt konstrukci z cvièení 5. Uka¿te, ¿e r →^r_1 je vnoøení R do S právì kdy¿ zobrazení R → R, r → g · r, je prosté pro ka¿dé g ∈ G (èili kdy¿ vźemi prvky z G lze krátit).

Typeset by AMS-TEX 1

2 Øeźení

1. Takový podokruh nemá dìlitele nuly.

2. Obor integrity to je podle cvièení 1. Jeho podílové tìleso je podle 9.10 izomorfní mno¿inì vźech (a + b √ n) · (c + d √ n)�1_{, pøièem¿ odmocninu lze z jmenovatele od-}

stranit bì¿nými úpravami.

3. Nejjednoduźźím pøíkladem je okruh Gaussových celých èísel a + bi, a, b ∈ Z. 4. Daný okruh je podokruhem C [i] a C [i] je nejmenźí tìleso, které ho obsahuje. Proto je podílové tìleso izomorfní C [i].

5. 9.2|9.5 lze prakticky beze zmìny zopakovat. Homomor˛smus se ovìøí stejnì jako v 9.7. Pøitom^g_1 ·^1_g = 1 pro ka¿dé g ∈ G.

6. Bude mít pouze tøi prvky, a to^0_1 ,^1 ,^2_1 (z 2 · 3 = 2 · 0 plyne^3_1 =^0_1 ).