8. Cyklické grupy

1. Doka¿te, ¿e ka¿dá grupa prvoèíselného øádu p je izomorfní Abelovì grupì Z_p. 2. Buïte 0 < m < n celá èísla a uva¿te endomor˛smus ψ : a → ma grupy

Zn(+, −, 0). Popiźte Ker ψ a ker ψ. Jaký je øád Ker ψ? Charakterizujte Im ψ.

3. Oznaème I_n mno¿inu vźech invertibilních prvkù Z_n. Pak na I_n mù¿eme hledìt jako na multiplikativní grupu. Uka¿te, ¿e I_n ≃ Aut(Z_n) a Z_n(·, 1) ≃ End(Z_n). 4. Naleznìte n takové, ¿e I_n je izomorfní Kleinovì grupì. 5. Naleznìte n, m ∈ N taková, ¿e I_n ≃ I_m a n > m > 2.

6. Doka¿te, ¿e grupa, která obsahuje podgrupu izomorfní Kleinovì grupì, není cyklická.

7. Doka¿te, ¿e není I_{32} ≃ I_{17}, aèkoliv |I_{32}| = |I_{17}|.

8. Doka¿te, ¿e pro ka¿dé n ≥ 3 obsahuje I_2n podgrupu izomorfní Kleinovì grupì. 9. Pro a, b ∈ Z a n ∈ N zkoumejte mno¿inu M øeźení kongruenèní rovnice ax ≡ b mod n. Doka¿te:

(i) Je-li c ∈ M, je [c]_n ⊆ M.

(ii) Je-li NSD(a, n) = 1, tak M ∈ Z/nZ. (iii) Jestli¿e NSD(a, n) nedìlí b, tak M = ∅.

(iv) Jestli¿e k ∈ N dìlí a, b i n, tak M se shoduje s mno¿inou øeźení kongruenèní rovnice a0x ≡ b0 mod n0, kde a = a0k, b = b0k a n = n0k.

(v) Je-li NSD(a, n) = 1, tak M = [a^{φ(n)}�^1b]_n 10. V Z_{21} vyøeźte rovnice 6x = 9 a 5y = 8.

11. Buï 1 ≤ r ≤ s ≤ n celá èísla, je¿ dìlí n ∈ N. Doka¿te, ¿e (rZ_n) ∪ (sZ_n) ⊆ NSDN(r, s)Zn a (rZn) ∩ (sZn) = NSNN(r, s)Zn. 12. Doka¿te, ¿e v Z_n, n ∈ N, je ka¿dé a ∈ Z_n asociované právì s jedním dìlitelem n. Jsou-li r, s ∈ Z_n dva nenulové dìlitele n, doka¿te, ¿e NSDZn(r, s) = NSDN(r, s) a NSNZn(r, s) = NSNN(r, s) (aby poslední vztah platil formálnì pøesnì, je nìkdy nutné ztoto¿nit n a 0).

Typeset by AMS-TEX 1

2 Øeźení

1. Aż |G| = p a a ∈ G, a ≠ 1. Pak a generuje cyklickou grupu, její¿ øád dìlí |G| = p. Tudí¿ a generuje G.

2. Aż k = NSDN_0 (m, n). Pak Im ψ = kZ_n, | Ker ψ| = k, Ker ψ = rZ_n, kde n = kr, a ψ(a) = ψ(b) právì kdy¿ r dìlí a − b.

3. Aż ψ_a ∈ End(Z_n) oznaèuje endomor˛smus i → ai. Pak hledané izomor˛smy jsou dány pøiøazením a → ψ_a. 4. n = 8.

5. Napøíklad n = 6 a m = 3.

6. Cyklická grupa obsahuje jediný prvek øádu 2.

7. I_{17} je cyklická (3 je jeden z generátorù). Na druhé stranì {1, 15, 17, 31} je podgrupa grupy I_{32}, která je izomorfní Kleinovì grupì. 8. {1, 2^n�^1 − 1, 2^n�^1 + 1, 2^n − 1}. 10. x ∈ {5, 12, 19}, y = 10.

11. Obì situace lze pomocí π : Z → Z_n, π(a) = a mod n, pøevést do Z. 12. Invertibilní prvky Z_n jsou nenulové prvky, které jsou s n nesoudìlné. Ka¿dý prvek Z_n lze napsat jako souèin invertibilních prvkù a dìlitele n. Proto je ka¿dé

a ∈ Zn asociováno s jediným dìlitelem n. Pøi úvahách o NSD a NSN v Zn se tedy

lze omezit na dìlitele n.