7. Abelovy grupy, okruhy a tìlesa

1. Maticí øádu n rozumíme ètvercovou matici n×n. Trojúhelníkovou maticí øádu n rozumíme matici (a_{ij} ) øádu n, ve které a_{ij} = 0 pro i > j. Uka¿te, ¿e mno¿ina R_{(n)} matic øádu n, kde prvky matic jsou z okruhu R, tvoøí okruh. Ovìøte, ¿e mno¿ina trojúhelníkových matic øádu n je podokruh R_{(n)}.

2. Buï n ≥ 1. Naleznìte alespoò jeden injektivní homomor˛smus z R_{(n)}(+, 0) do R_{(2n)}(·, 1).

3. Doka¿te, ¿e ( 1 1 0 1 ) a ( 1 0 1 1 ) generují okruh Z_{(2)}.

4. Buï B podmno¿ina Abelovy grupy A(+, −, 0). Doka¿te, ¿e podgrupa grupy A generovaná B je rovna { ∑ 1ˇiˇn^{kibi; bi ∈ B, ki ∈} Z^{, n ∈ N0}.} 5. Buï (M, ≤) lineárnì uspoøádaná mno¿ina a aż pro vźechna m ∈ M je A_m = A_m(ω_1, . . . , ω_n) algebra. Jestli¿e A_m je podalgebra A_m0 pro vźechna m, m0 ∈ M taková, ¿e m ≤ m0, uka¿te, ¿e na A = ∪(A_m; m ∈ M) lze de˛novat operace ω_1, . . . , ω_n tak, ¿e A_m je podalgebra A pro ka¿dé a ∈ A.

6. Zjistìte, které z následujících mno¿in jsou podokruhy R:

(i) {m + n √ 5; m, n ∈ Z}, (ii) {m + n^3 √ 5; m, n ∈ Z}, (iii) {k + m^3 √ 2 + n^3 √ 4; k, m, n ∈ Z}. 7. Ovìøte, ¿e je-li A Abelova grupa a f, g ∈ End(A), tak f + g ∈ End(A) a −f ∈ End(A). (Je (f + g)(x) = f(x) + g(x) a (−f)(x) = −(f(x)) pro vźechna x ∈ A.) Uka¿te, ¿e End(A) lze pova¿ovat za okruh. Co je 0_{End(A)} a co je 1_{End(A)}?

8. Uka¿te, ¿e de˛nujeme-li na D = {0, 1} binární operace + a · tak, ¿e 0 + 0 = 1 + 1 = 0 · 1 = 1 · 0 = 0 · 0 = 0 a 1 + 0 = 0 + 1 = 1 · 1 = 1, a unární operaci − tak, ¿e −0 = 0 a −1 = 1, tak D(+, ·, −, 0, 1) je tìleso. Uvìdomte si, ¿e zobrazení 0 → F, 1 → T indukuje na Bool = {T, F} také strukturu tìlesa. Jaká je ‘logická’ interpretace operací ·, + a −?

9. Uka¿te, ¿e ka¿dou Abelovu grupu A, ve které pro vźechna a ∈ A platí a + a = 0, lze pova¿ovat za vektorový prostor nad tìlesem D z pøedchozího cvièení. Co jsou pak endomor˛smy Abelovy grupy A ve vztahu k tomuto vektorovému prostoru?

10. Buï A Abelova grupa izomorfní Kleinovì grupì. Urèete øád End(A).

11. Buï f : R → S homomor˛smus okruhù. Uka¿te, ¿e f(n · a) = n · f(a) pro ka¿dé n ∈ Z.

12. Pro d ∈ Q oznaème Q( √ d) mno¿inu {a + b √ d; a, b ∈ Q}. Uka¿te, ¿e Q( √ d) je podtìleso R.

13. Uka¿te, ¿e tìlesa Q( √ 7) a Q( √ 11) nejsou izomorfní.

14. Uka¿te, ¿e pravé ideály okruhu R tvoøí uzávìrový systém.

15. Uka¿te, ¿e netriviální okruh R je tìleso právì kdy¿ nemá ¿ádný vlastní levý ideál ani ¿ádný vlastní pravý ideál.

Typeset by AMS-TEX 1

2 Øeźení

1. Ovìøení axiomù okruhu se pro matice nad (obecným) okruhem R provede stejnì jako pro matice nad èíselnými tìlesy (kde jde o bì¿nì známé identity).

Aż C = AB, kde A = (a_{ij} ), B = (b_{ij} ), C = (c_{ij} ), tak¿e c_{ij} = ∑ k a_{ik}b_{kj} . Je-li i > j, je k > j nebo i > k, tak¿e souèin trojúhelníkových matic je opìt trojúhelníková matice. Trojúhelníkové matice tedy tvoøí podmno¿inu, která je uzavøena na násobení, sèítání a opaèné matice, a obsahuje nulovou i jednotkovou matici. Proto jde o podokruh R_{(n)}.

2. Aż E ∈ R_{(n)} je jednotková matice. Hledané zobrazení je napøíklad A → ( E A 0 E ) . 3. ( 1 1 0 1 ) · ( 1 1 0 1 ) = ( 1 2 0 1 ) , ( 1 2 0 1 ) − ( 1 1 0 1 ) = ( 0 1 0 0 ) , ( 1 0 1 1 ) · ( 1 0 1 1 ) = ( 1 0 2 1 ) , ( 1 0 2 1 ) − ( 1 0 1 1 ) = ( 0 0 1 0 ) , ( 1 1 0 1 ) · ( 1 0 1 1 ) = ( 2 1 1 1 ) , ( 2 1 1 1 ) − ( 1 1 0 1 ) = ( 1 0 1 0 ) , ( 1 0 1 0 ) − ( 0 0 1 0 ) = ( 1 0 0 0 ) , ( 1 0 1 1 ) − ( 1 0 1 0 ) = ( 0 0 0 1 ) , ( a b c d ) = a · ( 1 0 0 0 ) + b · ( 0 1 0 0 ) + c · ( 0 0 1 0 ) + d · ( 0 0 0 1 ) . 4. Uvedenou mno¿inu oznaème U a aż V znaèí podgrupu grupy A generovanou mno¿inou B. Souètem nulové délky se (podle bì¿né konvence) dostane nulový prvek, tak¿e je 0 ∈ U. Jistì je U ⊆ V , tak¿e staèí ukázat, ¿e U je podgrupa A. Jsouli u, v ∈ U, tak existuje koneèná podmno¿ina B0 ⊆ B taková, ¿e u = ∑ u_bb a v = ∑ v_bb, kde b probíhá B0 a u_b, v_b jsou celá èísla. Pøitom u + v = ∑ (u_b + v_b)b i −u = ∑ (−u_b)b le¿í v U, tak¿e U je uzavøeno na vźechny tøi operace.

5. Aż ω = ω_j , 1 ≤ j ≤ n, je operace èetnosti k. Chceme-li de˛novat ω(a_1, . . . , a_k) na A tak, aby ka¿dé A_m, m ∈ M, bylo uzavøené na ω, staèí uvá¿it, ¿e pro libovolná a_1, . . . , a_k existuje m ∈ M takové, ¿e platí {a_1, . . . , a_k} ⊆ A_m, tak¿e musí být ω_A(a_1, . . . , a_k) = ω_Am(a_1, . . . , a_k). Tato de˛nice je korektní, neboż pro {a_1, . . . , a_k} ⊆ A0_m je m ≤ m0 nebo m0 ≤ m, tak¿e platí A_m ⊆ A_m0 nebo A_m0 ⊆ A_m, a proto je ω_Am(a_1, . . . , a_k) = ω_Am_0 (a_1, . . . , a_k).

6. (i) ano, (ii) ne, (iii) ano.

7. 0_{End(A)} je zobrazení a → 0_A a 1_{End(A)} je zobrazení a → a, pro vźechna a ∈ A.

8. + odpovídá logickému XOR, · odpovídá logickému AND a − odpovídá negaci.

9. Jsou to lineární zobrazení.

10. Proto¿e endomor˛smy jsou lineární zobrazení (viz cvièení 9), je jich tolik, kolik je matic nad D øádu 2. A tìch je 16.

13. Vyu¿ijte toho, ¿e rovnice x^2 = 7 má øeźení v Q( √ 7), ale ne v Q( √ 11).