6. Grupy a jejich podgrupy

1. V grupì S_3 uva¿te podgrupu H = {(1)(2 3), (1)(2)(3)}. Urèete levé a pravé rozkladové tøídy H. Je H normální podgrupa S_3?

2. Buï a, b prvky grupy G a H podgrupa G. Ovìøte, ¿e Ha = Hb právì kdy¿

a�1_H =_b�1_H.

3. Zjistìte, zda grupa A_7 obsahuje podgrupu øádu 16.

4. Doka¿te, ¿e B ⊆ G je levá rozkladová tøída podgrupy H v G právì kdy¿

B�1 =_{{b}�1;_{b ∈ B}} je pravá rozkladová tøída_H v_G.

5. Doka¿te, ¿e permutace φ ∈ S_n je sudá právì kdy¿ obsahuje sudý poèet cyklù liché délky.

6. Nakreslete si Hasseùv diagram vźech podgrup A_4. Kolik jich je? Které z nich jsou normální?

7. Buï G grupa. Doka¿te, ¿e pro ka¿dé a ∈ G je zobrazení φ_a : g → aga�^1 automor˛smus grupy G.

8. Buï G grupa. Mno¿ina Z(G) = {a ∈ G; ga = ag} se nazývá centrum grupy G. Doka¿te, ¿e Z(G) je normální podgrupa G. Doka¿te, ¿e a ∈ Z(G) právì kdy¿ a není konjugováno s ¿ádným jiným prvkem.

9. Automor˛smy φ_a (viz cvièení 6) se nazývají vnitøní. Doka¿te, ¿e vźechny vnitøní automor˛smy tvoøí normální podgrupu grupy G. Doka¿te, ¿e zobrazení a → φ_a je homomor˛smus, jeho¿ jádro je centrem Z(G).

10. Uva¿te permutace (1 2 3)(4) a (1 3 2)(4). Rozhodnìte, zda jsou konjugovány v S_4 a zda jsou konjugovány v A_4.

11. Grupa G se nazývá komutativní, jestli¿e ab = ba pro ka¿dé a, b ∈ G. Ovìøte, ¿e v komutativní grupì jsou vźechny podgrupy normální.

12. Mno¿ina {1, −1, i, −i} ⊂ C je komutativní podgrupa C �(·,�^1 , 1). Ovìøte, ¿e tato podgrupa je cyklická.

13. Z lineární algebry víte, ¿e mno¿ina vźech transpozic (i j) generuje grupu S_n. Uka¿te, ¿e mno¿ina vźech trojcyklù (i j k) generuje A_n. Ke generaci S_n staèí n − 1 transpozic. Jakého minimálního poètu trojcyklù je tøeba ke generaci A_n?

14*. Podobnì jako komplexní èísla rozźiøují èísla reálná, kvaterniony rozźiøují èísla komplexní. Mno¿inou kvaternionù H se obvykle rozumí èísla tvaru a + bi + cj + dk, kde a, b, c, d jsou reálná. Pøitom sèítání se de˛nuje po slo¿kách a násobení tak, ¿e i^2 = j^2 = k^2 = −1 a ij = k, jk = i, ki = j, ji = −k, kj = −i a ik = −j. Polo¿me (a + bi + cj + dk)�^1 =^a�^{bi}�^{cj}�^{dk}

a2+b2+c2+d2 a H � = H \ {0}. Uka¿te, ¿e H �(·,�

1 , 1) je grupa. Uka¿te, ¿e mno¿ina {1, i, j, k, −1, −i, −j, −k} tvoøí podgrupu H �. O této podgrupì doka¿te, ¿e není komutativní, avźak splòuje vlastnost, ¿e ka¿dá podgrupa je normální.

15*. Grupa se nazývá jednoduchá, jestli¿e neobsahuje ¿ádné vlastní normální podgrupy. Uka¿te, ¿e A_5 je jednoduchá a A_4 jednoduchá není. Lze dokonce dokázat, ¿e A_n je jednoduchá pro ka¿dé n ≥ 5.

Typeset by AMS-TEX 1

2 Øeźení

1. Levé: {(1)(2 3), (1)(2)(3)}, {(1 2)(3), (1 2 3)} a {(1 3)(2), (1 3 2)}. Pravé: {(1)(2 3), (1)(2)(3)}, {(1 2)(3), (1 3 2)} a {(1 3)(2), (1 2 3)}. H není normální podgrupa.

2. ab�^1 = (a�^1)�^1b�^1, tak¿e a ≡ b rmod H právì kdy¿ a�^1 ≡ b�^1 lmod H.

3. Neobsahuje, neboż 16 nedìlí |A_7|.

4. B = Ha ⇔ B�^1 = a�^1H�^1, ovźem H�^1 = H.

5. Aż φ = φ_1 ∘ · · · ∘ φ_k je úplná dekompozice permutace φ ∈ S_n. Pak sgn(φ) =

Q_{sgn(φi) a sgn(φi) = 1 pro cykly sudé délky a sgn(φi) = −1 pro cykly liché délky.}

6. 10 podgrup, z toho 3 normální.

7. φ_a(gh) = agha�^1 = aga�^1aha�^1 = φ_a(g)φ_a(h).

8. ga = ag právì kdy¿ g�^1ag = g. Tudí¿ g�^1ag ∈ Z(G) pro ka¿dé a ∈ Z(G). Je-li a, b ∈ Z(G) a g ∈ G, tak gab = agb = abg a ga�^1 = (ag�^1)�^1 = (g�^1a)�^1 = a�^1g. Z(G) je tedy normální podgrupa.

9. φ_aφ_b = φ_{ab} pro vźechna a, b ∈ Z(G), φ_a = id_G právì pro a ∈ Z(G).

10. V S_n ano, v A_n ne.

11. Je-li H podgrupa G, tak aHa�^1 = aa�^1H = 1 · H = H pro ka¿dé a ∈ G.

12. i^0 = 1, i�^1 = i, i^2 = −1, i^3 = −i.

13. Toto tvrzení lze dokázat mnoha rùznými zpùsoby. Nejjednoduźźí dùkaz, ¿e trojcykly generují A_n, je pravdìpodobnì tento: Zobrazení φ ∈ S_n patøí do A_n právì kdy¿ jej lze vyjádøit jako slo¿ení sudého poètu transpozic. Staèí tedy ukázat, ¿e ka¿dé slo¿ení dvou transpozic lze vyjádøit jako slo¿ení trojcyklù. Buï (a b) a (c d) dvì transpozice. Je-li {a, b} = {c, d}, vznikne slo¿ením identita. Má-li {a, b} ∩ {c, d} právì jeden bod, je (a b)∘(c d) trojcyklus. Jsou-li {a, b} a {c, d} disjunktní mno¿iny, vyjádøíme (a b) ∘ (c d) jako (a b) ∘ (a c) ∘ (a c) ∘ (c d).

Minimální nutný poèet trojcyklù je n − 2 (pøedpokládáme n ≥ 3) { mohou to napøíklad být (1 2 3), (1 2 4), . . . , (1 2 n).

15. A_4 není jednoduchá, neboż Kleinova grupa je její vlastní normální podgrupa. Aż N je netriviální normální podgrupa A_5. Ka¿dá neidentická sudá permutace na pìti bodech je jednoho z typù (3,1,1), (2,2,1) a (5).

1) N obsahuje trojcyklus | napøíklad trojcyklus α = (1 2 3). Je-li β = (a b c) jiný trojcyklus v A_5, tak jistì β = φαφ�^1 pro nìjaké φ ∈ S_5. Polo¿íme-li φ_1 = φ ∘ (4 5), tak také platí β = φ_1αφ�^1_1 . Proto¿e φ i φ_1 mají opaèné znaménko, mù¿eme pøedpokládat, ¿e β = φαφ�^1 pro φ ∈ A_5, tak¿e β ∈ N a N = A_5 dle cvièení 13.

2) Aż N obsahuje permutaci typu (2, 2, 1), napøíklad permutaci γ = (1 2)(3 4)(5).

Polo¿me δ = (1 2)(4 5). Pak δγδ = δγδ�^1 je rovno (1 2)(3 5) a le¿í v N, tak¿e δγδγ je trojcyklus z N, a proto lze pou¿ít (1).

3) N obsahuje pìticyklus, napøíklad ϵ = (1 2 3 4 5). Pak η = (3 4 5) ∘ ϵ ∘ (3 5 4) je rovno (1 2 4 5 3) a le¿í v N. Tudí¿ i ϵ ∘ η�^1 = (4 3 1) le¿í v N, tak¿e lze opìt pou¿ít (1).