5. Kvaziuspoøádání a dìlitelnost v komutativních monoidech

1. Doka¿te, ¿e vźechna kvaziuspoøádání mno¿iny A tvoøí uzávìrový systém nad A^2.

2. Doka¿te, ¿e kvaziuspoøádání ≤ mno¿iny A je noetherovské právì kdy¿ platí, ¿e ka¿dá neprázdná mno¿ina B ⊆ A má alespoò jeden minimální prvek.

3. Buï ≤ kvaziuspoøádání nìjaké abecedy A . Aż σ : A^� → N_0 udává délku slova

w ∈ A^� . Místo σ(w) piźme, jak je obvyklé, |w|. Na A^� de˛nujme relaci 4 tak, ¿e

s 4 t, jestli¿e:

(i) s = t nebo (ii) |s| < |t| nebo (iii) |s| = |t|, s ≠ t a je-li s = a_1 . . . a_n, t = b_1 . . . b_n, kde n = |s| a a_i, b_i ∈ A pro 1 ≤ i ≤ n, a 1 ≤ j ≤ n je nejmenźí takové, ¿e a_j ≠ b_j , tak a_j ≤ b_j .

Doka¿te, ¿e 4 je kvaziuspoøádání A^� , pøièem¿ pro a, b ∈ A je a 4 b právì kdy¿ a ≤ b. Doka¿te, ¿e je-li ≤ uspoøádání, je i 4 uspoøádání. Doka¿te, ¿e je-li ≤ lineární uspoøádání, je i 4 lineární uspoøádání. Doka¿te, ¿e je-li ≤ noetherovské, je i 4 noetherovské.

Relaci 4 se øíká lexikogra˛cké (kvazi)uspoøádání. Pojem lexikogra˛ckého uspoøádání ovźem není zcela jednoznaèný, èasto se nejedná o zde de˛nované uspoøádání, ale o uspoøádání skuteènì odpovídající abecednímu øazení ve slovníku. Podejte pøesnou de˛nici lexikogra˛ckého uspoøádání v tomto smyslu.

4. Zkoumejte, jak vypadá ekvivalence || v rùzných podmonoidech S multiplikativního monoidu reálných èísel R(·, 1). (V¿dy nejprve ovìøte, ¿e S je podmonoid.)

(i) Aż S je postupnì R, Q, N, Z, (ii) Buï ˝ nìjaká mno¿ina prvoèísel a oznaème ˚ podalgebru N(·, 1) generovanou ˝. Je zøejmé, ¿e ˚ je mno¿ina vźech pøirozených èísel, jejich¿ vźechny prvoèíselné dìlitele le¿í v ˝. Aż S = {^a_n ; a ∈ Z a n ∈ ˚}.

(iii) Buï n pøirozené èíslo, je¿ není dìlitelné p^2 pro ¿ádné prvoèíslo p. Aż S = Z ∪ {a^√n; a ∈ Z}. 5. Buï S = S(·, 1) komutativní monoid. Uka¿te, ¿e

(i) mno¿ina invertibilních prvkù S je podmonoid S, (ii) || je kongruence S, (iii) S/|| je monoid, ve kterém je relace dìlitelnosti uspoøádáním.

6. Ujistìte se, ¿e uspoøádání N dìlitelností indukuje na N svazové operace NSD a NSN. Pro n ∈ N aż D(n) = {d ∈ N; d dìlí n}. Uka¿te, ¿e D(n) je podsvaz svazu N(NSD, NSN). Pro která n je uspoøádání svazu D(n) lineární? Pro která n, m ∈ N jsou svazy D(n) a D(m) izomorfní? Pro která n má svaz D(n) tuto vlastnost: ‘ka¿dý prvek je supremem nìjaké mno¿iny atomù’?

7. Relaci dìlitelnosti jsme de˛novali tak, ¿e a|b právì kdy¿ existuje c, ¿e b = ac. Piźme a|^{op}b právì kdy¿ existuje c, ¿e b = ca. Uka¿te, ¿e |^{op} je rovnì¿ kvaziuspoøádání. Najdìte co nejmenźí monoid, aby se obì relace vzájemnì liźily.

Typeset by AMS-TEX 1

2 8. Zkoumejte relace | a |^{op} de˛nované v pøedchozím cvièení pro monoid T_Ω (kde˙ je neprázdná mno¿ina). Vyjádøete relace f|g a g|^{op}f v T_Ω jako podmínky týkající se vztahù ker f, ker g, Im f a Im g. Uka¿te, ¿e je-li mno¿ina ˙ nekoneèná, nejsou kvaziuspoøádání | a |^{op} noetherovská.

9. O prvku z monoidu S(·, 1) øekneme, ¿e je nulou, jestli¿e az = za = z pro ka¿dé a ∈ S. Uka¿te, ¿e:

(i) Monoid S má nanejvýź jednu nulu.

(ii) Je-li z nula monoidu S, tak a|z pro ka¿dé a ∈ S, ale z|a jedinì pro a = z. (iii) Má-li monoid S alespoò dva prvky a obsahuje-li nulu, není to monoid s krácením.

(iv) Je-li S(·, 1) monoid a z /∈ S, tak na mno¿inì S^0 = S ∪{z} de˛nujeme operaci · tak, aby a · z = z · a = z = z · z pro ka¿dé a ∈ S, a aby S byla podalgebra S^0(·, 1). Uka¿te, ¿e S^0(·, 1) je také monoid.

10. Jestli¿e z ka¿dého z monoidù S zkoumaných ve cvièení 4 vypustíme nulu, dostaneme opìt monoid { oznaème ho napøíklad S^0. S^0 je komutativní monoid s krácením. Uka¿te, ¿e relace | je ve vźech zkoumaných pøípadech noetherovská. Popiźte vźechny ireducibilní prvky monoidu S^0. Zjistìte, kdy jsou ireducibilní prvky monoidu S^0 prvoèiniteli.

Øeźení

4. (i) Pro R a Q je a||b právì kdy¿ a = 0 = b nebo a ≠ 0 ≠ b. Pro N je || rovno idN. Pro Z je a||b právì kdy¿ a = ±b. (ii) Buï α =^a_n a β =^b_m prvky S a aż a^0, b^0 jsou nejvìtźí taková, ¿e a^0|a, b^0|b a a^0 ani b^0 nemají prvoèíselného dìlitele z ˝. Pak a n ||^b_m právì kdy¿ a^0 = ±b^0. (iii) Pro α, β ∈ S je α||β právì kdy¿ α = ±β.

6. D(n) je lineární, je-li n mocninou prvoèísla. Jsou-li n = p^{α1}_1 . . . p^{αk}_k , 1 ≤ α_1 ≤ · · · ≤ α_k a m = q^{β1}_1 . . . q^{βr}_r , 1 ≤ β_1 ≤ · · · ≤ β_r prvoèíselné rozklady n a m, tak D(n) ≃ D(m) právì kdy¿ r = k a α_1 = β_1, . . . , α_k = β_k. Ka¿dý prvek mimo 1 je v D(n) spojením atomù právì kdy¿ p^2 nedìlí n pro ¿ádné prvoèíslo p. (Poznámka: Vyźetøování D(n) ≃ D(m) provádíme tak, ¿e doká¿eme, ¿e D(n) a D(m) musí mít stejnì atomù, a ¿e nad odpovídajícími atomy musí le¿et stejný poèet prvkù, které mají s ka¿dým jiným atomem prùsek 1.)

7. Uva¿me binární operaci na S = {1, a, b} takovou, ¿e e = 1 · e = e · 1 pro ka¿dé s ∈ S a a · a = a · b = a, b · a = b · b = b. Pak S(·, 1) je monoid, a|^{op}b, ale a|b neplatí.

8. f|g právì kdy¿ Im g ⊆ Im f a f|^{op}g právì kdy¿ ker f ⊆ ker g. Je-li ˙ nekoneèná, tak jistì lze sestrojit posloupnosti f_0, f_1, . . . a g_0, g_1, . . . transformací mno¿iny˙ tak, aby Im f_{i+1} ) Im f_i a ker g_{i+1} ( ker g_i.

10. (ii) Ireducibilní prvky jsou (a¿ na || ekvivalenci) vźechna prvoèísla mimo ˝ a vźechny ireducibilní prvky jsou prvoèinitelé. (iii) Je-li n = p prvoèíslo, tak prvoèinitele se shodují s ireducibilními prvky a jsou to: √ p a vźechna prvoèísla mimo p.

Aż n není prvoèíslo. Pak ireducibilními prvky jsou jednak vźechna prvoèísla, jednak èíslo √ n. Prvoèiniteli jsou ovźem toliko prvoèísla, je¿ n nedìlí.