4. Uspoøádané mno¿iny, svazy a Galoisova korespondence

1. Buï (M, ≤) uspoøádaná mno¿ina a l pøísluźná relace pokrytí.

(i) Uka¿te, ¿e tranzitivní re‚exivní uzávìr (l ∪ id_M )^+ je uspoøádání M. (ii) Je-li M koneèná, uka¿te, ¿e ≤ se rovná (l ∪ id_M )^+.

2. Aż v N je a ≺ b právì kdy¿ a dìlí b. Uka¿te, ¿e ≺ je uspoøádání N. Je to svaz?

3. Koneènou uspoøádanou mno¿inu lze zadat relací pokrytí (viz cvièení 1). Relace pokrytí je antisymetrická a antire‚exivní. Najdìte antisymetrickou a antire‚exivní relaci, její¿ tranzitivní re‚exivní uzávìr není uspoøádání.

4. Buï M = {a, b, c}. Najdìte uspoøádání ≤ na M tak, ¿e (M, ≤) není svaz. Lze takové uspoøádání, je¿ není svazem, nalézt i na M^0 = {a, b}?

5. Najdìte svaz, který není izomorfní svazu L^{op}. Kolik musí mít L nejménì prvkù?

6. Buï dána mno¿ina M. Uva¿me mno¿inu L(M) vźech svazù na M. Pro A, B ∈ L(M) znaèí A ≃ B, ¿e A a B jsou izomorfní. Uka¿te, ¿e ≃ je ekvivalence na L(M). Urèete poèet prvkù L(M)/ ≃ (tj. poèet ekvivalenèních tøíd), obsahuje-li M (i) 1 prvek, (ii) 2 prvky, (iii) 3 prvky, (iv) 4 prvky, (v) 5 prvkù.

7. Uva¿te uzávìrový systém C popsaný v cvièení 1.6 a zkoumejte svaz (C, ⊆). Doka¿te, ¿e tento svaz není izomorfní opaènému svazu. Najdìte vźechny mno¿iny A ∈ C takové, ¿e

(i) C\{A} je uzávìrový systém, (ii) (C\{A}, ⊆) je navíc svaz, který je izomorfní svému opaènému svazu.

8. Proto¿e vźechny ekvivalence na M tvoøí uzávìrový systém, je mno¿ina vźech ekvivalencí na M svaz vzhledem k uspoøádání inkluzí. Nakreslete si Hasseùv diagram tohoto svazu, má-li M dva, tøi a ètyøi body. Kolik mají tyto svazy prvkù?

9. Buï f : M → L a g : L → T antiizomor˛smy svazù M, L a T . Uka¿te, ¿e g ∘ f : M → T je izomor˛smus svazù.

10. Najdìte dva svazy L a M a zobrazení f : L → M takové, ¿e f je monotonní, ale není homomor˛smus.

11. Buï ρ kongruence svazu M = M(∧, ∨). Doka¿te, ¿e ka¿dá rozkladová tøída ρ tvoøí podsvaz.

12. Uva¿te svazy L_1 a L_2 na {0, a, b, c, d, 1}, kde L_1 je urèen relacemi pokrytí

0 l a, 0 l b, a l c, b l d, c l 1, d l 1, a v L2 platí navíc jeźtì a l d. Nakreslete si

Hasseovy diagramy a rozhodnìte, které z následujících rozkladù urèují kongruenci svazu. (a) {{0, a, b}, {1, c, d}}, (b) {{0}, {1}, {b, d}, {a, c}}, Typeset by AMS-TEX 1

2 (c) {{0, b, d}, {1, c} {a}}, (d) {{0, b}, {a, c, d, 1}}, (e) {{0, b}, {1, c}, {a, d}}, (f) {{0, a, c}, {1, b, d}}. Øeźení

1. (i) Oznaème (l ∪ id_M )^+ symbolem 4. Pro k > 1 z a_1 l a_2 l · · · l a_k plyne a_1 < a_k, proto z a 4 b plyne a ≤ b. Je-li a 4 b a b 4 a, je a ≤ b a b ≤ a, a tedy a = b. (ii) Pro a ≤ b hledejme nejvìtźí k, ¿e existují c_1, . . . , c_k ∈ M takové, ¿e a = c_1 < · · · < c_k = b. Proto¿e M je koneèná, tak takové nejvìtźí k existuje, a navíc c_i l c_{i+1} pro ka¿dé 1 ≤ i < k.

2. Je to svaz. 3. Napøíklad ρ = {(a, b), (b, c), (c, a)}. 4. Napøíklad uspoøádání s pokrytím {(a, b), (a, c)}. Na M^0 lze nalézt právì jedno takové uspoøádání, a to id_M 0 .

5. 5.

6. (i) 1, (ii) 1, (iii) 1, (iv) 2, (v) 5. 7. (i) {a} nebo {a, b} nebo {a, b, c} nebo {c, d}. (ii) {a} nebo {a, b} nebo {a, b, c}. 8. 2, 5 a 15.

9. Jsou-li a, b ∈ M, tak gf(a ∧ b) = g(f(a) ∨ f(b)) = (gf(a)) ∧ (gf(b)).

10. Napøíklad aż L na {a, b, c, d} je dán pokrytím a l b, a l c, b l d, c l d, a M na {a^0, b^0, d^0} je dán pokrytím a^0 l b^0 l d^0. Aż f(x) = x^0 pro x ∈ {a, b, d} a f(c) = b^0. 11. Buï a, b, c ∈ M a aż je {b, c} ⊆ [a]_ρ. Pak z aρb, aρc, a ∨ a = a = a ∧ a a z (b ∨ c, a ∨ a) ∈ ρ, (b ∧ c, a ∧ a) ∈ ρ dostáváme b ∨ c ∈ [a]_ρ a b ∧ c ∈ [a]_ρ. 12. V pøípadì L_1 urèují kongruence pouze rozklady (b) a (f), zatímco v pøípadì L_2 to jsou kongruence (d), (e) a (f).