3. Vìty o homomorfismech a kongruencích

1. Uva¿me abecedu A a monoid slov A �. Buï M = M(·, 1) nìjaký dalźí monoid. Doka¿te, ¿e ka¿dé zobrazení g : A → M lze jednoznaènì rozźíøit na homomor˛smus

A � → M (tj. ¿e existuje právì jeden homomor˛smus f : A � → M takový, ¿e

f(a) = g(a) pro vźechna a ∈ A ). Uvìdomte si, ¿e cvièení 2.7 popisuje specielní pøípad M = A � .

2. Aż f : A → B je homomor˛smus algeber, aż X ⊆ A generuje podalgebru A_1 algebry A a aż f(X) generuje podalgebru B_1 algebry B. Doka¿te, ¿e B_1 je rovno f(A_1).

3. Aż f : A → B je homomor˛smus a aż X generuje A. Pomocí pøedchozího cvièení doka¿te, ¿e f je surjektivní právì kdy¿ f(X) generuje B.

4. Øíkáme, ¿e algebru A lze generovat k prvky, k ∈ N_0 , jestli¿e existuje koneèná mno¿ina X o k prvcích, je¿ generuje A. Mù¿e být neprázdná algebra generována 0 prvky (tj. prázdnou mno¿inou)?

5. Nechż S = S(·) je pologrupa a aż X je podmno¿ina S. Doka¿te, ¿e podpologrupa A generovaná mno¿inou X se shoduje s mno¿inou vźech prvkù S, které lze vyjádøit jako x_1 . . . x_k, kde x_i ∈ X pro 1 ≤ i ≤ k a k ∈ N.

6. Uva¿te algebry (a) N(+), (b) N_0 (+), (c) N_0 (+, 0), (d) N(·, 1), (e) Z(+, 0), (f)

Z(+, −, 0), (g) Z(+, ·, −, 0, 1). U ka¿dé urèete minimální k, pro které je daná algebra

generována k prvky.

7. Mno¿ina X generátorù algebry A se nazývá minimální, jestli¿e X \ {x} negeneruje A pro vźechna x ∈ X. U vźech algeber v pøedchozí úloze ovìøte, ¿e obsahují alespoò jednu minimální mno¿inu generátorù. Urèete, které z nich obsahují právì jednu minimální mno¿inu generátorù. (Existují ovźem i algebry, které nemají ¿ádnou minimální mno¿inu generátorù. Takové algebry nemohou samozøejmì být koneèné. Nejjednoduźźím pøíkladem se mi zdá být Q(+, −, 0), kde Q znaèí racionální èísla. Lze ukázat, ¿e Q(+, −, 0) nemá minimální mno¿inu generátorù. Neznám ¿ádný dùkaz tohoto tvrzení, který nepou¿ívá alespoò trochu z teorie Abelových grup. Bylo by zajímavé takový dùkaz nalézt.)

8. Buï α a β nìjaké permutace mno¿iny ˙. Doka¿te, ¿e {f ∈ T_Ω; α ∘ f ∘ α�^1 = β ∘ f ∘ β�^1} tvoøí podmonoid transformaèního monoidu T_Ω.

9. Buï ρ relace na Q (nebo na R) de˛novaná vztahem aρb ⇔ a − b ∈ Z. Doka¿te, ¿e ρ je kongruence Q(+, −, 0) (nebo R(+, −, 0)).

10. Doka¿te, ¿e UR = {a ∈ C ; |a| = 1} je podalgebra C (·, �^1, 1) (kde C oznaèuje komplexní èísla). Doka¿te, ¿e UQ = {sin r2π + i cos r2π; r ∈ Q} je podalgebra UR(·,

�1_{, 1).}

11. (pokraèování pøedchozích dvou cvièení) Doka¿te, ¿e Q/ρ (+, −, 0) je izomorfní UQ(·, �^1, 1), a ¿e R/ρ (+, −, 0) je izomorfní UR(·, �^1, 1).

Typeset by AMS-TEX 1

2 Odpovìdi

1. Je-li f homomor˛mus, tak nutnì musí platit f(a_1 . . . a_n) = f(a_1) . . . f(a_n) = g(a_1) . . . g(a_n) a f(λ) = 1. Takto de˛nované zobrazení f : A � → M vskutku homomor˛smus je, neboż pro libovolná slova v = a_1 . . . a_n a w = b_1 . . . b_m máme f(vw) = g(a_1) . . . g(a_n)g(b_1) . . . g(b_m) = f(v)f(w).

2. f(A_1) je podalgebra B, která obsahuje f(X), a tím i B_1. Z B_1 ⊆ f(A_1) plyne B_1 ⊆ Im f, a tedy ff�^1(B_1) = B_1. Ovźem f�^1(B_1) obsahuje X, a tím i A_1, a

f�1_{(B1) ⊇ A1 dává B1 = ff}�1_{(B1) ⊇ f(A1).}

3. Proto¿e X generuje A, tak f(X) generuje f(A).

4. Ano, mù¿e, a to v pøípadì, ¿e jsou v ní de˛novány nulární operace. Podalgebra generovaná prázdnou mno¿inou se toti¿ shoduje s podalgebrou generovanou mno¿inou vźech konstant urèených zadanými nulárními operacemi.

5. Oznaème B mno¿inu vźech prvkù, je¿ lze vyjádøit jako slova nad X. Zjevnì platí B ⊆ A. Na druhou stranu je B podpologrupa, která obsahuje X, tak¿e platí i B ⊇ A. 6. (a) 1, (b) 2, (c) 1, (d) je tøeba nekoneènì mnoho generátorù | napøíklad vźechna prvoèísla, (e) 2, (f) 1, (g) 0.

7. Jednoznaènì urèené minimální mno¿iny generátorù: (a) {1}, (b) {0, 1}, (c) {1}, (d) {p; p prvoèíslo }, (g) ∅. V pøípadì (e) napøíklad {−1, 1} nebo {−1, 4} nebo {−5, 4} a podobnì. V pøípadì (f) napøíklad {−1} nebo {1} nebo {5, 7} a podobnì.

8. Pøímý dùkaz je samozøejmì mo¿ný, elegantnìjźí vźak je vyu¿ít 3.2 a skuteènosti, ¿e pro ka¿dou permutaci γ je zobrazení f → γ ∘ f ∘ γ�^1 automor˛smus transformaèního monoidu T_Ω.

9. a − b ∈ Z a b − c ∈ Z dává a − c ∈ Z, tak¿e ρ je zjevnì ekvivalence. Je-li aρb a cρd, je (a + c) − (b + d) celé èíslo, tak¿e ρ je sluèitelná s +. Sluèitelnost s unárním − je oèividná.

10. Prvá èást plyne z toho, ¿e |a||b| = |ab| pro vźechna a, b ∈ C . Pro dùkaz druhé èásti je tøeba vyu¿ít skuteènosti, ¿e (sin r2π + i cos r2π) · (sin s2π + i cos s2π) se rovná (sin(r + s)2π + i cos(r + s)2π.

11. Zobrazení r → sin r2π + i cos r2π je surjektivní homomor˛smus z R na UR, a

z Q na UQ. Jeho jádrem je kongruence ρ, tak¿e po¿adované izomor˛smy plynou z

1. vìty o izomor˛smu.