13. Jednoznaènost koøenových a rozkladových nadtìles

(cvièení 1{6 na sebe navazují) 1. Buï p prvoèíslo a n, m ∈ N. Doka¿te, ¿e n dìlí m právì kdy¿ p^n − 1 dìlí p^m − 1. 2. Buï p prvoèíslo a n, m ∈ N. Doka¿te, ¿e n|m právì kdy¿ x^n − 1|x^m − 1 v Z_p[x]. 3. Aż n, m ∈ N a n|m. Pak pro ka¿dé prvoèíslo p ≥ 2 existuje vnoøení GF (p^n) do GF (p^m). 4. Aż n, m ∈ N a aż p je prvoèíslo. Lze-li GF (p^n) vnoøit do GF (p^m), tak n|m. 5. Buï T koneèné tìleso øádu q = p^n, kde p je prvoèíslo. Pak rozkladové nadtìleso polynomu x^{qk} �^1 − 1 ∈ T [x] má q^k prvkù.

6. Uka¿te, ¿e nad ka¿dým koneèným tìlesem T existuje nekoneènì mnoho rùzných ireducibilních polynomù a ∈ T [x].

7. Buï U ⊆ T rozkladové nadtìleso polynomu a ∈ T [x]. Aż φ ∈ Aut(U) splòuje φ(t) = t pro ka¿dé t ∈ T , a aż α ∈ T je koøen a. Uka¿te, ¿e φ(a) je také koøen a. 8. Buï U ⊇ T rozkladové nadtìleso monického ireducibilního polynomu a ∈ T [x]. Buïte α, β ∈ U dva koøeny polynomu a. Pak existuje automor˛smus φ ∈ Aut(U) takový, ¿e φ(α) = β a ¿e φ(t) = t pro ka¿dé t ∈ T .

Typeset by AMS-TEX 1

2 Øeźení

1. m = nq ⇒ p^m − 1 = (p^n − 1)(1 + p^n + · · · + p^{(q+1)n}) p^n − 1|p^m − 1 ⇒ m = nq + r, 0 ≤ r < n, tak¿e p^m − 1 = p^{nq+r} − 1 = p^{nq+r} − p^r + p^r − 1 = p^r(p^{nq} − 1) + p^r − 1 = (p^n − 1)p^r(1 + p^n + · · · + p^{(q}�^{1)n}) + p^r − 1. Jeliko¿ p^r − 1 < p^m − 1, je p^r − 1 = 0, a tedy r = 0.

2. Aż m = nq+r, 0 ≤ r < q a aż a = 1+x^n +· · ·+x^{(q}�^{1)n}. Platí x^{nq} −1 = (x^n −1)a, tak¿e x^m−1 = x^{nq+r} −x^r +x^r −1 = x^r (x^n−1)a+(x^r−1), tak¿e n|m ⇔ x^n−1|x^m−1.

3. GF (p^m) je rozkladové nadtìleso polynomu x^{pm}�^1 − 1. Podle cvièení 2 a 1 platí x^{pn} �^1 − 1|x^{pm} �^1 − 1 ⇔ p^n − 1|p^m − 1 ⇔ n|m. Èili polynom x^{pn} �^1 − 1 se v GF (p^m) rozkládá na koøenové èinitele, èili GF (p^m) obsahuje rozkladové nadtìleso tohoto polynomu nad prvotìlesem P ≃ Z_p. Toto rozkladové nadtìleso je izomorfní GF (p^n). 4. Pøedpokládejme GF (p^n) ⊆ GF (p^m) a buï α primitivní prvek GF (p^n) a β primitivní prvek GF (p^m). Multiplikativní grupa GF (p^m) má p^m −1 prvkù, zatímco multiplikativní grupa GF (p^n) má p^n − 1 prvkù. Podle Lagrangeovy vìty p^n − 1 dìlí p^m − 1, tak¿e n|m dle cvièení 1.

5. Proto¿e q^k = p^{kn} a n dìlí kn, existuje podle cvièení 3 tìleso U øádu q^k takové, ¿e U ⊇ T . U je zjevnì pøísluźným rozkladovým nadtìlesem.

6. (Jeden z mnoha mo¿ných dùkazù.) Aż m_α je minimální polynom prvku α ∈ T [α], platí [T [α] : T ] = st m_α. Je-li ireducibilních polynomù koneènì mnoho, je stupeò nadtìles, je¿ lze vyjádøit adjunkcí jediného prvku (napøíklad α), omezený. Podle pøedchozího cvièení vźak existují taková tìlesa stupnì k pro ka¿dé k ∈ N.

7. Dùkaz lze provést tøemi rùznými zpùsoby, liźícími se mírou vyu¿ití ji¿ dokázaných tvrzení. Je u¿iteèné se seznámit se vźemi øeźeními.

A. Polo¿me S = T , V = U, f = id_T a g = φ. Pak f_x(a) = a, tak¿e φ(α) = g(α) je koøen a podle 13.8.

B. Oznaème φ(α) jako β a aż j_α : T [x] → U, j_β : T [x] → U jsou dosazovací homomor˛smy. Máme φ_x(a) = a, a podle 13.4 je φj_α = j_βφ_x. Dosadíme-li do této rovnice a, dostaneme φj_α(a) = φ(ax) = φ(0) = 0 = a(β).

C. Aż a = P a_ix^i. Pak P a_iα^i = 0 a pou¿itím φ na obì strany rovnosti dostáváme φ(P a_iα^i) = P φ(a_iα^i) = P a_iφ(α^i) = P a_iφ(α)^i = P a_iβ^i = 0, tak¿e β je koøen a.

8. Proto¿e a je ireducibilní, je m_α = m_β = a. Podle 13.7 existuje izomor˛smus f : T [α] = T [β] takový, ¿e f(α) = β a f(t) = t = id_T (t) pro ka¿dé t ∈ T . Podle 13.8 (kde T [α] a T [β] mají roli T a S, a U = V je rozkladové nadtìleso jak nad T [α], tak nad T [β]) lze f : T [α] → T [β] rozźíøit na izomor˛smus g : U → V . Je tedy g ∈ `(U|T ) a g(α) = β.