12. Algebraické prvky a minimální polynomy

1. Buï R(+, ·, −, 0, 1) komutativní okruh, G ⊆ R mno¿ina jeho generátorù a I podgrupa R(+, −, 0). Uka¿te:

(i) {a ∈ R; aI ⊆ I} je podokruh R. (ii) Je-li gI ⊆ I pro ka¿dé g ∈ G, je I ideál R.

(iii) Je-li J ⊆ R[x] podgrupa R[x](+, −, 0) taková, ¿e ra ∈ J a xa ∈ J pro ka¿dé a ∈ J, r ∈ R, je J ideál v R[x].

2. Buï T komutativní tìleso. De˛nujme I = {P a_ix^i ∈ T [x]; P a_i = 0}. Doka¿te, ¿e I je ideál. Najdìte monický polynom m ∈ T [x] takový, ¿e I = mT [x]. Zjistìte, zda je m urèen jednoznaènì.

3. Z teorie mno¿in víme (a je to snadné dokázat), ¿e mno¿ina vźech koneèných posloupností tvoøených prvky dané nekoneèné mno¿iny A má stejnou mohutnost jako A. Buï T nekoneèné tìleso a U jeho algebraické rozźíøení. Uka¿te, ¿e U má stejnou mohutnost jako T .

4. Buï T koneèné tìleso a U jeho algebraické rozźíøení. Uka¿te, ¿e mohutnost U je buï koneèná, nebo nekoneèná spoèetná.

5. Buï T ⊆ U ⊆ V do sebe vøazená tìlesa. Aż V je algebraické nad U a U je algebraické nad T . Uka¿te, ¿e V je algebraické nad T .

6. Buï T tìleso. Uka¿te, ¿e existuje jeho algebraické rozźíøení U takové, ¿e ka¿dé a ∈ T [x], st a ≥ 1, se rozkládá v U na koøenové èinitele.

7. (pokraèování) Uka¿te, ¿e ke ka¿dému tìlesu T existuje jeho algebraické rozźíøení U ⊇ T , které je algebraicky uzavøené (tj. ka¿dý polynom a ∈ U[x], st a ≥ 1, se rozkládá v U na koøenové èinitele).

8. Buï U rozźíøení tìlesa T . Polo¿me V = {α ∈ U; α je algebraické nad T }. Uka¿te, ¿e V je podtìleso U.

9. Buï U ⊆ T rozźíøení tìles a aż α ∈ U je transcendentní nad T . Najdìte izomor˛smus T [x] a T [α] ⊆ U.

10. Buï T ⊆ U rozźíøení tìles. Aż α ∈ U, α ≠ 0, a aż a = m_α je jeho minimální polynom stupnì n. Vyjádøete m_α�1 pomocí koe˛cientù polynomu a.

11. Urèete [C : R] a [R : Q ]. Srovnejte [C : R] a |C : R|, kde |C : R| znaèí index Abelovy grupy R(+, −, 0) v C (+, −, 0) (viz kapitola 6).

Typeset by AMS-TEX 1

2 Øeźení

1. (i) Je-li aI ⊆ I a bI ⊆ I, je (a + b)I ⊆ aI + bI ⊆ I a abI ⊆ aI ⊆ I. (ii) Podokruh dle (i) obsahuje G, a tedy je roven R. (iii) Pou¿ij (ii) na R[x].

2. I je zjevnì podgrupa T [x]. Je-li a ∈ I, tak xa ∈ I a ra ∈ I pro ka¿dé r ∈ T . Podle cvièení 2(iii) je tedy I ideál. (Dùkaz, ¿e I je ideál, lze samozøejmì provést i pøímo.) m = x − 1. Polynom m je samozøejmì urèen jednoznaènì (viz kapitola 10).

3. Víme, ¿e T [x] je stejnì mohutné jako U. Zobrazení α → m_α je zobrazením U do T [α], které sice není prosté, avźak ka¿dá z ekvivalenèních tøíd jádra tohoto zobrazení je koneèná.

5. Buï α ∈ V a aż m = [U(α) : U]. Buï a = P a_ix^i ∈ U[x] monický polynom stupnì m takový, ¿e a(α) = 0 (a je tedy minimální polynom prvku α nad U). Pak a_0, . . . , a_m ∈ U jsou algebraické nad T a tìleso U^′ = T [a_1, . . . , a_m] má nad T koneèný stupeò. Pak a ∈ U^′[x] a [U^′(α) : T ] < ∞ podle 12.1. Proto je α algebraický nad T .

6. Oznaème U mno¿inu vźech algebraických rozźíøení tìlesa T (zde je potøeba jisté opatrnosti z hlediska teorie mno¿in, neboż U je vlastnì tøída a ne mno¿ina. Pouèený ètenáø si vźak s u¿itím cvièení 2 a 3 jistì s tímto problémem poradí, nepouèený aż U pova¿uje za mno¿inu.) Uspoøádejme U tak, aby bylo U_1 ≤ U_2 právì kdy¿ U_1 je podtìlesem U_2. Je-li I lineárnì uspoøádaná neprázdná mno¿ina, kde pro ka¿dé i ∈ I je de˛nováno U_i ∈ U, pøièem¿ U_i ≤ U_j kdykoliv i, j ∈ I a i ≤ j, tak ∪_{i∈I} U_i opìt patøí do U. Proto podle Zornova lemmatu obsahuje U maximální prvek, øeknìme U. Aż a ∈ T [x] je polynom, který se v U nerozkládá na lineární èinitele. Pak existuje V ⊇ U, je¿ je rozkladovým polynomem a ∈ U[x]. Ale podle cvièení 5 je V algebraickým rozźíøením T . To je spor s maximalitou U.

7. Polo¿me T_0 = T a de˛nujme T_{i+1} jako algebraické rozźíøení T_i takové, ¿e ka¿dé a ∈ T_i[x], st a ≥ 1, se v T_{i+1} rozkládá na koøenové èinitele. To je mo¿né podle pøedchozího cvièení. Staèí pak polo¿it U = ∪T_i.

8. Aż α, β ∈ V . Pak T [α, β] je podle 12.6 algebraické rozźíøení koneèného stupnì. Proto¿e α + β, α · β, α^{−1}, −α patøí do T [α, β], jsou tyto prvky algebraické.

9. Uva¿te dosazovací homomor˛smus j_α : T [x] → U. Podle 12.2 je Im j_α = T [α] a a ∈ Ker j_α ⇔ α je koøen a, tak¿e pro α transcendentní je Ker j_α = {0}. 10. P_{aiαi = 0 ⇔} P_{aiαi−n = 0, tak¿e mα�1 = 1an} P_{0≤i≤n an−ixi.} 11. [C : R] = 2, zatímco [R : Q] a |C : R| mají mohutnost kontinua (tj. mohutnost rovnou mohutnosti R).