11. Existence koøenových a rozkladových nadtìles

1. Najít iredubilní polynom stupnì n nad Z_p[x], kde p je prvoèíslo, nebývá pro n ≥ 4 bez dalźích teoretických poznatkù snadné. Pro n ≤ 3 to vźak neèiní problémy, neboż ireducibilita v tìchto pøípadech splývá s neexistencí koøene.

Naleznìte vźechny monické ireducibilní polynomy stupnì 2 a 3 v Z_3[x]. Rozhodnìte, zda mezi nì patøí polynom x^2 + x + 1 a rozhodnìte, zda je tento polynom ireducibilní v Z_2[x].

2. Rozhodnìte, zda polynomy x^4 + 1, x^6 + 1, x^6 + x^3 + 2 jsou v Z_3[x] ireducibilní.

3. Sestrojte tabulky binárních operací T [y]_m, je-li T = Z_2 a m = x^2 + 1.

4. (Pokraèování) Je okruh Z_2[y]_x2_{+1} tìlesem? Kolik má v tomto okruhu polynom x^2 + 1 koøenù a které prvky to jsou (zde koøenem rozumíme ka¿dý prvek, který po dosazení dá nulovou hodnotu)?

5. To, ¿e okruh Z_2[x]_x2_{+1} není tìlesem, jsme mohli prohlásit okam¿itì (bez studia tohoto okruhu). Proè?

6. Doka¿te, ¿e okruh R[x]_x2_{+1} je izomorfní s C . (R a C jsou reálná a komplexní èísla).

7. Vytvoøte tabulku sèítání a násobení v okruhu Z_3[y]_y2_{+1}. Je to tìleso? Naleznìte nìjaký polynom ireducibilní nad tímto okruhem a naleznìte té¿ rozklad polynomu x^2 + 1.

8. Buï a ∈ Z_p[y] ireducibilní polynom a aż a = P a_iy^i. Pro j ∈ N_0 oznaème r_j ten prvek Z_p[y]_a, který splòuje r_j ≡ y^{pj} mod a. Doka¿te, ¿e r_j je koøenem polynomu

b ∈ Zp[y]a[x], kde b = P aix^i.

Pomocí tohoto výsledku vysvìtlete, proè x^3 + x + 1 má v Z_2[y]_y3_{+y+1}[x] rozklad (x − y)(x − y^2)(x − (y^2+y)).

9. Doka¿te, ¿e polynom a = x^6 + x^3 + 1 ∈ Z_2[x] je ireducibilní.

Øeźení

1. Ireducibilní v Z_3[x] jsou polynomy x^2 + 1, x^2 + x + 2, x^2 + 2x + 2, x^3 + 2x + 2, x^3 + 2x + 1, x^3 + 2x + 2, x^3 + x^2 + 2, x^3 + x^2 + x + 2, x^3 + x^2 + 2x + 1, x^3 + 2x^2 + 1, x^3 + 2x^2 + x + 1, x^3 + 2x^2 + 2x + 2, tak¿e polynom x^2 + x + 1, který je v Z_2[x] ireducibilní, v Z_3[x] ireducibilní není.

2. Nejsou, neboż x^4 + 1 = (x^2 + x + 2)(x^2 + 2x + 2), x^6 + 1 = (x^2 + 1)^3 a x^6 +x^3 +2 = (x^2 +x+2)^3. Poslední dva rozklady lze okam¿itì ovìøit, uvìdomíme-li si, ¿e a → a^3 je endomor˛smus Z_3[x] (jde o tzv. Frobeniùv endomor˛smus). 3. + 0 1 y y+1

0 0 1 y y+1 1 1 0 y+1 y y y y+1 0 1 y+1 y+1 y 1 0

· 0 1 y y+1

0 0 0 0 0 1 0 1 y y+1 y 0 y 1 y+1 y+1 0 y+1 y+1 0

Typeset by AMS-TEX 1

2 4. Není, neboż prvek y + 1 není v daném okruhu invertibilní. Koøeny polynomu x^2 + 1 jsou prvky 1 a y.

5. Polynom x^2 + 1 ∈ Z_2[x] není ireducibilní, neboż x^2 + 1 = (x + 1)^2. 6. (a+bx)·(c+dx) = ac+bdx^2 +(ad+bc)x ≡ (ac−bd)+(ad+bc)x mod (x^2 +1)R[x], neboż x^2 ≡ −1 mod (x^2 +1)R[x]. To je pøímý dùkaz. Tvrzení je vźak mo¿no dokázat i bez podobného výpoètu, pou¿ijeme-li Tvrzení 12.4 a uvìdomíme-li si, ¿e C = R[i].

7. Polynom x^2 + 1 je v Z_3[x] ireducibilní, tak¿e to tìleso skuteènì je. Tabulka sèítání je zcela zøejmá, následuje tabulka násobení. · 0 1 2 y y+1 y+2 2y 2y+1 2y+2

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 2 y y+1 y+2 2y 2y+1 2y+2 2 0 2 1 2y 2y+2 2y+1 y y+2 y+1 y 0 y 2y 2 y+2 2y+2 1 y+1 2y+1 y+1 0 y+1 2y+2 y+2 2y 1 2y+1 2 y y+2 0 y+2 2y+1 2y+2 1 y y+1 2y 2 2y 0 2y y 1 2y+1 y+1 2 2y+2 y+2 2y+1 0 2y+1 y+2 y+1 2 2y 2y+2 y 1 2y+2 0 2y+2 y+1 2y+1 y 2 y+2 1 2y x^2 + 1 = (x − y)(x − 2y), ireducibilní je napøíklad x^3 + 2x + 1.

8. Vyhodnocením b(y^{pj} ) v Z_p[y] dostáváme P a_i(y^{pj} )^i = P a^{pj}_i (y^i)^{pj} = P(a_iy^i)^{pj}

= (P_{aiyi)p}j_{= ap}j_{≡ 0 mod p, neboż z → zp}j_{je endomor˛smus okruhu Zp[y] (je}

to j-tá mocnina Frobeniova endomor˛smu).

V pøípadì Z_2[y]_y3_{+y+1} obdr¿íme r_0 = y, r_1 = y^2 a r_2 = y^2+y ≡ y^4 mod y^3+y+1.

9. a nemá zjevnì dìlitele stupnì 1. Jediný ireducibilní dìlitel stupnì 2 je x^2 +x+1, ale x^6 + x^3 + 1 = (x^2 + x + 1)(x^4 + x^3) + 1. Není-li a ireducibilní, musí být tedy souèinem dvou ireducibilních polynomù b, c stupnì 3, aż b = P b_ix^i a c = P c_ix^i. Proto¿e b^2 = b_3x^6 + b_2x^4 + b_1x^2 + b_0, je b ≠ c. Ovźem b_3 = c_3 = 1, a z ireducibility plyne b_0 = c_0 = 1. Dále b_2 ≠ c_2 by vedlo na a_5 = 1, ovźem je a_5 = 0, tak¿e b_2 = c_2. Je tedy b_1 ≠ c_1, odkud dostáváme b(1) = 0 nebo c(1) = 0. Pak b nebo c není ireducibilní, co¿ je ve sporu s naźím pøedpokladem. Proto musí být a ireducibilní.