10. Okruhy polynomù

1. Zjistìte, zda je prvek 1 + x invertibilní v Z[[x]].

2. Buï R obor integrity a aż a ∈ R[[x]] má invertibilní prvek, øeknìme b. Doka¿te, ¿e pak b^′ = −b^2a^′.

3. V R[[x]] mù¿eme de˛novat i derivace vyźźích øádù. Klademe a^{(0)} = a a a^{(i+1)} = (a^{(i)})^′. Doka¿te Leibnizovu formuli

(ab)^{(n)} = ∑ 0≤i≤n ( n i ) a^{(i)}b^{(n−i)}

pro libovolná a, b ∈ R[[x]] a n ≥ 0. Doka¿te, ¿e je-li a = ∑ a_ix^i, tak a^{(n)} = ∑ (i + 1) . . . (i + n)a_{i+n}x^i.

4. Doka¿te, ¿e v T [[x]], kde T je tìleso, je a = ∑ a_ix^i invertibilní prvek právì kdy¿ a_0 ≠ 0. Zobecnìte toto tvrzení pro libovolný okruh.

5. Máme-li vypoèítat hodnotu polynomu a = ∑ a_ix^i ∈ R[x] v bodì α ∈ R, lze s výhodou pou¿ít tzv. Hornerova schématu. Aż n = st a. De˛nujme b_{n−1} = a_n a b_j = a_{j+1} + αb_{j+1} pro −1 ≤ j < n − 1. Hornerovým schématem se míní takový zápis, ¿e do prvé øádky se umístí a_n a_{n−1} . . . a_0, do druhé 0 αb_{n−1} . . . αb_0 a do tøetí b_{n−1} b_{n−2} . . . b_{−1}. Proto¿e tøetí øádek je souètem prvého a druhého, lze zjevnì Hornerovo schéma vyplòovat zleva doprava po sloupcích. Nakonec se získá hodnota b_{−1}, a ta je (viz následující cvièení) rovna a(α). Vypoètìte pomocí Hornerova schématu hodnotu polynomu x^6 + 2x^5 − 3x^4 + x^3 − 5x^2 + 3x − 1 ∈ Z[x] v bodì 3.

6. (Pokraèování.) Polo¿te b = ∑ 0≤i<n bix i a doka¿te, ¿e a = (x − α)b + b_{−1}, a tím i a(α) = b_{−1}.

7. (Pokraèování.) Pøedstavme si, ¿e Hornerovo schéma vytvoøíme znovu, opìt v bodì α, ale vstupním polynomem nebude a, nýbr¿ b. Dalźím opakováním tak dostaneme øadu polynomù, oznaème je napøíklad a^{[i]}, takovou, ¿e a^{[0]} = a a a^{[i]} = a^{[i+1]}(x − r) + a^{[i]}(r). Doka¿te, ¿e a^{(k)}(α) = (k!)a^{[k]}(α) (a^{(k)} je k{tá derivace polynomu a). Spoèítejte uvedeným zpùsobem prvou a¿ źestou derivaci polynomu x^6 + 2x^5 − 3x^4 + x^3 − 5x^2 + 3x − 1 ∈ Z[x] v bodì 3.

8^∗. Uva¿me podokruhy Z[ √ 2] a Z[ √ 3] tìlesa R. Uka¿te, ¿e se jedná o eukleidovské obory integrity, kde eukleidovskými funkcemi jsou (po øadì) zobrazení a + b √ 2 → |a^2 − 2b^2| a a + b √ 3 → |a^2 − 3b^2|. (Srovnej s cvièením 18.)

9. Spoèítejte nejvìtźí spoleèný násobek polynomù 2x^3 + 1 a x^4 − x^3 + 2x^2 − x − 1, a to jednak v Q[x], jednak v Z_3[x].

10. Buï c = NSD(a, b), kde a, b, c ∈ Q[x]. Doka¿te, ¿e c je nejvìtźí spoleèný dìlitel a a b také v R[x] a C [x].

11. Uva¿te (nekomutativní) tìleso kvaterni«onù H (viz cvièení 14 kapitoly 5) a uka¿te, ¿e v H [x] existuje polynom stupnì 2, který má více ne¿ dva koøeny.

Typeset by AMS-TEX 1

12. Kolik rùzných koøenù, a jaké násobnosti, má polynom x^3 − 1 v C [x], v R[x] a

Z3[x]?

13. Je-li R okruh a A mno¿ina, tak R^A oznaème mno¿inu vźech zobrazení f : A → R. Na R^A lze de˛novat binární operace sèítání ‘po slo¿kách’, tj. pro f, g ∈ R^A budou f + g a f · g de˛novány tak, ¿e (f + g)(a) = f(a) + g(a) a (fg)(a) = f(a)g(a) pro vźechna a ∈ A. De˛nujte na R^A unární operaci a nulární operace tak, aby R^A byl okruh.

14. (Pokraèování) De˛nujte zobrazení τ : R[x] → R^R tak, ¿e (τ(a))(α) = a(α) pro vźechna a ∈ R[x] a α ∈ A. Doka¿te, ¿e τ : R[x] → R^R je homomor˛smus. Pøedpokládejte navíc, ¿e R je obor integrity. Uka¿te, ¿e pak je τ prosté právì kdy¿ R je nekoneèná mno¿ina.

15. (Pokraèování) Buï T nekoneèné komutativní tìleso. Ukázali jsme, ¿e v takovém pøípadì ka¿dému prvku a oboru integrity T [x] odpovídá právì jedna polynomiální funkce α → a(α). Jaké funkce odpovídají prvkùm podílového tìlesa T [x]? Doka¿te!

16. Najdìte nìjaký generátor (tzv. primitivní prvek) grupy Z^∗_{23}. Kolik má grupa

Z^∗_{23} generátorù?

17. Èíslo p = 2^{31} − 1 je prvoèíslo a 7 je primitivní prvek (generátor) grupy Z^∗_p. Doka¿te, ¿e potom je i èíslo 16807 primitivní prvek Z_p.

18^∗. Doka¿te, ¿e okruh Z[ √ 5] není Gaussùv. (Návod: Uka¿te, ¿e prvek 2 je ireducibilní, ale není prvoèíslo. Vyu¿ijte toho, ¿e 2 dìlí 4 = ( √ 5 + 1)( √ 5 − 1). Jako první krok ovìøte, ¿e u = a + b √ 5 ∈ Z[^√5] je invertibilní právì kdy¿ N(u) = a^2 − 5b^2

je rovno ±1. Potom uka¿te, ¿e pro u, v ∈ Z[ √ 5], u|v, platí N(u)|N(v), pøièem¿ u je vlastním dìlitelem v právì kdy¿ N(u) je vlastním dìlitelem N(v). Ovìøte, ¿e N(u) je rùzné od ±2 pro ka¿dé u ∈ Z[ √ 5], a z pøedchozího kroku odvoïte, ¿e u je ireducibilní, kdykoliv platí N(u) = ±4.)

Øeźení

1. (1 + x) · ∑ (−1)^ix^i = 1.

2. ab = 1, tak¿e (ab)^′ = a^′b + ab^′ = 0, odkud a^′b^2 + (ab)b^′ = 0 = a^′b^2 + b^′.

3. (ab)^{(n+1)} = (∑ (_n i ) a^{(i)}b^{(n−i)} )_′ = ∑ (_n i ) a^{(i+1)}b^{(n−i)} + ∑ (_n i ) a^{(i)}b^{(n+1−i)} = a^{(n+1)} + b^{(n+1)} + ∑ 1≤i≤n ((_n i ) + (_n i+1 )) a^{(i)}b^{(n+1−i)} = ∑ 0≤i≤n+1 (_{n+1} i ) a^{(i)}b^{(n+1−i)}. Dále

a^{(n+1)} = (a^{(n)})^′ = ( ∑ (i + 1) . . . (i + n)a_{i+n}x^i)^′ = ∑ (i + 1)(i + 2) . . . (i + n + 1)a_{i+n+1}x^i.

4. De˛nujme b_j , j ≥ 0, indukcí tak, aby ( ∑ 0≤i≤j aix i)·( ∑ 0≤i≤j bix i) byl polynom rovný 1 + ∑ c_ix^i, kde c_i = 0 pro 0 ≤ i ≤ j. Pro j = 0 staèí polo¿it b_0 = a^{−1}_0 . Dále ( ∑ 0≤i≤j+1 aix i) · ( ∑ 0≤i≤j+1 bix i) = 1 + c_{j+1}x^{j+1} + a_{j+1}b_0x^{j+1} + a_0b_{j+1}x^{j+1} + ∑ i≥j+1 dix i, tak¿e za b_{j+1} lze zvolit −a^{−1}_0 (a_{j+1}b_0 + c_{j+1}). V obecném pøípadì je zjevnì mo¿né pou¿ít pro a_0 ∈ R invertibilní tuté¿ konstrukci.

5. 1 2 −3 1 −5 3 −1 0 3 15 36 111 318 963 1 5 12 37 106 321 962

6. (x − r)b + b_{−1} = ∑ (b_{i−1} − rb_i)x^i = ∑ a_ix^i = a.

7. Indukcí podle k, pøípad k = 0 je zøejmý. Je a = (x − r)b + a(r). Z Leibnizovy formule plyne a^{(k+1)} = (x − r)b^{(k+1)} + (k + 1)b^{(k)}. Pøitom b^{(k)}(r) = k!b^{[k]}(r) = k!a^{[k+1]}(r) podle indukèního pøedpokladu, tak¿e a^{(k+1)}(r) = (k + 1)!a^{[k+1]}(r).

Hornerovo schéma z cvièení 5 pokraèuje takto:

1 5 12 37 106 321 0 3 24 108 435 1623 1 8 36 145 541 1944 0 3 33 207 1056 1 11 69 352 1597 0 3 42 333 1 14 111 685 0 3 51 1 17 162 0 3 1 20 0 1 Derivace tedy po øadì jsou 1944, 1597 · 2 = 3194, 685 · 6 = 4110, 162 · 24 = 3888, 20 · 120 = 2400, 1 · 720 = 720.

8. Funkci μ : Z[ √ 2] → N_0 , μ(a+b √ 2) = a^2 −2b^2 mù¿eme rozźíøit i na okruh Q[ √ 2]. Snadno ovìøíme, ¿e pro libovolná u, v ∈ Q[ √ 2] platí μ(u · v) = μ(u) · μ(v). Naźím úkolem je pro daná nenulová a + b √ 2, c + d √ 2 ∈ Z[^√2] nalézt p + q^√2 ∈ Z[^√2]

tak, aby platilo μ((a + b √ 2) − (c + d √ 2)(p + q √ 2)) < μ(c + d √ 2). Tuto nerovnost lze ovźem díky multiplikativitì μ zapsat jako μ(^{a+b√2}_{c+d}√_2 − (p + q √ 2)) < 1. Výraz v závorce upravíme na (^{ac−2bd}_{c2−2d2} − p) + (^{bc−ad}_{c2−2d2} − q) √ 2. Zvolíme celá èísla p a q tak, aby hodnoty obou rozdílù byly ≤^1_2 (p a q jsou tedy nejlepźí mo¿né celoèíselné aproximace daných zlomkù). Snadno nyní nahlédneme, ¿e μ nabývá v uva¿ovaném pøípadì nanejvýź hodnoty^1_2 .

V okruhu Z[ √ 3] lze postupovat zcela stejnì, hodnota μ je pøi analogickém postupu omezena^3_4 .

Vźimnìte, si (viz té¿ cvièení 18), ¿e ji¿ pro Z[ √ 5] tentý¿ postup nevede k cíli, neboż závìreèné omezení dá hodnotu^5_4 , co¿ je více ne¿ 1.

9. V Q[x] jsou oba polynomy nesoudìlné, v Z_3[x] je jejich NSD roven x − 1.

10. Eukleidùv algoritmus probìhne ve vźech tøech zmínìných okruzích stejnì, (tj. èleny pøísluźné posloupnosti vźechny le¿í v Q[x]).

11. x^2 + 1 má koøeny i, j, k, −i, −j a −k.

12. V C [x] 3 koøeny, v R[x] 1 koøen, v obou pøípadech násobnosti 1. V Z_3[x] 1 koøen, násobnosti 3.

13. −f de˛nujeme tak, ¿e (−f)a = −(f(a)) pro ka¿dé a ∈ A. Roli neutrálního prvku (nuly) má konstatní zobrazení a → 0.

14. Ker τ obsahuje nenulový polynom ⇔ existuje polynom takový, ¿e vźechny prvky R jsou jeho koøeny. 15. Racionální funkce α →^{a(α)}_{b(α)} .

16. Nejmenźí primitivní prvek je 5, dohromady jich je φ(22) = 10. 17. i → 7^i mod p je izomor˛smus Z_{p−1}(+) a Z^∗_p(·). Pøitom 16807 = 7^5, 5 je nesoudìlné s 2^{31} − 2, a tedy generátor Z_{p−1}(+).