1. Uzávìrové systémy, relace a ekvivalence 1. Buï A = {a, b, c, d}. Jsou (i) {{a, b}, {c, d}, ∅, {b, d}, {b}, {d}}, (ii) {{a, b, c, d}, ∅}, (iii) {{a}, {a, b}, {a, b, c}, {a, b, c, d}}, (iv) {{a, b, c}, {a, b, c, d}, {b}, {d}} uzávìrové systémy nad A?

2. Buï A = {a, b}. Pak existuje právì jeden systém C ⊆ P(A) takový, ¿e (i) A ∈ C a (ii) C není uzávìrový systém nad A.

Najdìte jej!

3. Buï A = {a, b, c}. Naleznìte alespoò jeden uzávìrový systém C nad A takový, ¿e pro nìkterá B, C ∈ C není B ∪ C ∈ C.

4. Postupným zobecòováním se dostáváme od pøímky, roviny a trojrozmìrného prostoru k n{rozmìrnému eukleidovskému prostoru, od n{rozmìrného eukleidovského prostoru k metrickým prostorùm, a od metrických prostorù k prostorùm topologickým. Vźude jsou de˛novány tzv. uzavøené mno¿iny. Systém uzavøených mno¿in je v¿dy uzávìrový systém. Pøitom sjednocení koneèného poètu uzavøených mno¿in je opìt uzavøená mno¿ina. Tuto vlastnost ale obecnì uzávìrové systémy nemají { viz cvièení 3 nebo 5.

5. Uzavøeným intervalem zde rozumíme ka¿dou konvexní uzavøenou podmno¿inu reálné pøímky R. Buï n ≥ 1. Uka¿te, ¿e

(i) vźechny konvexní mno¿iny v R^n tvoøí uzávìrový systém, a ¿e (ii) vźechny mno¿iny tvaru I_1 × · · · × I_n, kde I_1,. . . ,I_n jsou uzavøené intervaly, tvoøí spolu s prázdnou mno¿inou také uzávìrový systém. 6. Ovìøte nejprve, ¿e C = {∅, {a}, {c}, {a, b}, {c, d}, {a, b, c}, {a, b, c, d}} je uzávì- rový systém nad {a, b, c, d}. Urèete pak cl_C (B), jestli¿e (i) B = {a, b, c}, (ii) B = {b}, (iii) B = {b, d}. 7. Vźechny uzávìrové systémy nad mno¿inou A tvoøí uzávìrový systém nad P(A) { oznaème ho napøíklad B. Buï E ⊆ P(A). Doka¿te, ¿e cl_B(E) = {∩(C; C ∈ F), kde F probíhá vźechny neprázdné podmno¿iny E}∪{A}. Uka¿te pak, ¿e cl_B(E) = P(A) právì kdy¿ pro ka¿dé a ∈ A obsahuje E mno¿inu A\{a}.

8. Tvoøí antire‚exivní (resp. antisymetrické) relace na A uzávìrový systém nad

A^2?

9. K relaci ρ = {(a, b), (b, c), (d, e)} na {a, b, c, d, e} najdìte re‚exivní, symetrický a tranzitivní uzávìr. Jaké jsou ekvivalenèní tøídy ekvivalence generované ρ?

10. Jaké je jádro zobrazení sin : R → R?

Typeset by AMS-TEX 1

11. Buï A a B stejnì velké koneèné mno¿iny a aż N_0 oznaèuje mno¿inu celých èísel

{0, 1, 2, . . . }. Doka¿te, ¿e zobrazení f : A → B je injektivní právì kdy¿ je surjektivní právì kdy¿ je bijektivní. Najdìte nìjaké pøíklady jednoduchých zobrazení f : N_0 →

N0 , které jsou injektivní a nejsou surjektivní, a naopak které jsou surjektivní a

nejsou injektivní.

Odpovìdi

1. (i) ne, chybí A; (ii) ano; (iii) ano; (iv) ne, neboż napøíklad {b} ∩ {d} = ∅ v systému nele¿í. 2. {{a}, {b}, {a, b}}. 3. Napøíklad {{a, b, c}, {a}, {b}, ∅}. 6. (i) {a, b, c}; (ii) {a, b}; (iii) {a, b, c, d}. 7. E je systém podmo¿in A, a cl_B(E) obsahuje E spolu se vźemi mno¿inami, které le¿í v ka¿dém uzávìrovém systému, jeho¿ je E podsystémem. Ovźem ∩C, C ∈ F, padne pro ∅ ≠ F ⊆ E do ka¿dého takového uzávìrového systému. Souèasnì je {∩C; C ∈ F a ∅ ≠ F ⊆ E} ∪ {A} uzávìrovým systémem, tak¿e je to nejmenźí uzávìrový systém, který obsahuje F, a tedy je roven cl_B(E).

őádná mno¿ina typu A\{a}, a ∈ A, nemù¿e být rovna prùniku dvou mno¿in, které by byly obì od ní rùzné. Proto, je-li cl_B E = P(A), musí E obsahovat vźechny takové mno¿iny. Naopak, jejich prùnikem se zjevnì dostane ka¿dá mno¿ina rùzná od A.

8. Ne { jsou sice uzavøené na prùniky, ale neobsahují A^2. 9. Re‚exivní uzávìr ρ je {(a, b), (b, c), (d, c), (a, a), (b, b), (c, c), (d, d), (e, e)}, symet- rický {a, b), (b, a), (b, c), (c, b), (d, e), (e, d)} a tranzitivní {(a, b), (a, c), (b, c), (d, e)}. Tøídy ekvivalence generované ρ jsou {a, b, c} a {d, e}.

10. (a, b) ∈ ker sin právì kdy¿ a^′ = b^′ nebo^{a0 +b0}_2 ∈ {^π_2 ,^{3π}_2 }, kde a^′, b^′ jsou ta jednoznaènì urèená reálná èísla z polouzavøeného intervalu ⟨0, 2π), je¿ se liźí od a, resp. b o celoèíselný násobek 2π.

11. Oznaème k spoleèný poèet prvkù mno¿in A i B. Injektivní zobrazení f : A → B posílá rùzné prvky na rùzné prvky, tak¿e Im f má k prvkù, a tedy platí Im f = B. Není-li f injektivní, tak Im f naopak má ménì ne¿ k prvkù a Im f je vlastní èástí B. Dokázali jsme, ¿e f je injektivní právì kdy¿ je surjektivní. Pøíkladem zobrazení

N0 → N0 , které je injektivní, ale není surjektivní, je x → x + 1. Naopak x → |x − 1|

je surjektivní, ale není injektivní.