7. Abelovy grupy, okruhy a tìlesa

Grupa G = G(·,^{−1} , 1) se nazývá komutativní, jestli¿e ab = ba pro ka¿dé a, b ∈ G. Pro komutativní grupy se èasto pou¿ívá aditivní notace { binární operace se znaèí +, unární − a nulární 0. Komutativní grupì v aditivní notaci se zpravidla øíká grupa Abelova (té¿ abelovská).

Abelova grupa A = A(+, −, 0) je tedy algebra s jednou binární, jednou unární a jednou nulární operací, která splòuje pro vźechna a, b, c ∈ A tyto identity:

a + (b + c) = (a + b) + c, a + b = b + a, a + (−a) = 0 a a + 0 = a. Místo a + (−b) píźeme, jak je obvyklé, pouze a − b. V aditivní notaci se prvek −a nenazývá prvek inverzní, ale prvek opaèný (vzhledem k a).

Èíselné obory Z(+, −, 0), Q(+, −, 0), R(+, −, 0), C (+, −, 0) jsou Abelovy grupy. Pøitom logaritmus lg : R^+ (·,^{−1} , 1) → R(+, −, 0) je izomor˛smus multiplikativní grupy vźech kladných reálných èísel a aditivní grupy vźech reálných èísel.

Existují mnohé jiné pøíklady komutativních grup, zde jmenujme alespoò Kleinovu grupu.

V aditivním zápisu místo a^n píźeme na. Pro Abelovy grupy podle 6.2 { 6.4 tedy platí:

7.1 Lemma. Buï A = A(+, −, 0) Abelova grupa, a ∈ A a n, m ∈ Z. Potom n(−a) = −(na), (n + m)a = na + ma a (nm)a = n(ma). Vźimnìte si, ¿e ka¿dá podgrupa Abelovy grupy je normální.

Algebra R = R(+, ·, −, 0, 1) se nazývá okruh, jestli¿e R(+, −, 0) je Abelova grupa, R(·, 1) je monoid a pro vźechna a, b, c ∈ R platí a(b + c) = ab + ac a (b + c)a = ba + ca. Tyto identity jsou známy jako (levý a pravý) distributivní zákon.

7.2 Lemma. Buï R = R(+, ·, −, 0, 1) okruh. Pak pro libovolná a, b ∈ R platí a · 0 = 0 · a = 0, (−a)b = −(ab) = a(−b) a (−a)(−b) = ab. Dùkaz. a·0 = a·(0+0) = a·0+a·0, èili a·0 = 0. Podobnì 0·a = (0+0)·a = 0·a+0·a, a tedy 0·a = 0. Tudí¿ 0 = 0·b = (a+(−a))·b = ab+(−a)b. Odsud (−a)b = −(ab), a podobnì −(ab) = a(−b), tak¿e ab = −((−a)b) = (−a)(−b). �

7.3 Lemma. Buï R = R(+, ·, −, 0, 1) okruh. Je-li card(R) ≥ 2, tak 0 ≠ 1.

Dùkaz. Aż a ≠ 0. Pak a · 1 = a ≠ 0 = a · 0, tak¿e 1 ≠ 0. �

Okruh se nazývá triviální, jestli¿e má právì jeden prvek. Podle 7.3 jsou v ka¿dém netriviálním okruhu 1 a 0 rùzné.

Relace dìlitelnosti a pojmy invertibilního a inverzního prvku se vztahují, jedná-li se o okruh R(+, ·, −, 0, 1), k monoidu R(·, 1).

Podmno¿ina I okruhu R se nazývá ideál okruhu R, je-li I podgrupa R(+, −, 0) a ra i ar patøí do I pro ka¿dé r ∈ R a a ∈ I.

7.4 Lemma. Mno¿ina vźech ideálù okruhu R tvoøí uzávìrový systém.

Dùkaz. Buï I_j , j ∈ J ideály v R. Potom I = ∩(I_j ; j ∈ J) je podgrupa R(+, −, 0) a pro a ∈ I, r ∈ R patøí ra i ar do ka¿dého I_j , j ∈ J. Tudí¿ ra ∈ I a ar ∈ I. �

Typeset by AMS-TEX 1

Je-li A ⊆ R a J je uzávìrový systém vźech ideálù v R, tak cl_J (A) nazýváme ideálem generovaným mno¿inou A.

Souèet a_1 + a_2 + · · · + a_n prvkù okruhu R píźeme té¿ ∑ 1≤i≤n ai. Je-li n = 0, tak ∑ 1≤i≤n ai klademe rovné 0.

7.5 Lemma. Buï R okruh a A ⊆ R. Potom mno¿ina I = { ∑ 1≤i≤n riaisi; ri, si ∈ R, a_i ∈ A a n ∈ N_0 } je rovna ideálu generovanému mno¿inou A.

Dùkaz. I je zjevnì uzavøeno na souèty, obsahuje 0 a podle 7.2 i opaèné prvky. Dále A ⊆ I a I musí le¿et v ka¿dém ideálu, který obsahuje A. Je-li r ∈ R, tak podle distributivních zákonù je r( ∑ r_ias_i) = ∑ rr_ia_is_i a ( ∑ r_ias_i)r = ∑ r_ias_ir, tak¿e I je vskutku ideál. �

Budeme se zabývat takøka výhradnì komutativními okruhy, to jest okruhy R, ve kterých ab = ba pro vźechna a, b ∈ R. V komutativním okruhu lze ideál I generovaný mno¿inou A vyjádøit jako { ∑ 1≤i≤n riai; ri ∈ R, ai ∈ A, n ∈ N0 }. Je-li A = {a} jednoprvková mno¿ina, tak I = Ra. Ideál komutativního okruhu R se nazývá hlavní, jestli¿e existuje a ∈ R, ¿e I = Ra.

7.6 Lemma. Buï R komutativní okruh a a, b ∈ R. Pak:

(i) a je invertibilní právì kdy¿ Ra = R. (ii) a|b právì kdy¿ Ra ⊇ Rb. (iii) a||b právì kdy¿ Ra = Rb.

Dùkaz. (i) Je-li Ra = R, existuje c ∈ R, ¿e ca = 1. Je-li c inverzní prvek a, je r = rca ∈ Ra pro ka¿dé r ∈ R. (ii) Aż b = ca a r ∈ R. Pak rb = (rc)a, tak¿e Rb ⊆ Ra. Je-li Ra ⊇ Rb, je b ∈ Ra, tak¿e b = ca pro nìjaké c ∈ R.

(iii) a||b právì kdy¿ a|b a b|a, tedy právì kdy¿ Ra ⊇ Rb a Rb ⊇ Ra, tedy právì kdy¿ Ra = Rb. �

7.7 Lemma. Jediné ideály okruhu Z(+, ·, −, 0, 1) jsou hlavní ideály mZ, m ∈ N_0 .

Dùkaz. Buï I ideál Z a aż a ∈ I je nenulové. Proto¿e −a patøí také do I, lze pøedpokládat a > 0. Buï m nejmenźí mo¿né takové a. Pak mZ ⊆ I, a je-li naopak n ∈ I, lze nalézt p ∈ Z, q ∈ N_0 , ¿e n = mp + q, 0 ≤ q < m. Proto¿e q = n − mp ∈ I, musí být q = 0, a tedy n ∈ mZ. �

Je-li ρ kongruence okruhu R, tak je ρ i kongruencí Abelovy grupy R(+, −, 0). Proto ρ musí být tvaru mod H, kde H je podgrupa R(+, −, 0).

7.8 Tvrzení. Ekvivalence ρ je kongruencí okruhu R právì kdy¿ ρ je rovno mod I pro nìjaký ideál I.

Dùkaz. Aż je ρ = mod H kongruence a aż a ∈ H a r ∈ R. Pak je aρ0 a z r · 0 = 0 = 0 · r plyne raρ0, arρ0, a tedy ra ∈ H a ar ∈ H, tak¿e H je ideál.

Buï naopak I ideál R. Je tøeba ukázat, ¿e mod I je sluèitelné s operací ·. Aż a ≡ b mod I a c ≡ d mod I pro nìjaká a, b, c, d ∈ I. Potom b − a ∈ I, d − b ∈ I, a proto cd − ab = c(d − b) + (c − a)b ∈ I, tak¿e ab ≡ cd mod I. � Zobrazení I → mod I je bijekcí mezi svazem vźech ideálù okruhu R a svazem vźech jeho kongruencí. Proto¿e I ⊆ J je pro ideály I a J ekvivalentní mod I ⊆ mod J, jedná se podle 4.4 o izomor˛smus svazu ideálù a svazu kongruencí. (Srovnej s podobnou situací u grup, kde na místì ideálù vystupují normální podgrupy.)

Je-li I ideál okruhu R, tak kvocientní okruh R/mod I se, podobnì jako v pøípadu grup, oznaèuje R/I. Jeho prvky jsou mno¿iny r + I, kde r probíhá R. Oznaèení A/I ve významu {a + I; a ∈ A} pou¿íváme i pro vźechna A ⊆ R, kde a + I ⊆ A platí pro vźechna a ∈ A. Uva¿me, jak vypadají kongruence okruhu R/I. Polo¿ímeli ρ = modI, tak podle 3.5 lze ka¿dou takovou kongruenci vyjádøit jako σ/ρ, kde σ ⊇ ρ je kongruence R. Ovźem podle 7.8 je σ rovno modJ, kde J je ideál okruhu R. Podmínka σ ⊇ ρ pak znamená J ⊇ I. Je tedy σ/ρ rovno modJ/ mod I, kde J ⊇ I je urèeno jednoznaènì. Podle 7.8 je σ/ρ také rovno modK, kde K je ideál okruhu R/I. Pøitom K obsahuje 0_{R/I} , a K = [0_{R/I} ]_{σ/ρ} je, jak vyplývá z 1.8(i), rovno nat_ρ([0]_σ ) = nat_ρ(J) = {j + I; j ∈ I} = J/I. Ideály okruhu R/I se tedy rovnají mno¿inám J/I, kde J ⊇ I je ideál R.

Je-li f : R → S homomor˛smus okruhù, tak ker f je kongruence R a Ker f = [0]_{ker f} = f^{−1}(0_S ). Proto platí:

7.9 Lemma. Buï f : R → S homomor˛smus okruhù. Pak Ker f je ideál R.

Proto¿e v dalźích kapitolách budeme na nìkolika místech pou¿ívat 1. vìtu o izomor˛smu (viz kapitola 3) pro okruhy, uvedeme ji zde jako samostatné tvrzení.

7.10 Tvrzení. (1. vìta o izomor˛smu pro okruhy) Aż f : R → S je surjektivní homomor˛smus okruhù a aż I je jeho jádro. Potom zobrazení a + I → f(a) je izomor˛smus okruhù R/I a S.

Ideál R okruhu R nazveme vlastní, jestli¿e je kongruence mod I vlastní, èili jestli¿e I ≠ R a I ≠ {0}. Podobnì I nazveme maximální ideál, jestli¿e je kongruence mod I maximální. Ideál I je tedy maximální právì kdy¿ je I ≠ R, a pro ka¿dý ideál J okruhu R z I ⊆ J ⊆ R plyne I = J nebo I = R.

Okruh R je proto jednoduchý (ve smyslu de˛nice jednoduché algebry v kapitole 3), jestli¿e má alespoò dva prvky a nemá vlastní ideály.

Okruh T se nazývá tìleso, jestli¿e je ka¿dý jeho nenulový prvek invertibilní a jestli¿e T obsahuje alespoò dva prvky. Mno¿ina T \{0} se znaèívá T^∗. Proto¿e T^∗ je monoid, který obsahuje pouze invertibilní prvky, lze T^∗ pova¿ovat za grupu (hovoøíme o multiplikativní grupì tìlesa T ). Inverzní prvky v T^∗ znaèíme a^{−1}.

7.11 Lemma. Tìleso neobsahuje vlastní ideály.

Dùkaz. Aż I je ideál tìlesa T a aż a ∈ I, a ≠ 0. Pak aa^{−1} = 1 ∈ I, tak¿e I = T . �

7.12 Dùsledek. Buï T tìleso a R netriviální okruh. Pak ka¿dý homomor˛smus f : T → R je injektivní.

Dùkaz. f(1_T ) = 1_R ≠ 0_R. Proto je Ker f ≠ T , tak¿e podle 7.11 je Ker f = {0_T }. Tudí¿ ker f = id_T a tedy f je injektivní. �

V pøípadì komutativních okruhù platí k 7.11 i opaèné tvrzení:

7.13 Tvrzení. Buï R netriviální komutativní okruh. Pak R je tìleso právì kdy¿ R neobsahuje vlastní ideály.

Dùkaz. Aż R obsahuje pouze nevlastní ideály a a ∈ R je nenulové. Podle 7.6(i) je a invertibilní. �

Podle 7.13 je komutativní okruh tìleso právì kdy¿ je to okruh jednoduchý. Aplikací 3.6 tudí¿ dostáváme

7.14 Tvrzení. Buï I ideál komutativního okruhu R. Pak R/I je tìleso právì kdy¿ I je maximální ideál R.

Podokruh tìlesa T , který je sám tìlesem, se nazývá podtìleso.

7.15 Tvrzení. Mno¿ina vźech podtìles tìlesa T tvoøí uzávìrový systém.

Dùkaz. Aż R oznaèuje uzávìrový systém podokruhù T , G uzávìrový systém podgrup T^∗ a aż G^′ = {G ∪ {0}; G ∈ G}. K je podtìleso T právì kdy¿ K ∈ G^′ ∩ R, tak¿e lze pou¿ít 1.2. �

Je-li T tìleso, T uzávìrový systém jeho podtìles a A ⊆ T , tak cl_T (A) se nazývá podtìleso generované mno¿inou A. Nejmenźí podtìleso (je generované prázdnou mno¿inou) se nazývá prvotìleso. Podobnì v okruhu R je prvookruh nejmenźí podokruh. Prvookruh okruhu R v¿dy obsahuje 0_R a 1_R. Prvotìleso tìlesa T v¿dy obsahuje prvookruh.

Buï R = R(+, ·, −, 0, 1) okruh, a ∈ R a n ∈ Z. Proto¿e R(+, −, 0) je Abelova grupa, lze pou¿ít zápisu n·a. Vyjasníme nyní vztah tohoto multiplikativního zápisu a multiplikativního zápisu daného okruhovou operací ·. Abychom oba zápisy od sebe výraznìji oddìlili, budeme do konce této kapitoly výjimeènì místo n · a psát n × a. Je tedy napøíklad 3 × a = a + a + a a (−2) × a = (−a) + (−a). Podle 7.1 platí:

7.16 Lemma. Buï R okruh a a ∈ R. Zobrazení n → n × a je pro ka¿dé a ∈ R homomor˛smus Z(+, −, 0) do R(+, −, 0).

7.17 Lemma. Buï R okruh, a ∈ R a n ∈ Z. Pak n × a = (n × 1_R) · a.

Dùkaz. Podle 7.16 platí −(n × a) = (−n) × a, tak¿e ((−n) × 1)a = (−(n × 1))a = −((n × 1)a), a proto staèí podat dùkaz pro n ≥ 0. Pro n ≤ 1 vztah zjevnì platí, postupujme tedy indukcí a aż n > 1. Pak n × a = ((n − 1) × a) + a = ((n − 1) × 1) · a + (1 × 1) · a = (((n − 1) × 1) + (1 × 1)) · a = (n × 1) · a. �

7.18 Tvrzení. Aż R je okruh a φ : Z → R, φ(n) = n × 1 pro ka¿dé n ∈ Z. Potom φ je homomor˛smus okruhù a Im φ je prvookruh okruhu R.

Dùkaz. Buï n, m ∈ Z. Podle 7.16 je φ(n + m) = φ(n) + φ(m) a podle 7.1 a 7.17 je φ(nm) = (nm) × 1 = n × (m × 1) = (n × 1) · (m × 1) = φ(n)φ(m). Im φ musí obsahovat provookruh P . Proto¿e 1 ∈ P a −1 ∈ P , je n × 1 ∈ P pro ka¿dé n ∈ Z, tak¿e také Im φ ⊆ P . �

Jádro Ker φ zobrazení φ : Z → R je podle 7.7 hlavní ideál mZ pro nìjaké m ∈ N_0 , pøièem¿ podle 7.6(iii) je m urèeno jednoznaènì. Èíslo m nazýváme charakteristikou okruhu R. Z de˛nice zobrazení φ okam¿itì plyne:

7.19 Tvrzení. Buï R okruh charakteristiky p a aż n ∈ Z. Potom n × 1_R = 0_R právì kdy¿ p dìlí n.

Je-li R okruh charakteristiky p a p > 0, tak p je nejmenźí kladné èíslo takové, ¿e p × 1_R = 0. (Z této vlastnosti se èasto vychází pøi de˛nici charakteristiky okruhu.)

Dùkaz následujícího tvrzení lze vynechat, neboż je zcela stejný jako dùkaz bì¿né binomické vìty.

7.20 Lemma. Buï R komutativní okruh a, b ∈ R a n ∈ N. Pak (a + b)^n = ∑ 0≤i≤n (_n i ) ×a^ib^{n−i}. 7.21 Dùsledek. Buï R komutativní okruh charakteristiky p > 0 a aż p je prvoèíslo. Potom zobrazení a → a^p je endomor˛smus okruhu R.

Dùkaz. Buï a, b ∈ R. Jistì (ab)^p = a^pb^p. Dále platí (a + b)^p = a^p + b^p + ∑ 1≤i<p (_p i ) ×a^ib^{p−i}, pøièem¿ p dìlí (_p i ) pro ka¿dé 1 ≤ i < p, tak¿e podle 7.19 je ∑ 1≤i<p (_p i ) ×a^ib^{p−i} = 0. �

Endomor˛smu a → a^p øíkáme Frobeniùv endomor˛smus. Oznaèíme-li ho φ, tak φ^k(a) = a^{pk} pro ka¿dé a ∈ R a k ≥ 0. Pro popis koneèných tìles má velký význam následující tvrzení.

7.22 Tvrzení. Aż T je komutativní tìleso prvoèíselné charakteristiky p. Pak {a ∈ T ; a^{pk} = a} je pro ka¿dé k ≥ 0 podtìlesem T .

Dùkaz. Aż φ znaèí Frobeniùv endomor˛smus. Polo¿me f = φ^k a g = id_T . Z 3.2 plyne, ¿e {a ∈ T ; a^{pk} = a} je podokruh tìlesa T . Je-li a^{pk} = a, tak platí (a^{−1})^{pk} = (a^{pk} )^{−1} = a^{−1}, tak¿e tento podokruh je uzavøený na inverzní prvky, a je tedy podtìlesem tìlesa T . �

Na závìr této kapitoly uvedeme nìkolik èasto pou¿ívaných pojmù. Podmno¿ina I okruhu R(+, ·, −, 0, 1) se nazývá levý ideál, je-li I podgrupa R(+, −, 0) a ra ∈ I pro ka¿dé a ∈ I, r ∈ R. Podobnì se de˛nuje pravý ideál.

Abelova grupa M(+, −, ) se nazývá modul nad okruhem R, jestli¿e pro ka¿dé r ∈ R, a ∈ M je de˛nován skalární násobek r · a tak, ¿e r(a + b) = ra + rb, (r + s)a = ra + sa, r(sa) = (rs)a a 1 · a = a pro vźechna a, b ∈ M a r, s ∈ R. Modulùm nad tìlesem se øíká vektorové prostory.

Polookruh je algebra R(+, ·, 0, 1) taková, ¿e R(+, 0) je komutativní monoid, R(·, 1) monoid a platí distributivní zákony a(b + c) = ab + ac a (b + c)a = ba + ca.