6. Grupy a jejich podgrupy

Grupa G = G(·, �^1, 1) je algebra taková, ¿e · je asociativní binární operace, 1 je neutrální prvek a pro ka¿dý prvek a ∈ G je a�^1 prvek inverzní.

Z 2.16 plyne, ¿e v ka¿dé grupì G jsou pro vźechna a, b ∈ G splnìny identity

(a�1_)�1_{= a a (ab)}�1_{= b}�1_a�1_.

Jestli¿e v monoidu S(·, 1) jsou vźechny prvky invertibilní, tak lze de˛novat na S unární operaci �^1 tak, ¿e pro a ∈ S je a�^1 jeho (jednoznaènì urèený) inverzní prvek. Algebra S(·, �^1, 1) je pak grupa. Rozdíl mezi grupami a monoidy, které jsou tvoøeny výhradnì invertibilními prvky, je tedy pouze formální, a spoèívá v tom, zda pøiøazení inverzního prvku je nebo není výslovnì uvedeno v seznamu operací pøísluźné algebry.

Dùsledek 2.17 mù¿e proto být formulován také tak, ¿e invertibilní prvky libovolného monoidu tvoøí grupu. Napøíklad invertibilní prvky monoidu Z(·, 1) jsou 1 a −1, zatímco invertibilní prvky monoidù Q(·, 1), R(·, 1) a C (·, 1) jsou vźechna nenulová èísla pøísluźného èíselného oboru. Tyto grupy jsou komutativní, pøíkladem nekomutativní grupy pro nás bude symetrická grupa S_Ω (binární operací je skládání permutací, unární operací inverzní permutace a nulární operací identická permutace).

Vźimnìte si, ¿e existenci inverzních prvkù v monoidu S(·, 1) lze také formulovat tak, ¿e rovnice a · x = 1 a y · a = 1 jsou øeźitelné pro ka¿dé a ∈ S (viz 2.15). Ovźem pak jsou øeźitelné i vźechny rovnice tvaru a · x = b a y · a = b, neboż lze polo¿it x = a�^1b a y = ba�^1.

Jestli¿e G = G(·, �^1, 1) je grupa, tak z ac = bc plyne a = acc�^1 = bcc�^1 = b a z ca = cb podobnì plyne a = b. Znamená to, ¿e G(·, 1) je monoid s krácením. Rovnice ax = b a ya = b proto mají v grupách v¿dy právì jedno øeźení.

6.1 Lemma. Buï G = G(·,�^1 , 1) a H = H(·,�^1 , 1) dvì grupy a f : G → H zobrazení sluèitelné s ·. Potom je f homomor˛smus grup.

Dùkaz. Z 1_G · 1_G = 1_G plyne f(1_G) · f(1_G) = f(1_G) = f(1_G) · 1_H , tak¿e f(1_G) =

1_H . Z aa�^1 = 1_G plyne f(a)f(a�^1) = f(1_G) = 1_H , tak¿e f(a�^1) = (f(a))�^1. � V grupì G = G(·,�^1 , 1) de˛nujeme i záporné mocniny. Je-li a ∈ G, n ∈ N, tak

a�n_{= (a}�1_)n_{. Podle 2.16 je zobrazení a → a}�1_{bijekcí G.}

6.2 Lemma. Pro a ∈ G, n ∈ Z je a�^n = (a^n)�^1.

Dùkaz. Pro n = 0 zøejmé. Je-li n = −m < 0, je tøeba ukázat a^m = (a�^m)�^1, èemu¿ je ekvivalentní (a^m)�^1 = a�^m. Staèí tedy ovìøit, ¿e a�^n = (a^n)�^1 platí pro n > 0. Postupujme indukcí, pro n = 1 je to zøejmé. Máme a�^n�^1 = (a�^1)^{n+1} =

(a�1_)n_{· a}�1_{= a}�n_{· a}�1_{= (a}n_)�1_a�1_{= (aa}n_)�1_{= (a}n+1_)�1_. �

6.3 Lemma. Pro a ∈ G, n, m ∈ Z je a^na^m = a^{n+m}.

Dùkaz. Je-li n = 0 nebo m = 0, je vztah zøejmý. Je-li n > 0, m > 0, pou¿ij 5.1. Jeli n < 0, m < 0, je a^na^m = (a�^n)�^1(a�^m)�^1 = ((a�^m)(a�^n))�^1 = (a�^m�^n)�^1 = a^{n+m}. Je-li n > 0 > m a n ≥ −m, tak a^na^m = a^{n+m}a�^ma^m = a^{n+m}. Je-li n > 0 > m a −m > n, tak a^na^m = a^na�^na^{m+n} = a^{m+n}. Koneènì, je-li n < 0 < m, je a^na^m = a^na�^na^{m+n} = a^{n+m}. �

Typeset by AMS-TEX 1

6.4 Lemma. Pro a ∈ G, n, m ∈ Z je (a^n)^m = a^{nm}.

Dùkaz. Je-li n = 0 nebo m = 0, je vztah zøejmý. Pro n > 0, m > 0 lze pou¿ít 5.1. Je-li m > 0 > n, je (a^n)^m = ((a�^n)�^1)^m = ((a�^n)^m)�^1 = (a�^{nm})�^1 = a^{nm}. Je-li m < 0, je (a^n)^m = ((a^n)�^m)�^1 = (a�^{nm})�^1 = a^{nm}. �

Ka¿dá podgrupa generovaná jednoprvkovou mno¿inou se nazývá cyklická. 6.5 Dùsledek. Buï G grupa a a ∈ G její prvek. Pak {a^i; i ∈ Z} je cyklická podgrupa generovaná a.

Dùkaz. Mno¿ina A = {a^i; i ∈ Z} musí zjevnì le¿et v ka¿dé podgrupì, je¿ obsahuje a. Podle 6.2 a 6.3 je A uzavøena na · i �^1. �

Øádem podgrupy grupy G se míní její mohutnost. Øád G se obvykle znaèí |G|. Øád prvku a ∈ G je øád cyklické podgrupy generované a.

Buï H podgrupa grupy G. De˛nujme relaci rmod H tak, ¿e prvky a, b jsou v této relaci (co¿ zapisujeme a ≡ b rmod H) právì kdy¿ ab�^1 ∈ H.

Podobnì piźme a ≡ b lmod H právì kdy¿ a�^1b ∈ H. 6.6 Lemma. Relace rmod H a lmod H jsou ekvivalence.

Dùkaz. a ≡ a rmod H, neboż aa�^1 = 1 ∈ H. Je-li ab�^1 ∈ H, je (ab�^1)�^1 = ba�^1 ∈ H, tak¿e relace rmod H je symetrická. Aż a ≡ b rmod H a b ≡ c rmod H. Pak

ac�1_{= ab}�1_{bc}�1_{∈ H.} �

Jsou-li A, B dvì podmno¿iny G, tak A · B = AB oznaèuje mno¿inu {cd; c ∈ A, d ∈ B}. Pro a, b ∈ G místo {a}B, A{b} píźeme prostì aB, Ab. 6.7 Lemma. Buï a ∈ G. Pak [a]_{rmod H} = Ha a [a]_{lmod H} = aH. Pøitom platí, ¿e card[a]_{rmod H} = |H| = card[a]_{lmod H} .

Dùkaz. Aż b ≡ a rmod H. Pak b = ba�^1a ∈ Ha. Naopak ha ≡ a rmod H pro ka¿dé h ∈ H, neboż haa�^1 = h ∈ H. Je tedy [a]_{rmod H} = Ha. Zobrazení h → ha je bijekce H na Ha, tak¿e card(Ha) = card(H) = |H|. �

6.8 Lemma. card(G/ rmod H) · |H| = |G| = card(G/ lmod H) · |H|.

Dùkaz. Uva¿me zobrazení aH → Ha�^1 mno¿iny {aH; a ∈ G} = G/lmod H na mno¿inu {Ha; a ∈ G} = G/ rmod H. Jde o korektnì de˛nované zobrazení, neboż

Ha�1_{je rovno (aH)}�1_{. Proto¿e toto zobrazení je bijektivní, musí mít uva¿ované}

mno¿iny stejnou mohutnost. �

Z 6.8 plyne, ¿e card(G/ rmod H) = card(G/ lmod H). Tuto mohutnost nazýváme index podgrupy H v grupì G a znaèíme |G : H|. (Je tøeba si uvìdomit, ¿e G/ rmod H zde oznaèuje pouze mno¿inu rozkladových tøíd ekvivalence rmod H, nikoliv algebru { rmod H toti¿ nemusí být v¿dy kongruence.)

Vztah uvedený v 6.8 je znám jako Lagrangeova vìta:

Vìta. (Lagrangeova) Buï G grupa a H její podgrupa. Pak |G| = |H| · |G : H|. 6.9 Dùsledek. Buï G koneèná grupa a H její podgrupa. Pak |H| dìlí |G|.

Mno¿iny Ha se nazývají pravé rozkladové tøídy H v G. Mno¿iny aH se nazývají levé rozkladové tøídy H v G. O podgrupì N grupy G øekneme, ¿e je normální, jestli¿e a�^1ha ∈ N pro ka¿dé h ∈ N a a ∈ G.

6.10 Tvrzení. Buï G grupa a N její podgrupa. Následující podmínky jsou ekvivalentní.

(i) N je normální podgrupa G, (ii) aN = Na pro ka¿dé a ∈ G, (iii) rmod N je kongruence G.

Pøitom ke ka¿dé kongruenci ρ grupy G existuje právì jedna normální podgrupa H grupy G taková, ¿e ρ = rmod H.

Døíve ne¿ pøistoupíme k dùkazu 6.10, zmíníme, ¿e podle 6.7 lze 6.10(ii) vyjádøit také jako rovnost ekvivalencí rmod N a lmod N. V takovém pøípadì je zvykem psát pouze modN { pøitom vztah a ≡ b mod N se ète ‘a je kongruentní s b modulo N’.

Dùkaz. Buï N podgrupa G. (i) ⇒ (ii) Buï a ∈ G a h ∈ N. Pak ah = aha�^1a ∈ Na, a naopak ha = aa�^1ha ∈ aN.

(ii) ⇒ (iii) Buï a, b, c, d ∈ G a aż a ≡ c rmod N a b ≡ d rmod N. Pak ac�^1 ∈ N,

bd�1_{∈ N, tak¿e (ab)(cd)}�1_{= abd}�1_c�1_{= hac}�1_{, kde h ∈ N je dáno vztahem}

a(bd�^1) = ha. Tudí¿ (ab)(cd)�^1 ∈ N a rmod N je sluèitelná s binární operací ·. Proto¿e platí a ≡ c lmod N, je a�^1c = a�^1(c�^1)�^1 ∈ N, tak¿e a�^1 ≡ c�^1 rmod N a rmod N je sluèitelné také s unární operací �^1.

(iii) ⇒ (i) Buï h ∈ N, a ∈ G a aż rmod N je kongruence. Pak ha ≡ a rmod H, tak¿e a�^1ha ≡ a�^1a rmod H. Proto¿e a�^1a = 1_G, tak nutnì a�^1ha ∈ H.

Buï nyní ρ kongruence a polo¿me H = [1]_ρ. Z 1 · 1 = 1 a 1�^1 = 1 plyne, ¿e H je podgrupa G. Aż a, b ∈ G jsou takové, ¿e ab�^1 ∈ H. Pak ab�^1ρ1, a tedy aρb. Naopak z aρb plyne ab�^1ρ1, èili ab�^1 ∈ H. Dokázali jsme, ¿e ρ je rovno rmod H. Podle (i{iii) je H normální podgrupa G. �

6.11 Dùsledek. Ka¿dá podgrupa indexu 2 je normální.

Dùkaz. Z |G : H| = 2 plyne, ¿e G má dvì pravé a dvì levé rozkladové tøídy. Proto¿e H je jak levá, tak pravá rozkladová tøída, musí být druhá rozkladová tøída v obou pøípadech rovna G\H. Z 6.10(ii) tudí¿ dostáváme, ¿e H je normální podgrupa

G. �

Je-li (N_i; i ∈ I) neprázdná soustava normálních podgrup grupy G, tak ∩(N_i; i ∈ I) je zjevnì opìt normální podgrupa. Normální podgrupy tedy tvoøí uzávìrový systém nad G. Podle 4.2 mù¿eme proto hovoøit o svazu normálních podgrup.

Podle 6.10 má ka¿dá kongruence ρ grupy G tvar mod H, kde H je normální podrupa grupy G. Podgrupa H je pøitom rovna té rozkladové tøídì mod H, je¿ obsahuje prvek 1. Proto pro dvì rùzné normální podgrupy H a K jsou kongruence mod H a mod K rùzné. Zobrazení H → mod H je tedy bijektivní zobrazení svazu normálních podgrup grupy G na svaz kongruencí grupy G. Jeliko¿ K ⊆ H zjevnì platí právì kdy¿ je mod K ⊆ mod H, dostáváme z 4.4, ¿e zobrazení H → mod H je izomor˛smus svazù.

Je-li f : G → H homomor˛smus grup, tak jádro zobrazení f je kongruence grupy G. To znamená, ¿e existuje právì jedna normální podgrupa N grupy G, pro kterou je ker f rovno mod N. Podgrupa N se shoduje s tou rozkladovou tøídou ekvivalence ker f, která obsahuje neutrální prvek 1_G, tak¿e N = {a ∈ G; f(a) = 1_H }. Podgrupì N se øíká jádro homomor˛smu f a znaèí se Ker f.

6.12 Tvrzení. Buï f : G → H homomor˛smus grup. Pak Ker f je normální podgrupa G, |G| = | Ker f| · | Im f| a | Im f| = |G : Ker f|.

Dùkaz. Proto¿e øád podgrupy Im f grupy H je roven poètu tøíd ekvivalence ker f, a proto¿e ker f má |G : Ker f| tøíd, dostáváme uvedené vztahy pøímo z Lagrangeovy vìty. �

Je-li N normální podgrupa grupy G, tak mù¿eme zkonstruovat kvocientní grupu G/ mod N. Jejími prvky jsou vźechny rozkladové tøídy N v G. Místo G/ mod N se vìtźinou píźe pouze G/N.

Ve zbytku této kapitoly se budeme pøedevźím vìnovat symetrickým grupám. Tomu, kdo absolvoval standardní kurs lineární algebry, bude znaèná èást uvedené látky pravdìpodobnì známa.

Je-li f permutace mno¿iny ˙, tak de˛nujeme relaci ρ_f na ˙ tak, ¿e (a, b) ∈ ρ_f právì kdy¿ f^m(a) = b pro nìjaké m ∈ Z. Relace ρ_f je zjevnì re‚exivní, symetrická a tranzitivní, tak¿e to je ekvivalence na ˙. Rozkladovým tøídám ρ_f øíkáme orbity tranzitivity. (Uvá¿íme-li na ˙ graf s hranami {a, f(a)}, tak orbity tranzitivity se shodují s tranzitivními komponentami tohoto grafu.)

Je-li ` ⊆ ˙ orbita tranzitivity permutace f a a je prvek `, tak ka¿dý prvek` musí být mo¿né vyjádøit jako f^m(a), tak¿e ` je rovno {f^m(a); m ∈ Z}.

Aż pro nìjaká celá èísla s > r platí f^s(a) = f^r(a). Pak je f^s�^r(a) = a a s−r > 0. Aż k > 0 je nejmenźí takové, ¿e f^k(a) = a. Potom pro 0 ≤ i < j < k je f^i(a) ≠ f^j (a) a ` obsahuje právì prvky {a, f(a), . . . , f^k�^1(a)}.

Uvedených vlastností lze pou¿ít v pøípadì, kdy mno¿ina ˙ je koneèná, k cyklickému zápisu permutace f:

Aż `_1, . . . , `_r jsou orbity tranzitivity permutace f, aż {a_1, . . . , a_r} je nìjaká transversála tohoto rozkladu a aż k_i, 1 ≤ i ≤ r, udává poèet prvkù orbity `_i. Pro 1 ≤ i ≤ r a 1 ≤ j ≤ k_i polo¿me a_{ij} = f^j (a_i). Pak permutaci f zapisujeme ve tvaru

(a_{11} . . . a_{1k1} )(a_{21} . . . a_{2k2} ) . . . (a_{r1} . . . a_{rkr} ).

Pøitom prvek a_i se zøejmì shoduje s a_{iki} . Platí `_i = {a_{ij} ; 1 ≤ j ≤ k_i}, tak¿e ka¿dý prvek ˙ se v cyklickém zápisu vyskytuje právì jednou. Zápisu lze rozumìt tak, ¿e ka¿dý prvek, za kterým nenásleduje pravá závorka, se zobrazí do prvku od nìj vpravo, a prvek, za kterým následuje pravá závorka, se zobrazí za nejbli¿źí pøedcházející levou závorku.

Uva¿me napøíklad permutaci h mno¿iny {1, 2, 3, 4, 5, 6}, která je zadaná vztahy h(1) = 2, h(2) = 5, h(3) = 6, h(4) = 4, h(5) = 1 a h(6) = 3. Její cyklický zápis bude (1 2 5)(3 6)(4). Pøesný tvar zápisu ovźem zále¿í na volbì poøadí orbit a na výbìru transversály. Pøi jiném poøadí orbit bude i jiné poøadí èástí v závorkách, a pøi jiné volbì reprezentanta orbity budou prvky uvnitø odpovídajících závorek cyklicky posunuty. Výźe uvedenou permutaci je tudí¿ mo¿no zapsat napøíklad také (2 5 1)(4)(6 3). Jednobodové orbity se èasto ze zápisu vynechávají, a pak se hovoøí o zkráceném cyklickém zápisu. Jedním z mo¿ných zkrácených zápisù permutace h je (3 6)(2 5 1).

Pro ka¿dou orbitu tranzitivity `_i permutace f de˛nujeme permutaci f_i ∈ S_Ω tak, ¿e f_i(a) = f(a) pro a ∈ `_i a f_i(a) = a pro a /∈ `_i. Je zøejmé, ¿e f je rovno f_1 ∘ f_2 ∘ · · · ∘ f_r a ¿e permutace f_i vzájemnì komutují (tj. pro 1 ≤ i ≤ j ≤ r je f_i ∘ f_j = f_j ∘ f_i). Vźimnìte si, ¿e f_i je identita právì kdy¿ má orbita `_i jediný bod. Zápisu f = f_1 ∘ · · · ∘ f_r se øíká úplná dekompozice permutace f. Proto¿e orbity f jsou jednoznaènì urèeny, je úplná dekompozice de˛nována a¿ na poøadí také jednoznaènì.

Zkrácený cyklický zápis permutace f_i je (a_{i1} . . . a_{ik}). Napøíklad výźe de˛novaná permutace h ∈ S_6 má úplnou dekompozici h_1 ∘ h_2 ∘ h_3, kde h_1 má zkrácený cyklický zápis (1 2 5), h_2 má zkrácený cyklický zápis (3 6) a h_3 je identita.

Permutace f ∈ S_Ω se zkráceným cyklickým zápisem (a b) se nazývají transpozice. 6.13 Lemma. Aż f ∈ S_Ω má zkrácený cyklický zápis (c_1 . . . c_k), kde k ≥ 2. Transpozici (c_i c_{i+1}), 1 ≤ i < k, oznaème t_i. Potom platí f = t_1 ∘ · · · ∘ t_k�_1.

Dùkaz. Pro 1 ≤ i < k je, jak lze snadno ovìøit indukcí, t_i ∘ t_k�_1(c_k) rovno c_i. Proto t_1 ∘ · · · ∘ t_k�_1 zobrazí c_k na c_1.

Transpozice t_{i+1}, . . . , t_k�_1 prvkem c_i nepohnou, tak¿e t_i ∘ · · · ∘ t_k�_1(c_i) je rovno c_{i+1}. Proto¿e transpozice t_1, . . . , t_i�_1 prvkem c_{i+1} nehýbají, tak vskutku platí t_1 ∘ · · · ∘ t_{k1} (c_i) = c_{i+1}. �

Ka¿dou slo¿ku cyklické dekompozice permutace f ∈ S_Ω lze tedy vyjádøit jako slo¿ení transpozic. Proto platí:

6.14 Dùsledek. Buï ˙ koneèná mno¿ina. Transpozice na mno¿inì ˙ generují S_Ω.

V následujícím lemmatu jsou permutace reprezentovány svými zkrácenými cyklickými zápisy. Obì rovnosti lze bezprostøednì ovìøit. 6.15 Lemma. Buï r ≥ 0 a s ≥ 0 celá èísla. Pak

(*) (a b) ∘ (a c_1 . . . c_r b d_1 . . . d_s) = (a c_1 . . . c_r)(b d_1 . . . d_s) a (**) (a b) ∘ (a c_1 . . . c_r)(b d_1 . . . d_s) = (a c_1 . . . c_r b d_1 . . . d_s)

Je-li ˙ koneèná mno¿ina o n prvcích, tak S_Ω je izomorfní symetrické grupì S_n. Proto se pøi vyźetøování permutací koneèných mno¿in lze omezit na permutace z S_n.

Znaménko sgn(f) permutace f ∈ S_n de˛nujeme jako (−1)^n�^k, kde k je poèet orbit tranzitivity permutace f. Permutacím se znaménkem 1 se øíká sudé, ostatním permutacím se øíká liché. Proto¿e identická permutace má n orbit a transpozice n − 1 orbit, vidíme, ¿e identita je permutace sudá a transpozice jsou permutace liché.

6.16 Lemma. Buï t ∈ S_n transpozice. Pak pro ka¿dou permutaci f ∈ S_n platí

sgn(t ∘ f) = − sgn(f).

Dùkaz. Aż (a b) je zkrácený cyklický zápis transpozice t. Jsou-li a a b v té¿e orbitì tranzitivity permutace f, tak t ∘ f má podle (*) o jednu orbitu více ne¿ f. Naopak, le¿í-li a a b v rùzných orbitách f, poèet orbit podle (**) o jednu klesne. �

6.17 Dùsledek. Buï t_1, . . . , t_k ∈ S_n transpozice. Pak sgn(t_1 ∘ · · · ∘ t_k) = (−1)^k. 6.18 Dùsledek. sgn je homomor˛smus S_n na {−1, 1}.

Dùkaz. Buï f a g dvì permutace z S_n. Podle 6.14 lze ka¿dou z nich zapsat jako souèin transpozic, napøíklad aż f = t_1 ∘ · · · ∘ t_r a g = t0_1 ∘ · · · ∘ t0_s. Podle 6.17 je sgn(g ∘ f) = (−1)^{s+r} = (−1)^s(−1)^r = sgn(g) · sgn(f). �

Jádro homomor˛smu sgn jsou právì vźechny sudé permutace. Podgrupì sudých permutací se øíká alternující grupa a znaèívá se A_n. Je to normální podgrupa S_n, co¿ plyne napøíklad z toho, ¿e je jádrem homomor˛smu. Podle 6.12 má A_n v S_n index 2, tak¿e 6.11 nám nabízí jiný dùkaz normality A_n v S_n. Grupa S_n má øád n! a grupa A_n má øád^{n!}_2 .

O dvou prvcích a, b grupy G øekneme, ¿e jsou konjugovány v grupì G, jestli¿e existuje g ∈ G takové, ¿e g�^1ag = b. Proto¿e g�^1ag = b je ekvivalentní gbg�^1 = a, je relace ‘být konjugován’ symetrická. Ka¿dý prvek je konjugován sám se sebou, neboż a�^1aa = a. S 1 není konjugován ¿ádný jiný prvek, jeliko¿ g�^11g = 1 pro ka¿dé g ∈ G. Z g�^1ag = b a h�^1bh = c plyne (gh)�^1a(gh) = c, èím¿ je ovìøena tranzitivita, a vidíme, ¿e relace ‘být konjugován’ je ekvivalencí.

V obecném pøípadì mù¿e být odpovìï na otázku, zda dva prvky grupy jsou konjugovány, velmi obtí¿ná. Lineární algebra má tolik významných aplikací právì proto, ¿e tento problém je v grupì regulárních matic nad komplexními èísly dobøe algoritmicky zpracován. (Souèin dvou regulárních matic je opìt regulární matice, jednotková matice je regulární a matice inverzní je rovnì¿ regulární. Proto regulární matice tvoøí vzhledem k bì¿nému násobení matic grupu, a to nad libovolným tìlesem, nejen nad komplexními nebo reálnými èísly.) V lineární algebøe se ovźem spíźe ne¿ o konjugaci matic hovoøí o jejich podobnosti. To je ovźem jen jiný název pro tentý¿ pojem, neboż o maticích A a B øíkáme, ¿e jsou podobné, jestli¿e existuje regulární matice C taková, ¿e A = CBC�^1.

Uká¿eme, ¿e v pøípadì symetrických grup lze konjugaci dvou permutací snadno poznat. Aż permutace f ∈ S_n má orbity r orbit o k_1, k_2 . . . , k_r prvích. Mù¿eme pøedpokládat, ¿e platí k_1 ≥ k_2 ≥ . . . k_r. Posloupnosti (k_1, k_2, . . . , k_r) se øíká typ permutace.

6.19 Tvrzení. Dvì permutace f, g ∈ S_n jsou konjugovány právì kdy¿ mají stejný typ.

Dùkaz. Má-li permutace f cyklický zápis (a_{11} . . . a_{1k1} ) . . . (a_{r1} . . . a_{rkr} ), tak permutace hfh�^1 má cyklický rozklad (h(a_{11}) . . . h(a_{1k1} )) . . . (h(a_{r1}) . . . h(a_{rkr} )), tak¿e permutace vzájemnì konjugované vskutku mají tentý¿ typ. Naopak, jestli- ¿e f a g mají stejný typ (k_1, . . . , k_r), tak pro vhodná a_{ij} a b_{ij} lze f zapsat ve tvaru (a_{11} . . . a_{1k1} ) . . . (a_{r1} . . . a_{rkr} ) a g lze zapsat ve tvaru (b_{11} . . . b_{1k1} ) . . . (b_{r1} . . . b_{rkr} ). Oznaème h zobrazení a_{ij} → b_{ij} . Pak h je permutace z S_n a platí g = hfh�^1. �

Vźimnìte si, ¿e podgrupa N grupy G je normální právì tehdy, kdy¿ s ka¿dým prvkem a ∈ N jsou v N obsa¿eny i vźechny prvky s ním konjugované. Pokud najdeme takovou podgrupu S_n, která obsahuje kromì identické permutace pouze vźechny prvky nìjakého typu, bude to jistì normální podgrupa grupy S_n.

6.20 Tvrzení. {(1 2)(3 4), (1 3)(2 4), (1 4)(2 3), (1)(2)(3)(4)} je normální podgrupa

S_4.

Dùkaz. Uvedený seznam permutací obsahuje vźechny permutace z S_4, které jsou typu (2, 2). Podle pøedchozího tedy staèí ukázat, ¿e tyto permutace skuteènì tvoøí podgrupu S_4. Polo¿me ˙ = {1, 2, 3, 4} a aż (a b)(c d) a (i j)(k l) jsou permutace ˙. Jsou-li shodné, vznikne jejich slo¿ením id_Ω. Jsou-li rùzné, lze pøedpokládat a = i, c = k. Pak nutnì b = l a d = j, pøièem¿ (a d)(c b) ∘ (a b)(c d) = (a c)(b d). �

Grupì permutací {(1 2)(3 4), (1 3)(2 4), (1 4)(2 3), (1)(2)(3)(4)} se øíká Kleinova grupa. Tato grupa je z hlediska grup permutací dosti výjimeèná, neboż lze ukázat, ¿e pro n ≠ 4 a n ≥ 3 nemá S_n kromì A_n ¿ádnou jinou vlastní normální podgrupu. (Podgrupa H grupy G se nazývá vlastní, je-li rùzná od G a od {1_G}.)

Jsou-li f a g dva automor˛smy nìjaké algebry A = ˙(α_1, . . . , α_k), tak f ∘ g

i f�1_{jsou podle 2.9 rovnì¿ automor˛smy této algebry. Mno¿ina Aut(A) vźech}

automor˛smù algebry A je tudí¿ podmonoid monoidu End(A) a souèasnì podgrupa grupy S_Ω. Le¿í-li dva prvky a, b ∈ A v té¿e orbitì nìjakého automor˛smu f ∈ Aut(A), tak jsou ze strukturálního hlediska ekvivalentní. Z tohoto prostého faktu vychází øada úvah jak v matematice samotné, tak i v jejích aplikacích. Pøitom grupu automor˛smù má smysl vyźetøovat i u jiných objektù ne¿ u algeber | napøíklad má smysl mluvit o grupì automor˛smù nìjakého grafu, automatu nebo formálního jazyka.