5. Kvaziuspoøádání a dìlitelnost v komutativních monoidech

Buï S = S(·, 1) monoid a aż a ∈ S. De˛nujeme a^0 = 1 a a^n = a^{n−1}a, je-li n ∈ N. 5.1 Lemma. Budi¿ S = S(·, 1) monoid, a ∈ S a n, m ∈ N_0 . Potom (i) a^na^m = a^{n+m}, (ii) (a^n)^m = a^{nm}.

Dùkaz. Indukcí dle m. Doka¿me nejprve (i), a pak (ii). Pro m = 0 oba vztahy zjevnì platí. Aż m > 0:

(i) a^na^m = a^na^{m−1}a = a^{n+m−1}a = a^{n+m}, (ii) (a^n)^m = (a^n)^{m−1}a^n = a^{n(m−1)}a^n = a^{nm}. � Re‚exivní a tranzitivní relace na mno¿inì A se nazývá kvaziuspoøádání A. Buï ≤ kvaziuspoøádání mno¿iny A. Pro a, b ∈ A piźme a ∼ b, jestli¿e souèasnì platí a ≤ b a b ≤ a.

5.2 Lemma. Relace ∼ je ekvivalence.

Dùkaz. ∼ je zjevnì symetrická a tranzitivní. Je-li a ∼ b a b ∼ c, je a ≤ b ≤ c a c ≤ b ≤ a, tak¿e a ∼ c. �

Relaci ∼ nazýváme jádrem kvaziuspoøádání ≤.

5.3 Lemma. Buï ∼ jádro kvaziuspoøádání ≤ mno¿iny A a aż β, γ ∈ A/∼. Jestli¿e

b_0 ∈ β, c_0 ∈ γ jsou takové, ¿e b_0 ≤ c_0, tak b ≤ c pro libovolná b ∈ β, c ∈ γ.

Dùkaz. Je b ≤ b_0 ≤ c_0 ≤ c. �

Na A/∼ de˛nujeme relaci 4 tak, ¿e β 4 γ platí právì kdy¿ existují b ∈ β a c ∈ γ taková, ¿e je b ≤ c. Z 5.3 vyplývá, ¿e v takovém pøípadì je b ≤ c pro vźechna b ∈ β a c ∈ γ. Mù¿eme tedy vyslovit následující lemma. 5.4 Lemma. Buï b, c ∈ A. Pak [b]_∼ 4 [c]_∼ právì kdy¿ b ≤ c. 5.5 Tvrzení. Relace 4 je na A/∼ uspoøádáním.

Dùkaz. Dùkaz re‚exivity a tranzitivity je okam¿itý. Aż β, γ ∈ A/∼ a β 4 γ, γ 4 β. Potom pro b ∈ β, c ∈ γ máme b ≤ c, c ≤ b, tak¿e b ∼ c a β = γ. �

Buï ≤ kvaziuspoøádání A, ∼ jeho jádro a 4 uspoøádání A/∼. Kvaziuspoøádání ≤ si mù¿eme pøedstavit tak, jakoby vzniklo z uspoøádání 4 rozpadem jeho prvkù do více exempláøù (prvek β ∈ A/∼ se tedy jakoby rozpadá na vźechna b obsa¿ená v β, pøièem¿ vztahy dané uspoøádáním nijak naruźeny nejsou). Pojmy de˛nované pro uspoøádání budeme pou¿ívat i pro kvaziuspoøádání, a to tímto zpùsobem:

Je-li V nìjaká vlastnost prvkù svazu, tak øekneme, ¿e prvky a_1, a_2, . . . z A mají vlastnost V právì kdy¿ ji mají prvky [a_1]_∼, [a_2]_∼, . . . svazu (A/∼, 4).

Tak napøíklad a, b ∈ A jsou porovnatelné v (A, ≤), jsou-li [a]_∼ a [b]_∼ porovnatelné v (A/∼, 4). Podobnì de˛nujeme v (A, ≤) dolní a horní závory, in˛ma a

Typeset by AMS-TEX 1

suprema. Zápis b = inf_≤ B ovźem v kvaziuspoøádání prvek b neurèuje jednoznaènì, jednoznaènì je urèena pouze tøída [b]_∼ (je toti¿ [b]_∼ = inf4{[c]_∼; c ∈ B}).

Prvek a ∈ A nazveme atomem, jestli¿e jsou splnìny tyto podmínky: (i) A má (alespoò jeden) nejmenźí prvek, (ii) a není nejmenźí prvek A, (iii) je-li c ∈ A a c ≤ a, tak buï c ∼ a, nebo je c nejmenźí prvek A.

Podle 5.4 a 5.5 mù¿eme tedy øíci, ¿e a ∈ A je atomem, právì kdy¿ nat_∼(a) pokrývá (jednoznaènì urèený) nejmenźí prvek A/∼.

Kvaziuspoøádání ≤ mno¿iny A nazveme noetherovské, jestli¿e neexistuje nekoneèná posloupnost a_1, a_2, a_3, . . . prvkù z A taková, ¿e pro ka¿dé i ∈ N je a_i ≥ a_{i+1}, a souèasnì neplatí a_i ∼ a_{i+1}.

5.6 Tvrzení. Buï ≤ noetherovské kvaziuspoøádání mno¿iny A a aż a je nejmenźí prvek A. Potom pro ka¿dé c ∈ A platí, ¿e je buï c ∼ a, nebo existuje atom b ∈ A takový, ¿e b ≤ c.

Dùkaz. Pøedpokládejme, ¿e není c ∼ a. Polo¿me c_1 = c a aż c_1, . . . , c_n jsou takové prvky A, ¿e pro 1 ≤ i ≤ n není c_i ∼ a, a ¿e pro 1 ≤ i ≤ n − 1 je c_i ≥ c_{i+1} a neplatí c_i ∼ c_{i+1}. Jestli¿e c_n není atomem, existuje c_{n+1} ∈ A takové, ¿e c_n ≥ c_{n+1} ≥ a a není ani c_{n+1} ∼ c_n, ani c_{n+1} ∼ a. Proto¿e ≤ je noetherovské, lze takto zkonstruovat jen koneènì mnoho èlenù posloupnosti c_1, c_2, c_3, . . . . Proto musí existovat n ∈ N, ¿e c_n je atomem. �

Buï nyní S = S(·, 1) monoid. Øekneme, ¿e a ∈ S dìlí (zleva) b ∈ S, jestli¿e existuje c ∈ S takové, ¿e b = a · c. Symbolicky píźeme a|b a a nazýváme dìlitelem b.

5.7 Tvrzení. Relace dìlitelnosti | v monoidu S = S(·, 1) je kvaziuspoøádáním, pøièem¿ 1 je jeho nejmenźí prvek.

Dùkaz. Buï a, b ∈ S. Pak 1|a, a|a, a z a|b a b|c plyne a|c. �

Jádro kvaziuspoøádání | budeme, jak je obvyklé, znaèit ||. Je-li a||b, øíkáme, ¿e a a b jsou asociovány.

Uvìdomte si, ¿e z pouhého faktu, ¿e | je kvaziuspoøádání, plyne podle 5.3 nìkolik dùsledkù. Jsou-li a, b ∈ S asociovány, tak pro ka¿dé c ∈ S napøíklad dostáváme a|c ⇔ b|c a c|a ⇔ c|b. Buï B = {b_1, . . . , b_k} ⊆ A, k ≥ 1. Místo b = inf_| B píźeme b = NSD(b_1, . . . , b_k) a místo b = sup_| B píźeme b = NSN(b_1, . . . , b_k). Pøitom NSD znamená nejvìtźí spoleèný dìlitel a NSN nejmenźí spoleèný násobek.

V ka¿dém kvaziuspoøádání je b ≤ c právì kdy¿ b = inf_≤{b, c}. Proto platí:

5.8 Lemma. Buï b, c ∈ S. Pak b = NSD(b, c) právì kdy¿ b|c.

Z 4.1, 5.4 a 5.5 okam¿itì dostáváme:

5.9 Lemma. Aż b_1, . . . , b_{n+1}, kde n ∈ N, jsou prvky monoidu S, a aż c ∈ S je takové, ¿e c = NSD(b_1, . . . , b_n). Potom NSD(b_1, . . . , b_{n+1}) existuje právì kdy¿ existuje NSD(c, b_{n+1}). Pokud tyto nejvìtźí spoleèní dìlitelé existují, jsou asociovány.

V S tedy existují nejvìtźí spoleèní dìlitelé, existuje-li NSD(b, c) pro libovolná b, c ∈ S. Toté¿ lze øíci o nejvìtźích spoleèných násobcích. Z 5.5 plyne, ¿e v S existují nejvìtźí spoleèní dìlitelé a nejmenźí spoleèné násobky právì kdy¿ uspoøádaná mno¿ina (S/||, |) je svaz.

Prvky a, b ∈ S se nazývají nesoudìlné, jestli¿e 1 = NSD(a, b). Dìlitel a prvku b se nazývá vlastní, jestli¿e neplatí ani a||1 ani a||b.

Budeme se zabývat pøedevźím komutativními monoidy s krácením. Monoid S je komutativní, jestli¿e b · c = c · b pro libovolná b, c ∈ S. Monoid S je s krácením, jestli¿e pro libovolná a, b, c ∈ S z a · b = a · c plyne b = c a z b · a = c · a rovnì¿ plyne b = c.

Vźimnìte si, ¿e prvek a ∈ S je asociován s 1 (tedy je v kvaziuspoøádání dìlením nejmenźí) právì kdy¿ existuje b ∈ S splòující ab = 1 (tedy právì kdy¿ je a zprava invertibilní). V komutativním pøípadì proto platí, ¿e prvek je asociován s 1 právì tehdy, kdy¿ je invertibilní, a ¿e prvky asociované s 1 tvoøí podmonoid monoidu S(·, 1) (viz 2.17).

5.10 Lemma. Buï S komutativní monoid s krácením, a aż a, b ∈ S. Potom a||b platí právì kdy¿ existuje u ∈ S invertibilní takové, ¿e b = a · u.

Jestli¿e a = bc pro nìjaké c ∈ S, tak nastane jedna z následujících mo¿ností: (i) b i c jsou vlastní dìlitelé a, (ii) b je invertibilní a a||c, (iii) c je invertibilní a a||b.

Dùkaz. Je-li a||b, existují u, v ∈ S takové, ¿e a = bu a b = av. Tudí¿ a = avu, tak¿e vu = 1. Jestli¿e a = bu a u je invertibilní, lze nalézt v ∈ S takové, ¿e uv = 1, tak¿e b = buv = av. Je-li b (nebo c) invertibilní, tak a||c (nebo a||b) platí podle prvé èásti lemmatu. Jeli a||c, tak existuje u ∈ S takové, ¿e c = au. Tudí¿ a = bc = bau = abu, a krácením dostáváme 1 = bu, tak¿e b je invertibilní. Podobnì z a||b plyne invertibilita c. �

Ve zbytku této kapitoly bude S = S(·, 1) v¿dy znaèit komutativní monoid s krácením, | kvaziuspoøádání S dìlitelností, a || jádro |.

Atomy kvaziuspoøádání | budeme nazývat ireducibilními prvky.

5.11 Tvrzení. Aż kvaziuspoøádání | je noetherovské. Potom ka¿dý prvek S, který není invertibilní, lze vyjádøit jako souèin ireducibilních prvkù.

Dùkaz. Podle 5.6 má ka¿dý prvek S, který není invertibilní, ireducibilního dìlitele. Aż a = a_0 není invertibilní. Budeme konstruovat posloupnost neinvertibilních prvkù a_0, a_1, . . . a posloupnost ireducibilních prvkù p_1, p_2, . . . . Pokud a_i není ireducibilní, polo¿íme a_i = p_{i+1}a_{i+1} tak, aby p_{i+1} byl ireducibilní dìlitel a_i. Potom je p_{i+1} vlastní dìlitel a_i, tak¿e podle 5.10 je i a_{i+1} vlastní dìlitel a_i. Kdyby a_i nebyl ireducibilní pro ¿ádné i ∈ N, vznikla by nekoneèná posloupnost a_0, a_1, . . . , ve které by pro ka¿dé

i ∈ N byl ai vlastní dìlitel ai−1. Proto¿e pøedpokládáme, ¿e | je noetherovské,

existuje n ∈ N takové, ¿e a_n je ireducibilní, tak¿e a = p_1 . . . p_{n−1}a_n. �

5.12 Lemma. Buï a, b, c ∈ S a aż d = NSD(a, b) a e = NSD(ac, bc). Potom e||dc. Dùkaz. dc|ac a dc|bc, tak¿e dc|e a e = dcu pro nìjaké u ∈ S. Aż x, y ∈ S jsou takové, ¿e ac = ex a bc = ey. Pak a = dux, b = duy, a vidíme, ¿e du je spoleèný dìlitel a a b. Proto du|d, tak¿e du||d a u je invertibilní podle 5.10. Proto e||dc. �

5.13 Lemma. Buï a, b, c ∈ S a aż a a b jsou nesoudìlné. Jestli¿e NSD(ac, bc) existuje, tak z a|bc plyne a|c.

Dùkaz. Podle 5.12 je c = NSD(a, b)c = NSD(ac, bc). Odsud dostáváme NSD(a, c) = NSD(a, ac, bc) = NSD(a, bc) = a, tak¿e a|c. � Prvek p ∈ S se nazývá prvoèinitel, jestli¿e není invertibilní, a pro ka¿dé a, b ∈ S z p|ab plyne, ¿e p|a nebo p|b. 5.14 Tvrzení. Ka¿dý prvoèinitel S je ireducibilní. Jestli¿e v S existují nejvìtźí spoleèní dìlitelé, tak je ka¿dý ireducibilní prvek prvoèinitel.

Dùkaz. Buï p prvoèinitel, a aż p = ab. Z faktu, ¿e p je prvoèinitel, plyne p|a (a pak p||a) nebo p|b (a pak p||b). Aż naopak p ∈ S je ireducibilní, p|ab, p nedìlí a a d = NSD(p, a). Proto¿e p nedìlí a, není d||p. Proto¿e p je ireducibilní a d|p, je d||1. Prvky p a a jsou tedy nesoudìlné, a podle 5.13 z existence NSD(pb, ab) plyne p|b. � 5.15 Lemma. Aż p je prvoèinitel v S. Potom z p|a_1 . . . a_n, kde a_i ∈ S, 1 ≤ i ≤ n, plyne, ¿e p|a_j pro nìkteré 1 ≤ j ≤ n.

Dùkaz. Postupujme indukcí dle n. Pro n = 2 tvrzení vyplývá z de˛nice prvoèinitele. Polo¿me b = a_2 . . . a_n. Pak p dìlí a_1b, èili p dìlí a_1 nebo p dìlí a_2 . . . a_n. V druhém pøípadì podle indukèního pøedpokladu existuje 2 ≤ j ≤ n takové, ¿e p|a_j . �

Øekneme, ¿e prvek a ∈ S má jednoznaèný ireducibilní rozklad, jestli¿e: (i) existují p_1, . . . , p_r ∈ S ireducibilní a takové, ¿e a = p_1 . . . p_r, (ii) kdykoliv a = q_1 . . . q_s ∈ S, kdy q_1, . . . , q_s ∈ S jsou ireducibilní, tak r = s a existuje permutace σ ∈ S_r, ¿e p_i||q_{σ(i)} pro 1 ≤ i ≤ r.

(Jinými slovy ireducibilní rozklad je jednoznaèný a¿ na poøadí a || ekvivalenci).

5.16 Tvrzení. Jestli¿e v S je ka¿dý ireducibilní prvek prvoèinitelem, tak jsou ireducibilní rozklady v S jednoznaèné.

Dùkaz. Aż p_1 . . . p_n = q_1 . . . q_m, kde p_i, 1 ≤ i ≤ n a q_j , 1 ≤ j ≤ m jsou ireducibilní, a aż n ≤ m. Z q_1|p_1 . . . p_n plyne podle 5.15, ¿e mù¿eme pøedpokládat, ¿e q_1 = p_1u pro u invertibilní. Je-li n = 1, dostáváme krácením 1 = uq_2 . . . q_m. Ovźem ireducibilní prvky nedìlí 1, tak¿e v tomto pøípadì m = 1 a p_1 = q_1. Postupujme dále indukcí dle n ≥ 2. Polo¿me q^′_i = q_i pro 1 ≤ i ≤ n, i ≠ 2 a q^′_2 = up_2. Pak p_2 . . . p_n = q^′_2 . . . q^′_m, a podle indukèního pøedpokladu n = m a existuje σ ∈ S_n takové, ¿e σ(1) = 1 a p_i||q^′_{σ(i)}. �

5.17 Tvrzení. Aż ka¿dý neinvertibilní prvek má v S jednoznaèný ireducibilní rozklad. Potom je ka¿dý ireducibilní prvek prvoèinitel.

Dùkaz. Buï p ireducibilní prvek a aż p|ab. Buï ab = pc a aż c = c_1 . . . c_t je ireducibilní rozklad c (je-li c invertibilní, polo¿me c_1 = c). Aż a = a_1 . . . a_r a b = b_1 . . . b_s jsou ireducibilní rozklady a a b. Potom pc_1 . . . c_t = a_1 . . . a_rb_1 . . . b_s a z jednoznaènosti ireducibilních rozkladù plyne, ¿e p||a_i pro nìkteré 1 ≤ i ≤ r (pak p|a) nebo p||b_j pro nìkteré 1 ≤ j ≤ s (pak p|b). �

5.18 Vìta. Buï S = S(·, 1) komutativní monoid s krácením, ve kterém ka¿dý neinvertibilní prvek má jednoznaèný ireducibilní rozklad. Aż P ⊆ S je taková mno¿ina ireducibilních prvkù, ¿e

(a) kdykoliv r ∈ S je ireducibilní, tak existuje p ∈ P , ¿e p||r, (b) jsou-li p_1, p_2 ∈ P , tak p_1||p_2 právì pro p_1 = p_2. Oznaème jeźtì I mno¿inu vźech invertibilních prvkù. Potom platí: (i) Ka¿dý prvek a ∈ S lze (a¿ na poøadí) jednoznaènì vyjádøit ve tvaru a = up^{k1}_1 . . . p^{kr}_r , kde p_i ∈ P , k_i ∈ N a u ∈ I (pøitom pøedpokládáme, ¿e p_i ≠ p_j pro 1 ≤ i < j ≤ r).

(ii) Je-li a = up^{k1}_1 . . . p^{kr}_r a b = vp^{h1}_1 . . . p^{hr}_r , kde pro 1 ≤ i ≤ r je p_i ∈ P , k_i ∈ N_0 a h_i ∈ N_0 , pøièem¿ u, v ∈ I a p_i ≠ p_j pro 1 ≤ i < j ≤ r, tak p^{min(k1,h1)} 1 . . . p^{min(kr,hr)} r = NSD(a, b). Dále platí, ¿e b dìlí a právì kdy¿ h_i ≤ k_i pro 1 ≤ i ≤ r, pøièem¿ b je vlastním dìlitelem a, jestli¿e navíc existují 1 ≤ s, t ≤ r taková, ¿e h_s < k_s a 1 ≤ h_t.

Dùkaz. (i) Jestli¿e a je invertibilní, tak nutnì u = a, r = 0. Pokud a není invertibilní, existuje vyjádøení a = q_1 . . . q_s, kde q_i, 1 ≤ i ≤ s jsou ireducibilní. Ovźem q_i = u_ip_i, kde p_i ∈ P a u_i ∈ I, tak¿e ka¿dý prvek lze jistì zapsat v po¿adovaném tvaru. Aż a = up^{k1}_1 . . . p^{kr}_r = vp^{h1}_1 . . . p^{hr}_r , kde u, v ∈ I, p_i ∈ P a k_i, h_i ∈ N_0 . Aż pøitom p_i ≠ p_j pro 1 ≤ i < j ≤ r. Kdyby bylo napøíklad k_1 < h_1, tak up^{k2}_2 . . . p^{kr}_r = vp^{h1−k1}_1 p^{h2}_2 . . . p^{hr}_r , tak¿e podle 5.7 a 5.15 p_1||p_j pro nìkteré 2 ≤ j ≤ r. To vźak odporuje pøedpokládaným vlastnostem mno¿iny P , a proto k_i = h_i pro 1 ≤ i ≤ r. Krácením dostáváme u = v, èím¿ je dùkaz jednoznaènosti vyjádøení uzavøen.

(ii) Aż vp^{h1}_1 . . . p^{hr}_r = b dìlí a = up^{k1}_1 . . . p^{kr}_r a aż je napøíklad h_1 ≥ k_1. Potom vp^{h1−k1} 1 p^{h2}_2 . . . p^{hr}_r dìlí up^{k2}_2 . . . p^{kr}_r a z 5.7 a 5.15 plyne, ¿e h_1 − k_1 = 0, èili h_1 = k_1.

Proto h_i ≤ k_i pro 1 ≤ i ≤ r. Hledejme nyní NSD(a, b), kde a = up^{k1}_1 . . . p^{kr}_r a b = vp^{h1}_1 . . . p^{hr}_r . Buï m_i = min(k_i, h_i) pro 1 ≤ i ≤ r. Z pøedchozího plyne, ¿e d = p^{m1}_1 . . . p^{mr}_r dìlí a i b. Aż c dìlí rovnì¿ a i b. Pak c = wp^{c1}_1 . . . p^{cr}_r , kde w ∈ I a c_i ≤ k_i a c_i ≤ h_i pro 1 ≤ i ≤ r. Proto c dìlí d, tak¿e d = NSD(a, b).

Zkoumejme jeźtì, kdy b = vp^{h1}_1 . . . p^{hr}_r je vlastní dìlitel a = up^{k1}_1 . . . p^{kr}_r . Víme, ¿e pak h_i ≤ k_i pro 1 ≤ i ≤ r. Je-li h_i = k_i pro vźechna 1 ≤ i ≤ r, je a = uv^{−1}b, tak¿e a||b. Naopak, z a||b plyne h_i = k_i pro 1 ≤ i ≤ r. Dále platí, ¿e b je invertibilní právì kdy¿ h_1 = · · · = h_r = 0. Proto je b vlastní dìlitel a jedinì tehdy, jestli¿e existují 1 ≤ s, t ≤ r taková, ¿e h_s < k_s a 1 ≤ h_t. � 5.19 Vìta. Buï S = S(·, 1) komutativní monoid s krácením. Pak následující podmínky jsou ekvivalentní.

(i) V S má ka¿dý neinvertibilní prvek jednoznaèný ireducibilní rozklad.

(ii) V S existují nejvìtźí spoleèní dìlitelé a souèasnì platí, ¿e kvaziuspoøádání dìlitelností je noetherovské.

(iii) Ka¿dý ireducibilní prvek S je prvoèinitelem a souèasnì platí, ¿e kvaziuspoøádání dìlitelností je noetherovské.

Dùkaz. (ii) plyne z (i) podle 5.18. (iii) plyne z (ii) podle 5.15.

(i) plyne z (iii) podle 5.11 a 5.16. � 5.20 Tvrzení. Aż S = S(·, 1) je komutativní monoid s krácením, ve kterém existují nejvìtźí spoleèné dìlitele. Potom existují i nejmenźí spoleèné násobky, pøièem¿ jsouli b, c, e, f ∈ S takové, ¿e e = NSD(b, c) a ef = bc, je f = NSN(b, c). Uspoøádání S/|| indukované dìlitelností je v takovém pøípadì svaz.

Dùkaz. Je-li e = NSD(b, c), tak e|bc, tak¿e jistì existuje f takové, ¿e bc = ef. Buï nejprve e = 1. Pak je tøeba ukázat, ¿e bc = NSN(b, c). Aż b|h, c|h a h = bg. Potom c|bg, a podle 5.13 c dìlí g. Tudí¿ g = cx, h = bcx, bc|h. Aż nyní e ≠ 1, b = eu, c = ev. Pak f = euv a pro d = NSD(u, v) platí, ¿e ed|e. Proto ed||e a 1 = NSD(u, v). Aż b|h a c|h. Pak e|h, a h = ey pro nìjaké y ∈ S. Krácením e dostáváme u|y, v|y, a podle prvé èásti dùkazu platí uv|y. Tudí¿ f = euv|ey = h. �