4. Uspoøádané mno¿iny, svazy a Galoisova korespondence

Relaci ≤ na mno¿inì M nazveme uspoøádáním M, jestli¿e ≤ je re‚exivní, tranzitivní a jestli¿e pro libovolná a, b ∈ M z a ≤ b a b ≤ a plyne a = b.

Uspoøádání, kde pro libovolné a, b ∈ M platí a ≤ b nebo b ≤ a, se nazývá lineární.

Poznámka. Èasto se pou¿ívá jiné terminologie: relace uvedených vlastností se nazývá èásteèné uspoøádání, pøièem¿ uspoøádáním se míní lineární uspoøádání. Èásteènì uspoøádané mno¿iny se pak leckdy oznaèují akronymem poset { z anglického ‘partially ordered set’.

Dva prvky a, b uspoøádané mno¿iny (M, ≤) se nazývají porovnatelné, je-li a ≤ b nebo b ≤ a. V opaèném pøípadì jsou tyto prvky neporovnatelné. Prvek a ∈ A ⊆ M se nazývá minimální prvek A, jestli¿e pro ka¿dé b ∈ A porovnatelné s a je a ≤ b. Podobnì a ∈ A ⊆ M se nazývá maximální prvek A, jestli¿e pro ka¿dé b ∈ A porovnatelné s a platí b ≤ a. Prvek a ∈ A ⊆ M je nejmenźí prvek A, pokud a ≤ b pro ka¿dé b ∈ A. Dále a ∈ A ⊆ M je nejvìtźí prvek A, je-li b ≤ a pro vźechna b ∈ A. Ka¿dá mno¿ina A ⊆ M má zjevnì nanejvýź jeden nejvìtźí a nanejvýź jeden nejmenźí prvek.

Prvek a ∈ M je dolní závorou mno¿iny A ⊆ M, jestli¿e a ≤ b pro ka¿dé b ∈ A. Prvek a ∈ M je horní závorou mno¿iny A ⊆ M, jestli¿e b ≤ a pro ka¿dé b ∈ A. Vźimnìte si, ¿e ka¿dý prvek a ∈ M je dolní i horní závorou prázdné mno¿iny.

Buï A ⊆ M. Oznaème na chvíli B mno¿inu horních závor A a C mno¿inu jeho dolních závor. Nejmenźí prvek B (pokud existuje) se nazývá supremum A (znaèíme sup_≤ A). Podobnì nejvìtźí dolní závoru (pokud existuje) nazýváme in˛mum A (inf_≤ A).

Øekneme, ¿e b ∈ M pokrývá a ∈ M, jestli¿e a ≤ b, a ≠ b a pro a ≤ c ≤ b je buï a = c, nebo b = c. Nìkdy se pak píźe a l b.

V (Z, ≤) je ka¿dé èíslo k pokryté èíslem k + 1. Naopak, v (Q, ≤) ¿ádný prvek

pokrytí nemá.

Je-li (M, ≤) koneèná uspoøádaná mno¿ina, má v ní ka¿dý prvek pokrytí. Gra- ˛cké zachycení relace pokrytí (a a b spojíme úseèkou právì kdy¿ a l b, pøièem¿ b umístíme výźe ne¿ a) se nazývá Hasseùv diagram.

De˛nujeme-li na M relaci 4 tak, ¿e a 4 b právì kdy¿ b ≤ a, dostaneme opìt uspoøádání. Tomuto uspoøádání se øíká opaèné. Pøi pøechodu od ≤ k 4 se z maximálních prvkù stanou minimimální, z horních závor dolní závory, ze suprem in˛ma, a naopak.

4.1 Lemma. Buï M_i, i ∈ I podmno¿iny uspoøádané mno¿iny (M, ≤). Aż pro ka¿dé i ∈ I je b_i ∈ M supremem mno¿iny M_i. Potom sup_≤{b_i; i ∈ I} existuje právì kdy¿ existuje sup_≤(S(M_i; i ∈ I)). Pøitom obì suprema, pokud existují, si jsou rovna.

Dùkaz. Aż b = sup_≤{b_i; i ∈ I}. Je-li a ∈ S(M_i; i ∈ I), je a ∈ M_i pro nìjaké i ∈ I, a tedy a ≤ b_i ≤ b. Je-li c takové, ¿e a ≤ c pro vźechna a ∈ S(M_i; i ∈ I), je té¿ b_i ≤ c pro vźechna i ∈ I, tak¿e b ≤ c. Naopak, aż m = sup(S(M_i; i ∈ I)). Pak m ≥ b_i pro ka¿dé i ∈ I. Je-li d ≥ b_i pro vźechna i ∈ I, je i d ≥ a pro vźechna a ∈ S(M_i; i ∈ I), tak¿e d ≥ m. �

Typeset by AMS-TEX 1

Podobné lemma lze vyslovit a dokázat té¿ pro in˛ma. Ovźem in˛ma jsou suprema v opaèném uspoøádání, tak¿e takovéto duální lemma je zøejmé a není nutné ho výslovnì uvádìt.

Pøedpokládejme nyní, ¿e (M, ≤) je taková uspoøádaná mno¿ina, ¿e ka¿dé dva prvky z M mají supremum i in˛mum. Pak z 4.1 indukcí okam¿itì vyplývá, ¿e ka¿dá koneèná neprázdná mno¿ina má supremum i in˛mum. Oznaèíme-li a ∨ b = sup_≤{a, b} a a ∧ b = inf_≤{a, b} pro ka¿dé a, b ∈ M, dostáváme dvì binární operace na M (nazývají se spojení a prùsek). Pro tyto operace platí a ∧ b = b ∧ a a a ∨ b = b ∨ a (komutativita) a ∧ a = a = a ∨ a (idempotence) (a ∧ b) ∧ c = a ∧ (b ∧ c) a (a ∨ b) ∨ c = a ∨ (b ∨ c) (asociativita) a ∧ (b ∨ a) = a = a ∨ (b ∧ a) (absorpce)

Ovìøit uvedené identity je snadné { pøitom asociativita vyplývá z 4.1, neboż (a ∨ b) ∨ c = sup_≤{a, b, c} = a ∨ (b ∨ c). Algebra M = M(∧, ∨), ve které jsou de˛novány binární operace ∧ a ∨, je¿ splòují komutativní, idempotentní, asociativní a absorpèní zákon, se nazývá svaz.

Ve svazu M = M(∧, ∨) zaveïme relaci ≤ tak, ¿e a ≤ b právì kdy¿ b = a ∨ b. Potom a ≤ a podle idempotentního zákona, a ≤ b a b ≤ c implikuje a ∨ c = a∨(b∨c) = (a∨b)∨c = b∨c = c a z a ≤ b, b ≤ a máme b = a∨b = b∨a = a. (M, ≤) je tedy uspoøádaná mno¿ina. Pøitom pro ka¿dé a, b ∈ M je a∨(a∨b) = (a∨a)∨b = a∨b, tak¿e a ≤ a ∨ b a b ≤ a ∨ b. Je-li c ≥ a a c ≥ b, je c ∨ (a ∨ b) = (c ∨ a) ∨ b = c ∨ b = c, tak¿e a ∨ b je supremum mno¿iny {a, b}. Je-li b = a ∨ b, je a ∧ b = a ∧ (a ∨ b) = a. Naopak, je-li a ∧ b = a, je a ∨ b = a ∨ (a ∧ b) = a. To znamená, ¿e a ≤ b platí právì kdy¿ a ∧ b = a. Z této ekvivalentní de˛nice uspoøádání se analogicky doká¿e, ¿e inf{a, b} = a ∧ b. Z pøedchozího plyne, ¿e svaz mù¿eme de˛novat ekvivalentnì jako uspoøádanou mno¿inu, kde ka¿dé dva prvky mají supremum a in˛mum. Je zbyteèné rozhodovat, zda prvotní by mìla být tato de˛nice, nebo de˛nice vycházející z identit. V dalźím budeme prostì pøedpokládat, ¿e ve svazu máme de˛novány jak operace prùseku a spojení, tak uspoøádání.

Ve svazu mù¿e a nemusí existovat nejmenźí a nejvìtźí prvek. Pokud chceme existenci nejvyźźího a nejmenźího prvku algebraicky zachytit, de˛nujeme ‘svaz s nulou a jednièkou’ M = M(∧, ∨, 0, 1), kde navíc platí identity a ∧ 1 = a = a ∨ 0. (Dùsledkem absorpèního zákona pak je, ¿e a ∨ 1 = 1 a a ∧ 0 = 0.)

Svaz nazveme úplný, jestli¿e ka¿dá mno¿ina má supremum a in˛mum. V úplném svazu tedy existuje nejvìtźí a nejmenźí prvek (uvìdomte si, ¿e nejvìtźí prvek je in˛mem prázdné mno¿iny).

Mno¿ina vźech podmno¿in dané mno¿iny s uspoøádáním inkluzí a operacemi prùniku a sjednocení je úplný svaz. Jeho podsvazem je svaz koneèných mno¿in. Sjednocení koneèných mno¿in nemusí být koneèná mno¿ina, proto na nekoneèné mno¿inì není podsvaz koneèných mno¿in úplný. Soustavu P(M) vźech podmno¿in dané mno¿iny M bychom vźak mohli také chápat jako 0,1{svaz, ve kterém 0 = ∅ a 1 = M. Je-li M nekoneèná mno¿ina, tak ovźem mno¿ina vźech koneèných podmno¿in není podalgebra algebry P(M)(∩, ∪, 0, 1), tøeba¿e je podalgebrou algebry P(M)(∩, ∪). 4.2 Tvrzení. Buï C uzávìrový systém nad mno¿inou A. Potom (C, ⊆) je úplný svaz, ve kterém pro B ⊆ C platí inf B = T(C; C ∈ B) a sup B = cl_C (S(C; C ∈ B)).

Dùkaz. To, ¿e inf B = T(C; C ∈ B), plyne z toho, ¿e T(C; C ∈ B) je in˛mum v P(A). Polo¿me D = S(C; C ∈ B). Pak C ⊆ cl_C D pro ka¿dé C ∈ B, tak¿e cl_C D je horní závora. Je-li E ∈ C takové, ¿e C ⊆ E pro ka¿dé C ∈ B, je D ⊆ E, a tedy cl_C D ⊆ cl_C E = E. �

Vźechny ekvivalence na mno¿inì A tvoøí uzávìrový systém nad A × A, tak¿e podle 4.2 mù¿eme mno¿inu vźech ekvivalencí pokládat za svaz. Ze 4.2 a z 1.6 plyne, ¿e spojení ∨(ρ_i; i ∈ I), kde ρ_i jsou ekvivalence na A, je rovno (∪(ρ_i; i ∈ I))^+.

Je-li A = A(α_1, . . . , α_k) algebra, tak podle 2.8 a 2.12 lze za svaz pova¿ovat jak mno¿inu vźech podalgeber A (znaèívá se Sub(A)), tak mno¿inu vźech kongruencí algebry A (znaèívá se Con(A)). Sjednocení dvou podalgeber nemusí být podalgebrou, tak¿e Sub(A) obvykle není podsvazem svazu P(A). Lze vźak dokázat (a není to obtí¿né), ¿e Con(A) je v¿dy podsvazem svazu vźech ekvivalencí na A.

Jestli¿e v axiomech svazu zamìníme ∧ a ∨, axiomy se nezmìní. Proto, kdy¿ ke svazu L = L(∧, ∨) de˛nujeme algebru L^{op} = L(∧_{op}, ∨_{op}) tak, ¿e a ∧_{op} b = a ∨ b a a ∨_{op} b = a ∧ b, dostaneme opìt svaz, tento svaz se nazývá svazem opaèným. Oznaèíme-li uspoøádání v L symbolem ≤ a uspoøádání v L^{op} symbolem ≤_{op}, vidíme, ¿e a ≤_{op} b právì kdy¿ a = a ∧_{op} b = a ∨ b, co¿ platí právì kdy¿ a ≥ b. Uspoøádání v opaèném svazu je tedy opaèné uspoøádání.

Jsou-li (A, ≤) a (B, ≤) dvì uspoøádané mno¿iny, tak zobrazení f : A → B se nazývá monotonní, jestli¿e pro vźechna a, b ∈ A z a ≤ b plyne f(a) ≤ f(b).

4.3 Lemma. Buïte L = L(∧, ∨) a M = M(∧, ∨) dva svazy. Je-li f : L → M homomor˛smus svazù, je f monotonní zobrazení.

Dùkaz. Aż a, b ∈ L a a ≤ b. Pak f(a) ∧ f(b) = f(a ∧ b) = f(a), tak¿e je f(a) ≤ f(b). �

4.4 Tvrzení. Buïte L = L(∧, ∨) a M = M(∧, ∨) dva svazy. Bijektivní zobrazení f : L → M je izomor˛smus tìchto svazù právì kdy¿ f i f^{−1} jsou monotonní.

Dùkaz. Je-li f izomor˛smus, jsou f a f^{−1} monotonní dle 4.3. Naopak, buïte f a f^{−1} monotonní a aż a, b ∈ L. Potom f(a ∧ b) ≤ f(a), f(a ∧ b) ≤ f(b) a pro d ∈ M takové, ¿e d ≤ f(a) a d ≤ f(b), existuje c ∈ L, ¿e f(c) = d. Tudí¿ c = f^{−1}(d) ≤ f^{−1}(f(a)) = a, a stejnì tak c ≤ b. Proto c ≤ a∧b a f(c) = d ≤ f(a∧b). Dokázali jsme f(a∧b) = inf{f(a), f(b)}, tak¿e nutnì f(a∧b) = f(a)∧f(b). Obdobnì se uká¿e f(a ∨ b) = f(a) ∨ f(b). �

4.5 Lemma. Buïte (A, ≤) a (B, ≤) uspoøádané mno¿iny a aż f : A → B je prosté monotonní zobrazení. Je-li a ∈ C ⊆ A nejmenźí (nejvìtźí) prvek C, je f(a) nejmenźí (nejvìtźí) prvek f(C) ⊆ B.

Dùkaz. Buï d = f(c) pro c ∈ C. Pak a ≤ c, a proto f(a) ≤ f(c) = d. �

Buïte A a B dvì mno¿iny. Dvojici zobrazení α : P(A) → P(B) a β : P(B) → P(A) nazveme Galoisovou korespondencí, jestli¿e platí

(i) Z A_1 ⊆ A_2 ⊆ A plyne α(A_2) ⊆ α(A_1) a z B_1 ⊆ B_2 ⊆ B plyne β(B_2) ⊆ β(B_1), a to pro vźechna A_1 ⊆ A_2 ⊆ A a B_1 ⊆ B_2 ⊆ B.

(ii) Pro vźechna A_1 ⊆ A a B_1 ⊆ B platí β(α(A_1)) ⊇ A_1 a α(β(B_1)) ⊇ B_1.

4.6 Lemma. Buï α : P(A) → P(B), β : P(B) → P(A) Galoisova korespondence. Potom αβα(A_1) = α(A_1) pro ka¿dé A_1 ∈ P(A) a βαβ(B_1) = β(B_1) pro vźechna B_1 ∈ P(B).

Dùkaz. Z (ii) máme αβ(α(A_1 )) ⊇ α(A_1) a βα(β(B_1)) ⊇ β(B_1). Naopak z βα(A_1) ⊇ A_1 a αβ(B_1) ⊇ B_1 podle (i) plyne αβα(A_1) ⊆ α(A_1) a βαβ(B_1) ⊆ β(B_1). �

4.7 Tvrzení. Buï α : P(A) → P(B), β : P(B) → P(A) Galoisova korespondence. Potom βα : P(A) → P(A) a αβ : P(B) → P(B) jsou uzávìrové operátory. Oznaème A ⊆ P(A) a B ⊆ P(B) pøísluźné uzávìrové systémy. Pak α(A_1) ∈ B a β(B_1) ∈ A pro vźechna A_1 ⊆ A, B_1 ⊆ B. Oznaème α^′ : A → B a β^′ : B → A odpovídající zú¿ení α a β. Zobrazení α^′ a β^′ jsou bijektivní a α^′ = (β^′)^{−1}. Pro A_1, A_2 ∈ A je A_1 ⊆ A_2 právì kdy¿ α(A_1) ⊇ α(A_2).

Dùkaz. Z A_1 ⊆ A_2 ⊆ A podle (i) dostáváme α(A_1) ⊇ α(A_2), a opìt podle (i) βα(A_1) ⊆ βα(A_2). Podle 4.6 je βαβα(A_1) = βα(A_1). Dokázali jsme, ¿e βα je uzávìrový operátor. Podobnì je i αβ uzávìrový operátor. Je-li A_1 ⊆ A, je αβα(A_1) = α(A_1), a tudí¿ α(A_1) ∈ B. Podobnì β(B_1) ∈ A pro B_1 ⊆ B. Pro A_1 ∈ A je βα(A_1) = A_1 a pro B_1 ∈ B je αβ(B_1) = B_1, tak¿e α^′ a β^′ jsou vzájemnì inverzní. Jsou-li A_1, A_2 ∈ A, tak z A_1 ⊆ A_2 plyne α(A_1) ⊇ α(A_2) podle (i). Platí-li α(A_1) ⊇ α(A_2), tak A_1 = βα(A_1) ⊆ βα(A_2) = A_2. �

Poznámka. Díváme-li se na A a na B jako na svazy (viz 4.2), tak podle 4.4 je α^′ izomor˛smus svazù A a B^{op}. Izomor˛smu svazu a opaèného svazu se øíká antiizomor˛smus. (Je-li f : L → M antiizomor˛smus svazù, je f(a ∧ b) = f(a) ∨ f(b) a f(a ∨ b) = f(a) ∧ f(b) pro libovolná a, b ∈ L.)

Tuto kapitolu zakonèíme následujícím pøíkladem.

Buï ρ ⊆ A × B. De˛nujme zobrazení α_ρ : P(A) → P(B) tak, ¿e pro A_1 ⊆ A je α_ρ(A_1) = {b ∈ B; aρb pro ka¿dé a ∈ A_1}, a zobrazení β_ρ : P(B) → P(A) tak, ¿e pro B_1 ⊆ B je β(B_1) = {a ∈ A; aρb pro ka¿dé b ∈ B_1}.

4.8 Tvrzení. Buï dána relace ρ ⊆ A × B. Potom α_ρ : P(A) → P(B) a β_ρ : P(B) → P(A) tvoøí Galoisovu korespondenci.

Dùkaz. Buï A_1 ⊆ A. Potom β_ρα_ρ(A_1) = {a^′ ∈ A; a^′ρb pro vźechna b ∈ α_ρ(A_1)}. Je-li a ∈ A_1, je aρb pro ka¿dé b ∈ α_ρ(A_1), tak¿e A_1 ⊆ β_ρα_ρ(A_1). Podobnì B_1 ⊆ α_ρβ_ρ(B_1) pro libovolné B_1 ⊆ B. Pro A_1 ⊆ A_2 ⊆ A je zjevnì {b ∈ B; aρb pro vźechna a ∈ A_1} ⊇ {b ∈ B; aρb pro vźechna a ∈ A_2}, tak¿e α_ρ(A_1) ⊇ α_ρ(A_2), a obdobnì β_ρ(B_1) ⊇ β_ρ(B_2) pro B_1 ⊆ B_2 ⊆ B. �

Pøedstavme si nyní, ¿e mno¿ina A je mno¿ina nìjakých objektù, ¿e mno¿ina B je mno¿ina vlastností (atributù) a ¿e relace ρ znaèí, ¿e objekt a ∈ A má vlastnost b ∈ B. Buï A ⊆ P(A) a B ⊆ P(B) uzávìrové systémy dané Galoisovou korespondencí α_ρ, β_ρ. Dvojici (C, D), kde C ∈ A, D ∈ B a D = α_ρ(C), budeme øíkat koncept. Koncept je tedy ka¿dá dvojice (C, D), kde C ⊆ A, D ⊆ B, D = α_ρ(C) a C = β_ρ(D). Lze také øíci, ¿e koncept je dvojice mno¿in objektù C a mno¿in vlastností D, kde:

(1) ka¿dý objekt z C má vźechny vlastnosti D, (2) objekty z C nemají ¿ádnou spoleènou vlastnost z B\D, (3) vźechny objekty A, které mají vźechny vlastnosti D, patøí do C. Pøiøazení C → (C, D) je bijekce A na mno¿inu vźech konceptù K. Proto¿e A je svaz, indukuje tato bijekce svazové operace na K. Mù¿eme proto mluvit o svazu konceptù. Uspoøádání ve svazu konceptù je tedy zvoleno tak, ¿e jeden koncept je ‘vìtźí’ ne¿ druhý, jestli¿e se týká vìtźího mno¿ství objektù, tj. jestli¿e je obecnìjźí.

Vytváøení svazù konceptù je jedním z nástrojù pojmové analýzy.