3. Vìty o homomorfismech a kongruencích

3.1 Lemma. Aż na mno¿inì A i na mno¿inì B je dána operace α èetnosti n. Jsouli f : A → B a g : A → B zobrazení sluèitelná s α, tak {a ∈ A; f(a) = g(a)} je uzavøená na α.

Dùkaz. Aż a_i ∈ A a f(a_i) = g(a_i) pro 1 ≤ i ≤ n. Pak f(α_A(a_1, . . . , a_n)) = α_B (f(a_1), . . . , f(a_n)) = α_B (g(a_1), . . . , g(a_n)) = g(α_A(a_1, . . . , a_n)). �

3.2 Tvrzení. Aż f : A → B, g : A → B jsou homomor˛smy algeber A = A(α_1, . . . , α_k) a B = B(α_1, . . . , α_k). Potom {a ∈ A; f(a) = g(a)} je podalgebra algebry A.

Dùkaz. {a ∈ A; f(a) = g(a)} je podle 3.1 uzavøená na vźechny operace α_i, 1 ≤ i ≤ k. Je to tedy podalgebra A. �

3.3 Dùsledek. Aż f : A → B, g : A → B jsou homomor˛smy algeber A = A(α_1, . . . , α_k) a B = B(α_1, . . . , α_k). Jestli¿e X generuje A a f(a) = g(a) pro ka¿dé a ∈ X, tak f = g.

Dùkaz. {a ∈ A; f(a) = g(a)} je podalgebra A, která obsahuje X. Ovźem jediná podalgebra A, je¿ obsahuje X, je pøímo A. �

Buï ρ ekvivalence na mno¿inì A. Ka¿dou ekvivalenci na A/ρ lze podle 1.9 jednoznaènì vyjádøit jako σ/ρ, kde σ obsahuje ρ. Je-li A = A(α_1, . . . , α_n) algebra a ρ kongruence, je pøirozené se tázat, kdy bude σ/ρ kongruence algebry A/ρ. Uká¿eme, ¿e σ/ρ je kongruence A/ρ právì kdy¿ je σ kongruence A.

3.4 Lemma. Buï ρ ekvivalence na mno¿inì A, je¿ je sluèitelná s operací α = α_A na A. Buï σ ⊇ ρ dalźí ekvivalence na A. Pak σ je sluèitelné s α_A právì kdy¿ σ/ρ je sluèitelné s α_{A/ρ}.

Dùkaz. Oznaème n èetnost operace α a aż a_1, . . . , a_n a b_1, . . . , b_n jsou prvky A. Podle 1.8 je (a_i, b_i) ∈ σ právì kdy¿ ([a_i]_ρ, [b_i]_ρ) ∈ σ/ρ. Pøedpokládejme, ¿e (a_i, b_i) ∈ σ platí pro vźechna i, 1 ≤ i ≤ n. Pak ekvivalence σ je sluèitelná s α_A právì kdy¿ pro libovolnou takovou volbu prvkù a_i a b_i platí (α(a_1, . . . , a_n), α(b_1, . . . , b_n)) ∈ σ, zatímco ekvivalence σ/ρ je sluèitelná s α_{A/ρ} právì kdy¿ pro libovolné takové a_i a b_i platí ([α(a_1, . . . , a_n)]_ρ, [α(b_1, . . . , b_n)]_ρ) ∈ σ/ρ. Poslední podmínka je ovźem, opìt podle 1.8, shodná s podmínkou (α(a_1, . . . , a_n), α(b_1, . . . , b_n)) ∈ σ. �

Z dokázaného lemmatu okam¿itì plyne:

3.5 Tvrzení. Buï ρ kongruence algebry A = A(α_1, . . . , α_k) a aż σ ⊇ ρ je ekvivalence na A. Potom σ/ρ je kongruence algebry A/ρ právì kdy¿ σ je kongruence algebry A.

Buï dána A = A(α_1, . . . , α_k). Triviální ekvivalence id_A i universální ekvivalence A × A jsou sluèitelné s ka¿dou operací α_i, 1 ≤ i ≤ k, tak¿e obì tyto ekvivalence patøí mezi kongruence algebry A. Tìmto kongruencím se øíká nevlastní, zatímco ostatní kongruence algebry A jsou vlastní. Nemá-li algebra A vlastní kongruence a má-li pøitom alespoò dva prvky, nazýváme ji jednoduchou.

Typeset by AMS-TEX 1

2 Kongruenci ρ algebry A = A(α_1, . . . , α_k) nazveme maximální, jestli¿e (i) ρ ≠ A × A a (ii) pro ka¿dou kongruenci σ algebry A ze σ ⊇ ρ plyne σ = ρ nebo σ = A × A.

Algebra A = A(α_1, . . . , α_k) je tedy jednoduchá právì tehdy, kdy¿ id_A je maximální kongruence A.

3.6 Tvrzení. Buï ρ kongruence algebry A = A(α_1, . . . , α_k). Potom A/ρ je jednoduchá algebra právì kdy¿ ρ je maximální kongruence algebry A.

Dùkaz. Vźechny kongruence A/ρ mají podle 3.5 tvar σ/ρ, kde σ obsahuje ρ. Mezi A × A a ρ proto nele¿í ¿ádná dalźí kongruence právì tehdy, kdy¿ nele¿í ¿ádná kongruence mezi (A × A)/ρ = (A/ρ) × (A/ρ) a ρ/ρ = id_{A/ρ}. �

Nyní obrátíme svou pozornost na Tvrzení 1.10 a uká¿eme, jak ho vztáhnout na algebry. Následující vìty patøí v algebøe k tìm neju¿ívanìjźím.

3.7 Lemma. Aż je na mno¿inì A i na mno¿inì B dána operace α èetnosti n a aż f : A → B je zobrazení sluèitelné s α. Aż dále ρ je ekvivalence A sluèitelná s α. Zobrazení g : A/ρ → B sluèitelné s α a takové, ¿e f = g ∘ nat_ρ, existuje právì kdy¿ ρ ⊆ ker f. Je-li ρ ⊆ ker f, je g urèeno jednoznaènì, g([a]_ρ) = f(a) pro ka¿dé a ∈ A a ker g = (ker f)/ρ.

Dùkaz. Vzhledem k 1.10 je tøeba pouze dokázat, ¿e v pøípadì ρ ⊆ ker f je zobrazení g dané vztahem g([a]_ρ) = f(a) sluèitelné s α. Aż a_1, . . . , a_n ∈ A. Pak g(α_{A/ρ}([a_1]_ρ, . . . , [a_n]_ρ)) = g([α_A(a_1, . . . , a_n)]_ρ) = f(α_A(a_1, . . . , a_n)), co¿ je rovno α_B (f(a_1), . . . , f(a_n)) = α_B (g([a_1]_ρ), . . . , g([a_n])_ρ)). �

Ze 3.7 bezprostøednì dostáváme:

3.8 Tvrzení. (Vìta o homomor˛smu.) Buï dán homomor˛smus f : A → B algeber A = A(α_1, . . . , α_k) a B = B(α_1, . . . , α_k), a aż ρ je kongruence A. Homomor˛smus g : A/ρ → B takový, ¿e f = g ∘ nat_ρ, existuje právì kdy¿ ρ ⊆ ker f. Je-li ρ ⊆ ker f, pak je g urèeno jednoznaènì, g([a]_ρ) = f(a) pro ka¿dé a ∈ A a ker g = (ker f)/ρ. Pøitom g je izomor˛smus právì kdy¿ je f surjektivní a platí ker f = ρ.

3.9 Dùsledek. (1. vìta o izomor˛smu.) Aż f : A → B je surjektivní homomor˛smus algeber A = A(α_1, . . . , α_k) a B = B(α_1, . . . , α_k). Pak [a]_{ker f} → f(a) je izomor˛smus algeber A/ ker f a B.

3.10 Dùsledek. (2. vìta o izomor˛smu.) Aż A = A(α_1, . . . , α_k) je algebra a ρ ⊆ σ jsou její kongruence. Pak [[a]_ρ]_{σ/ρ} → [a]_σ je izomor˛smus A/ρ ._{σ/ρ ≃ A/σ.} Dùkaz. Podle 3.8 lze nat_σ : a → [a]_σ faktorizovat pøes ρ, tak¿e [a]_ρ → [a]_σ je homomor˛smus A/ρ → A/σ. Jeho jádrem je podle 3.8 kongruence σ/ρ a zbytek plyne z 3.9. �