2. Operace, algebry, homomorfismy a kongruence

Je-li A mno¿ina, tak A^n, n ≥ 1 bude znaèit, jak je obvyklé, kartézský souèin A × · · · × A o n èinitelích. Prvky A^n jsou vźechny n{tice (a_1, . . . , a_n), kde a_1, . . . , a_n jsou prvky A. Vźimnìte si, ¿e bychom také mohli A^n de˛novat jako mno¿inu vźech zobrazení z {1, . . . , n} do A. Pøi takové de˛nici je pak pøirozené A^0 de˛novat jako mno¿inu vźech zobrazení z ∅ do A. Ovźem ∅×A = ∅, tak¿e takové zobrazení existuje právì jedno, a je to opìt ∅. Je tedy A^0 = {∅}.

Operací èetnosti n ≥ 0 na mno¿inì A rozumíme ka¿dé zobrazení A^n do A. Operace èetnosti 0 je tudí¿ zobrazení {∅} do A, èili pro ka¿dé a ∈ A existuje právì jedna operace f_a èetnosti 0 taková, ¿e f_a(∅) = a. Operaci f_a a prvek a mù¿eme ztoto¿nit, neboż se liźí jen formálnì. Operací èetnosti 0 proto prostì pro nás bude vybrání nìjakého prvku mno¿iny A.

Operace èetnosti nula se nazývá nulární operace, operace èetnosti jedna unární operace, èetnosti dva binární operace a èetnosti tøi ternární operace. Mluvíme také o n{ární operaci f, pøièem¿ n se nazývá aritou f.

Lze se setkat s pre˛xovým, in˛xovým a su˛xovým zápisem operace | v pøípadì binární operace je f(a, b) pre˛xový, afb in˛xový a (a, b)f èi (a, b)^f su˛xový zápis.

Èasto bude pro nás výhodné, abychom operace na dvou rùzných mno¿inách (napøíklad A a B) znaèili stejnì (napøíklad +). Pokud budeme v takovém pøípadì potøebovat v zápise rozliźit mezi obìma operacemi, pøipojíme k oznaèení operace vhodný index (napøíklad oznaèení mno¿iny, píźeme pak +_A a +_B ).

Buï na mno¿inì A dána operace α èetnosti n. O podmno¿inì C ⊆ A øekneme, ¿e je uzavøená na α právì kdy¿ α(c_1, . . . , c_n) ∈ C pro vźechna c_1, . . . , c_n ∈ C. Vźimnìte si, ¿e pokud je α nulární operace, tak C ⊆ A je uzavøená na α právì kdy¿ α_A ∈ C.

2.1 Tvrzení. Aż je na mno¿inì A dána operace α. Potom soustava vźech podmno- ¿in A, které jsou uzavøené na α, tvoøí uzávìrový systém nad A.

Dùkaz. Buï C_j , j ∈ J ≠ ∅, mno¿iny uzavøené na α : A^n → A. Jestli¿e c_1, . . . , c_n ∈ C_j pro vźechna j ∈ J, je i α(c_1, . . . , c_n) ∈ C_j pro vźechna j ∈ J. �

Aż na mno¿inách A a B je dána operace α (stejné) èetnosti n ≥ 0. O zobrazení f : A → B øekneme, ¿e je sluèitelné s operací α, jestli¿e pro libovolné a_1, . . . , a_n ∈ A platí fα_A(a_1, . . . , a_n) = α_B (f(a_1), . . . , f(a_n)). Vźimnìte si, ¿e v pøípadì n = 0 je f sluèitelná s α právì kdy¿ f(α_A) = α_B .

2.2 Tvrzení. Aż je na mno¿inách A, B a C dána operace α èetnosti n ≥ 0. Buï f : A → B a g : B → C zobrazení sluèitelná s α. Potom je i g ∘ f : A → C zobrazení sluèitelné s operací α.

Je-li f : A → B bijektivní zobrazení sluèitelné s α, je f^{−1} : B → A také zobrazení sluèitelné s α.

Dùkaz. Buï a_1, . . . , a_n ∈ A. Potom (g∘f)(α_A(a_1, . . . , a_n)) je rovno g(α_B (f(a_1), . . . , f(a_n))) = α_C (g(f(a_1)), . . . , g(f(a_n))). Aż je f : A → B bijektivní a aż b_1, . . . , b_n ∈ B. Potom existují a_i ∈ A, ¿e b_i = f(a_i), 1 ≤ i ≤ n, tak¿e z f(α_A(a_1, . . . , a_n)) = α_B (b_1, . . . , b_n) plyne f^{−1}(α_B (b_1, . . . , b_n)) = α_A(f^{−1}(b_1), . . . , f^{−1}(b_n)). �

Typeset by AMS-TEX 1

2.3 Tvrzení. Pøedpokládejme, ¿e na A i na B je dána operace α èetnosti n, a aż f : A → B je zobrazení sluèitelné s α. Je-li C ⊆ A mno¿ina uzavøená na α, je f(C) rovnì¿ uzavøená na α. Specielnì je tedy Im(f) uzavøená na α. Naopak, je-li D ⊆ B uzavøená na α, je f^{−1}(D) také uzavøená na α.

Proof. Buï b_1, . . . , b_n ∈ f(C). Pak existují a_1, . . . , a_n ∈ C, ¿e b_1 = f(a_1), . . . , b_n = f(a_n). Tudí¿ α(b_1, . . . , b_n) = α(f(a_1), . . . , f(a_n)) = f(α(a_1, . . . , a_n)) ∈ f(C).

Buï nyní D ⊆ B uzavøená na α a aż a_1, . . . , a_n ∈ f^{−1}(D). Prvky f(a_1), . . . , f(a_n) jsou z D, tak¿e f(α(a_1, . . . , a_n)) = α(f(a_1), . . . , f(a_n)) ∈ D, a tedy α(a_1, . . . , a_n) ∈ f^{−1}(D). �

Buï α operace èetnosti n na A. O relaci ρ na A øekneme, ¿e je sluèitelná s α, jestli¿e pro libovolná a_1, . . . , a_n ∈ A a b_1, . . . , b_n ∈ A taková, ¿e a_1ρb_1, . . . , a_nρb_n, platí α(a_1, . . . , a_n) ρ α(b_1, . . . , b_n). Vźimnìte si, ¿e s nulární operací je sluèitelná ka¿dá re‚exivní relace. Vźimnìte si také, ¿e triviální ekvivalence id_A i universální ekvivalence A × A jsou sluèitelné s libovolnou operací α.

2.4 Tvrzení. Buï α operace èetnosti n na A. Potom vźechny relace (resp. ekvivalence) na A sluèitelné s α tvoøí uzávìrový systém nad A × A.

Dùkaz. Buïte a_1, . . . , a_n ∈ A a b_1, . . . , b_n ∈ A takové, ¿e a_1ρ_j b_1, . . . , a_nρ_j b_n pro vźechna j ∈ J ≠ ∅, kde ρ_j jsou relace na A sluèitelné s α. Potom pro ka¿dé j ∈ J platí α(a_1, . . . , a_n) ρ_j α(b_1, . . . , b_n). �

2.5 Tvrzení. Aż na mno¿inách A a B je dána operace α té¿e èetnosti n. Je-li f : A → B zobrazení sluèitelné s α, tak ker f je ekvivalence sluèitelná s α.

Proof. Aż a_1, . . . , a_n ∈ A a b_1, . . . , b_n ∈ A jsou takové, ¿e f(a_1) = f(b_1), . . . , f(a_n) = f(b_n). Potom f(α(a_1, . . . , a_n)) = α(f(a_1), . . . , f(a_n)) = α(f(b_1), . . . , f(b_n)) = f(α(b_1, . . . , b_n)). �

Buï ρ ekvivalence na A sluèitelná s operací α : A^n → A. Na A/ρ de˛nujeme operaci α tak, ¿e jsou-li B_1, . . . , B_n ekvivalenèní tøídy ρ, pøièem¿ a_1 ∈ B_1, . . . , a_n ∈ B_n, polo¿íme α(B_1, . . . , B_n) = [α(a_1, . . . , a_n)]_ρ. Jinak vyjádøeno, α([a_1]_ρ, . . . , [a_n]_ρ) = [α(a_1, . . . , a_n)]_ρ pro libovolná a_1, . . . , a_n ∈ A.

Je ovźem tøeba dokázat, ¿e takto lze operaci α na A/ρ skuteènì de˛novat, tj. ¿e takováto de˛nice je korektní. Pro b_1 ∈ B_1, . . . , b_n ∈ B_n platí a_1ρb_1, . . . , a_nρb_n, tak¿e podle de˛nice sluèitelnosti je α(a_1, . . . , a_n) ρ α(b_1, . . . , b_n), a tedy [α(a_1, . . . , a_n)]_ρ = [α(b_1, . . . , b_n)]_ρ. Hodnota α(B_1, . . . , B_n) je tedy nezávislá na tom, které prvky a_i ∈ B_i, 1 ≤ i ≤ n, jsme vybrali.

2.6 Tvrzení. Buï α operace èetnosti n na A a ρ ekvivalence na A sluèitelná s α. Potom pøirozené zobrazení nat_ρ : A → A/ρ je sluèitelné s α.

Dùkaz. Buï a_1, . . . , a_n ∈ A. Potom nat_ρ(α_A(a_1, . . . , a_n)) = [α_A(a_1, . . . , a_n)]_ρ = α_{A/ρ}([a_1]_ρ, . . . , [a_n]_ρ) = α_{A/ρ}(nat_ρ(a_1), . . . , nat_ρ(a_n)). �

Mno¿inu A spolu s operacemi α_1, . . . , α_k na A nazýváme algebrou na A. Nìkdy tuto algebru oznaèujeme samostatným symbolem, pak napøíklad píźeme B = A(α_1, . . . , α_k) a øíkáme, ¿e A je nosièem algebry B. Èastìji algebru i její nosiè oznaèujeme stejným symbolem. Pak píźeme napøíklad A = A(α_1, . . . , α_n) (tento zápis je sice trochu nelogický, leè zcela bì¿ný).

V dalźím textu budou +, ·, ∘, ∧, ∨ (a pøípadné od nich odvozené varianty) oznaèovat v¿dy binární operace. Naopak^{−1}, − a^′ znaèí unární operace a 0, 1 nulární operace.

Algebra S = S(·) se nazývá pologrupa, jestli¿e · splòuje asociativní zákon (tj. a · (b · c) = (a · b) · c pro libovolná a, b, c ∈ S). Prvek e ∈ S se nazývá neutrální, jestli¿e a · e = e · a = a pro libovolné a ∈ S.

2.7 Tvrzení. Pologrupa S(·) obsahuje nanejvýź jeden neutrální prvek.

Dùkaz. Buï e, f ∈ S neutrální prvky. Pak e = e · f = f �

Algebra S = S(·, 1) se nazývá monoid, jestli¿e S(·) je pologrupa a 1 je její neutrální prvek.

Pøíklady pologrup a monoidù:

A. Buï N mno¿ina vźech pøirozených èísel {1, 2, . . . }, N_0 mno¿ina vźech nezáporných celých èísel {0, 1, 2, . . . } a Z mno¿ina vźech celých èísel {. . . , −2, −1, 0, 1, 2, . . . }. Potom N(·, 1), N_0 (·, 1), Z(·, 1) jsou monoidy, N_0 (+, 0) a Z(+, 0) jsou rovnì¿ monoidy, ale N(+) je pologrupa bez neutrálního prvku.

B. Polo¿me Bool = {T, F} a de˛nujme na Bool binární operaci · odpovídající logickému ‘AND’ (tj. T · F = F · T = F · F = F a T · T = T). Potom Bool(·, T) je monoid.

C. Buï A nìjaká abeceda. Potom mno¿ina A^+ vźech neprázdných slov nad A je pologrupa vzhledem k operaci konkatenace (tj. a_1 . . . a_n · b_1 . . . b_m je rovno slovu a_1 . . . a_nb_1 . . . b_m). Pøidáme-li k A^+ prázdné slovo λ, dostaneme mno¿inu, je¿ se obvykle znaèí A^∗ . A^∗ (·, λ) je monoid.

D. Je-li ˙ libovolná mno¿ina, tak mno¿ina T_Ω vźech zobrazení z ˙ do ˙ je monoid vzhledem k operaci skládání zobrazení ∘ a neutrálnímu prvku id_Ω. T_Ω(∘, id_Ω) se nazývá transformaèní monoid mno¿iny ˙.

Pologrupa (monoid) se nazývá komutativní, jestli¿e a · b = b · a pro vźechny prvky a, b této pologrupy (monoidu). V pøíkladech A a B jsou uvedeny komutativní monoidy, monoidy z pøíkladù C a D jsou (obecnì vzato) nekomutativní.

Buï dána algebra A = A(α_1, . . . , α_n). Øekneme, ¿e mno¿ina C ⊆ A je podalgebra A, jestli¿e C je uzavøená na vźechny operace α_1, . . . , α_n. Z 1.2 a 2.1 okam¿itì dostáváme:

2.8 Tvrzení. Vźechny podalgebry algebry A = A(α_1, . . . , α_n) tvoøí uzávìrový systém nad A.

Podalgebru C algebry A(α_1, . . . , α_n) chápeme skuteènì jako algebru, tj. pøedpokládáme, ¿e je vybavena operacemi α_1, . . . , α_n, je¿ jsou zú¿ením pùvodních operací na A.

Podalgebøe monoidu se øíká podmonoid, podalgebøe pologrupy podpologrupa, a podobnì i u dalźích typù algeber.

Je-li A algebra a C uzávìrový systém jejích podalgeber, tak cl_C (B) se pro B ⊆ A obvykle nazývá podalgebra generovaná mno¿inou B.

Buï A = A(α_1, . . . , α_n) a B = B(α_1, . . . , α_n) dvì algebry, a aż f : A → B je zobrazení. Toto zobrazení nazveme homomor˛smem, jestli¿e f je sluèitelné s ka¿dou operací α_i, 1 ≤ i ≤ n. Z 2.2 plyne

2.9 Tvrzení. Buï dány algebry A = A(α_1, . . . , α_n), B = B(α_1, . . . , α_n), C = C(α_1, . . . , α_n) a homomor˛smy f : A → B, g : B → C. Potom g ∘f : A → C je také homomor˛smus. Je-li f : A → B bijektivní, je f^{−1} : B → A rovnì¿ homomor˛smus.

2.10 Tvrzení. Buï f : A → B homomor˛smus algeber A = A(α_1, . . . , α_n) a B = B(α_1, . . . , α_n). Je-li C podalgebra A, je f(C) podalgebra B. Specielnì je Im f podalgebrou B. Naopak, je-li D podalgebra B, je f^{−1}(D) podalgebra A.

Homomor˛smus f : A → B se nazývá izomor˛smus, je-li f bijektivní. Izomorfní algebry mají stejnou strukturu a liźí se jen oznaèením svých prvkù.

Homomor˛smus f : A → A se nazývá endomor˛smus, bijektivní endomor˛smus se nazývá automor˛smus. Mno¿ina vźech endomor˛smù se znaèí End(A). Mno¿ina vźech automor˛smù se znaèí Aut(A).

2.11 Tvrzení. Buï dána algebra A = ˙(α_1, . . . , α_n). Potom End(A) je podmonoid monoidu T_Ω.

Dùkaz. id_A ∈ Aut(A) ⊆ End(A) a z f, g ∈ End(A) plyne podle 2.9 g ∘ f ∈ End(A). �

Pøíklady podalgeber a homomor˛smù:

A. Je-li S(·, 1) monoid, je {1} podmonoid S. Napøíklad {0} je podmonoid Z(+, 0).

Buï n ∈ Z. Pak nZ = {na; a ∈ Z} je podmonoid Z(+, 0) a podpologrupa Z(·). Pro −1 ≠ n ≠ 1 ovźem nZ není podmonoid Z(·, 1). Zobrazení φ : Z(+, 0) →

nZ(+, 0), φ(a) = na pro ka¿dé a ∈ Z, je izomor˛smus, jestli¿e n ≠ 0.

B. Zobrazení θ : Z(·, 1) → Bool(·, T) takové, ¿e θ(a) = T pro a ≠ 0 a θ(0) = F, je surjektivní homomor˛smus. Naopak, β : Bool(·, T) → Z(·, 1), β(T) = 1, β(F) = 0 je injektivní homomor˛smus. Z 2.10 plyne, ¿e Im(β) = {0, 1} je podmonoid

Z(·, 1) (to lze samozøejmì nahlédnout také pøímo).

Poznámka. Pøi de˛nici homomor˛smu z algebry A = A(α_1, . . . , α_n) do algebry B = B(α_1, . . . , α_n) jsme pøedpokládali, ¿e operace jsou v oboru algebrách oznaèeny stejnì. V pøedchozím pøíkladu ovźem neutrální prvek z Z je 1 a v Bool je T. Pøesto i zde hovoøíme o homomor˛smu. Dùle¿ité toti¿ je, aby bylo jasné, která operace v B odpovídá které operaci v A, nikoliv zcela shodné formální oznaèení. V tomto duchu budeme s homomor˛smy zacházet i jinde { je to tak pru¿nìjźí ne¿ pracovat s korektnìjźí, ale tì¿kopádnou de˛nicí, ve které by se formálnì speci˛kovalo, která operace bude odpovídat které.

C. De˛nujme σ : A^∗ → N_0 tak, ¿e pro a_1, . . . , a_n ∈ A je σ(a_1 . . . a_n) = n (σ udává tedy délku slova). Zobrazení σ je homomor˛smus A^∗ na N_0 .

D. Aż ˙ ≠ ∅. Zobrazení ω ∈ T_Ω nazveme konstantním, jestli¿e existuje a ∈ ˙ takové, ¿e ω(b) = a pro ka¿dé b ∈ ˙. Potom mno¿ina vźech konstantních zobrazení C_Ω tvoøí podpologrupu T_Ω. Mno¿ina C_Ω ∪ {id_Ω} je podmonoidem T_Ω. Zobrazení ω : ˙ → ˙ se nazývá permutace, je-li bijektivní. Slo¿ení dvou permutací je opìt permutace, tak¿e mno¿ina S_Ω vźech permutací tvoøí podmonoid T_Ω. Tomuto podmonoidu se øíká symetrická grupa. Symetrickou grupu na mno¿inì {1, 2, . . . , n} znaèíme S_n. De˛nujme zobrazení τ : T_Ω → Bool tak, ¿e pro ω ∈ T_Ω je τ(ω) = T, je-li ω permutace a τ(ω) = F, není-li ω permutace. Zobrazení τ je homomor˛smus právì kdy¿ ˙ je koneèná mno¿ina.

Je-li B podalgebra algebry A, tak zobrazení inkluze i_B : B → A, i_B (b) = b pro ka¿dé b ∈ B, je zjevnì injektivní homomor˛smus.

Buï dána algebra A = A(α_1, . . . , α_n). Ekvivalenci ρ na A nazveme kongruencí algebry A, jestli¿e je sluèitelná s ka¿dou operací α_i, 1 ≤ i ≤ n. Z 2.4 a 1.2 dostáváme

2.12 Tvrzení. Buï A = A(α_1, . . . , α_n) algebra. Vźechny její kongruence tvoøí uzávìrový systém nad A × A.

2.13 Tvrzení. Buï f : A → B homomor˛smus algeber. Potom je ker f kongruence algebry A.

Koneènì z 2.6 okam¿itì odvodíme

2.14 Tvrzení. Buï ρ kongruence algebry A. Potom pøirozené zobrazení nat_ρ : A → A/ρ je homomor˛smus a ρ = ker nat_ρ.

Pøíklady kongruencí:

A. Pro a, b ∈ Z a n ∈ N piźme a ≡ b mod n (a je kongruentní s b modulo n) právì kdy¿ n dìlí a − b. Je zøejmé, ¿e modn je kongruence jak Z(+, 0), tak Z(·, 1).

B. ker θ je kongruence Z(·, 1), která má dvì ekvivalenèní tøídy { v jedné le¿í nula a v druhé vźechna ostatní pøirozená èísla.

C. ker σ je kongruence A^∗ , kde ve stejné ekvivalenèní tøídì le¿í slova stejné délky. D. ker τ má ekvivalenèní tøídy S_Ω a T_Ω\S_Ω. Ekvivalence ker τ je kongruence právì kdy¿ mno¿ina ˙ ≠ ∅ je koneèná.

Buï A a B dvì mno¿iny, a aż f : A → B je bijektivní zobrazení. Pøedpokládejme, ¿e na A je de˛nována operace èetnosti n ≥ 0. Pak mù¿eme na B de˛novat jediným zpùsobem operaci α tak, aby zobrazení f bylo s α sluèitelné | pro b_1, . . . , b_n ∈ B takové, ¿e b_1 = f(a_1), . . . , b_n = f(a_n), je toti¿ vztah α_B (b_1, . . . , b_n) = α_B (f(a_1), . . . , f(a_n)) = f(α_A(a_1, . . . , a_n)) jednoznaènou de˛nicí hodnoty α_B (b_1, . . . , b_n). Takto de˛novanou operaci α_B nazýváme operací indukovanou bijektivním zobrazením f.

Buï nyní dána algebra A = A(α_1, . . . , α_k) a bijektivní zobrazení f : A → B. De˛nujme algebru B = B(α_1, . . . , α_k) tak, ¿e operace α_1, . . . , α_k na B jsou indukovány zobrazením f. Pak f : A → B je izomor˛smus a o B = B(α_1, . . . , α_k) mluvíme jako o algebøe indukované f.

Je-li ρ ekvivalence na A, tak podmno¿inu T mno¿iny A nazýváme transversálou ρ, jestli¿e pro ka¿dé a ∈ A existuje právì jedno b ∈ T takové, ¿e platí aρb. Jinými slovy, T je transversála právì kdy¿ ka¿dá ekvivalenèní tøída ρ obsahuje pøesnì jeden prvek T . Z de˛nice je tedy zøejmé, ¿e zobrazení b → [b]_ρ je bijekcí mezi T a A/ρ. V pøípadì, ¿e A = A(α_1, . . . , α_k) je algebra a ρ je kongruence A, tak zobrazení inverzní k b → [b]_ρ bijektivnì zobrazuje A/ρ na T , a indukuje tak na T operace α_1, . . . , α_k. Je-li napøíklad α = α_1 èetnosti n a b_1, . . . , b_n jsou prvky T , tak α_T (b_1, . . . , b_n) je de˛nováno jako ten (jednoznaènì urèený) prvek b ∈ T , pro který platí (b, α_A(b_1, . . . , b_n)) ∈ ρ. Algebru T = T (α_1, . . . , α_n) nazveme algebrou indukovanou transversálou T kongruence ρ.

Na závìr této kapitoly zmíníme jeźtì nìkolik jednoduchých vlastností monoidù. Prvek a monoidu S = S(·, 1) se nazývá zprava invertibilní, jestli¿e existuje takové b ∈ S, ¿e platí a · b = 1. Podobnì de˛nujeme prvek zleva invertibilní.

2.15 Lemma. Aż pro prvky a, b, c monoidu S(·, 1) platí a · b = 1 = c · a. Potom je b rovno c.

Dùkaz. b = 1 · b = (c · a) · b = c · (a · b) = c · 1 = c. �

Invertibilním nazveme ka¿dý prvek, který je souèasnì invertibilní zleva i zprava. Podle 2.15 pro ka¿dý invertibilní prvek a ∈ S existuje jednoznaènì urèené b ∈ S, je¿ splòuje a · b = 1 = b · a. Prvku b se øíká prvek inverzní (vzhledem k a).

2.16 Lemma. Uva¿me monoid S = S(·, 1).

(i) Aż b ∈ S je inverzní prvek invertibilního prvku a ∈ S. Potom b je rovnì¿ invertibilní a a je jeho inverzní prvek.

(ii) Aż a ∈ S je inverzní vzhledem k b ∈ S a c ∈ S je inverzní vzhledem k d ∈ S.

Potom a · c je inverzní prvek prvku d · b.

Dùkaz. (i) je zøejmé a (ii) plyne z (ac) · (db) = a · (cd) · b = a · b = 1 = d · c = d · (ba) · c = (db) · (ac). � 2.17 Dùsledek. Invertibilní prvky monoidu S(·, 1) tvoøí podmonoid.