15. Booleovy algebry

Je-li L = L(∧, ∨, 0, 1) 0,1{svaz, nazývá se a ∈ L atomem, jestli¿e a ≠ 0 a z 0 ≤ b ≤ a plyne b = a pro ka¿dé b ∈ L. Je-li L koneèný svaz a 0 ≠ b, tak jistì existuje alespoò jeden atom a ∈ L takový, ¿e 0 < a ≤ b.

15.1 Lemma. Buï S = S(∧, ∨, 0, 1,^′ ) a T = T (∧, ∨, 0, 1,^′ ) dvì Booleovy algebry. Bijektivní zobrazení φ : S → T je izomor˛smem právì kdy¿ pro vźechna a, b ∈ S platí, ¿e a ≤_S b tehdy a jen tehdy, je-li φ(a) ≤_T φ(b).

Dùkaz. Pøipomeòme, ¿e podle 4.4 je φ : S(∧, ∨) → T (∧, ∨) izomor˛smus, pokud a ≤_S b je ekvivalentní φ(a) ≤_T φ(b) pro a, b ∈ S. Je proto tøeba ukázat, ¿e pro izomor˛smus φ : S(∧, ∨) → T (∧, ∨) platí φ(0) = 0, φ(1) = 1 a φ(a^′) = (φ(a))^′ pro vźechna a ∈ S. Pro ka¿dé b ∈ T existuje c ∈ S, ¿e φ(c) = b. Proto¿e φ(0) ∧ b = φ(0 ∧ c) = φ(0), je φ(0) nejmenźí prvek T (∧, ∨). Ovźem T (∧, ∨) mù¿e mít jen jeden nejmenźí prvek, tak¿e φ(0) = 0. Podobnì φ(1) = 1. Zbývá ukázat, ¿e φ(a^′) je komplement φ(a). Ovźem φ(a^′) ∧ φ(a) = φ(a^′ ∧ a) = φ(0) = 0 a φ(a^′) ∨ φ(a) = φ(a^′ ∨ a) = φ(1) = 1. �

Typickým pøíkladem Booleových algeber je mno¿ina P(X) vźech podmno¿in mno¿iny X s operacemi prùniku, sjednocení a mno¿inovým doplòkem. Koneèné Booleovy algebry jsou dokonce v¿dy takové algebøe izomorfní.

Je-li M = {u_1, . . . , u_k} nìjaká neprázdná koneèná podmno¿ina Booleovy algebry S, klademe V_M = m_1 ∧ · · · ∧ m_k a W_M = m_1 ∨ · · · ∨ m_k. De˛nitoricky V_∅ = 1 a

W_{∅ = 0.}

15.2 Vìta. Buï S = S(∧, ∨, 0, 1,^′ ) koneèná Booleova algebra a A aż je mno¿ina jejích atomù. De˛nujme zobrazení φ : P(A) → S tak, ¿e φ(B) = W_B pro vźechna B ⊆ A. Potom φ je izomor˛smus Booleových algeber.

Dùkaz. De˛nujme ψ : S → P(A) tak, ¿e ψ(s) = {a ∈ A; a ≤ s}. Nejprve uká¿eme, ¿e φψ(s) = s. Polo¿me ψ(s) = T a φψ(s) = W_T = t. Pak t ≤ s. Pøedpokládejme, ¿e t < s. Pak s = s ∧ 1 = s ∧ (t ∨ t^′) = (s ∧ t) ∨ (s ∧ t^′) = t ∨ (s ∧ t^′). Z s ≠ t plyne s ∧ t^′ ≠ 0. Tudí¿ existuje a ∈ A takový, ¿e a ≤ s ∧ t^′. Z a ≤ s plyne a ∈ T , tak¿e a ≤ t. Souèasnì ale a ≤ t^′, tak¿e dostáváme a ≤ t ∧ t^′ = 0, a to je spor. Je tedy s = t a φψ(s) = s pro ka¿dé s ∈ S.

Nyní doká¿eme, ¿e ψφ(B) = B pro vźechna B ⊆ A. Polo¿me b = W_B a T = ψ(b) = {a ∈ A; a ≤ b}. Zjevnì T ⊇ B. Aż a ∈ T \ B. Pak a = a ∧ b = W_{c∈B} (a ∧ c). Ovźem a ∧ c ≤ c, tak¿e z a ≠ c plyne a ∧ c = 0, a tedy a = 0. Proto T = B.

Pro B ⊆ C ⊆ A jistì φ(B) ≤ φ(C) a pro s ≤ t jistì ψ(s) ⊆ ψ(t). Podle 15.1 je ψ izomor˛smus Booleových algeber. �

Okruh R se nazývá idempotentní, jestli¿e a^2 = a pro ka¿dé a ∈ R.

15.3 Tvrzení. Buï B(∧, ∨, 0, 1,^′ ) Booleova algebra. De˛nujeme na B operace +,

· tak, ¿e a + b = (a ∧ b^′) ∨ (a^′ ∧ b) a a · b = a ∧ b. Polo¿íme dále −a = a pro ka¿dé a ∈ B. Potom je B(+, ·, −, 0, 1) komutativní idempotentní okruh charakteristiky 2. Naopak, je-li B(+, ·, −, 0, 1) komutativní idempotentní okruh charakteristiky 2, tak B(∧, ∨, 0, 1,^′ ), kde a ∧ b = a · b, a ∨ b = a + b + a · b, a^′ = 1 + a, je Booleova algebra.

Typeset by AMS-TEX 1

2 Dùkaz. Buï nejprve B(∧, ∨, 0, 1,^′ ) Booleova algebra. Pak zjevnì a + b = b + a, a + a = 0, a + 0 = a. Zbývá ovìøit a + (b + c) = (a + b) + c a a · (b + c) = a · b + a · c pro a, b, c ∈ B. Je a + (b + c) = a + ((b ∧ c^′) ∨ (c^′ ∧ b)) = (a ∧ ((b ∧ c^′) ∨ (c^′ ∧ b))^′) ∨ (a^′ ∧ ((b ∧ c^′) ∨ (c^′ ∧ b)) = (a ∧ (b^′ ∨ c) ∧ (c ∨ b^′)) ∨ (a^′ ∧ b ∧ c^′) ∨ (a^′ ∧ c^′ ∧ b). Ovźem a ∧ (b^′ ∨ c) ∧ (c ∨ b^′ ) = ((a ∧ b) ∨ (a ∧ c^′ )) ∧ (c ∨ b^′ ) = (a ∧ b ∧ c) ∨ (a ∧ b^′ ∧ c^′). Je tedy a +(b + c) = (a ∧ b ∧ c) ∨ (a ∧ b ∧ c^′) ∨ (a^′ ∧ b ∧ c^′) ∨ (a^′ ∧ b^′ ∧ c). V tomto výraze lze a, b i c vzájemnì zamìnit, ani¿ by se zmìnila hodnota tohoto výrazu. Vymìníme-li a a c, dostaneme opaènými úpravami, ¿e a + (b + c) je rovno c + (a + b) = (a + b) + c. Dále a · (b + c) = a ∧ ((b ∧ c^′) ∨ (b^′ ∧ c)) = (a ∧ b ∧ c^′) ∨ (a ∧ b^′ ∧ c). Ovźem (a ∧ b) ∧ (a ∧ c)^′ = a ∧ b ∧ c^′ a (a ∧ b)^′ ∧ (a ∧ c) = a ∧ b^′ ∧ c. Na druhou stranu, aż B(+, ·, −, 0, 1) je komutativní idempotentní okruh charakteristiky 2. Pak a ∨ a = a + a + a^2 = a, (a ∨ b) ∨ c = a + b + ab + c + ac + bc + abc = a + b + c + bc + ab + ac + abc = a ∨ (b ∨ c), a ∨ 1 = a + 1 + a = 1, a ∨ 0 = a, a ∧ (b ∨ a) = a + ab + ab = a, a ∨ (b ∧ a) = a + ba + ba = a, a ∧ (b ∨ c) = a · (b + c + bc) = ab + ac + a^2bc = (a ∧ b) ∨ (a ∧ c). Koneènì (a^′)^′ = 1 + 1 + a = a, a ∨ a^′ = a + 1 + a + a + a^2 = 1 a a ∧ a^′ = a(1 + a) = a + a = 0. �