14. Modulární, distributivní a komplementární svazy

14.1 Lemma. Buï L = L(∧, ∨) svaz a aż jsou a, b, c ∈ L. Je-li a ≤ c, je a∨(b∧c) ≤ (a ∨ b) ∧ c. Dùkaz. a ≤ a ∨ b a a ≤ c, proto a ≤ (a ∨ b) ∧ c. Souèasnì b ∧ c ≤ a ∨ b, b ∧ c ≤ c, tak¿e b ∧ c ≤ (a ∨ b) ∧ c. �

Poznámka. Zkusme získat duální nerovnost k nerovnosti a∨(b∧c) ≤ (a∨b)∧c (∨ a ∧ prohodíme a ≤ zamìníme za ≥). Ta bude znít, ¿e z a ≥ c plyne a∧(b∨c) ≥ (a∧b)∨c. Vymìníme-li a a c, dostaneme, ¿e z a ≤ c plyne c ∧ (b ∨ a) ≥ (c ∧ b) ∨ a. To ovźem je naźe pùvodní nerovnost, èili jsme neobdr¿eli ¿ádný nový vztah. Uvedená nerovnost je samoduální.

14.2 Tvrzení. Bud L = L(∧, ∨) svaz. Potom jsou následující podmínky ekvivalentní. (i) a ∨ (b ∧ c) = (a ∨ b) ∧ c, kdykoliv a, b, c ∈ L a a ≤ c. (ii) (a ∧ c) ∨ (b ∧ c) = ((a ∧ c) ∨ b) ∧ c pro vźechna a, b, c ∈ L. (iii) (a ∨ c) ∧ (b ∨ c) = ((a ∨ c) ∧ b) ∨ c pro vźechna a, b, c ∈ L.

Dùkaz. (i) ⇐⇒ (ii) : Polo¿íme-li a0 = a ∧ c ≤ c, bude mít identita (ii) tvar a0 ∨ (b ∧ c) = (a0 ∨ b) ∧ c. (i) ⇐⇒ (iii) : Polo¿íme-li c0 = a∨c ≥ c = a0, získá identita (iii) tvar c0 ∧(b∨a0) =

(c0_{∧ b) ∨ a}0_. �

Svaz, který vyhovuje ekvivalentním podmínkám tvrzení 14.2, se nazývá modulární.

14.3 Lemma. Buï a, b, c prvky svazu L, a ≤ c. Je-li a ≤ b nebo b ≤ c, platí a ∨ (b ∧ c) = (a ∨ b) ∧ c. Dùkaz. Staèí ukázat a ∨ (b ∧ c) ≥ (a ∨ b) ∧ c. Aż nejprve b ≥ a. Pak a ∨ (b ∧ c) ≥ b ∧ c = (a ∨ b) ∧ c. Pokud b ≤ c, tak dostáváme a ∨ (b ∧ c) = a ∨ b ≥ (a ∨ b) ∧ c. �

Na mno¿inì {0, 1, u, v, w} de˛nujeme uspoøádání tak, ¿e u a v pokrývají 0, w pokrývá v a 1 pokrývá w a u. Takto de˛nované uspoøádání dává svaz, a ten se obvykle znaèí N_5. (Nakreslete si Hasseùv diagram!).

14.4 Tvrzení. Svaz L je modulární právì kdy¿ neobsahuje podsvaz izomorfní svazu N_5.

Dùkaz. Svaz N_5 modulární není, neboż v ∨ (u ∧ w) = v, zatímco (v ∨ u) ∧ w = w. Proto L, je-li modulární, nemù¿e obsahovat podsvaz izomorfní s N_5.

Není-li L modulární, lze najít a, b, c ∈ L, ¿e a ≤ c a a ∨ (b ∧ c) < (a ∨ b) ∧ c. Uká¿eme, ¿e {b ∧ c, a ∨ (b ∧ c), (a ∨ b) ∧ c, a ∨ b, b} tvoøí podsvaz izomorfní s N_5. Z b ∧ c = a ∨ (b ∧ c) plyne a ≤ b ∧ c, odkud a ≤ b. Z a ∨ b = (a ∨ b) ∧ c dostáváme a ∨ b ≤ c, tak¿e b ≤ c. Ovźem podle 14.3 neplatí ani a ≤ b ani b ≤ c. Proto b ∧ c < a ∨ (b ∧ c) ≤ (a ∨ b) ∧ c < a ∨ b a b ∧ c < b < a ∨ b. Tím jsou dány operace ∧ a ∨ na uvedených øetìzcích. Zbývá urèit b ∧ x a b ∨ x, kde x ∈ {a ∨ (b ∧ c), (a ∨ b) ∧ c}. Platí b ∧ c ≤ b ∧ (a ∨ (b ∧ c)) ≤ b ∧ ((a ∨ b) ∧ c) = (b ∧ c) ∧ (a ∨ b) ≤ b ∧ c, tak¿e Typeset by AMS-TEX 1

b ∧ c = b ∧ (a ∨ (b ∧ c)) = b ∧ ((a ∨ b) ∧ c). Obdobnì b ∨ a ≥ b ∨ ((a ∨ b) ∧ c) ≥ b ∨ a ∨ (b ∧ c) = b ∨ a. � Modulární svazy jsou v matematice velmi dùle¿ité. Bez dùkazu uvedeme jednu jejich typickou vlastnost: Jestli¿e a = a_0 < · · · < a_k = b a c = c_0 < · · · < c_r = d jsou dvì posloupnosti prvkù modulárního svazu, kde ka¿dý èlen posloupnosti pokrývá èlen pøedchozí, tak z a = c a b = d plyne r = k. (V koneèném modulárním svazu tedy platí, ¿e ka¿dé dvì cesty v Hasseovì diagramu mezi dvìma prvky jsou stejnì dlouhé { pokud se ovźem pohybujeme pouze zdola nahoru nebo pouze zeshora dolù.)

14.5 Tvrzení. Buï G grupa a A a B její podgrupy. Je-li A normální v G, tak podgrupa generovaná A ∪ B je rovna AB = BA. Svaz normálních podgrup G je modulární.

Dùkaz. Podgrupu generovanou A ∪ B oznaèíme A ∨ B. Uva¿me mno¿inu AB. Jsouli a_i ∈ A, b_i ∈ B, i = 1, 2, tak a_1b_1a_2b_2 = a_1b_1a_2b�^1_1 b_1b_2, pøièem¿ b_1a_2b�^1_1 ∈ A. Proto je mno¿ina AB uzavøená na binární operaci ·. Dále (a_1b_1)�^1 = b�^1_1 a�^1_1 =

b�1_{1 a}�1_{1 b1b}�1_{1 ∈ AB.}

Buï nyní A, B, C normální podgrupy G, A ⊆ C. Je tøeba ukázat A ∨ (B ∩ C) ⊇ (A ∨ B) ∩ C, èili A(B ∩ C) ⊇ (AB) ∩ C. Je-li a ∈ A, b ∈ B a ab ∈ C, je b = a�^1(ab) ∈ C, tak¿e b ∈ B ∩ C. �

14.6 Tvrzení. Buï L svaz. Potom jsou následující podmínky ekvivalentní.

(i) a ∨ (b ∧ c) = (a ∨ b) ∧ (a ∨ c) pro vźechna a, b, c ∈ L. (ii) a ∧ (b ∨ c) = (a ∧ b) ∨ (a ∧ c) pro vźechna a, b, c ∈ L.

(iii) (a ∧ b) ∨ (a ∧ c) ∨ (b ∧ c) = (a ∨ b) ∧ (a ∨ c) ∧ (b ∨ c) pro vźechna a, b, c ∈ L. Pøitom svaz splòující tyto podmínky je modulární.

Dùkaz. (i) =⇒ (ii) : (a ∧ b) ∨ (a ∧ c) = ((a ∧ b) ∨ a) ∧ ((a ∧ b) ∨ c) = a ∧ ((a ∧ b) ∨ c) = a ∧ ((a ∨ c) ∧ (b ∨ c)) = (a ∧ (a ∨ c)) ∧ (b ∨ c) = a ∧ (b ∨ c). (ii) =⇒ (i) : Identity (i) a (ii) jsou duální. V pøedchozím dùkazu tedy staèí zamìnit ∧ a ∨.

(i+ii) =⇒ (iii) : (a ∧ b) ∨ (a ∧ c) ∨ (b ∧ c) = (a ∧ (b ∨ c)) ∨ (b ∧ c) = ((a ∧ (b ∨ c)) ∨ b) ∧ ((a ∧ (b ∨ c)) ∨ c) = ((a ∨ b) ∧ (b ∨ c)) ∧ ((a ∨ c) ∧ (b ∨ c)) = (a ∨ b) ∧ (a ∨ c) ∧ (b ∨ c). (iii) =⇒ (i) : Nejprve uká¿eme modularitu. Je-li a ≤ c, dostáváme a ∨ (b ∧ c) = (a ∧ b) ∨ (a ∧ c) ∨ (b ∧ c) = (a ∨ b) ∧ (a ∨ c) ∧ (b ∨ c) = (a ∨ b) ∧ c. Buï nyní a, b, c ∈ L libovolná. Polo¿me u = (a ∧ b) ∨ (b ∧ c) ∨ (a ∧ c). Pak a ∧ (b ∨ c) = a ∧ u = (((a ∧ b) ∨ (a ∧ c)) ∨ (b ∧ c)) ∧ a = ((a ∧ b) ∨ (a ∧ c)) ∨ (b ∧ c ∧ a) = (a ∧ b) ∨ (a ∧ c). � Svazy, které splòují ekvivalentní podmínky tvrzení 14.6 se nazývají distributivní a vztahy (i) a (ii) se nazývají distributivními zákony.

Na mno¿inì {0, u, v, w, 1} de˛nujme svaz tak, ¿e 0 je nejmenźí prvek, 1 nejvìtźí prvek, u ∧ v = u ∧ w = v ∧ w = 0 a 1 = u ∨ v = u ∨ w = v ∨ w. Tento svaz se obvykle znaèí M_5. Èasto se mu øíká ‘diamant’.

M_5 zjevnì není distributivní. Proto ¿ádný distributivní svaz neobsahuje podsvaz izomorfní N_5 nebo M_5. Platí i obrácené tvrzení.

14.7 Tvrzení. Svaz L je distributivní právì kdy¿ neobsahuje podsvaz izomorfní N_5 nebo M_5.

Nástin dùkazu. Potøebujeme ukázat, ¿e pokud modulární svaz není distributivní, lze v nìm nalézt M_5. Není-li L distributivní, lze najít x, y, z ∈ L takové, ¿e r = (x∧y)∨(x∧z)∨(y∧z) ≠ (x∨y)∧(x∨z)∧(y∨z) = s. Pak r < s a pro a = (x∧s)∨r, b = (y ∧ s) ∨ r, c = (z ∧ s) ∨ r lze s trochou poèítání pomocí modulárního zákona ukázat, ¿e a ∧ b = r a a ∨ b = s. Ze symetrie pak vyplyne, ¿e a ∧ c = r = b ∧ c a a ∨ c = s = b ∨ c. Zbytek je ji¿ snadný. �

Buï L = L(∧, ∨, 0, 1) 0,1{svaz, a aż a ∈ L. Potom b ∈ L nazveme komplementem (doplòkem), jestli¿e a ∧ b = 0 a a ∨ b = 1. Z de˛nice plyne, ¿e je-li b komplementem a, je a komplement b.

14.8 Tvrzení. Buï L distributivní 0,1{svaz. Potom má ka¿dý prvek nejvýźe jeden komplement.

Dùkaz. Buï b a c komplementy a. Pak b = b∧1 = b∧(a∨c) = (b∧a)∨(b∧c) = b∧c. Tudí¿ b ≥ c. Obdobnì dostaneme b ≤ c, a tedy b = c. �

V N_5 má ka¿dý prvek komplement, ale tento komplement nemusí být jednoznaèný. Toté¿ platí o M_5. Pøedstavme si, ¿e v distributivním 0,1{svazu L má ka¿dý prvek komplement. Pak je jednoznaènì urèena unární operace 0 taková, ¿e pro vźechna a ∈ L je a ∧ a0 = 0 a a ∨ a0 = 1.

Algebra L = L(∨, ∧, 0, 1,0 ), kde L(∨, ∧, 0, 1) je distributivní 0,1{svaz a 0 je unární operace, která vyhovuje identitám a ∧ a0 = 0 a a ∨ a0 = 1, se nazývá Booleova algebra.

14.9 Lemma. Aż L = L(∨, ∧, 0, 1,0 ) je Booleova algebra. Potom (i) (a0)0 = a pro vźechna a ∈ L. (ii) 00 = 1 a 10 = 0.

(iii) (a ∧ b)0 = a0 ∨ b0 a (a ∨ b)0 = a0 ∧ b0 pro vźechna a, b ∈ A. (De Morganovy zákony.)

Dùkaz. (i) a je komplement a0. Podle 14.8 je komplement jednoznaènì urèen. Proto a = (a0)0.

(ii) Toto jistì ka¿dý zvládne.

(iii) (a ∧ b) ∨ (a0 ∨ b0) = (a ∨ a0 ∨ b0) ∧ (b ∨ a0 ∨ b0) = 1 ∧ 1 = 1. (a ∧ b) ∧ (a0 ∨ b0) = (a ∧ b ∧ a0) ∨ (a ∧ b ∧ b0) = 0 ∨ 0 = 0. Druhý zákon je k prvému duální. �