13. Jednoznaènost koøenových a rozkladových nadtìles 13.1 Lemma. Aż f : R ≃ S je izomor˛smus okruhù a aż I ⊆ R a J ⊆ S jsou ideály takové, ¿e f(I) = J. Potom zobrazení a + I → f(a) + J je korektnì de˛nované a je to izomor˛smus R/I ≃ S/J.

Dùkaz. nat_J f : R → S/J je surjektivní homomor˛smus, který zobrazuje prvek a ∈ R na f(a) + J. Jeho jádrem je ideál I, a proto podle 1. vìty o izomor˛smu (7.10) je a + I → f(a) + J izomor˛smus R/I a S/J. �

Je-li f : R → S homomor˛smus okruhù, de˛nujeme f_x : R[x] → S[x] tak, ¿e pro a = ∑ a_ix^i ∈ R[x] je f_x(a) = ∑ f(a_i)x^i. Vźimnìte si, ¿e zobrazení f_x je rozźíøením homomor˛smu f.

13.2 Lemma. f_x : R[x] → S[x] je okruhový homomor˛smus.

Dùkaz. Aż a = ∑ a_ix^i a b = ∑ b_ix^i jsou polynomy z R[x]. Pak f_x(a+b) = ∑ f(a_i + b_i)x^i = ∑ (f(a_i) + f(b_i))x^i = f_x(a) + f_x(b) a f_x(a · b) = ∑ k f( ∑ i+j=k aibj )x k = ∑ k( ∑ i+j=k f(ai)f(bj ))x k = f_x(a)f_x(b). Zbytek je zøejmý. �

Okruh R[x] je generován mno¿inou R ∪ {x}. Je-li A nìjaký jiný okruh a h_1, h_2 jsou homomor˛smy R[x] → A, tak podle 3.3 musí být h_1 = h_2, pokud platí h_1(x) = h_2(x) a pro ka¿dé r ∈ R je h_1(r) = h_2(r). Tohoto pozorování vyu¿ijeme v obou následujících lemmatech.

13.3 Lemma. Buïte f : R → S a g : S → T homomor˛smy okruhù. Pak (gf)_x =

g_xf_x.

Dùkaz. Platí (gf)_x(x) = g_x(f_x(x)) a pro r ∈ R je g_xf_x(r) = gf(r) = (gf)_x(r). �

13.4 Dùsledek. Buï f : R ≃ S izomor˛smus okruhù. Pak f_x : R[x] → S[x] je rovnì¿ izomor˛smus.

Dùkaz. Podle 13.3 je f_x(f�^1)_x = (id_S )_x = id_{S[x]} a (f�^1)_xf_x = (id_R)_x = id_{R[x]}. �

13.5 Lemma. Buï f : R → S homomor˛smus okruhù a aż α ∈ R. Pak fj_α =

j_{f (α)}f_x. R[x]^{fx}−−−−→ S[x] j_α jf (α) R^f−−−−→ S Dùkaz. fj_α(r) = f(r) = j_{f (α)}(f(r)) = j_{f (α)}f_x(r) pro r ∈ R, a fj_α(x) = f(α) = j_{f (α)}(x) = j_{f (α)}f_x(x). �

13.6 Lemma. Buï f : T ≃ S izomor˛smus komutativních tìles a aż I ⊆ T [x] a

J ⊆ S[x] jsou nenulové ideály, pro které platí f_x(I) = J. Jsou-li a ∈ T [x] a b ∈ S[x] ty (jednoznaènì urèené) monické polynomy, které splòují I = aT [x] a J = bS[x], tak platí f_x(a) = b.

Dùkaz. bS[x] = J = f_x(I) = f_x(aT [x]) = f_x(a)f_x(T [x]) = f_x(a)S[x] a f_x(a) je monický polynom. Víme (viz kapitola 10), ¿e ideál J je generován právì jedním monickým polynomem. Proto se f_x(a) musí rovnat b. �

Typeset by AMS-TEX 1

13.7 Tvrzení. Buïte T ⊆ U a S ⊆ V komutativní tìlesa, f : T ≃ S izomor˛smus a aż α ∈ U je prvek algebraický nad T a β ∈ V prvek algebraický nad S. Izomor˛smus g : T [α] ≃ S[β] splòující g(α) = β a g(t) = f(t) pro vźechna t ∈ T existuje právì kdy¿ f_x(m_α) = m_β .

Dùkaz. Pøedpokládejme nejprve, ¿e platí f_x(m_α) = m_β . S vyu¿itím 12.3 a 13.1 sestrojíme øadu izomor˛smù T [α] ≃ T [x]/m_αT [x] ≃ S[x]/m_β S[x] ≃ S[β]. Oba krajní izomor˛smy vyjadøují skuteènost, ¿e ka¿dé koøenové nadtìleso algebraického prvku je strukturálnì shodné s kvocientem podle hlavního ideálu pøísluźného minimálního polynomu (toto pozorování je obsahem Tvrzení 12.3). Prostøední izomor˛smus je pak pøímou aplikací 13.1, kde se øíká, ¿e izomor˛smus okruhù (zde je to izomor˛smus f_x) lze pøenést na izomor˛smus kvocientních okruhù, jestli¿e faktorizujeme pøes ideály, které si v daném izomor˛smu jednoznaènì odpovídají (zde to jsou hlavní ideály generované polynomy a a b).

Proveïme nyní naznaèený postup podrobnì. Podle Tvrzení 12.3 jsou zobrazení u : T [x]/m_αT [x] → T [α] a v : S[x]/m_β S[x] → S[β], je¿ jsou de˛nována vztahy u(a+m_αT [x]) = a(α) a v(b+m_βS[x]) = b(β), izomor˛smy. Proto¿e f_x je podle 13.4 izomor˛smus T [x] a S[x] a proto¿e podle pøedpokladu je f_x(m_αT [x]) = m_βS[x], dostáváme z 13.1 izomor˛smus w : T [x]/m_αT [x] ≃ S[x]/m_β S[x], w(a + m_αT [x]) = f_x(a) + m_β S[x].

Jako vhodný kandidát se na místo hledaného izomor˛smu g nabízí vwu�^1. Staèí ovìøit, ¿e je vwu�^1(α) = β a ¿e vwu�^1(t) = f(t) pro ka¿dé t ∈ T . Z de˛nic izomor˛smù v, w a u ale skuteènì dostáváme vwu�^1(t) = vw(t+m_αT [x]) = v(f(t)+ m_β S[x]) = f(t). Proto¿e x(α) = α a x(β) = β, tak vwu�^1(α) = vw(x + m_αT [x]) = v(x + m_β S[x]) = β, a lze tedy polo¿it g = vwu�^1.

Nyní naopak pøedpokládejme, ¿e existuje izomor˛smus g : T [α] ≃ S[β], který je rozźíøením f : T ≃ S, a splòuje g(α) = β. Uva¿me dosazovací homomor˛smy j_α : T [α][x] → T [α] a j_β : S[β][x] → S[β]. Podle 13.5 je j_β g_x = gj_α: T [x] ⊆ T [α][x]^{gx}−−−−→ S[β][x] ⊇ S[x] j_α jβ T ⊆ T [α]^g−−−−→ S[β] ⊇ S Pro a ∈ T [x] je jistì f_x(a) = g_x(a), neboż g je rozźíøením f. Pro a ∈ T [x] tedy platí a ∈ m_αT [x] ⇔ a(α) = 0 ⇔ j_α(a) = 0 ⇔ gj_α(a) = 0 ⇔ j_β g_x(a) = 0 ⇔ (g_x(a))(β) = 0 ⇔ (f_x(a))(β) = 0 ⇔ f_x(a) ∈ m_βS[x]. Polynom a tedy patøí do ideálu m_αT [x] právì kdy¿ f_x(a) patøí do ideálu m_βS[x], tak¿e f_x(m_αT [x]) = m_β S[x]. Podle 13.6 je f_x(m_α) rovno m_β . �

13.8 Vìta. Buï f : T ≃ S izomor˛smus komutativních tìles, a ∈ T [x], st a ≥ 1, a aż U ⊇ T je rozkladové nadtìleso polynomu a ∈ T [x], zatímco V ⊇ S je rozkladové nadtìleso polynomu b = f_x(a). Aż α_1, . . . , α_m jsou koøeny a v U a β_1, . . . , β_n koøeny b ve V . Pak m = n a existuje permutace σ ∈ S_n a izomor˛smus g : U ≃ V tak, ¿e g(t) = f(t) pro vźechna t ∈ T a g(α_i) = β_{σ(i)} pro 1 ≤ i ≤ n.

Dùkaz. Aż a = p^{k1}_1 . . . p^{kr}_r je rozklad polynomu a na ireducibilní èinitele v T [x]. Polo¿me q_i = f_x(p_i), 1 ≤ i ≤ k. Pak b = q^{k1}_1 . . . q^{kr}_r je podle 13.4 rozklad na ireducibilní èinitele v S[x]. Dùkaz provedem indukcí podle [U : T ]. Je-li U = T , lze koøeny uspoøádat tak, ¿e p_i = x − α_i a q_i = x − β_i, 1 ≤ i ≤ r, tak¿e staèí polo¿it g = f. Aż je [U : T ] = j > 0 a aż vìta platí pro ka¿dý stupeò menźí ne¿ j. Koøeny a polynomy jistì mù¿eme uspoøádat tak, aby α_1 byl koøen p_1 a β_1 koøen q_1, a aby st p_1 = st q_1 > 1. Podle 13.8 existuje izomor˛smus h : T (α_1) → S(β_1) takový, ¿e h(α_1) = β_1 a h(t) = f(t) pro ka¿dé t ∈ T . Proto¿e [U : T ] = [U : T (α_1)] · [T (α_1) : T ] = [U : T (α_1)]·st p_1 (viz 12.1 a 12.3), je [U : T (α_1)] < j. U je rozkladové nadtìleso polynomu a ∈ T (α_1)[x] a V je rozkladové nadtìleso polynomu b ∈ S(β_1)[x]. Podle indukèního pøedpokladu existuje izomor˛smus g : U → V , který má po¿adované vlastnosti a rozźiøuje h, a tím i f. � 13.9 Vìta. Aż je q ∈ N. Pak koneèné komutativní tìleso øádu q existuje právì kdy¿ q je rovno p^n pro nìkteré prvoèíslo p a n ∈ N. Libovolná dvì komutativní tìlesa tého¿ øádu q jsou izomorfní.

Dùkaz. Aż pro i = 1, 2 jsou T_i komutativní tìlesa øádu q a aż P_i jsou jejich prvotìlesa. Podle 12.8 existuje prvoèíslo p a n ∈ N takové, ¿e je P_i ≃ Z_p a q = p^n. Podle 11.8 je T_i rozkladovým nadtìlesem polynomu x^{pn} − x ∈ P_i[x], tak¿e podle 13.8 plyne T_1 ≃ T_2 z P_1 ≃ P_2. �

Tìleso T øádu p^n se èasto znaèí GF (p^n), kde GF je zkratka z ‘Galois ˛eld’. Lze se dohodnout, ¿e GF (p) je rovno Z_p. Ovźem pro n > 1 se u¿ ¿ádný kanonický tvar GF (p^n) nezavádí. Podle 10.19 je multiplikativní grupa GF (p^n) cyklická øádu p^n −1. Proto má φ(p^n − 1) generátorù. Ka¿dý z tìchto generátorù se nazývá primitivní prvek.