12. Algebraické prvky a minimální polynomy

V celé této kapitole ‘tìleso’ znamená ‘komutativní tìleso’.

Jestli¿e U ⊇ T jsou komutativní tìlesa, tak U mù¿eme chápat jako vektorový prostor nad T (sèítání ve vektorovém prostoru je shodné se sèítáním v U, je{li t ∈ T a u ∈ U, tak skalární násobení t · u de˛nujeme jako souèin t · u v tìlese U). Dimenze dim_T U vektorového prostoru U se znaèí [U : T ] a nazývá se stupeò tìlesa U (nad T ). Je{li [U : T ] < ∞, øekneme, ¿e U je rozźíøení koneèného stupnì.

Jako pøíklad mù¿eme uvést komplexní a reálná èísla. Je zøejmé, ¿e C jako reálný vektorový prostor má dimenzi 2 (máme-li zvolit jeho bázi, tak nejpøirozenìjźí je vybrat èísla 1 a i). Poznamenejme, ¿e C je jak koøenové, tak rozkladové nadtìleso polynomu x^2 + 1 ∈ R[x].

12.1 Lemma. Buï T ⊆ U ⊆ V do sebe vøazená tìlesa. Potom [V : T ] = [V : U] · [U : T ].

Dùkaz. Aż A je báze U nad T a B je báze V nad U. Staèí ukázat, ¿e C = {ab; a ∈ A, b ∈ B} je báze V nad T . Je-li v ∈ V , existují u_b ∈ U, ¿e v = P_{b∈B} u_bb, a proto¿e ka¿dé u_b lze zapsat jako P_{a∈A} t_{a,b}a, kde t_{a,b} ∈ T , tak v = P t_{a,b}ab. Naopak, aż

P_{ta,bab = 0, kde a ∈ A, b ∈ B a ta,b ∈ T . Pak} P_{b∈B (}P_{a∈A ta,ba)b = 0, tak¿e pro}

ka¿dé b ∈ B je P_{a∈A} t_{a,b}a = 0, a tedy t_{a,b} = 0 pro vźechna a ∈ A, b ∈ B. �

12.2 Lemma. Aż S ⊇ R jsou komutativní okruhy a α aż je prvek S. Pak okruh R[α] je roven okruhu Im j_α = {a(α); a ∈ R[x]}.

Dùkaz. {a(α); a ∈ R[x]} = Im j_α je podokruh S, a proto R[α] ⊆ S. Pro a =

P_{aixi ∈ R[x] je a(α) =} P_{aiαi jistì prvek R[α]. �}

Prvek α ∈ U se nazývá algebraický (nad T ), jestli¿e a(α) = 0 pro nìjaké a ∈ T [x], a ≠ 0. Pokud takový polynom a neexistuje, nazýváme α transcendentní (nad T ).

12.3 Tvrzení. Nechż T ⊆ U jsou tìlesa a aż α ∈ U je prvek algebraický nad T . Pak existuje jediný monický polynom m ∈ T [x] takový, ¿e pro vźechna a ∈ T [x] je a(α) = 0 právì kdy¿ m dìlí a. Polynom m je ireducibilní a hlavní ideál mT [x] je jádrem dosazovacího homomor˛smu j_α : T [x] → U. Zobrazení a + mT [x] → a(α) je izomor˛smus okruhù T [x]/mT [x] a T [α]. Oba tyto okruhy jsou tìlesa a platí T [α] = T (α).

Dùkaz. Pro a ∈ T [x] platí a(α) = 0 právì kdy¿ je j_α(a) = 0. Jádro homomor˛smu j_α je vlastní ideál, a z kapitoly 10 víme, ¿e ka¿dý vlastní ideál lze jednoznaèným zpùsobem vyjádøit jako hlavní ideál generovaný monickým polynomem.

Aż m dìlí pq, kde p, q ∈ T [x] jsou polynomy. Pak 0 = m(α) = p(α)q(α), tak¿e je p(α) = 0 nebo q(α) = 0. Èili m dìlí p nebo q, tak¿e vidíme, ¿e m je prvoèinitel, a tedy ireducibilní polynom.

Podle 12.2 je Im j_α rovno T [α], tak¿e j_α je surjektivní homomor˛smus T [x] na T [α]. Podle první vìty o izomor˛smu 7.10 je zobrazení a + mT [x] → a(α) izomor˛smem okruhù T [x]/mT [x] a T [α]. Proto¿e mT [x] je maximální ideál (viz 10.12), tak je okruh T [x]/mT [x] tìlesem (viz 7.14), a proto je i okruh T [α] tìleso. Proto¿e T (α) je nejmenźí podtìleso U, které obsahuje T [α], musí být T (α) = T [α]. �

Polynom m z Tvrzení 12.3 se nazývá minimální polynom prvku α (nad T ) a znaèí se m_α.

Typeset by AMS-TEX 1

12.4 Tvrzení. Buï α ∈ U ⊇ T . Pak α je algebraický nad T právì kdy¿ [T (α) : T ] < ∞. Je-li α algebraický nad T , tak T (α) = T [α] a [T [α] : T ] = st m_α.

Dùkaz. Aż [T (α) : T ] = n. Je-li n < ∞, jsou 1, α, . . . , α^n prvky nad T lineárnì závislé, tak¿e existují c_0, c_1, . . . , c_n prvky T takové, ¿e P c_iα^i = 0 a c_j ≠ 0 pro alespoò jedno 0 ≤ j ≤ n. Tudí¿ c(α) = 0 pro 0 ≠ c = P c_ix^i, tak¿e α je algebraický nad T .

Naopak, aż α ∈ U je algebraický nad T a s = st m_α. Uká¿eme, ¿e 1, α, . . . , α^{s−1} tvoøí bázi T [α] = T (α). Je-li c ∈ T [x], st c ≤ s − 1, tak c(α) = 0 jedinì pro c = 0. Proto jsou 1, α, . . . , α^{s−1} lineárnì nezávislé. Je-li β ∈ T [α], tak existuje b ∈ T [x], ¿e β = b(α). Ovźem b = m_αq + r, kde q, r ∈ T [x], r = P r_ix^i a st r < st m_α = s, tak¿e β = b(α) = r(α) = P_{1≤i≤s−1} r_iα^i. �

Aż T ⊆ U jsou tìlesa. U nazveme algebraickým rozźíøením T , jestli¿e ka¿dý prvek β ∈ U je algebraický nad T .

12.5 Dùsledek. Ka¿dé rozźíøení koneèného stupnì U tìlesa T je algebraické rozźíøení.

Dùkaz. Buï β ∈ U. Podle 12.1 je [U : T ] = [U : T (β)] · [T (β) : T ], tak¿e [T (β) : T ] je koneèné èíslo. Podle 12.4 je β algebraický prvek. �

12.6 Tvrzení. Aż T ⊆ U jsou tìlesa a α_1, . . . , α_n ∈ U jsou algebraické nad T . Potom V = T (α_1, . . . , α_n) je koneèné algebraické rozźíøení T a V = T [α_1, . . . , α_n].

Dùkaz. Polo¿me T_0 = T a T_i = T [α_1, . . . , α_i], 1 ≤ i ≤ n. Indukcí uká¿eme, ¿e T_i je tìleso a ¿e pro i ≥ 1 je [T_i : T_{i−1}] koneèné. Pro i = 0 není co dokazovat, aż 0 ≤ i ≤ n − 1. Pak T_{i+1} = T_i[α_{i+1}], pøièem¿ α_{i+1} je algebraický nad T_i ⊇ T . Podle 12.3 je T_{i+1} tìleso a podle 12.4 je [T_{i+1} : T_i] koneèné.

Tudí¿ V = T_n, V je rozźíøení koneèného stupnì, a to je podle 12.5 algebraické. �

12.7 Dùsledek. Aż U ⊇ T je rozkladové nadtìleso polynom a ∈ T [x] a aż α_1, . . . , α_n ∈ U jsou vźechny koøeny a. Pak U = T [α_1, . . . , α_n].

Na závìr této kapitoly jeźtì zmíníme, jak lze dosa¿ené výsledky vyu¿ít pro koneèná tìlesa.

12.8 Lemma. Buï T koneèné tìleso, a aż p je jeho charakteristika. Pak je p > 0 prvoèíslo a |T | = p^n pro nìjaké n ∈ N.

Dùkaz. T je vektorový prostor nad prvotìlesem P . Proto¿e P je koneèné, je P ≃ Z_p. T je nad P dimenze [T : P ], tak¿e |T | = |P |^{[T :P ]}. �

Podle 10.19 je multiplikativní grupa T^∗ ka¿dého koneèného tìlesa T cyklická. Má-li tìleso q = p^n prvkù, tak T^∗ je øádu q − 1 = p^n − 1, tak¿e cyklická grupa T^∗ má φ(p^n − 1) generátorù. Je zvykem ka¿dý takový generátor nazývat primitivní prvek tìlesa T . Je-li P ≃ Z_p, tak T = P [ξ] jistì platí pro ka¿dý primitivní prvek ξ. Podle 12.4 tudí¿ dostáváme:

12.9 Tvrzení. Aż T je koneèné tìleso øádu p^n a P jeho prvotìleso. Aż ξ je nìjaký primitivní prvek tìlesa T . Pak je P ≃ Z_p a st m_ξ = n.

Z 12.3 nyní okam¿itì plyne:

12.10 Dùsledek. Pro ka¿dé n ∈ N a pro ka¿dé prvoèíslo p existuje ireducibilní polynom a ∈ Z_p[x], který je stupnì n.

Podle 12.10 je tedy v¿dy mo¿né sestrojit tìleso øádu p^n ve tvaru Z_p[x]_a (viz kapitola 11). V následující kapitole doká¿eme, ¿e libovolná dvì tìlesa øádu p^n jsou izomorfní. To znamená, ¿e ze strukturálního hlediska nezále¿í na konkrétní volbì ireducibilního polynomu a.

Mo¿ná, ¿e si nìkdo polo¿í otázku po vztahu polynomu x^p n − x ∈ Z_p[x] a ireducibilních polynomù stupnì n. K tomu lze napøíklad uvést, ¿e x^p n − x je roven souèinu vźech ireducibilních polynomù stupòù m ≤ n, pøièem¿ ka¿dý z tìchto polynomù se v rozkladu polynomu x^p n − x vyskytuje právì jednou. Toto tvrzení ovźem le¿í mimo rámec výkladu, a dokazovat ho nebudeme.