11. Existence koøenových a rozkladových nadtìles

V této kapitole bude T oznaèovat komutativní tìleso a p ∈ T [x] bude nìjaký polynom stupnì n ≥ 1. Oznaème I hlavní ideál generovaný polynomem p, tj. I = pT [x] = {ap; a ∈ T [x]} je mno¿ina vźech násobkù polynomu p, èili mno¿ina vźech polynomù dìlitelných polynomem p.

V kapitole 10 jsme si ji¿ vźimli, ¿e s ka¿dým nenulovým polynomem je asociován právì jeden monický polynom (polynomy jsou toti¿ asociovány, liźí-li se jen o násobek invertibilního prvku, pøièem¿ invertibilní prvky z T [x] jsou právì vźechny nenulové prvky tìlesa T ). Asociované polynomy generují shodné hlavní ideály, tak- ¿e pøi vyźetøování struktury konkrétního kvocientního okruhu T [x]/I mù¿eme v¿dy zvolit polynom p monický.

Uká¿eme, ¿e ke kvocientnímu okruhu T [x]/I = T [x]/pT [x] lze pøistupovat podobnì jako ke kvocientnímu okruhu Z/nZ.

Jsou-li a, b ∈ T [x], tak a ≡ b mod I znamená, ¿e je a − b ∈ I, tedy ¿e p dìlí a − b. Proto je pøirozené vedle a ≡ b mod I psát také a ≡ b mod p.

11.1 Lemma. Mno¿ina {a ∈ T [x]; st a < n} je transversálou kongruence modp.

Dùkaz. Je-li b = pq + r, kde b, q, r ∈ T [x] jsou polynomy, platí b ≡ r mod p. Proto ka¿dý polynom b ∈ T [x] je modulo p kongruentní s nìjakým polynomem r ∈ T [x], st r < n = st p.

Jsou-li a, b dva polynomy stupnì menźího ne¿ n = st p, tak je i st(a − b) < p, a proto v takovém pøípadì z a ≡ b mod p plyne a − b = 0, a tedu a = b. �

Zobrazení a → a + I je tudí¿ bijekce mezi transversálou {a ∈ T [x]; st a < n} a okruhem T [x]/I. Na {a ∈ T [x]; st a < n} mù¿eme tudí¿ pøenést strukturu okruhu T [x]/I. Takto vzniklý okruh budeme oznaèovat T [x]_p. (Vztah T [x]_p a T [x]/pT [x] je tedy podobný jako vztah Z_n a Z/nZ. V obou pøípadech jde o okruhy indukované transversálou ve smyslu de˛nice v závìru 2. kapitoly.)

Pro a, b ∈ T [x]_p, kde a = P_{0≤i<k} a_ix^i a b = P_{0≤i<k} b_ix^i je a + b rovno

P_{0≤i<k(ai + bi)xi, èili sèítání v T [x]p se shoduje s bì¿ným sèítáním v T [x]. (To}

plyne ze st(a + b) ≤ max{st a, st b}.) Vźimnìte si, ¿e zde je jistý rozdíl proti sèítání

v Zn, neboż souèty v Zn se nemusí shodovat se souèty v Z.

Pro a, b ∈ T [x]_p uva¿me nyní jejich souèin c v T [x], tj. c = P_k(P_{i+j=k} a_ib_j )x^k . Hodnotou souèinu ab v T [x]_p je ten polynom stupnì menźího ne¿ n, který je s c kongruentní modulo p, èili je to ten (jednoznaènì urèený) polynom r, ¿e ab = pq+r, kde st r < n. Podobnì jako v Z_n, je tedy i v T [x]_p hodnota souèinu rovna zbytku po dìlení pøísluźným generátorem hlavního ideálu (v Z_n je jím n, v T [x]_p je jím p).

Pøipomeòme nyní, ¿e polynom p je ireducibilní, jestli¿e nelze vyjádøit jako souèin dvou vlastních dìlitelù, tedy jestli¿e pro ¿ádná a, b ∈ T [x] souèasnì neplatí p = ab, st a < n a st b < n. V kapitole 10 jsme ukázali, ¿e T [x] je eukleidovský obor integrity, tedy obor hlavních ideálù, a tedy Gaussùv okruh. Proto je ka¿dý ireducibilní polynom prvoèinitel, tak¿e podle 10.12 je ideál I = pT [x] maximální právì kdy¿ je p ireducibilní. Pøipomeòme (viz 7.14), ¿e T [x]/I je tìleso právì kdy¿ I je v T [x] maximální ideál. Dokázali jsme:

11.2 Tvrzení. Okruh T [x]_p je tìlesem právì kdy¿ p je ireducibilní polynom.

Vzhledem k záva¿nosti tohoto tvrzení uvedeme i pøímý dùkaz:

Typeset by AMS-TEX 1

Dùkaz. Pokud p není ireducibilní, pak p = a · b, kde st a < n a st b < n. V T [x]_p v takovém pøípadì máme a ≠ 0 ≠ b, ab = 0, tak¿e T [x]_p není ani obor integrity, nato¿ tìleso. Je-li p ireducibilní a 0 ≠ a ∈ T [x]_p, tak polynomy a a p jsou v T [x] nesoudìlné. Proto podle 10.9 existují polynomy u, v ∈ T [x] takové, ¿e ua + vp = 1. To ale znamená ua ≡ 1 mod p, tak¿e k a lze v T [x]_p nalézt inverzní prvek. �

Z dùvodù, které brzy ozøejmíme, je nìkdy potøebné psát místo x nìjaký jiný symbol, napøíklad y.

Snadno lze ukázat, ¿e polynom t = y^3 + y + 1 je nad Z_2[y] ireducibilní. (Kdyby tomu tak nebylo, polynom t by musel mít vlastní dìlitel stupnì 1, a tím pádem by musel mít alespoò jeden koøen. Ovźem ani 0 ani 1 koøenem zjevnì nejsou.) Sèítání

v Z2[y]y3+y+1 neèiní obtí¿e, a pro násobení sestrojíme multiplikaèní tabulku:

· 0 1 y y+1 y^2 y^2+1 y^2+y y^2+y+1

0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 y y+1 y^2 y^2+1 y^2+y y^2+y+1 y 0 y y^2 y^2+y y+1 1 y^2+y+1 y^2+1 y+1 0 y+1 y^2+y y^2+1 y^2+y+1 y^2 1 y y^2 0 y^2 y+1 y^2+y+1 y^2+y y y^2+1 1 y^2+1 0 y^2+1 1 y^2 y y^2+y+1 y+1 y^2+y y^2+y 0 y^2+y y^2+y+1 1 y^2+1 y+1 y y^2 y^2+y+1 0 y^2+y+1 y^2+1 y 1 y^2+y y^2 y+1

Podle pøedchozího je Z_2[y]_y3_{+y+1} tìleso, tak¿e jsme vlastnì sestrojili tìleso øádu 8. Zkonstruovali jsem tedy tìleso neprvoèíselného øádu. V této kapitole uká¿eme, ¿e pro ka¿dé n ∈ N a ka¿dé prvoèíslo q existuje komutativní tìleso øádu q^n. Pozdìji jeźtì uká¿eme, ¿e komutativní tìlesa jiných øádù neexistují a ¿e ka¿dá dvì komutativní tìlesa shodného øádu jsou izomorfní. Platí také, ¿e ka¿dé koneèné tìleso je komutativní; to vźak dokazovat nebudeme.

Pøedpokládejme nyní, ¿e p ∈ T [y] je ireducibilní polynom. Nad tìlesem T [y]_p mù¿eme opìt uva¿ovat polynomy, tedy mù¿eme pracovat s okruhem T [y]_p[x]. Proto¿e T je podtìlesem tìlesa T [y]_p (prvky tìlesa T toti¿ ztoto¿òujeme s polynomy stupnì 0 a −1), platí T [x] ⊆ T [y]_p[x].

Polynomem ze Z_2[y]_y3_{+y+1}[x] tedy napøíklad je (y^2+1)x^6 +yx^5 +x^2 +(y^2+y+1), ale také x^3 + x + 1.

Máme-li spoèítat hodnotu polynomu a ∈ T [y]_p[x] v nìjakém bodì u ∈ T [y]_p, mù¿eme postupovat tak, ¿e pomocí vytvoøené tabulky násobení postupnì vyhodnotíme vźechny mocniny u^i, kde i ≤ st a, a pak opìt pomocí tabulky násobení spoèítáme hodnotu a_iu^i v T [y]_p, a nakonec provedeme souèet.

Je-li a = (y^2+1)x^6 +yx^5 +x^2 +(y^2+y+1) ∈ Z_2[y]_y3_{+y+1}[x] a u = y +1, tak tímto zpùsobem zjistíme, ¿e u^2 = y^2 + 1, u^3 = y^2, u^4 = y^2 + y + 1, u^5 = y, u^6 = y^2 + y, (y^2 + 1)u^6 = y + 1, a tedy a(y + 1) = y + 1, tak¿e a se v bodì y + 1 chová jako identické zobrazení.

Pro výpoèet a(u), kde a = P a_ix^i ∈ T [y]_p[x] a u ∈ T [y]_p ovźem mù¿eme pou¿ít i jiný postup. Pokud koe˛cienty a_i chápeme jako prvky okruhu T [y], tak namísto polynomu a mù¿eme uva¿ovat polynom b = P a_ix^i ∈ T [y][x] (gra˛cký zápis polynomù b a a je stejný, ale jsou to polynomy nad rùznými okruhy). Prvek

u = P_{0≤i<n uiyi ∈ T [y]p mù¿eme chápat jako polynom v =} P_{uiyi ∈ T [y]. Nyní}

b(v) je prvek T [y] a existuje jediný prvek w ∈ T [y] takový, ¿e je w ≡ b(v) mod p a st w < n. 11.3 Lemma. Platí w = a(u).

Dùkaz. Hodnota b(v) je rovna souètu èlenù a_iv^i, kde a_iv^i poèítáme v T [y]. Hodnota a(u) je rovna souètu èlenù a_iu^i, kde a_iu^i poèítáme v T [y]_p. Pokud na a_iu^i ∈ T [y]_p pohlédneme jako na prvek T [y], tak z de˛nice T [y]_p okam¿itì vyplývá, ¿e je a_iu^i ≡ a_iv^i mod p. To ale znamená i P a_iu^i ≡ P a_iv^i mod p, èili a(u) je kongruentní s b(w) modulo p, pokud a(u) ∈ T [y]_p chápeme jako prvek T [y]. Je tedy w ≡ a(u) mod p a platí st w < n a st a(u) < n, èili nutnì w = a(u). �

Pou¿ijeme-li pøedchozí lemma na polynom a = (y^2+1)x^6 +yx^5 +x^2 +(y^2+y+1) ∈

Z2[y]y3+y+1[x], a na u = y + 1, tak obdr¿íme b(v) = (y^2+1)(y+1)^6 + (y+1)^5 +

(y+1)^2 + (y^2+y+1) = y^8 + y^6 + y^5 + y^4 + y^2 + 1 = (y^3+y+1)(y^5+y) + (y+1), tak¿e vskutku platí a(u) = y+1 ≡ b(v) mod y^3 + y + 1.

Lemma 11.3 má jeden velmi významný dùsledek:

11.4 Tvrzení. Buïte T komutativní tìleso a a = P a_ix^i ∈ T [x] polynom ireducibilní nad T . Polo¿me p = P a_iy^i a uva¿me tìleso T [y]_p ⊇ T . Pak a = P a_ix^i má v T [y]_p[x] koøen y.

Dùkaz. Vyhodnotíme-li polynom P a_ix^i v T [y][x], dostaneme po dosazení y hodno-

tu P_{aiyi = p. Ovźem jistì je p ≡ 0 mod p, a proto je podle 11.3 hodnota polynomu}

a ∈ T [y]_p[x] v bodì y ∈ T [y]_p rovna 0. �

Pøedchozí tvrzení tedy napøíklad øíká, ¿e polynom x^3 + x + 1 ∈ Z_2[y]_y3_{+y+1}[x] má v Z_2[y]_y3_{+y+1} koøen y. Pokud se o této skuteènosti chceme pøesvìdèit pøímo z multiplikaèní tabulky tìlesa T [y]_p, vidíme, ¿e y^3 je rovno y+1, tak¿e je y^3 + y + 1 = (y+1) + y + 1 = 0. Mohli bychom se také dále ptát (i kdy¿ to v tuto chvíli není podstatné), zda se polynom x^3 +x+1 rozkládá v Z_2[y]_y3_{+y+1}[x] na koøenové èinitele. Tak tomu skuteènì je, a platí x^3 + x + 1 = (x − y)(x − y^2)(x − (y^2+y)).

Ka¿dý polynom stupnì alespoò 1 je souèinem ireducibilních polynomù, a proto 11.4 okam¿itì implikuje:

11.5 Dùsledek. Buï T komutativní tìleso a a ∈ T [x] polynom stupnì alespoò 1. Potom existuje komutativní tìleso U ⊇ T takové, ¿e a má v U alespoò jeden koøen.

Nemalá péèe, kterou jsme vìnovali dùkazu 11.5, byla motivována snahou po pøedlo¿ení snadno pochopitelného postupu, který by vyu¿íval analogií s poèítáním dle celoèíselných modulù. Existují samozøejmì daleko kratźí dùkazy, které nevy- ¿adují de˛nici tìlesa T [y]_p. Napøíklad následujícím dùkazem 11.5 by bylo mo¿no nahradit celou pøedcházející èást této kapitoly.

Dùkaz. Proto¿e a je souèinem polynomù ireducibilních v T [x], lze pøedpokládat, ¿e a je ireducibilní. Pak I = aT [x] je maximální ideál a U = T [x]/I je tìleso. Zobrazení t → t + I je homomor˛smus tìles T → U, tak¿e pøi ztoto¿nìní t a t + I mù¿eme T chápat jako podtìleso U. Pak máme T [x] ⊆ U[x], a dosadíme-li do a ∈ U[x] hodnotu x + I, dostaneme a + I. Ovźem a je prvek I, tak¿e a + I = I = 0_U , a proto je a(x + I) = 0_U . �

Buï U komutativní tìleso a T jeho podtìleso. Pro S ⊇ U se podtìleso generované T ∪ S znaèí T (S). Je-li S = {α_1, . . . , α_k}, tak vedle T (S) píźeme té¿ T (α_1, . . . , α_k).

Je-li a ∈ T [x] a α ∈ U je koøenem polynomu a, tak se tìleso T (α) nazývá koøenové nadtìleso polynomu a. Jestli¿e se polynom a ∈ T [x] v U[x] rozkládá na koøenové èinitele a α_1, . . . , α_k jsou vźechny jeho koøeny, tak se tìleso T (α_1, . . . , α_k) nazývá rozkladové nadtìleso polynomu a.

Z 11.5 plyne, ¿e ke ka¿dému polynomu a ∈ T [x] lze sestrojit koøenové nadtìleso. Indukcí nyní snadno doká¿eme existenci rozkladových nadtìles.

11.6 Tvrzení. Buï T komutativní tìleso a a ∈ T [x] aż je polynom stupnì alespoò 1. Pak existuje komutativní tìleso U ⊇ T takové, ¿e a se v U[x] rozkládá na koøenové èinitele.

Dùkaz. Postupujme indukcí podle n = st a. Je-li n = 1, staèí polo¿it U = T . Aż je n > 1 a aż V ⊇ T je koøenové nadtìleso polynomu a, pøièem¿ α ∈ V je koøen a. Pak a je rovno (x − α)b, kde b ∈ V [x] je stupnì n − 1. Podle indukèního pøedpokladu existuje komutativní tìleso U ⊇ V , ve kterém se b (a tím pádem i a), rozkládá na koøenové èinitele. �

11.7 Tvrzení. Buï p prvoèíslo a n ∈ N. Rozkladové nadtìleso polynomu x^p n −x ∈ Zp[x] má právì p^n prvkù.

Dùkaz. Aż U je nìjaké rozkladové nadtìleso polynomu x^p n − x. Z U ⊇ Z_p plyne, ¿e charakteristika U je rovna p. Aż M oznaèuje mno¿inu vźech koøenù polynomu x^p n − x. Proto¿e p nedìlí p^n − 1, plyne z 10.16, ¿e x^p n − x má vesmìs rùzné koøeny, tak¿e M má p^n prvkù. Pøitom a ∈ U le¿í v M tehdy, je-li a^p n = a. Ze 7.22 vyplývá, ¿e M je tìleso, tak¿e M obsahuje i prvotìleso Z_p. Ovźem U má být nejmenźí tìleso, které obsahuje Z_p a M, a proto musí být rovno M. �

11.8 Tvrzení. Aż U je nìjaké komutativní tìleso øádu p^n, kde p je prvoèíslo a

n ∈ N. Aż P ≃ Zp je prvotìleso tìlesa U. Pak U je rozkladovým nadtìlesem

polynomu x^p n − x ∈ P [x]. Dùkaz. Øád grupy U^∗ je p^n − 1, tak¿e a^p n_{−1} = 1 platí pro ka¿dé nenulové a ∈ U.

To znamená, ¿e ka¿dé a ∈ U splòuje a^p n = a, a tedy U je tvoøeno právì vźemi koøeny polynomu x^p n − x. � V následujících kapitolách doká¿eme, ¿e (1) ka¿dé koneèné komutativní tìleso charakteristiky p musí mít øád p^n, kde

n ∈ N, a ¿e

(2) dvì rozkladová tìlesa nad tým¿ polynomem jsou v¿dy izomorfní. Z 11.7 a 11.8 tudí¿ poté vyplyne, ¿e koneèné komutativní tìleso øádu m existuje právì kdy¿ m = p^n je mocnina prvoèísla, a ¿e libovolná dvì komutativní tìlesa stejného koneèného øádu jsou navzájem izomorfní.