10. Okruhy polynomù

Buï R okruh a aż x je nìjaký symbol mimo R. Mno¿inu vźech (formálních) mocninných øad P_{i=0} a_ix^i znaèíme R[[x]].

V R[[x]] de˛nujeme souèet a souèin:

(P_{aixi) + (}P_{bixi) =} P_{(ai + bi)xi,} (P_{aixi) · (}P_{bj xj ) =} P_{ckxk, kde ck =} P_{i+j=k aibj .}

R[[x]] je vzhledem k tìmto binárním operacím, vzhledem k unární operaci

−(P_{aixi) =} P_{(−ai)xi a vzhledem k nulárním operacím 0 = 0 · x0 a 1 = 1 · x0}

okruh.

Ovìøme napøíklad asociativitu násobení (ostatní axiomy se ovìøí jeźtì snadnìji):

((P_{aixi) · (}P_{bj xj )) · (}P_{ckxk) = (}P_{r(}P_{i+j=r aibj )xr) · (}P_{ckxk) =} P_{t(}P_{r+k=t(}P_{i+j=r aibj )ck)xt =} P_{t(}P_{i+j+k=t aibj ck)xt =} P_{t(}P_{i+s=t ai(}P_{j+k=s bj ck))xt = (}P_{aixi) · (}P_{s(}P_{j+k=s bj ck)xs) =} (P_{aixi) · ((}P_{bj xj ) · (}P_{ckxk )).}

Ztoto¿níme-li ka¿dý prvek a okruhu R s odpovídajícím prvkem ax^0 okruhu R[[x]], stane se okruh R podokruhem okruhu R[[x]]. Z de˛nice je zøejmé, ¿e R[[x]] je komutativní okruh právì kdy¿ R je komutativní okruh. 10.1 Lemma. R[[x]] je obor integrity právì kdy¿ R je obor integrity.

Dùkaz. Aż a = P a_ix^i a b = P b_j x^j jsou takové mocninné øady, ¿e a ≠ 0 ≠ b. Polo¿me r = min{i; a_i ≠ 0} a s = min{j; b_j ≠ 0}. Aż a · b = P c_kx^k. Pak c_{r+s} = P_{i+j=r+s} a_ib_j = P_{i<r} a_ib_{r+s−i} + a_rb_s + P_{s>j} a_{r+s−j} b_j = a_rb_s ≠ 0, tak¿e a · b ≠ 0. �

Pro a = P a_ix^i de˛nujeme (formální) derivaci a^′ tak, ¿e a^′ je mocninná øada

P_{(i + 1)ai+1xi. Vźimnìte si, ¿e rovnì¿ platí a′ =} P_{i≥1 iai−1xi.}

10.2 Tvrzení. Buï a, b ∈ R[[x]] a r ∈ R. Pak (a + b)^′ = a^′ + b^′, (ab)^′ = a^′b + ab^′ a (ra)^′ = ra^′.

Dùkaz. Aż a = P a_ix^i, b = P b_ix^i. Pak (a + b)^′ = P(i + 1)(a_{i+1} + b_{i+1})x^i = P(i + 1)a_{i+1}x^i + P(i + 1)b_{i+1}x^i = a^′ + b^′. Dále (ab)^′ = P_k((k + 1)(P_{i+j=k+1} a_ib_j ))x^k = P_{k(}P_{i+j=k+1 (i+j)aibj )xk =} P_{k(}P_{i+j=k+1(iai)bj )xk +}P_{k(}P_{i+j=k+1 ai(jbj ))xk} = P_{k(}P_{i+j=k (i + 1)ai+1bj )xk +} P_{k(}P_{i+j=k ai(j + 1)bj+1)xk = a′b + ab′. Koneènì}

(ra^′) = r^′a + ra^′ = ra^′, neboż r^′ = 0. �

Mocninné øady P a_ix^i, pro které lze najít takové k ≥ 0, ¿e a_i = 0 pro ka¿dé i ≥ k, se nazývají polynomy. Je-li a = P a_ix^i polynom, de˛nujeme jeho stupeò st a tak, ¿e st 0 = −1 a pro 0 ≠ a je st a = max{i; a_i ≠ 0}.

10.3 Lemma. Buï a, b ∈ R[[x]] dva polynomy. Pak, −a, a+b a a·b jsou polynomy a platí:

(i) st(−a) = st a a st(a + b) ≤ max{st a, st b}.

(ii) Pro a ≠ 0 ≠ b je st(a · b) ≤ st a + st b. Je-li R obor integrity, tak pro a ≠ 0 ≠ b je st(ab) = st a + st b.

Dùkaz. (i) je zøejmé, doka¿me (ii). Aż a = P a_ix^i, b = P b_j x^j a a · b = P c_kx^k. Aż n = st a a m = st b. Je-li i + j > n + m, je i > n nebo j > m, tak¿e st(a · b) ≤ n + m. Proto¿e c_{n+m} = a_nb_m, pro obory integrity platí st(a · b) = st a + st b. �

Typeset by AMS-TEX 1

Mno¿ina vźech polynomù okruhu R se znaèí R[x]. 10.4 Dùsledek. R[x] je podokruh okruhu R[[x]].

Je-li R obor integrity, je i R[x] obor integrity.

I nadále budeme zto¿òovat prvky R a polynomy nultého stupnì. 10.5 Tvrzení. Buï R obor integrity. Polynom a ∈ R[x] je invertibilní právì kdy¿ st a = 0 a a je invertibilní v R.

Dùkaz. Aż a · b = 1. Pak st a + st b = st 1 = 0, tak¿e st a = st b = 0. Zbytek je jasný. � 10.6 Vìta. Buï R obor integrity a a = P a_ix^i a b = P b_ix^i dva polynomy nad R. Aż m = st b ≥ 0 a b_m je invertibilní v R. Pak existují jednoznaènì urèené polynomy q, r ∈ R[x] takové, ¿e a = bq + r, kde st r < m.

Dùkaz. Doka¿me nejprve, ¿e uvedené polynomy skuteènì existují. Polo¿me n = st a. Je-li m > n, tak staèí polo¿it q = 0 a r = a. Pro n ≥ m budeme postupovat indukcí dle δ = n − m. Je-li δ = 0, polo¿íme q = a_nb^{−1}_n a r = a − qb. Aż je δ > 0. Polo¿me s = a_nb^{−1}_m x^δ a c = a − sb. Pak st c ≤ st a = n a souèasnì koe˛cient u x^n v c je roven a_n − a_nb^{−1}_m b_m = 0, tak¿e st c ≤ n − 1. Podle indukèního pøedpokladu existují polynomy t a r takové, ¿e c = bt + r, st r < st b. Potom a = c + sb = bt + r + bp = b(t + p) + r, a staèí polo¿it q = t + p.

Aż a = bq_1 + r_1 = bq_2 + r_2 a aż platí st r_1 < m a st r_2 < m. Potom b dìlí r_1 − r_2 a z r_1 − r_2 ≠ 0 by podle 10.3(ii) plynulo st b ≤ st(r_1 − r_2) < m. To je spor, tak¿e musí platit r_1 = r_2, a tím i q_1 = q_2. �

Buï R obor integrity. Zobrazení ν : R^# → N_0 (kde R^# = R \ {0}) se nazývá eukleidovskou funkcí, jestli¿e pro libovolné a, b ∈ R platí:

(1) pokud a|b a b ≠ 0, tak ν(a) ≤ ν(b), (2) pokud a ≠ 0 ≠ b, tak existují q, r ∈ R takové, ¿e a = bq + r, kde r = 0 nebo ν(r) < ν(b). Obor integrity R, pro který lze de˛novat alespoò jednu eukleidovskou funkci, se nazývá eukleidovským oborem integrity.

10.7 Vìta. Jestli¿e R je komutativní tìleso, tak R[x] je eukleidovský obor integrity, pøièem¿ stupeò polynomu je eukleidovskou funkcí.

Dùkaz. Pou¿ij 10.3(ii) a 10.6. �

Obor integrity R se nazývá oborem integrity hlavních ideálù, jestli¿e ka¿dý ideál R je hlavní ideál.

10.8 Tvrzení. Ka¿dý eukleidovský obor integrity je oborem integrity hlavních ideálù.

Dùkaz. Buï ν : R^# → N_0 eukleidovská funkce a aż I je nenulový ideál v R. Polo¿me t = min{ν(b); 0 ≠ b ∈ I} a zvolme a ∈ I tak, aby ν(a) = t. Pak aR ⊆ I. Naopak, je-li b ∈ I, tak b = aq + r, kde r = 0 nebo ν(r) < ν(a) = t. Proto¿e r ∈ I, tak z minimality t dostáváme r = 0, tak¿e b ∈ aR = I. �

Obor integrity R se nazývá Gaussùv, jestli¿e v R^#(·, 1) má ka¿dý neinvertibilní prvek jednoznaèný ireducibilní rozklad. (Pøipomeòme, ¿e ve Vìtì 5.19 jsou formulovány dalźí podmínky této podmínce ekvivalentní.)

10.9 Tvrzení. Buï R obor integrity hlavních ideálù a a_1, . . . , a_n ∈ R. Pak existují

u_1, . . . , u_n ∈ R takové, ¿e P u_ia_i = NSD(a_1, . . . , a_n).

Dùkaz. Aż I je ideál generovaný prvky a_1, . . . , a_n. Pak existuje d ∈ R, ¿e I = dR, tak¿e d = P a_iu_i dle 7.5. Souèasnì d|a_i pro 1 ≤ i ≤ n. Jestli¿e t|a_i pro 1 ≤ i ≤ n, tak také t| P a_iu_i = d. � 10.10 Lemma. Buï R obor integrity hlavních ideálù. Pak kvaziuspoøádání R dìlitelností je noetherovské.

Dùkaz. Aż a_0, a_1, . . . je nekoneèná posloupnost vlastních dìlitelù. Potom pro i ∈ N_0 je a_iR ↔ a_{i+1}R. Snadno ovìøíme, ¿e I = S_i a_iR je ideál, a tedy existuje d ∈ R, pro které je I = dR. To ovźem znamená, ¿e d ∈ a_j R pro nìkteré j ∈ N_0 , tak¿e a_j R = dR = a_{j+1}R, spor. �

10.11 Dùsledek. Obory integrity hlavních ideálù jsou Gaussovy.

Dùkaz. Pou¿ij 5.19, 10.9 a 10.10. �

10.12 Tvrzení. Buï R obor integrity hlavních ideálù. Potom a ∈ R je prvoèinitel právì kdy¿ aR je maximální ideál v R.

Dùkaz. Prvek a je prvoèinitel právì kdy¿ je ireducibilní, tj. právì kdy¿ není invertibilní a nemá vlastní dìlitele. Buï I ideál, R ↗ I ⊇ aR. Pak existuje b ∈ R, ¿e I = bR. Ovźem bR ↗ aR jedinì tehdy, jestli¿e b je vlastní dìlitel a. �

Víme, ¿e v eukleidovských oborech integrity existují nejvìtźí spoleèní dìlitelé. Tyto obory integrity dostali svùj název podle prastarého algoritmu, který umo¿òuje nejvìtźí spoleèné dìlitele úèinnì nacházet.

10.13 Tvrzení. (Eukleidùv algoritmus.) Buï R obor integrity a ν : R^# → N_0 eukleidovská funkce a aż a_0, a_1 jsou prvky R^#. Budeme de˛novat posloupnost a_0, a_1, . . . takovýmto zpùsobem:

(i) Je-li i ≥ 1 a a_i nedìlí a_{i−1}, tak zvolíme a_{i+1} tak, ¿e pro nìjaké q_i ∈ R je a_{i−1} = a_iq_i + a_{i+1} a ν(a_{i+1}) < ν(a_i).

(ii) Je-li i ≥ 1 a a_i dìlí a_{i−1}, tak polo¿íme n = i a posloupnost ukonèíme. Takto vytvoøená posloupnost je v¿dy koneèná a a_n = NSD(a_0, a_1).

Dùkaz. Koneènost posloupnosti plyne z toho, ¿e ν(a_i) > ν(a_{i+1}). NSD(a_n, a_{n−1}) = a_n dle 4.8, tak¿e staèí ukázat, ¿e pro ka¿dé 1 ≤ i ≤ n − 1 je d||t, kde d = NSD(a_{i−1}, a_i) a t = NSD(a_i, a_{i+1}). Vidíme, ¿e d dìlí a_{i+1} = a_{i−1} − a_iq, tak¿e d|t. Naopak, t dìlí a_{i−1} = a_iq + a_{i+1}, tak¿e t|d. �

Aplikujme nyní dosa¿ené výsledky na eukleidovský obor integrity T [x], kde T je komutativní tìleso. Pøitom na T hledíme jako na podokruh T [x]. Multiplikativní grupu tìlesa T budeme oznaèovat T^∗. (Pro tìleso T je tedy T^∗ rovno T^#; obecnì pro okruhy tato rovnost vźak neplatí, neboż R^∗ oznaèuje mno¿inu (grupu) invertibilních prvkù okruhu R.)

Invertibilní prvky T [x] jsou nenulové prvky tìlesa T (viz 10.5). Obor integrity T [x] je eukleidovský (10.7), tedy obor integrity hlavních ideálù (10.8), tedy Gaussùv (10.11).

Polynom a = P a_ix^i ∈ T [x] nazvu monický, jestli¿e a_{st a} = 1 a a ≠ 0. Ka¿dý nenulový polynom je zjevnì asociován právì s jedním monickým polynomem. Z 5.18 plyne, ¿e ka¿dý polynom a ∈ T [x] stupnì alespoò 1 lze napsat a¿ na poøadí jediným zpùsobem jako cp^{k1}_1 . . . p^{kr}_r , kde p_1, . . . , p_r jsou navzájem rùzné monické ireducibilní polynomy, k_1, . . . , k_r jsou pøirozená èísla a c ∈ T^∗ (pøitom c = a_{st a} a st a = P k_i(st p_i) ).

Pro a, b ∈ T [x] platí aT [x] = bT [x] právì kdy¿ jsou polynomy a, b v T [x] asociovány (viz 7.6). Proto¿e invertibilní prvky okruhu T [x] se shodují s nenulovými prvky tìlesa T (viz 10.5) a proto¿e prvky jsou asociovány tehdy, liźí-li se o invertibilní prvek (viz 5.10), vidíme, ¿e aT [x] = bT [x] platí právì kdy¿ polynom a je roven tb pro nìjaké t ∈ T . To znamená, ¿e hlavní ideál aT [x], a ≠ 0, lze jediným zpùsobem vyjádøit jako mT [x] tak, aby m byl polynom monický. Tudí¿ ka¿dý monický polynom obsa¿ený v aT [x] je buï roven m, nebo má stupeò vyźźí ne¿ st a = st m. V okruhu T [x] jsou vźechny ideály hlavní, tak¿e jsme dokázali, ¿e ka¿dý nenulový ideál je jednoznaènì charakterizován monickým polynomem, který ho generuje.

Prvek α ∈ T nazveme koøenem polynomu a ∈ T [x], jestli¿e polynom x − α dìlí a. Pøitom x − α je podle 10.3(ii) a 10.5 ireducibilní prvek T [x] pro ka¿dé α ∈ T . Je-li a = cp^{k1}_1 . . . p^{kr}_r rozklad nenulového polynomu a na ireducibilní polynomy, tak ty z nich, které jsou tvaru x − α, nazýváme koøenovými èiniteli a. Jsou-li vźechna p_1, . . . , p_r stupnì 1, øíkáme, ¿e a se rozkládá na koøenové èinitele. Je-li p_i, 1 ≤ i ≤ r, koøenový èinitel, p_i = x − α, tak èíslo k_i nazýváme násobností koøenu α. Jestli¿e se a rozkládá na koøenové èinitele, tak st a = P k_i. Poèet koøenù, poèítáme-li ka¿dý tolikrát, kolik èiní jeho násobnost, je tedy menźí nebo roven stupni polynomu, pøièem¿ rovnost nastává právì kdy¿ se polynom rozkládá na koøenové èinitele. (Je tøeba si uvìdomit, ¿e tyto výroky se týkají pouze nenulového polynomu.)

Komutativní tìleso T , ve kterém se ka¿dý polynom a ∈ T [x], st a ≥ 1, rozkládá na koøenové èinitele, se nazývá algebraicky uzavøené. Pøíkladem algebraicky uzavøeného tìlesa je tìleso komplexních èísel C .

10.14 Tvrzení. Buï T tìleso, 0 ≠ a ∈ T [x] a aż α je koøen a. Potom α je násobnosti alespoò 2 právì kdy¿ je také koøenem a^′.

Dùkaz. Aż je a = (x − α)b pro vhodné b ∈ T [x]. Máme a^′ = b + (x − α)b^′, tak¿e x − α dìlí a^′ právì kdy¿ x − α dìlí b. �

10.15 Dùsledek. Buï T tìleso, a ∈ T [x] a aż NSD(a, a^′) = 1. Potom a nemá vícenásobné koøeny.

10.16 Tvrzení. Buï n ∈ N, T tìleso a aż char T nedìlí n. Pak polynomy x^n − 1 a x^{n+1} − x nemají vícenásobné koøeny.

Dùkaz. Polynom (x^n − 1)^′ = nx^{n−1} = (n · 1)x^{n−1} je asociován s polynomem x^{n−1}, neboż z toho, ¿e char T nedìlí n, plyne n · 1 ≠ 0. Je x^n − 1 = x · x^{n−1} − 1, a proto NSD(x^n − 1, x^{n−1}) = 1. Polynom x^{n+1} − x = x · (x^n − 1) má za koøeny nulu a vźechny koøeny polynomu x^n − 1. Proto¿e nula není koøenem polynomu x^n − 1, nemù¿e mít ani polynom x^{n+1} − x jakýkoliv vícenásobný koøen. �

Jsou-li S ⊇ R do sebe vøazené komutativní okruhy a α je prvek S, de˛nujeme dosazovací homomor˛smus j_α : R[x] → S tak, ¿e j_α(P a_ix^i) = P a_iα^i pro ka¿dé a = P_{aixi ∈ R[x].}

10.17 Lemma. j_α : R[x] → S je homomor˛smus okruhù.

Dùkaz. Pro polynomy a = P a_ix^i a b = P b_j x^j jistì platí j_α(a+b) = j_α(a)+j_α(b). Podobnì pro a·b = c = P c_kx^k je j_α(c) = P_k(P_{i+j=k} a_ib_j )α^k = (P a_iα^i)(P b_j α^j ) = j_α(a)j_α(b). �

Místo j_α(a) se vìtźinou píźe a(α). Ale oznaèení j_α budeme pro dosazovací homomor˛smus dále pou¿ívat také.

10.18 Tvrzení. Buï T komutativní tìleso, a ∈ T [x] a α ∈ T . Pak α je koøen polynomu a právì kdy¿ a(α) = 0.

Dùkaz. Aż a = (x − α)b pro b ∈ T [x]. Podle 10.17 je f_α(a) = a(α) = (α − α)b(α) = 0. Naopak, aż a(α) = 0 a a = (x − α)q + r, kde st r ≤ 0 (èili r ∈ T ). Potom 0 = a(α) = (α − α)q(α) + r(α) = r. � 10.19 Tvrzení. Buï T komutativní tìleso a G ⊆ T^∗ nìjaká podgrupa (tj. G je mno¿ina uzavøená na násobení a inverzní prvky). Je-li G koneèná, tak je cyklická.

Dùkaz. Polo¿me n = |G| a pøipomeòme, ¿e øád ka¿dého prvku G dìlí n (Lagrangeova vìta). Pro dìlitel k èísla n oznaème t_k poèet prvkù øádu k. Proto¿e ka¿dý prvek má nìjaký øád, musí platit n = P t_k. Grupa G bude cyklická, je-li t_n ≥ 1 (a pak je t_n = φ(n), kde φ oznaèuje Eulerovu funkci). Podle 8.14 máme n = P φ(k). Není-li G cyklická, je 0 = t_n < φ(n), tak¿e pro nìjaký vlastní dìlitel k èísla n musí platit t_k > φ(k). Pøedpokládejme, ¿e tomu tak je, zvolme prvek a ∈ G øádu k, a oznaème A podgrupu tímto prvkem generovanou. Ta má k prvkù, z nich¿ φ(k) má øád k. Z t_k > φ(k) plyne, ¿e musí existovat alespoò jeden prvek b ∈ G, jen¿ je øádu k, ale nele¿í v A. Ka¿dý prvek A je koøenem polynomu x^k − 1. Ale i prvek b je koøenem tohoto polynomu. To znamená, ¿e polynom x^k − 1 má pøinejmenźím |A| + 1 = k + 1 rùzných koøenù. To je ovźem spor, tak¿e grupa G skuteènì musí být cyklická. �

Je-li R nìjaký okruh, S jeho podokruh a a_1, . . . , a_n ∈ R, budeme podokruh R generovaný mno¿inou S ∪ {a_1, . . . , a_n} znaèit S[a_1, . . . , a_n]. (Proto¿e okruh polynomù R[x] je generovaný R ∪ {x}, není zde ¿ádný kon‚ikt s ji¿ zavedeným znaèením.)