1. Uzávìrové systémy, relace a ekvivalence

Mno¿inu vźech podmno¿in mno¿iny A budeme znaèit P(A) a nazývat potencí nebo potenèní mno¿inou A. Je tedy P(A) = {B; B ⊆ A}. Specielnì, A ∈ P(A) a ∅ ∈ P(A).

Je-li A mno¿ina a C ⊆ P(A), nazveme C uzávìrovým systémem nad A, jsou-li splnìny tyto podmínky:

(i) A ∈ C, (ii) Jsou-li B_i ∈ C, i ∈ I ≠ ∅, je T(B_i; i ∈ I) ∈ C.

Vyjádøeno slovnì, systém podmno¿in C mno¿iny A je uzávìrovým systémem nad A, jestli¿e obsahuje A a je uzavøen na prùniky.

Je-li B podmno¿ina mno¿iny A a C je uzávìrový systém nad A, tak mezi mno¿inami z C, které obsahují B, je podle (i) jistì mno¿ina A. Soustava {C ∈ C; B ⊆ C} je proto v¿dy neprázdná. Oznaème E prùnik ∩{C ∈ C; B ⊆ C}. Mno¿ina E obsahuje mno¿inu B a podle (ii) patøí do uzávìrového systému C. Mno¿ina E byla pøitom de˛nována tak, aby le¿ela v ka¿dé mno¿inì z C, je¿ obsahuje B. Proto je E nejmenźí mno¿inou z C, je¿ obsahuje B. Budeme ji znaèit cl_C (B) a nazývat uzávìrem B v C nebo mno¿inou generovanou v C mno¿inou B. Vźimnìte si, ¿e cl_C (C) = C platí právì kdy¿ C patøí do C.

Zobrazení α : P(A) → P(A) nazýváme uzávìrový operátor na mno¿inì A, jestli¿e má tyto vlastnosti:

(i) B ⊆ α(B) pro vźechna B ⊆ A (extenzita), (ii) α(α(B)) = α(B) pro vźechna B ⊆ A (idempotence), (iii) kdykoliv B ⊆ C ⊆ A, tak α(B) ⊆ α(C) (monotónnost).

1.1 Tvrzení.

(i) Je-li C uzávìrový systém nad A, je cl_C uzávìrový operátor na A. (ii) Je-li α uzávìrový operátor na A, tvoøí C = {C ⊆ A; α(C) = C} uzávìrový systém nad A a α = cl_C .

Dùkaz. Èást (i) plyne pøímo z de˛nice uzávìrového systému. Budeme proto dokazovat jen èást (ii). Buï α uzávìrový operátor a aż C_i, i ∈ I, je neprázdná soustava podmno¿in mno¿iny A takových, ¿e α(C_i) = C_i pro ka¿dé i ∈ I. Podle (i) je

T_{Ci ⊆ α(}T_{Ci). Podle (iii) je α(}T_{Ci) ⊆ α(Ci) = Ci pro ka¿dé i ∈ I, tak¿e} α(T_{Ci) =} T_{Ci. Dokázali jsme, ¿e C je uzávìrový systém. Je-li B ⊆ A, je α(B) ∈ C}

podle (ii). Tudí¿ cl_C (B) ⊆ α(B). Naopak, z B ⊆ cl_C (B) dostáváme podle (iii) α(B) ⊆ α(cl_C (B)) = cl_C (B). �

Uzávìrové operátory a uzávìrové systémy jsou tudí¿ ve vzájemnì jednoznaèném vztahu.

1.2 Tvrzení. Vźechny uzávìrové systémy nad A tvoøí uzávìrový systém nad P(A).

Dùkaz. P(A) je uzávìrový systém nad A. Jsou-li C_i, i ∈ I ≠ ∅, uzávìrové systémy nad A a pro j ∈ J ≠ ∅ je B_j ∈ C_i pro vźechna i ∈ I, je i T(B_j ; j ∈ J) ∈ T(C_i; i ∈ I). � Typeset by AMS-TEX 1

1.3 Lemma. Buï A a B uzávìrové systémy nad A. Je-li A ⊆ B, tak cl_B(C) ⊆ cl_A(D) kdykoliv C ⊆ D ⊆ A.

Dùkaz. cl_B(C) ⊆ cl_B(D) ⊆ cl_A(D). �

Relací z A do B rozumíme ka¿dou podmno¿inu A × B. Relací na A rozumíme relaci z A do A. Místo (a, b) ∈ ρ, kde ρ je relace, píźeme èasto aρb. Relaci {(a, a); a ∈ A} znaèíme id_A (èteme identita na A). Je-li ρ ⊆ A × B, znaèí ρ^{−1} opaènou relaci, ρ^{−1} = {(b, a); (a, b) ∈ ρ}.

Je-li ρ relace na A, oznaèuje ρ^+ tu relaci na A, kde (a, b) ∈ ρ^+ právì kdy¿ existuje posloupnost c_0, c_1, . . . , c_k ∈ A taková, ¿e a = c_0, b = c_k, k ≥ 1 a c_{i−1}ρc_i pro vźechna 1 ≤ i ≤ k.

Buï ρ relace na A. Tato relace se nazývá { re‚exivní, jestli¿e id_A ⊆ ρ; { antire‚exivní, jestli¿e id_A ∩ρ = ∅; { symetrická, jestli¿e ρ = ρ^{−1}; { antisymetrická, jestli¿e ρ ∩ ρ^{−1} = ∅;

{ tranzitivní, jestli¿e z aρb, bρc plyne aρc pro vźechna a, b, c ∈ A.

1.4 Tvrzení. Re‚exivní (resp. symetrické, resp. tranzitivní) relace na mno¿inì A tvoøí uzávìrový systém nad A × A. Oznaèíme-li tento systém C, je cl_C (ρ) pro ρ ⊆ A × A rovno ρ ∪ id_A (resp. ρ ∪ ρ^{−1}, resp. ρ^+).

Dùkaz. ρ ∪ id_A (resp. ρ ∪ ρ^{−1}, resp. ρ^+) musí být obsa¿eno v ka¿dé re‚exivní (resp. symetrické, resp. tranzitivní) relaci, která obsahuje ρ. Souèasnì ale ρ ∪ id_A (resp. ρ ∪ ρ^{−1}, resp. ρ^+) je samo re‚exivní (resp. symetrické, resp. tranzitivní). �

Relace ρ nad A, která je souèasnì re‚exivní, symetrická a tranzitivní, se nazývá ekvivalence na A. Z 1.2 a 1.4 vyplývá, ¿e vźechny ekvivalence na A tvoøí uzávìrový systém nad A × A.

1.5 Lemma. Buï ρ relace na A.

(i) Je-li ρ re‚exivní, jsou ρ^+ i ρ ∪ ρ^{−1} re‚exivní. (ii) Je-li ρ symetrická, je ρ^+ symetrická.

Dùkaz. Snadný. �

Pro ρ relaci na A piźme na chvíli ref(ρ) místo ρ ∪ id_A, sym(ρ) místo ρ ∪ ρ^{−1} a tra(ρ) místo ρ^+. Podle 1.4 je na místì o ref, sym a tra hovoøit jako o re‚exivním, symetrickém a tranzitivním uzávìru. Uká¿eme, ¿e jejich kombinací lze v¿dy popsat nejmenźí ekvivalenci obsahující danou relaci.

1.6 Tvrzení. Buï ρ relace na mno¿inì A. Potom

tra(sym(ref(ρ))) = ((ρ ∪ id_A) ∪ (ρ ∪ id_A)^{−1})^+

je nejmenźí ekvivalence na A, která obsahuje relaci ρ.

Dùkaz. Oznaème equ uzávìrový operátor pøísluźející uzávìrovému systému vźech ekvivalencí na mno¿inì A. Potom z 1.3 dostáváme inkluzi tra(sym(ref(ρ))) ⊆ equ(equ(equ(ρ))) = equ(ρ). Z 1.5 vyplývá, ¿e tra(sym(ref(ρ))) je ekvivalence. �

Je-li ρ ekvivalence na A a a ∈ A, tak [a]_ρ = {b; aρb} budeme nazývat ekvivalenèní tøídou ρ, nebo té¿ ekvivalenèní tøídou modulo ρ. Klademe A/ρ = {[a]_ρ; a ∈ A}. Mno¿ina A/ρ se nazývá kvocient A modulo ρ.

Je-li A mno¿ina, tak B ⊆ P(A) nazveme rozkladem A, jestli¿e (i) A = S(B; B ∈ B), (ii) B ∩ C = ∅, jestli¿e B, C ∈ B a B ≠ C, a (iii) ∅ /∈ B.

1.7 Tvrzení. Je-li ρ ekvivalence na A, je {[a]_ρ; a ∈ A} rozklad mno¿iny A.

Dùkaz. Pro vźechna a ∈ A je a ∈ [a]_ρ, tak¿e podmínky (i) a (ii) jsou jistì splnìny. Jestli¿e b, c ∈ A a d ∈ [b]_ρ ∩ [c]_ρ, tak pro ka¿dé a ∈ [b]_ρ máme aρbρdρc, èili a ∈ [c]_ρ, a tedy [b]_ρ ⊆ [c]_ρ. Opaènou inkluzi dostaneme stejným postupem, a proto platí [b]_ρ = [c]_ρ. �

Ka¿dý rozklad mno¿iny A naopak urèuje ekvivalenci na A, její¿ ekvivalenèní tøídy jsou právì mno¿iny tohoto rozkladu.

Je-li ρ ekvivalence na A, tak platí id_A ⊆ ρ ⊆ A × A. Ekvivalenci id_A odpovídá rozklad na jednobodové mno¿iny, a obvykle se jí øíká triviální ekvivalence.

Ekvivalence A × A odpovídá rozkladu, který obsahuje jedinì mno¿inu A. Tato ekvivalence se nejèastìji oznaèuje jako universální ekvivalence.

Ekvivalenci ρ nazýváme vlastní, jestli¿e neplatí ani ρ = id_A ani ρ = A × A. V algebøe, ale i jinde v matematice, se èasto pracuje s ekvivalencemi kvocientu A/ρ. Pøedpokládejme, ¿e σ je nìjaká dalźí ekvivalence na A, a aż σ obsahuje ρ. Na A/ρ de˛nujeme relaci σ/ρ tak, ¿e pro rozkladové tøídy B, C ∈ A/ρ je (B, C) ∈ σ/ρ ⇐⇒ (b, c) ∈ σ platí pro vźechna b ∈ B a c ∈ C. 1.8 Lemma.

(i) Pro b, c ∈ A platí ([b]_ρ, [c]_ρ) ∈ σ/ρ právì kdy¿ je (b, c) ∈ σ. (ii) Relace σ/ρ je ekvivalence.

Dùkaz. (i) Aż je (b, c) ∈ σ a aż b^′ ∈ A patøí do [b]_ρ a c^′ ∈ A do [c]_ρ. Je tøeba dokázat (b^′, c^′) ∈ σ. Ovźem (b^′, b) ∈ ρ a (c^′, c) ∈ ρ implikují (b^′, b) ∈ σ a (c^′, c) ∈ σ, neboż platí ρ ⊆ σ. Staèí tedy pou¿ít tranzitivitu ekvivalence σ. (ii) Aż B, C, D ∈ A/ρ jsou rozkladové tøídy ekvivalence ρ. Vyberme prvky b ∈ B, c ∈ C a d ∈ D. Je tedy B = [b]_ρ, C = [c]_ρ a D = [d]_ρ. Pøedpokládejme, ¿e platí (B, C) ∈ σ/ρ a (C, D) ∈ σ/ρ. Podle de˛nice musí být (b, c) ∈ σ a (c, d) ∈ σ, tak¿e je rovnì¿ (b, d) ∈ σ. Ovźem to podle (i) implikuje (B, D) ∈ σ/ρ. Relace σ/ρ je tedy tranzitivní. Symetrie a re‚exivita se doká¿í podobnì. �

1.9 Tvrzení. Aż ρ je ekvivalence na mno¿inì A a aż η je ekvivalence na A/ρ. Pak existuje právì jedna ekvivalence σ ⊇ ρ na A, pro kterou platí η = σ/ρ.

Dùkaz. Má-li být η = σ/ρ, tak podle 1.8(ii) musí být (b, c) ∈ σ právì kdy¿ je ([b]_ρ, [c]_ρ) ∈ η. Tento vztah σ jednoznaènì urèuje, tak¿e ho lze pou¿ít jako de˛nici. Je tøeba ukázat, ¿e takto de˛novaná relace σ je ekvivalence, obsahuje ρ a splòuje η = σ/ρ. To, ¿e σ je ekvivalence, se okam¿itì odvodí z toho, ¿e η je ekvivalence.

Uva¿me prvky b, c mno¿iny A, Je-li (b, c) ∈ ρ, je [b]_ρ rovno [c]_ρ, tak¿e jistì platí ([b]_ρ, [c]_ρ) ∈ η, a tedy i (b, c) ∈ σ. Vztah ([b]_ρ, [c]_ρ) ∈ η lze podle de˛nice σ vyjádøit jako (b, c) ∈ σ, co¿ podle 1.8(i) nastane právì kdy¿ platí ([b]_ρ, [c]_ρ) ∈ σ/ρ. Tím je dokázáno, ¿e ekvivalence η a σ/ρ se shodují. �

Zobrazením f : A → B rozumíme, jak je obvyklé, takovou relaci z A do B, ¿e pro ka¿dé a ∈ A existuje právì jedno b ∈ B takové, ¿e (a, b) ∈ f. Pøitom píźeme b = f(a). Zobrazení f se nazývá injektivní (prosté), jestli¿e f(a_1) = f(a_2) implikuje a_1 = a_2 pro vźechna a_1, a_2 ∈ A. Zobrazení f je surjektivní (zobrazení na), jestli¿e pro ka¿dé b ∈ B existuje takové a ∈ A, ¿e b = f(a).

Zobrazení f nazveme bijektivní, jestli¿e je souèasnì injektivní a surjektivní. Je-li dáno zobrazení f : A → B, tak obor hodnot {f(a); a ∈ A} oznaèujeme Im(f). Zobrazení f : A → B je tedy surjektivní právì kdy¿ Im(f) = B.

Je-li f : A → B zobrazení, tak jádrem tohoto zobrazení nazýváme ekvivalenci ker f danou vztahem: (a, b) ∈ ker f právì kdy¿ f(a) = f(b).

Zobrazení z A do A/ρ, a → [a]_ρ se nazývá pøirozené (naturální) zobrazení podle ρ a budeme ho znaèit nat_ρ. (Nìkdy se tomuto zobrazení také øíká pøirozená projekce a znaèívá se π_ρ.) Zøejmì platí ρ = ker nat_ρ.

Jsou-li f : A → B a g : B → C dvì zobrazení, tak jejich slo¿ení g ∘ f : A → C je pro ka¿dé a ∈ A dána vztahem (g ∘ f)(a) = g(f(a)).

1.10 Tvrzení. Buï f : A → B zobrazení a ρ ekvivalence na A. Zobrazení g : A/ρ → B, které splòuje g ∘ nat_ρ = f, existuje právì kdy¿ platí ρ ⊆ ker f. Je-li ρ ⊆ ker f, je g urèeno jednoznaènì, ker g = (ker f)/ρ a (g([a])_ρ) = f(a) pro ka¿dé a ∈ A. Zobrazení g je bijektivní právì kdy¿ f je surjektivní a platí ρ = ker f.

Dùkaz. Pro ka¿dé a ∈ A má platit g([a])_ρ) = (g ∘ nat_ρ)(a) = f(a). Zobrazení g proto nemù¿e být de˛nováno ¿ádným jiným zpùsobem. Pro (a, b) ∈ ρ máme f(a) = g([a])_ρ) = g([b]_ρ) = f(b), tak¿e vskutku musí platit ρ ⊆ ker f. Aż tomu tak opravdu je. Potom z [a]_ρ = [b]_ρ plyne f(a) = f(b), tak¿e g lze skuteènì vztahem g([a]_ρ) = f(a) de˛novat.

Pro a, b ∈ A máme g([a]_ρ) = g([b]_ρ) právì kdy¿ platí (a, b) ∈ ker f. To podle 1.8(i) znamená, ¿e ker g je rovno (ker f)/ρ.

Jeliko¿ Im g se shoduje s Im f, je f surjektivní právì kdy¿ je g surjektivní. Podle 1.9 lze ka¿dou ekvivalenci v A/ρ jednoznaènì vyjádøit jako σ/ρ, kde σ ⊇ ρ. Triviální ekvivalenci id_{A/ρ} vyjadøuje ρ/ρ, tak¿e g je injektivní právì kdy¿ ker g = (ker f)/ρ se rovná ρ/ρ, èili právì kdy¿ ρ = ker f. �