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Kapitola 1

Model

Co nového si o regresi (a linedrnich modelech) mizeme fici, kdyz je témto té-
mattim vénovano v zékladni pfednéasce (viz Andél (1978)) tolik ¢asu? Pokusime
se o jiny pohled. Uvidime, ze vlastni odhad parametrt v regresi je jen jednou
vektoru stfednich hodnot zéavisle proménné. Na posledni tloze je zalozena na-
priklad témét celd diagnostika. Samotny vyklad bude do zna¢né miry zaloZen
na geometrickém pohledu.

1.1 Linearni model

Predpoklada se, Ze stredni hodnoty nekorelovanych ndhodnych veli¢in Y7, ...,Y,
Ize popsat pomoci k + 1 nezndmych linearnich parametrt jako

(1.1) EY; = fo + frzin + .. + Brzik,
kde x;; jsou zndmé konstanty. Zpravidla se dal predpokldda varY; = o2, kde

o > 0 je dalsi zpravidla neznamy parametr. Zndmé konstanty x;; lze usporadat
do matice konstant o n fadcich a k + 1 sloupcich

1 11 N T1k

1 o1 e T2k
(1.2) X =

1 21 ... Tng

takové, ze h(X) = r > 0 an > k+1. Ndhodny vektor Y m4 pak stfedni hodnotu
X3 a varianéni matici o2l. Pozadavek na stfedni hodnotu je vlastné pozadav-
kem EY € M(X), pfedpokladand varianéni matice znamend stejny rozptyl a
nekorelovanost jednotlivych slozek ndhodného vektoru Y. Uvedené pfedpoklady
budeme struéné zapisovat jako Y ~ (X@3,0?l). Ekvivalentné miizeme linearni
model zapsat pomoci chybového ¢lenu e ~ (0,021) jako Y = X3 + e.

Zavedme specialni oznaceni. Nechf sloupce matice Q tvori n&jakou orto-
normélni bézi regresniho prostoru M(X), necht sloupce matice N doplni tuto
bazi na ortonormalni bazi prostoru R™. Dostaneme tak ortonormalni matici
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P = (Q,N), takovou, ze M(X) = M(Q), PP’ =1,, a P'P = 1,,. Plati

QQ + NN’ =1,
QQ=1,,
N'N=1,_,,
Q'N=0.

Ozna¢me H = QQ’ a M = NN’. Obé nové zavedené matice jsou symetrické
a idempotentni. Protoze plati HM = O, jsou s¢itanci na pravé strané vztahu

y = Hy + My

navzajem ortogondlni, takze jde o priméty obecného vektoru y € R” do regres-
niho prostoru M(X) a rezidudlniho prostoru M(X)1. Ze znamych vlastnosti
projekce jsou tyto praméty a tedy také projekéni matice H,M dany jedno-
znacné. Navic je vektor y = Hy nejbliz$im prvkem regresniho prostoru M(X)
k danému vektoru y. V dalsim bude uzitecné znat explicitni vyjadieni projekéni
matice H pomoci regresni matice X, ktera tuto projekéni matici generuje. Ze
znamého vztahu X(X'X)~X'X = X plyne, zZe je (I — X(X'X)~X")X = O, takze
jsou sloupce matice (I — X(X'X)~X') ortogonalni na M(X) a

I=X(X'X)"X + (1 - X(X'X)"X)
je hledany rozklad | = H + M. Je tedy

(1.3) H=X(X'X)"X,
(1.4) M =1—X(X'X)"X.

1.2 Odhad vektoru strednich hodnot

Nejprve se budeme zabyvat odhadem vektoru g = X3. K ndhodnému vektoru
Y ~ (X3, 0?1) najdeme v podprostoru M (X) nejblizsi prvek, ktery opét ozna-
¢ime striskou, tedy Y.

Véta 1.1. (Gaussova-Markovova) V modelu Y ~ (X3, 021) je Y nejlep-
§tm nestrannym linedrnim odhadem (NNLO) vektoru X3, pti¢emz plati varY =
o?H.

D 1 k a z: Nestrannost odhadu plyne ze znamé vlastnosti projekce do pod-
prostoru, ze prvek podprostoru se promitne sdm na sebe, coz mé za nasledek
mimo jiné, ze plati

(1.5) HX = X.
Proto pro kazdé B € R¥*1! plati
EY = EHY = HX3 = X3.

Vezméme nyni néjaky linearni odhad vektoru X3 tvaru Y = a+ BY. Poza-
davek nestrannosti vede k pozadavku

a+BXB=X3 pro vSechna 3,
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coz je ekvivalentni s dvojici identit a = 0 a BX = X. Z druhé identity postupnym
néasobenim zprava maticemi (X'X)~X’, X dostaneme

BX=X=BH=H=BX=X,

coZ znamens, Ze nestrannost dohadu Y je ekvivalentni s dvojici identit a =0 a
BH = H. 3
Spocitejme varian¢ni matici statistiky Y
varY = Bo?IB’
=0?H+ (B—H)|][H+ (B—H)
= 0’HH' 4 0?(B — H)(B — H)’
> ¢?HH’ = ¢?H,

kdyz vzhledem k BH = H vypadly prostiedni dva ¢leny. |

1.3 Rezidua

Nyni se budeme zabyvat priimétem vektoru Y ~ (X3, 02l) do prostoru rezi-
dui M(X)1 a zavedeme nestranny odhad rozptylu o2. Vektor rezidui zavedeme
vztahem u =Y —Y, rezidudini soucet ¢tvercii vztahem RSS = ||ul|? a rezidudini
rozptyl vztahem S? = RSS/(n —r).

Véta 1.2. (O reziduich) V linedrnim modelu Y ~ (X3, o?1) plati

(1.6) u= MY = Me,
(1.7) un~ (0,0°M),
(1.8) RSS = e'Me,

(1.9) ERSS = (n—r)o?,
(1.10) ES? =02,

(1.11) X'u=0.

D 1 k a z: Prvni a posledni tvrzeni plyne z MX = O, druhé je jednoduchym
dtsledkem prvniho. Pii dikazu tvrzeni (1.9) lze pouzit tvrzeni o stopé projekéni
matice (A.18). |

Vektor rezidui u lze interpretovat jako jakysi odhad rozdilu e = Y — X03.
Reziduélni rozptyl S? je nestrannym odhadem rozptylu o2.

1.4 Normalni rovnice

Zatim jsme se nezabyvali odhadem vektoru (3, ktery urcuje konkrétni linearni
kombinaci sloupcti matice X jako stfedni hodnotu ndhodného vektoru Y. Pokud
nema matice X linedrné nezavislé sloupce, nebudou koeficienty této linearni
kombinace ddny jednozna¢né, takze linedrni odhad neexistuje. (P¥ipomeiime si,
ze odhad ¢i odhadové statistika mé byt funkci ndhodnych veli¢in.)

Symbolem b oznacime libovolné feseni soustavy Xb = Y. Vektor b tedy
tvori pravé hledané koeficienty linedrni kombinace. Skute¢nost, ze Y = Xb + u
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je ortogonalni rozklad, je ekvivalentni s pozadavkem, aby vektor rezidui u byl
ortogonalni vici regresnimu prostoru M(X), tedy s pozadavkem

X' (Y — Xb) =0,
coz je opét ekvivalentni s normdlni rovnici pro b
(1.12) X'Xb = X'Y.

Vsimnéte si, Ze tato soustava linedrnich rovnic je vzdy feSitelnd, nebof na obou
stranach je néjaka linearni kombinace fadk matice X.

1.5 Odhadnutelné funkce

I v piipadé, ze vektor B nelze odhadnout, protoze rovnice (1.12) mtlize mit
nekone¢né mnoho feseni, mohou byt odhadnutelné nékteré jeho linearni funkce.

Pfipomenme si vyznam Gaussovy-Markovovy véty. Pro kazdé q € R" je
statistika q"Y nejlep$im nestrannym linedrnim odhadem své stfedni hodnoty,
tedy funkce

EqY =d'X3= (Xq)8 =1t'8.

Rikame, 7e t'3 je odhadnutelnd funkce v modelu Y ~ (X3, 021), kdy# existuje
jejl nestranny linedrni odhad.

Véta 1.3. (Odhadnutelna funkce) Funkce t'3 je odhadnutelnd prave,
kdyz plati né€kterd z podminek

a) t € M(X') = M(X'X),

b) t'b nezavisi na volbé feSeni normdlni rovnice.

Jsou-li t'b, t}b a tib odhadnutelné funkce, pak bez ohledu na volbu zobecnéné
inverzni matice plati

vart'b = ot/ (X'X)t,
cov(t) B, t,8) = ot} (X'X) " t,.

D i k a z: Existence linearni funkce q'Y se stiedni hodnotou (X'q)’3 jako ne-
stranného odhadu t’3 je ekvivalentni s pozadavkem t € M(X’). Vztah M(X') =
M(X'X) je také ziejmy. Je-li t € M(X'X), je t = X'Xa pro néjaké a. Pak je ale
vyraz

tb=a'X'Xb=a'XY
nezavisly na volbé FeSeni norméalni rovnice. Obracené, kazdé feseni normalni
rovnice lze zapsat jako b = b™ + ¢, kde ¢ je libovolny vektor, ktery spliiuje
X'Xc = 0 a tedy Xc = 0, resp. ¢ € M(X')L. Vyraz t'b = t'b™ +t'c tedy nezéavisi
na volbé& feseni normalni rovnice, kdyz pro vSechna ¢ € M(X')* plati t'c = 0,
tedy kdyz je t € (M(X)1)+ = M(X'). Jsou-li t}3 a th3 dvé odhadnutelné
funkce, mizeme vzhledem k a) psat

cov(t}b, tyb) = cov(q; Xb, gXb) = cov(q; Y, q}Y)
= o2q) X(X'X)"X'qy = ot} (X' X) " t,.
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O

Jednoduchym dtisledkem pravé dokazané véty je nasledujici tvrzeni.

Véta 1.4. Vektor T'3 je vektorem odhadnutelnjch funkci prave, kdyz plati
M(T) € M(X'). Potom pro kazdé feseni normalni rovnice plati

!/ ! !/ !/ —
Tb~ (T'B,0°T(X'X)"T),
pri¢emz nezavisi na volbé zobecnéné inverzni matice.

Pi#iklad 1.1 (jednoduché tidéni) Uloha analyzy rozptylu jednoduchého tii-
déni predpoklada, Ze pro nezavislé nahodné veli¢iny Y, kde je 1 < ¢t < ny,
1 <i <1, plati Yj; ~ N(p;,0?). Takto méme vlastné I nezavislych ndhodnych
vybért z norméalniho rozdéleni, které maji obecné nestejné stiedni hodnoty, ale
stejné rozptyly. V praktickych tlohach vlastné tiidime hodnoty spojité veliiny
Y podle néjakého faktoru, tedy podle znaku (veli¢iny) méfeného v nominalnim
méfitku. Jednotlivé hodnoty faktoru se nazyvaji trovné ¢i osetrent.

Castéji se pouziva parametrické vyjadieni stfednich hodnot ve tvaru

(1.13) EYi = p+ ai,

kde «; jsou efekty (také nékdy hlavni efekty), odpovidajici jednotlivym tirovnim
sledovaného faktoru (jednotlivym oSetfenim). Model muZeme zapsat jako

Y, 110 ... 0

Y, 1 01 ... 0 7
(1.14) =1 .. . ( >+e,

: S o

Y; 100 ... 1

kde e ~ (0,02l). Snadno zjistime, %e matice modelu X méd hodnost I, kdezto
sloupcti ma I + 1, takze cely vektor parametri neni odhadnutelny. Snadno se
také zjisti, Ze kaZdou linedrni kombinaci fadkd matice X, tedy kazdy vektor t’
urcéujici odhadnutelnou linearni funkci t'3 lze zapsat jako

I
(115) t/: (Z%a%w-w(ﬂ) 3
i=1

kde ¢; jsou libovolné konstanty. K odhadnutelnym funkcim patii naptiklad
stfedni hodnoty jednotlivych pozorovani EY;; = pu+a; (volbout’ = (1,0,...,1,0,...,0)).
Volbou t’' = (0,...,1,0,...,0,—1,0,...) mizeme pro 1 < i # j < I vyjadfit
rozdily hlavnich efektd a; — oy, které patii mezi kontrasty. O

Priklad 1.2 (analyza kovariance) Uvazujme nyni ponékud slozit&j$i model,
nez v predchozim prikladé. Nechf plati

(1.16) Yie = p+ o + By + ey, 1<t<n;,1<i<1,

kde opét jsou ei1,...,er,, nezavislé ndhodné veli¢iny s nulovou stfedni hodno-
tou a rozptylem o2 a x11,...,7,, jsou zndmé konstanty. Zajima nas, kdy je

parametr 8 odhadnutelny. Tentokrat méa regresni matice tvar

1,, 1,, 0, - 0, x;
x|t et e

177,[ OTL[ 0’!7,] e l’nj XI
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Abychom mohli vyjadfit vektor t = (0,0,...,0,1) ve tvaru q'X, musi pro
v8echna i byt q}1,, = 0. Odtud je ovSem zarucena také prvni nula vektoru
t. Abychom ziskali jednicku na poslednim misté vektoru t, nesmi pro vSechna
byt q/x; = 0. Staci tedy, aby asponl pro né&jaké i* bylo q..x;« # 0. Vezmeme-li
v uvahu, pozadavek q;.1;« = 0, je zfejmé, Ze staci, aby vektor x;« mél aspon
dvé nestejné slozky.

Prakticky pouzijeme popisovany model, kdyz potfebujeme nejprve hodnoty
zavisle proménné Y;; adjustovat vici néjaké doprovodné veli¢iné x. Model pred-
pokldda linedrni zavislost stfedni hodnoty Y na x, pri¢emz regresni pfimky
v jednotlivych skupinach jsou rovnobézné (maji stejnou smérnici 3). Potom se
zpravidla zajimame, zda jsou tyto pfimky totozné (o = ... = ay). O

1.6 Normalni linearni model

Predpokladejme navic, ze ndhodny vektor Y ma normalni rozdéleni, tedy Ze
plati Y ~ N(X,@,O'Ql). V takovém pfipadé hovofime o mormdlnim linedrnim
modelu. Pfipomenme si ortonormalni béazi prostoru R™ urcenou matici P =
(Q, N) a upfesnéme vlastnosti statistik Y,u, RSS, S2.

Pro Y = X3 + e mlzeme psat

Y = X3 + He + Me
=XB+Q(Q'e) + N(N'e)
(1.17) = (XB+QV) + NU
=Y +u,

kde nahodny vektor

1, 1/Q\_  1/(V

vznikly ortonormalni linedrni transformaci z vektoru (1/0)e s rozdélenim N(0, I)
mé ziejmé opét rozdéleni N(0,l). Tato vlastnost, spolu s rozkladem (1.17),
umozni dokézat nasledujici vétu.

Véta 1.5. (Normalni linearni model) V modelu Y ~ N(Xﬁ,aQI) plati
a)
Y ~ N(X3,0%H);
b)
u~N (0, UQM);
¢) ndhodné vektory Y, u jsou nezavislé;
d)
1. .~
Y|P~ 3 (5 1XBI1P/?);
o
1 1

1 1
SSRSS = s |ulP = SINUIP = U] ~ 3 (n - r);
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f) je-li T'3 vektor odhadnutelnych parametrii, pak statistiky T'b a S? nezavisi
na volbé pseudoinverze a plati

T'b ~ N(T'8,02T'(X'X)"T).

D 4 k a z Prvni dvé tvrzeni jsou trividlni, tfeti plyne z HM = O, coz
znamena nulovou matici kovarianci vektorit Y a u. Tvrzeni d) plyne z vyjadfeni
Y = X3+ QV, coz je soucet vektoru konstant a ndhodného vektoru, pro ktery
plati [|QV /o?|| ~ x*(r). Vyraz uvedeny v d) ma tedy necentralni rozdéleni y2.
Dalii vztah plyne ze souvislosti mnohorozmérného normalniho a 2 rozdéleni.
Posledni tvrzeni je jen upfesnénim tvrzeni véty 1.4 pro normalni linearni model.

O

Poznamka Nahodny vektor Y mé v normélnim linedrnim modelu hustotu

i, 1
(2r0) "2 exp (515 1Y - X117

takze je zfejmé odhad vektoru p = X3 metodou maximalni vérohodnosti to-

tozny s odhadem metodou nejmensich ¢tvercit Y. Naproti tomu odhad rozptylu

o2 metodou maximalni vérohodnosti je dan vztahem

EE_RSS_n—l

52
n n ’

je tedy vychyleny, byt toto vychyleni s rostoucim n konverguje k nule.

1.7 Normalni model s plnou hodnosti
Kdyz m4a matice X linedrné nezavislé sloupce (plati » = k+1), pak mé normélni
rovnice (1.12) jediné FeSeni.

Véta 1.6. (Klasicky model regrese) Ma-li matice X v normalnim modelu
Y ~ N(Xﬂ, 02|) hodnost rovnou poctu jejich sloupci, potom
a) FeSenim normalni rovnice je statistika

(1.19) b= (X'X)"'X"Y;

b) b je NNLO vektoru 3;
c) plati (oznaéme V = (X'X)~! s indexy 0 < 4,5 < k)

b~ N(ﬂ,aQV);

d) ndhodné vektory b a u jsou nezavislé;
e) statistiky b a S? jsou nezavislé;

f) proj =0,1,...,k plati

bj = B

(1.20) Ty =3 =

~tn—k—1);
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g) mnozina
(121) Ko={BeRF!': (B-b)YX'X(B—b) < (k+1)S?Fji1n_r-1(x)}
tvori konfidenéni mnozinu pro 3.

D @ k a z: Prvni tvrzeni plyne z regularity matice X’X. Odhad b lze napsat
ve tvaru b = VX'Y, odkud je zfejmé, Ze tento vektor je linearni funkci Y. Proto
je podle Gaussovy-Markovovy véty NNLO své stfedni hodnoty, tedy vektoru 3.
Z véty 1.5 plyne nezavislost uvedend v bodech d) a e). K dikazu vztahu f) je
tieba si uvédomit nezévislost uvedenou v e). Upravime-li statistiku T; na tvar

je patrné, ze symbolicky jde o zlomek

N(0, 1)
X2(n—k—1)
n—k—1

To, spolu se zminénou nezévislosti, k ditkazu rozdéleni statistiky 7; staci. Po-
dobné, s vyuzitim c), dostaneme také konfiden¢éni mnozinu popsanou v g). O

1.8 VazZeny linearni model
Neékdy je vhodné umét fesit ponékud obecnéjsi tlohu, nez jsme délali az doposud.
Necht plati linedrni model s obecnéjsi varianéni matici, tj.

(1.22) Y ~ (XB,02W™).

Také tentokrat jsou 3 a ¢ > 0 nezndmé parametry a W je dand znama pozitivné
definitni matice. Pfikladem takového modelu je situace, kdy i-ta slozka vektoru
Y je prumérem n; nezavislych pozorovani se stejnou stfedni hodnotou a stejnym
rozptylem o2. Potom je varY; = o02/n; pro kazdé i a matice W je diagonalni
s Cetnostmi nq,...,n, na diagonale.

Abychom nasli v modelu (1.22) proté&jsky Yy a S2, ke statistikdim Y a S2
(piipadné by, jako protéjsek k b), pfevedeme nejprve model s obecnéjsi varianéni
matici na standardni model.

Protoze matice W je pozitivné definitni, existuje regularni matice C, ktera
splituje pozadavek C'C = W (tuto odmocninovou matici lze zkonstruovat napfi-
klad pomoci spektralniho rozkladu matice W). Zfejmé bude platit CW'C’ = I.

Zavedme matici X* = CX a uvazujme ndhodny vektor Y* = CY, ktery jiz
vyhovuje béznému linedrnimu modelu

Y* ~ (CXB,0?CW~'C’) = (X*B, 7).
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Spocitejme v novém (hvézdickovém) modelu bézny odhad vektoru stfednich
hodnot

Y = HY*
= CX(X'c'cx)~x'ccy
= CX(X'WX)"X'WY.
Protoze stfedni hodnota EY = X8 = C"'EY* je linearni funkci stfedni hod-
noty EY™, plati stejny vztah i pro odhady. Je tedy odhad vektoru EY v pii-
vodnim modelu roven
Y =C 'Y = X(X'WX)"X'WY.
Rezidudlni soucet ¢tverct v modelu s hvézdickami (jen tam ma smysl, séitdm
srovnatelné hodnoty a budu tak moci najit bézny odhad o2) je roven
RSSw = RSS* = [Y* =Y |2
=|CY - CYw |
= (Y = Yw)W(Y —Yy),

coz v nejcastéjsSim pripadé diagonalni matice W vede ke statistice
n N2

(1.23) RSSw = wi (i = Vi)
i=1

Nyni odhadneme rozptyl o2. Statistika
RSS*

n-—r

S% =82 =

je ziejmé nestrannym odhadem parametru o2. V normalnim linedrnim modelu
N(Xﬁ, 02W71) mé S%, stejné rozdéleni, jako statistika S? v b&Zném linedrnim
modelu N(X3, 521).

Ma-1i matice X linearné nezavislé sloupce, je cely vektor 3 odhadnutelny.
Resenim normalni rovnice je

(X*’X*)_lx*'Y*
(X'c’ex)~'x'c'cy
(X'WX)"IX'WY.

by =b*

(1.24)
Odhad vektoru stfednich hodnot EY = X3 mtizeme ziejmé psat jako
(1.25) Y = Xbyy.

Snadno se spocita, ze v modelu s tiplnou hodnosti je by ~ (ﬁ, o2 (X’WX)_l).

Vztah (1.23) ukazuje, jak je (asponi v pfipadé diagonalni matice W) zobec-
néna metoda nejmensich ¢tverct. S vyhodou lze tento vztah pouzit v programu
STATISTICA, modul Nonlinear Estimation, pfi hleddni odhadu by,. V pro-
gramu R mé procedura lm parametr weights, kterym se voli diagonalni ma-
tice W.
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Shriime dosazend zjisténi.
Véta 1.7. (Zobecnéna regrese) Necht plati Y ~ (Xﬂ,UZWA)7 kde
W > 0 je dana matice. Potom je vektor

Y = X(X'WX)"X'WY ~ (X3,02X(X'WX)~X')

nejlepsim nestrannym linedrnim odhadem vektoru EY. Statistika S%, je ne-
strannym odhadem rozptylu o2. Mé-li matice X linedrné nezévislé sloupce, po-
tom je také
by ~ (ﬁ,az(X’WX)_l)

nejlepsim nestrannym linearnim odhadem vektoru (3. Jestlize ma Y mnoho-
rozmérné normalni rozdéleni, pak také YW, pripadné by, méd mnohorozmérné
normdlni rozdéleni a plati RSSw /0% ~ x*(n — r). Statistika RSSw je v tako-
vém pripadé nezavisla s YW, pripadné s byy.

1.9 Procedura 1m()

V prostfedi R metodé nejmensich ¢tvercti odpovida procedura 1m, vénujme se ji
podrobnéji. Vidéli jsme, Ze metodu nejmensich ¢tvercd mizeme do znac¢né miry
vyjadrit pomoci ortogonalniho rozkladu regresni matice. Zakladem procedury
1m() je rozklad matice X na sou¢in matice Q s ortonormélnimi sloupci a horni
trojuhelnikové matice R, ktera obsahuje ,soutfadnice“ jednotlivych sloupci ma-
tice X, vyjadfenych pomoci sloupcti matice Q:

(1.26) X = QR.

Existence tohoto QR rozkladu je dokdzana naptiklad v oddilu 1b.2 (VII) knihy
Rao (1978). Samotny vypocet je zaloZen na Householderovych transformacich,
kdy matice P = (Q, N) vznika jako souéin ortonormdlnich matic tvaru | — 2qq’,
kde q je vhodny vektor jednotkové délky. Zajimavy vyklad poskytne oddil 2.7
knihy Antoch, Vorlickova (1992).

V pripadé, ze matice X nema linearné nezavislé sloupce, neni matice Q z QR
rozkladu totoznd s matici Q z ivodu této kapitoly, jejiz sloupce tvofi ortonor-
malni bazi prostoru M(X), nybrz generuje vétsi linearni prostor. Abychom do-
stali z QR rozkladu skuteénou bazi M(X), musime z matice Q pouzit jen ty
sloupce, jimz odpovidajici fddky matice R jsou nenulové. To znamena pouzit
rozklad (A.10). Algoritmus QR rozkladu v R je modifikaci procedury DQRDC
souboru programii LINPACK.

Mozno Fici, Ze matice Q (pfesné&ji by to byla matice Q° z (A.10)) vypovida
o linedrnim prostoru M(X), kde se hledd odhad Y. Tato matice rozhoduje
o varian¢ni matici zminéného odhadu. Na druhé strané matice R (pfesnéji R°
z (A.10)) zachycuje vztahy mezi sloupci matice X, rozhoduje tedy o rozptylu
kazdé odhadnutelné funkce 3, v pripadé uplné hodnosti o varian¢ni matici b.

Ukazme si funkei 1m() na primitivnim piikladu s nasledujicimi daty:

1 -39 -9 1
1 -1 1 —11 1

12n)  X=1|, | [|=0 X, y=| [, w=/[,]
1 3 9 19 1

pricemz diagonalni matice W ma na diagonale prvky vektoru w. Za¢neme vsSak
bez vazeni, tedy bez W resp. w.
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1.9.1 Uloha bez vah

Provedeme-li standardni Gramovu-Schmidtovu ortogonalizaci sloupctt matice X
a pridame zbyvajici vektor, dostaneme ortonormélni matici, jejiz sloupce tvofi
bazi R%. Je tieba mit na paméti, Ze tato matice neni déna jednoznaéné, Ze
kdyz naptiklad vyndsobime nékteré (nebo vsechny) sloupce konstantou —1, do-
staneme matici se stejnymi vlastnostmi. Nésledujici vyjadfeni mé& znaménka
zvolena tak, aby bylo konzistentni s vysledkem programu R.

-1/2 3/V/20 1/2 1/4/20
—~1/2 1/4/20 —1/2 ~3/v/20
-1/2  —1/v/20 -1/2|’| 3/v20
-1/2  =3/v20 1/2 —1/v/20

P=(QN)=

Souradnice jednotlivych sloupci matice X obsahuje matice R

-2 0 -10
(1.28) R=QX=|[0 —/20 0
0 0 8

Souradnice vektoru y v bazi tvofené sloupci matice P jsou dany vztahem

0 0
Py — —-96/v20 | | —21,466253

y= 10 10
8/1/20 1,788854

Odtud je pomoci prvnich tii slozek vektoru P’y

~1/2 3/V/20 1/2 9.4

. -1/2 96 [ 1//20 -1/21 | -98
—-1/2 —3//20 +1/2 19,4

a podobné s pouzitim posledni slozky P’y

1/v20 0,4
8 | =3/v/20|  [-12
(1.30) u—ﬁ 5/va0 | = | 12

Protoze sloupce matice P maji jednotkovou délku a v nasem piipadé je vektor
rezidui u nasobkem jediného (posledniho) sloupce matice P, je koeficient 8/1/20
nutné roven odmocninég S rezidualniho rozptylu S2.

Snadno ovérime, ze vektor y muzeme vyjadiit jako

94 -3

1 9

. [-98] |1 -1 1 ;6;3%5

Y= 102 " [1 1 1 Uos |
19,4 1 3 9 ’

takze je b = (—6,25,4,8,1,25)".
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Misto matice X pfi vyvolani funkce a <- 1lm(y~Xa) pouzijeme pouze X,,
protoze absolutni ¢len je do modelu vkladan standardné. Kdybychom chtéli po-
uzit celou matici X, zvolili bychom pfikaz a <- 1m(y~X-1), abychom zabrénili
standardnimu pfidédvéani absolutniho ¢lenu. (Pozor, objekt X resp. Xa musi byt
matice!)

Vysledkem je objekt a, ktery je slozen z fady polozek. Jejich nézvy lze ziskat
prikazem names(a):

> names(a)

[1] "coefficients" ‘"residuals" "effects" "rank"
[6] "fitted.values" "assign" "qr" "df .residual"
[9] "xlevels" "call" "terms" "model"

V polozce a$qr je uloZen zaSifrovany QR rozklad matice X, soufadnice P’y
vektoru y v ortonorméalni bazi obsahuje a$effects. Vektor rezidui u je ulo-
7en v a$residuals, vektor y vyrovnanych hodnot je v a$fitted.values. Ko-
eficienty vyjadfeni y pomoci sloupcti matice X jsou v a$coefficients. Po-
kud by matice X neméla sloupce linedrné nezavislé (plati a$rank<ncol(X)),
nebudou nékteré souradnice tohoto vektoru definovany — sta¢i tam doplnit
nuly. Matice vstupnich dat (y, X,) je soucasti objektu a jako a$model. Né&které
z uvedenych statistik lze z objektu a ziskat pouzitim funkci coefficients(a),
effects(a), residuals(a) a fitted.values(a). Existuji i zkridcena volani,
jako napt. coef (), resid() nebo fitted().

Pouzijeme-li pfikaz print(a), dostaneme text:

Call:
Im(formula = y ~ Xa)

Coefficients:
(Intercept) Z2 Z3
-0.625 0.500 0.125

V fadku coefficients jsou uvedeny slozky vektoru b. Piikaz summary(a)
vytiskne podrobnéjsi informaci o linedrnim modelu:

Call:
Im(formula = y ~ Xa)

Residuals:
1 2 3 4
0.4 -1.2 1.2 -0.4

Coefficients:
Estimate Std. Error t value Pr(>|t])
(Intercept) -6.2500 1.4318 -4.365 0.1434
Xal 4.8000 0.4000 12.000 0.0529 .
Xa2 1.2500 0.2236 5.590 0.1127
Signif. codes: 0 ‘*xx’ 0.001 ‘**x’ 0.01 ‘x> 0.06 ‘. 0.1 ‘> 1

Residual standard error: 1.789 on 1 degrees of freedom
Multiple R-Squared: 0.9943, Adjusted R-squared: 0.983
F-statistic: 87.2 on 2 and 1 degrees of freedom, p-value: 0.07532
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V odstavci Coefficients je vzdy vedle bodového odhadu b; uvedena stiedni
chyba tohoto odhadu S,/vj;, testova statistika T} podle (1.20) pro test nulové
hypotézy Ho : 3; = 0 a odpovidajici dosazend hladina testu pfi oboustranné al-
ternativé. Pripadna vyznamnost testovych statistik je oznacena béznym zpuso-
bem pomoci hvézdicek. Pod oznacenim Residual standard error je statistika
S, dale nasleduji koeficient determinace R? a upraveny koeficient determinace
Rﬁ 4j» © kterych bude fe¢ pozdé¢ji. Pozdéji podrobnéji uvedeme testy podmodelu,
k nimz se vztahuje také F' statistika a dosazena hladina testu.

Abychom vypsali rozklad matice X na sou¢in QR, pouZzijeme piikaz a$qr:

> a$qr
$qr

X.1 X.2 X.3
1 -2.0 0.0000000 -1.000000e+01
2 0.5 -4.4721360 -8.881784e-16
3 0.5 0.4472136 8.000000e+00
4 0.5 0.8944272 -9.296181e-01
$qrattr(,"assign")
[11 111

$qraux
[1] 1.500000 1.000000 1.368524

$pivot
[11] 1 2 3

$tol
[1] 1e-07

$rank
[1]1 3

Zcela stejny vysledek bychom dostali pomoci funkce qr(cbind(1,Xa)) nebo
qr(X). Pod oznacenim $qr jsme dostali matici stejného rozmeéru jako X, jejiz
horni trojuhelnikova ¢ast obsahuje horni trojihelnik matice R. Zbytek matice
spolu s vektorem $qraux obsahuje informaci potfebnou k rekonstrukci matice
Q. Zjisténa hodnost matice X uvedena jako $rank. Tato hodnota do jisté miry
(v pfipadé spatné podminénosti matice X) zavisi na volbé tolerance $tol.

Matice Q a R ziskdme, kdyz na kompaktni zapis pouzijeme funkce qr.Q()
aqr.R():

> gr.Q(a$qr)
[,1] [,21 [,3]
[1,] -0.5 0.6708204 0.5
[2,] -0.5 0.2236068 -0.5
[3,] -0.5 -0.2236068 -0.5
[4,] -0.5 -0.6708204 0.5
> gr.R(a$qr)
X.1 X.2 X.3
1 -2 0.000000 -1.000000e+01
2 0 -4.472136 -8.881784e-16
3 0 0.000000 8.000000e+00

Lze si nechat spocitat celou ¢tvercovou ortonormalni matici P. Staci ve funkci
ar.Q() nastavit volitelny parametr complete=T:
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> qr.Q(qr(X),complete=T)

[,1] [,21 [,3] [,4]
[1,] -0.5 0.6708204 0.5 0.2236068
[2,] -0.5 0.2236068 -0.5 -0.6708204
[3,] -0.5 -0.2236068 -0.5 0.6708204
[4,] -0.5 -0.6708204 0.5 -0.2236068

Vratme se jesté k piikazu summary.1m(). Vysledkem je objekt, sloZeny z dal-
Sich zajimavych informaci:

> names (s<-summary(a))

[1] "call" "terms" "residuals" "coefficients"
[5] "sigma" "df" "r.squared" "adj.r.squared"
[9] "fstatistic" "cov.unscaled"

Upozornuji zejména na informace o odhadech regresnich koeficienta

> s$coefficients
Estimate Std. Error t value Pr(>ltl)

(Intercept) -6.25 1.4317821 -4.365189 0.14336634
Xal 4.80 0.4000000 12.000000 0.05292935
Xa2 1.26 0.2236068 5.590170 0.11269007

a na (odhadnutou) varianéni matici téchto koeficienti:

> s$cov.unscaled

(Intercept) Xal Xa2
(Intercept) 6.406250e-01 1.551584e-17 -7.812500e-02
Xal 1.551584e-17 5.000000e-02 -3.103168e-18
Xa2 -7.812500e-02 -3.103168e-18 1.562500e-02

1.9.2 TUloha s vahami

V oddilu 1.8 jsme ukézali, jak prevedeme linedrni model Y ~ (X,B,O’ZW_l)
s obecnéjsi varianéni matici na model s varianéni matici o2l. Procedura 1m s pa-
rametrem weights=w pouzije QR rozklad matice X*. Proto dostaneme ponékud
jiné bodové odhady, nez v modelu bez vah

> summary(a.w <- 1lm(y~Xa,weight=w))

Call:
Im(formula = y ~ Xa, weights = w)

Residuals:
1 2 3 4
0.6038 -1.8113 0.9057 -0.6038

Coefficients:
Estimate Std. Error t value Pr(>|t])
(Intercept) -5.4858 1.1680 -4.697 0.1335
Xal 4.8679 0.4773 10.198 0.0622 .
Xa2 1.1651 0.2326 5.009 0.1255
Signif. codes: O ‘*xx’ 0.001 ‘%’ 0.01 ‘x> 0.06 ‘. 0.1 ‘> 1

Residual standard error: 2.198 on 1 degrees of freedom
Multiple R-Squared: 0.9915, Adjusted R-squared: 0.9744
F-statistic: 58.06 on 2 and 1 degrees of freedom, p-value: 0.0924
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Samoziejmé, dostaneme ponékud jiny QR rozklad:

> gr.Q(a.w$qr)
[,1] [,2] [,3]
[1,] -0.3779645 -0.7357672 0.4902222
[2,] -0.3779645 -0.3065697 -0.2896767
[3,] -0.7559289 0.2452557 -0.4456565
[4,] -0.3779645 0.5518254 0.6907676
> qr.R(a.w$qr)
XX1 XX2 XX3
-2.645751 -1.133893 -8.693183
0.000000 4.659859 -1.471534
0.000000 0.000000 9.447918

w N -

Protoze mame

10 0 0 1 -3 9 1 -3 9
e iy |01 0 0 1 -1 1| (1 -1 1
X_Wx_oo\/io 1 1 1] |2 2 2|

00 0 1 1 3 9 1 3 9

vyjde skute¢né napfiklad normovanim prvniho sloupce matice X* prvni sloupce
matice Q jako

1 0,377964
1|1 0,377964
iﬁ 2| =* | 0755929
1 0,377964

Porovname-li nyni vektory fitted(aw) a X%*)coefficients(aw)), zjistime,
ze jsou totozné:

> cbind(fitted(a.w) ,X)*)coefficients(a.w),y-residuals(a.w))
[,1] [,2] [,3]

9.6037736 -9.6037736 -9.6037736

9.1886792 -9.1886792 -9.1886792

0.5471698 0.5471698 0.5471698

9.6037736 19.6037736 19.6037736

1 -
2 -
3

41

Je tedy zfejmé, ze vyrovnané hodnoty odpovidaji modelu s vahami, jsou vyja-
dfené v ptivodnim modelu, nikoliv v modelu s hvézdickami.
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Kapitola 2

Podmodel

Nyni budeme uvazovat o podmodelu, coz znamend, ze v porovnani s modelem
jesté zmensime prostor pro mozné stfedni hodnoty ndhodného vektoru Y.

2.1 Podmodel

Rekneme, 7e plati podmodel modelu Y ~ (X3, o21), kdyz pro né&jaky vektor 3,
plati EY = X3, kde Xq je n&jakd matice spliiujici pozadavky M(Xq) € M(X),
0 < h(Xo) = ro < r. Uvedené pozadavky zarucuji, Ze i za platnosti podmodelu
je prostor moznych stfednich hodnot netrivialni, Ze je vlastnim podprostorem
ptvodniho prostoru stfednich hodnot modelu. Je tedy jakymsi jeho specialnim
pripadem.

Navazeme na uvahy o ortonormélnich bazich. Vytvorme matici Q ze dvou
podmatic, které maji po fadé rq a r — ro sloupct tak, aby sloupce matic Qg
a (Qop, Q1) generovaly prostory M(Xg) a M(X). Ortonormalni matici P, kterd
generuje R, 1ze pak zapsat ve tvaru

(2.1) P = (Qo,Q1,N).

Napozorovany vektor Y muzeme tedy rozlozit na soucet tii navzdjem ortogo-
nalnich vektort

(2.2) Y =QoQpY +Q:Q)Y + NN'Y
(2.3) = (QuQ)Y +Q:Q,Y) +NN'Y =Y 4 u
(2.4) = QuQHY + (Q1QY + NN'Y) = Y + ug,

kde Yo, ug jsou odhad EY a vektor rezidui spocitané v podmodelu. Dva odhady
vektoru stfednich hodnot i dva vektory rezidui se lisi o vektor

(2.5) d=Q:QY.
Za platnosti podmodelu pak specidlné plati
Y = XoB, + Qo(Qpe) + Q1(Q'e) + N(N'e)
(2.6) = (XoBy + QoVo) + (Q1 V1 + NU) = Yy + up
(2.7) = (XoBo + QoVo+ Qi V1) + (NU) =Y +u.

21
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Mame tedy dva rozklady, které se lisi podle toho, kam umistime vektor d =
Q;V, ziskany jako prtimét do podprostoru M(Q1), o ktery jsme zmensili pti-
vodni mnozinu moznych stfednich hodnot vektoru Y. VSimnéme si déle, jak se
chovaji priméty ndhodného vektoru e:

1 1 [ 1 (Vo
(2.8) ~Pe==[Q]|e=—=|Vi]| ~N(0,I.
(o2 g N/ g U

Tento rozklad pouzijeme k dukazu néasledujici véty, dfive vsak jesté oznacime
reziduélni soucet ¢tvercti v podmodelu RS Sy = ||ug||? a reziduélni rozptyl v pod-
modelu S2 = RSSy/(n — o).

Véta 2.1. (O podmodelu) Plati-li v linedrnim modelu podmodel, potom
a) Yo je NNLO vektoru Xo0;
b) statistika SZ je nestrannym odhadem rozptylu o?;

¢) pro vektor d = Y — Y, = up — u plati
(2.9) |d||* = RSSo — RSS;
d) ma-li Y v modelu normélni rozdéleni a plati-li podmodel, je

(RSSy — RSS)/(r — o)

(2.10) F = Rs5 -

~F(r—mro,n—r).

D 1 k a z: Prvni dvé tvrzeni jsou trividlnim disledkem vét 1.1 a 1.2. Vztah
¢) je dtisledkem ortogonality sloupcti matice P a toho, Ze je ug = u+d. Protoze
v norméalnim modelu plati

1
—5RSS = |RRe|” = [R'e|* = [ U] ~ x*(n — 1),

1

5|42 = [IP1Ple|2 = [Pie|2 = VI ~ x*(r = o),

pri¢em?Z nahodné veli¢iny jsou nezavislé, plyne z rozkladu (2.8) také tvrzeni d).
O

K podmodelu muzeme dojit nékolika zpisoby, zde uvedeme dva. Budeme se
zajimat o moznost vypoctu pfimo vektoru d nebo ¢tverce jeho délky.

2.2 Vypusténi sloupcu

Podmodel miize byt ddn pozadavkem vynechat z regresni matice X nékteré
sloupce. Bez ijmy na obecnosti predpoklddejme, Ze matice, které urcéuji model
a podmodel, se li§i pravé poslednimi sloupci matice X, totiz X = (Xo, X1). Aby
§lo o podmodel, musi byt 0 < h(Xo) = 79 < h(X) = r. Oznaéime-li Hy =
Xo(X6X0)_X6 a M() =1- Ho, bude zf"ejmé Y() = HoY a Uy = M()Y Dale plati

(2.11) M(X) = M((Xo, X1)) = M((Xo, MoX1)),

nebot oba posledni linedrni obaly jsou totozné. Protoze posledni matice Xg a
MoX; maji navzdjem ortogondlni sloupce, musi platit M(MoX;) = M(Qy).
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Odtud s pouzitim (A.15) je projekéni matice, kterd pocita vektor d, dana vzta-
hem
Q:Q; = MoX; (X[ MoX;)~ X Mo,

takze vektor d dostaneme jako

d=Q,Q,Y
= MpX; (X, MoX;)~ X! MY
(212) = M0X1 (X’1M0X1)_X’1u0.
Podobné vyjde
(213) ||d||2 = UE)Xl(xllMoxl)_XiUO.

2.3 Linearni omezeni na parametry

Tentokrat dovolime pouze nékteré hodnoty vektoru parametru 3, totiz takové,
které vyhovuji zvolenému linearnimu omezeni. Naptiklad, slozky vektoru 3 mo-
hou znamenat déleni celku do nékolika ¢asti, takze soucet slozek musi byt roven
jednicce.

Necht A3 = c je konzistentni soustava takovych linedrnich rovnic, Ze plati
M(A) € M(X') (kazdy Fddek matice A je néjakou linedrni kombinaci Fadki
matice X). V tomto pfipadé je kazda slozka vektoru A3 odhadnutelna. Hledejme
v M(X) bod Yo = Xby, ktery je k danému Y nejblizi, ale navic spliiuje poza-
davek Aby = c. Pomuzeme si zndmou metodou Lagrangeovych multiplikatort.
Oznacéme

e(B,A) = (Y = XB)'(Y — XB) + 2\ (AB — c).
Derivovanim podle slozek sloupcového vektoru 3 dojdeme k soustavé rovnic

X'X8 = XY — A'X,

kterd je zasluhou piedpokladu M(A’) C M(X') konzistentni. Odtud méme
néjaké feeni soustavy rovnic (zalezi na volbé pseudoinverze)

bo = (X'X)"XY — (X'X)"A’A =b — (X'X)"A’A.

Vezmeme-li v Gvahu omezeni AB = c (nebo derivaci funkce ¢ podle A), po
dosazeni za 3 dostaneme nutné konzistentni soustavu pro A

A(X'X)"A’X = Ab — c.

Vektor by, ktery spliiuje pozadovana linearni omezeni a ktery urcuje hledany
nejblizsi bod v M(X), ma po dosazeni za A tvar

bo = b — (X'X)"A’ (A(X'X)"A’)” (Ab — c).

Samotny nejblizsi bod (a odhad vektoru EY za platnosti hypotézy A3 = c) je
pak dan jednozna¢né vztahem

Yo = Xhbo.
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Odtud je

d=Y -Y,

takze pro testovani nejzajimavéjsi vysledek je
d? = (Ab — )’ (A(X'X)"A)” (Ab — ).

Rozdil rezidudlnich souctii ¢tvercit v modelu a za hypotézy tedy méri, nakolik
klasické feseni normalni rovnice (bez omezeni) spliiuje hypotézu.

Pokud specidlné ma matice X linedrné nezavislé sloupce a matice A nema
zadné zbytecéné fadky (které by byly linedrni kombinaci ostatnich fadkit), potom
v poslednich dvou vztazich mtzeme pseudoinverzni matice nahradit klasickymi
inverznimi maticemi:

(2.14) bo = b — (X'X)'A" (A(X'X)"'A") "' (Ab —¢),
(2.15) d = X(X'X)"'A" (A(X'X)"'A)) ! (Ab —¢),
(2.16) |d]|> = (Ab—¢)' (A(X'X)"*A") "' (Ab —c).

2.4 Vynechani jedné nezavisle proménné

Jako ukazku si ukazme posledni postup v pfipadé, ze chceme vynechat z modelu
posledni sloupec matice X.

Pfedpokladejme linearni nezavislost sloupcii matice X. P¥islusné omezeni na
B mtizeme zapsat pomoci A = (0,...,0,1) = j, a ¢ = 0. Pouzijeme-li dfive
zavedené oznaceni V = (X'X)~!, mame pak postupné (oznaceni v pro k-ty
sloupec matice V je zavedeno v Appendixu)

(X/X)flA/ = Vj,. = Ve,
A(X/X)_lA/ Zj;Cij = Vkk,

b2
(2.17) ld]]* = =,
Vkk
b
(2.18) by =b— —v,;.
Vkk

S uvazenim, jaka je varianéni matice odhadu b, 1ze posledni vztah (po rozsifeni
konstantou o?) psat ve tvaru

by = b —

by,
b, b).
varbkcov( b

Posledni vyjadfeni lze interpretovat tak, ze pokud je néktera slozka odhadu b
nekorelovana s k-tou slozkou tohoto odhadu by, pak se odhad této slozky vektoru
B po vylouéeni k-té nezavisle proménné (k-tého sloupce matice X) nezméni.
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2.5 Koeficient determinace

Jiny specialni pfipad podmodelu dostaneme, kdyz pouzijeme nas pfedpoklad,
7e prvni sloupec matice X je tvofen jednickami (v modelu je absolutni ¢len,
stacilo by pfedpokladat, ze plati 1 € M(X)). Potom pozadavek EY = 15,
uréuje podmodel modelu Y ~ (X3, o21).

Snadno spocitame, ze je by = Y a Yo = bol. Odtud jed = Y-Y,=Y-YV1,
takze je podle (2.9)

RSSy = RSS + ||Y — Y12
Spocitejme wvybérovy korelaéni koeficient mezi Y a Y. Z predpokladu
1 € M(X) plyne, ze je
0=1Tu=1(Y-Y),
takze vybérové priuméry slozek obou vektori jsou shodné. Proto lze psat

s _ W -NF-Y)? (Y -Y(Y - VD)

YOSV Y)Y - YRY - Y
(Y = Yo)'(¥Y - Y0))? _ ((d+u)'d)?

1Y = Yoll2[[Y = Yol[2  [luol[?[|d]|?
_ [|d]|? _ RSSy— RSS

[luol[2 RSSo

RSS
(Y -Y)?
Druhé identita v poslednim fadku je nejcastéjsi definici koeficientu determi-
nace R?, ktery je v pfipadé linedrniho modelu shodny se étvercem vybérového
koeficientu mnohonasobné korelace spocitaného z vektoru Y a odpovidajicich
netrividlnich (nekonstantnich) sloupct matice X.

Koeficient determinace ukazuje, jak velky dil vychozi variability hodnot za-
visle proménné charakterizované vyrazem

(2.19) =1- = R%

n
SST = (i =Y)* =Y = Y1|* = |Juo|

i=1
se nam podafilo vysvétlit, kdyz nevysvétlend variabilita je dadna rezidualnim
souctem ¢tverct RSS, v této souvislosti oznacovanym také jako SSE. Variabi-
lita vysvétlend modelem (uvazovanou zavislosti) je tedy déna vyrazem

n
SSR=Y (V;=Y)* =Y = Y1|> = [[¥ = Y,|]* = |ld||*.

=1

V normalnim modelu mizeme testovou statistiku F' pro testovani podmodelu
ur¢eného pozadavkem EY = 13, vyjadiit pomoci koeficientu determinace R?:

_ SSRn—r
T SSTr—1
1—RSS/RSSyn—r
RSS/RSSy r—1
RZ n—r
1-R2r—1
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Na tomto misté je snad uzitecné pfipomenout, Ze pfi testovani nulové hypotézy
o nezéavislosti slozek dvourozmérného normélniho rozdéleni se pouzivé statistika

”
T=——vVn-—-2
V1—r2

aze T? ~F(1,n—2).
Piiklad 2.1 (DRIS) Na zakladé dat ve velkém polnim pokusu pfi zkouméni
predpovédi vynosu podle znamého obsahu hoi¢iku v susiné rostliny béhem vege-

tace vysla ve zvolenych jednotkéch predpovéd ve tvaru vynos = 3,648+0,104 Mg,
pfi¢emz smérnice pfimky byla odhadnuta se stfedni chybou 0,026. Odtud je hod-
nota t statistiky rovna ¢ = 3,955 s dosazenou hladinou p < 0,0001. O tom, Ze
stfedni hodnota vynost zavisi na obsahu hoté¢iku tedy neni pochyb. Rezidualni
soucet ¢tvercl je v tomto pripadé roven SSE = 422,43, kdezto v podmodelu
pozadujicim, aby vynos byl konstantni, je to SST = 440,48, tedy jen nepatrné
vic. Odtud vyjde R? = 0,041. Tedy pouze 4,1 % variability vynosti lze vysvét-
lit zavislosti na obsahu hoic¢iku. Tak slabou zévislost asi prakticky nedokazeme
vyuzit, pfestoze je smérnice regresni primky prikazné nenulova.

> summary (vynos.Mg<-1lm(vynos~Mg,data=Dris))

Call:
Im(formula = vynos ~ Mg, data = Dris)

Residuals:
Min 1Q Median 3Q Max
-3.08671 -0.75509 -0.08571 0.70128 3.99429

Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|t])
(Intercept) 3.64823 0.31260 11.670 < 2e-16 ***
Mg 0.10450 0.02642 3.955 9.2e-05 **x

Residual standard error: 1.074 on 366 degrees of freedom
Multiple R-Squared: 0.04098, Adjusted R-squared: 0.03836
F-statistic: 15.64 on 1 and 366 degrees of freedom, p-value: 9.206e-005

> anova(vynos.Mg)
Analysis of Variance Table

Response: vynos

Df Sum Sq Mean Sq F value Pr (>F)
Mg 1 18.05 18.05 15.639 9.206e-05 **x*
Residuals 366 422.43 1.15

> plot(Dris$Mg,Dris$vynos)
> abline(1m(vynos~Mg,data=Dris))

Jisté nebude obtizné vysvétlit, pro¢ jsou dosazené hladiny v fadku Mg v summary ()
a v anova() stejné, kdyz testova statistika v anova() je druhou mocninou sta-
tistiky v summary (). O
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Obrazek 2.1: Zavislost vynost na koncentraci hot¢iku v susiné
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Kapitola 3
Regresni primky

Nejcastéji se v regresi vySetiuje regresni pfimka. V této kapitole se budeme
zabyvat pfimkou a porovnavanim primek.

3.1 Jedna primka

Tuto jednoduchou situaci pouze shrneme. Predpoklada se n nezavislych nahod-
nych veli¢in Y; ~ N(ﬂo + ﬂlxi,JQ), kde konstanty x1,...,x, nejsou vSechny
stejné, By, 01 a 0 > 0 jsou nezndmé parametry.

Odhady regresnich koeficientt jsou dany vztahy

Z?_i('f i (_xx)_(};); D =¥ -ne
i=1\"?

Rezidualni soucet ¢tverci lze vyjadrit jako

(3.1) by =

n

RSS = zn:(yz ~-Y)? -0 Z(xz —z)(Y; - Y),

i=1 i=1
nestrannym odhadem rozptylu je zfejmé

RSS
2 _
S =

Vsimnéme si dvou modifikaci nasi tlohy. Jsou-li vSechny hodnoty x; rtzné
od Z, odhad by z (3.1) miZzeme piepsat na tvar

Z (z; — :r Y,-Y
D SN
v opacném piipadé prosté takovy (nulovy) s¢itanec nebereme v tvahu. Smérnice
b je tedy vazenym priimérem smérnic (Y; —Y)/(x; — ) ptimek spojujicich vidy
bod [z;,Y;] s tézistém [z, Y].

Zajimavou modifikaci dostaneme, kdyz primku zapiseme ve tvaru y = G5 +

Bt (xz — T), kde je samoziejmé 55 = Bo + /1T a B = B1. Regresni matice X* méa
v tomto pripadé tvar

X*=(1 x-—1z1),

29



30 KAPITOLA 3. REGRESNI PRIMKY

takze vyjde

<=5 o) XY (s o).

Odhady parametri dostaneme snadno. Jako odhad smérnice dostaneme ihned
vzorec identicky s odhadem (3.1), pro absolutni ¢len vyjde b = Y, takze ze
vztahu mezi 55 a Bo, 01 ihned vyjde také odhad bg.

Z poslednich uvah také rychle spocitame rozptyl statistiky Y;. Kdyz vyu-
zijeme skutecnost, Ze matice X* X* je diagonalni a tudiz odhady bg,b; jsou
nekorelované, dostaneme

varY; = var (b} + by (z; — 7))

(3.2) *(2*2£§Jw%9'

Podobné vyjde
cov(Y;,Y;) = cov (b + by (zi — Z), b5 + by(zj — 7))

takze projekéni matice H mé prvky

3 b= (L4 D)

=1 (0 —2)?

Matice M ma tedy prvky

(s oL (fﬂ—x)(%—z))
mz] (62] n Z?=1(I’t — i‘)2 .

Vysledek (matice H, M) se tyka stfednich hodnot Y;, nikoliv t¥eba regresnich
koeficientt. Nezavisi tedy na zvoleném parametrickém vyjadfeni, plati i pro
vychozi tvar zavislosti.

Analogii vztahu (3.2) 1ze pouzit naptiklad tehdy, kdyz hledame interval spo-
lehlivosti (konfidencéni interval) pro o+ (12 pro danou hodnotu . Odhadujeme
tak naprtiklad stfedni hodnotu néjakého budouciho pozorovani, nezévislého na
téch, z nichz jsme spocitali odhady. Jednoduchjm postupem dostaneme interval
s krajnimi body (viz pés spolehlivosti kolem regresni pfimky (Andél, 1978, odst.
VI. 3) nebo (Andél, 1998, odst. 12. 2. B))

1 (z — 7)2
o0 o N S

UvaZujme nyni nové pozorovani ve stejném modelu Y ~ N(ﬁo + ﬁlm,UQ),
nezavislé na vychozich n ndhodnych veli¢inach. Hodnotu = zndme a chceme na-
lézt interval, ktery s predepsanou pravdépodobnosti obsahuje realizaci ndhodné
veliciny Y = By + 1z + e, tzv. predikéni interval. Bodovym odhadem budouciho
pozorovani je Y =by+bizs rozptylem

var (bg + byz + e) = var (Y) + var (e)

(3.5) =0 <1+i+%>’
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Odtud jsou krajni body hledaného predikéniho intervalu dany

(3.6) bo+b1xi5-tn_2(a)\/1+i+m.

Mnohdy jsou spolu s odhadnutou regresni pfimkou zobrazovany krajni body
intervalil (3.4) resp. (3.6) soucasné pro vSechny (zobrazené) hodnoty nezivisle

proménné. Pri praktickém pouziti téchto intervald nesmime zapomenout, zZe
vypovidaji jen o jediném pozorovéani (jsou pro ,jedno pouziti“).

3.2 Neékolik primek

VysSetfujme nyni k nezavisle odhadovanych regresnich primek. Mame k disposici
nezavislé nadhodné veli¢iny Y;; ~ N (ﬁ()i + BriTij, 02), pfi¢emz u i-té primky
. (. . k .
mame n; pozorovani. Ozna¢me n = ) ., n;. Parametry (o;, 815, 0 > 0 nezname.
Vsechna pozorovani lze zapsat pomoci modelu

Y, 1 0 0
Y12 1 T12 0 0
- o
Yin, 1 Zip, 0 0 P
(3.7) = ) +1 ¢ | +e,
: : : G : Bok
Y1 0 0 1z
) . Bk
Yin, 0 0 - 1 ap,

kde ndhodny vektor e mé rozdéleni N (0, O'2|).

Z blokové diagonalni struktury regresni matice je ziejmé, ze odhady primek
jsou nezavislé, ze rezidualni soucet Ctverci v modelu je souc¢tem rezidualnich
souctl ¢tverct u jednotlivych primek. Matice modelu bude mit linedrné nezavislé
sloupce, pravé kdyz pro kazdou pfimku méme pozorovani aspon ve dvou riiznych
bodech ;.

Testujme podmodel, ktery vyjadiuje pfedpoklad, Ze smérnice vSech primek
jsou shodné, tedy pfimky jsou rovnobézné. Podmodel znamena, Ze plati

Y 1 - 0 i1

Yio 1 - 0 @2
. . . . . ﬁg]

Yin, 1 - 0 zin, .

(3.8) =1 N o IR X

. . . . . 50]@

Yi1 0 --- 1 =z B

Yknk 0 e ]‘ xknk

Ze jde o podmodel je ziejmé z toho, ze sloupce nové regresni matice lze snadno
ziskat z ptvodni: sloupce s jednic¢kami a nulami ponechédme, ostatni sloupce
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Obrézek 3.1: Zavislost délky listu na dobé pro jednotlivé listy
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délka
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Obrazek 3.2: Zavislost délky listu na dobé (shoda u druhého a tfetiho listu)
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seCteme. Pokud vychozi matice méla tiplnou hodnost, nova matice ma stejnou
vlastnost. Podrobnéji je hodnost regresni matice vysetfena v piikladu 1.2.

Priklad 3.1 (listy) Soucésti vétstho pokusu bylo také opakované méfeni
délky prvnich t¥i listd rostlinky pSenice. Na obrazku 3.1 jsou znézornéna data
a piislusné regresni pfimky. Odhady ve vychozim modelu jsou (1list je faktor,
nechali jsme standardni nastaveni kontrastti v R na contr.treatment — viz str.
48)

> summary(a<-lm(delka~den*list,data=listy))

Call:
Im(formula = delka ~ den * list, data = listy)

Residuals:
Min 1Q Median 3Q Max
-0.91073 -0.17127 -0.05549 0.22735 0.92575

Coefficients:
Estimate Std. Error t value Pr(>|t])

(Intercept) -2.57660 0.79354 -3.247 0.007 *x
den 1.20319 0.07261 16.570 1.24e-09 *x*x*
list2 -36.20834 1.92114 -18.847 2.79e-10 **x
1list3 -48.81182 2.30132 -21.210 7.02e-11 *x**
den.list2 1.55845 0.12236 12.737 2.48e-08 *x*x*
den.list3 1.45131 0.11210 12.947 2.07e-08 *x*x*
Signif. codes: 0 ‘*xx’ 0.001 ‘x*x’ 0.01 ‘x> 0.06 ‘. 0.1 <’ 1

Residual standard error: 0.5322 on 12 degrees of freedom
Multiple R-Squared: 0.9951, Adjusted R-squared: 0.9931
F-statistic: 488.2 on 5 and 12 degrees of freedom, p-value: 1.996e-013

Jednotlivé piimky maji rovnice

y = —2,577 4 1,203z 1. pfimka
y = (—2,577 — 36,208) + (1,203 + 1,558)x 2. pfimka
y = (—2,577 — 48,812) + (1,203 + 1,451)x 3. pfimka

Zkusme vysSetiit podmodel, v némz jsou vSechny tii pfimky rovnobézné:
> summary(a.rovno<-lm(delka“den+list,data=listy))

Call:
Im(formula = delka ~ den + list, data = listy)

Residuals:
Min 1Q Median 3Q Max
-3.877 -1.516 0.284 1.588 3.004

Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|t])
(Intercept) -11.4217 2.3175 -4.928 0.000222 **x*
den 2.0399 0.2039 10.003 9.31e-08 *x*x*
list2 -14.6604 1.9469 -7.530 2.75e-06 *xx
1list3 -24.4989 3.2289 -7.587 2.52e-06 **x

Signif. codes: 0 ‘*xx’ 0.001 ‘*x*x’ 0.01 ‘x> 0.05 ‘. 0.1 <’ 1
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Residual standard error: 2.25 on 14 degrees of freedom
Multiple R-Squared: 0.898, Adjusted R-squared: 0.8761
F-statistic: 41.08 on 3 and 14 degrees of freedom, p-value: 3.449e-007

O podmodelu rozhodneme pomoci F testu

> anova(a.rovno,a)
Analysis of Variance Table

Model 1: delka ~ den + list
Model 2: delka ~ den + list + den:list
Res.Df Res.Sum Sq Df Sum Sq F value Pr(>F)

1 14 70.883
2 12 3.399 2 67.484 119.14 1.215e=08 *x*x*
Signif. codes: 0O ‘*x*x’ 0.001 ‘**’ 0.01 ‘x> 0.05 ‘. 0.1 ‘<> 1

Po shlédnuti obrazku 3.1 nepfekvapi, ze jsme hypotézu o rovnobéznosti
zamitli. Jinak by to dopadlo s testem nulové hypotézy, podle které se nelisi
rychlosti ristu druhého listu a tfetiho listu. Tato hypotéza ma svoje biologické
vysvétleni, navic souvisi s pivodni otdzkou experimentatora, totiz, zda jsou
konstantni ¢asové odstupy mezi okamziky, kdy jednotlivé listy dosahuji pfedem
zvolené pevné délky 20 mm.

> summary(a.rovno23<-lm(delka~den+list+(list!=1) :den))

Call:
Im(formula = delka ~ den + list + (list != 1):den)

Residuals:

Min 1Q Median 3Q Max
-0.86854 -0.26686 0.03317 0.23346 0.93341
Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)

(Intercept) -2.57660 0.78357 -3.288 0.00588 *x*
den 1.20319 0.07170 16.781 3.43e-10 **x*
list2 -35.13203 1.38800 -25.311 1.91e-12 *x*x
list3 -49.96907 1.79745 -27.800 5.76e-13 ***
den.list != 1 1.49730 0.09592 15.610 8.43e-10 **x*
Signif. codes: 0 ‘*xx’ 0.001 ‘**x’ 0.01 ‘x> 0.06 ‘. 0.1 ‘> 1

Residual standard error: 0.5255 on 13 degrees of freedom
Multiple R-Squared: 0.9948, Adjusted R-squared: 0.9932
F-statistic: 625.8 on 4 and 13 degrees of freedom, p-value: 1.021e-014

> anova(a.rovno23,a)
Analysis of Variance Table

Model 1: delka ™ den + list + den:list !=1

Model 2: delka " den + list + den:list
Res.Df Res.Sum Sq Df Sum Sq F value Pr(>F)

1 13 3.5899

2 12 3.3986 1 0.1913 0.6755 0.4272

Z vysledku je patrné, ze se problémim zpisobenym nerovnobéznosti pfimek
nevyhneme. Druhou a tfeti pfimku lze povazovat za rovnobézné, prvni mé vsak
pritkazné povlovnéjsi stoupani. O
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3.3 Inverzni predikce

V praxi ¢asto narazime na tilohu odhadnout ze znamé hodnoty zavisle proménné
odpovidajici hodnotu nezévisle proménné. Podrobné se této a podobnym tlohdm
vénuje Jilkova (1988) kniha. Pokud hleddme postup, jak k nekone¢né mnoha
budoucim pozorovanim zavisle proménné najit odpovidajici hodnoty nezavisle
proménné, jedna se o tulohu kalibrace.

Zde uvedeme jednoduché piiblizné feseni tlohy pro jedinou realizaci zavisle
proménné (Netter, Wasserman, Kutner (1985), oddil 5.8), které je pouzitelné
v piipadé, kdy data jsou velmi dobfe popsana regresni primkou, coz se projevi
ve velké hodnoté koeficientu determinace.

Predpokladejme, ze jsme jiz odhadli parametry regresni primky. Ziskali jsme
nové stochasticky nezavislé pozorovani Y zavisle proménné, které se ridi stejnym
modelem, tj. Y ~ N(ﬂo + Bz, 02). Problém je v tom, Ze nezndme hodnotu z,
takze cilem je najit jednoduchy bodovy a intervalovy odhad pro .

Vyjdeme z ,naivniho odhadu“ Z uréeného ze vztahu Y =Y + by (2 — Z). Po
upravé dostaneme

Y -Y

(3.9) F=74
by

Rozptyl odhadu uréime pomoci tzv. é-metody (viz napt. Rao (1978, str. 431))
z linedrni aproximace odhadové statistiky, kterd je funkci t¥i nezavislych na-
hodnych veli¢in: Y, Y, by (pfipomeiite si druhou parametrizaci piimky). Protoze
jo )

o8 1 9r 1 0k Y-V

Wb v b b R
bude pftiblizny rozptyl statistiky & roven

1 / 1

b711 1 0 0 bll
varg=| —5 [ o*|0 & 0 5
Y-V 1 Y_V
e 0 0 Tra T
o? 1 (Y-Y)? 1
= — 1 — —_—

kdyZ jsme zavedli oznadeni Ty, = > . (x; — )% PouZijeme-li vztah Y — Y =

b1(#—2) a neznamy rozptyl o nahradime jeho odhadem S2, dostaneme nakonec
ptiblizny odhad rozptylu &

.8 1 (2—1x)?

<

Priblizny interval spolehlivosti pro hledanou hodnotu x ma tedy krajni body

.S 1 (z—17)°
3.11 + —t, 1+ -4+ -—.
(310 DY “®¢+n+ T
Vsimnéte si ndpadné podoby s predikénim intervalem (3.6). Interval (3.11) je
totiz vzorem predikéniho intervalu (3.6), kdyZ ke zobrazeni pouzijeme odhad
regresni funkce.
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Vénujme se jesté malé modifikaci tlohy. Kdybychom hledali hodnotu neza-
visle proménné k dané stredni hodnoté zavisle proménné, dostali bychom pfi-
blizny interval s krajnimi body (srovnej s (3.4))

(-2

.S 1
(3.12) Tt —tp_a(a) ot T

|b1]

Priklad 3.2 (listy) Vratme se k pokusu s riistem prvnich t#{ listd a pro prvni
pfimku odhadnéme okamzik, kdy list dosahl délky 20 mm. Smérnice jednotlivych
pfimek dostaneme v prostfedi R jako:

> y0<-20

> b<-coef (a<-1m(delka~den*List,data=Listy))

> print(bl<-c(bl.1=b[2],b1.2=b[2]+b[5],b1.3=b[2]+b[6]))
bl.1l.den bl.2.den bl.3.den

1.203191 2.761644 2.654506

Dal spocitame pro jednotlivé pfimky priimeéry obou veli¢in:

> print(yBar<-tapply(delka,List,mean))
1 2 3

10.14286 9.82000 15.41667

> print(xBar<-tapply(den,List,mean))
1 2 3

10.57143 17.60000 25.16667

Samotny vypocet bodovych odhadt je pak jednoduchy:

> print(xHat<-xBar+(yO-yBar)/b1)
1 2 3
18.76393 21.28621 26.89329

Jesté dopocitame intervaly spolehlivosti. Protoze hleddme z k dané stfedni
hodnoté zavisle proménné, pouzijeme interval spolehlivosti (3.12).

> n<-tapply(den,List,length)
> print(Txx<-tapply(den,List,function(x) sum(x~2))-n*xBar~2)
1 2 3
53.71429 29.20000 38.83333
> print(xHat.var<-52/b1°2*(1/n+(xHat-xBar) "2/Txx))
1 2 3
.272399049 0.024707668 0.009784457
xHat .L<-xHat-sqrt (xHat.var)*qt (0.975,a$df .res)
xHat .U<-xHat+sqrt (xHat.var)*qt (0.975,a$df .res)
cbind (xHat,xHat.L,xHat.U)
xHat xHat.L  xHat.U
1 18.76393 17.62676 19.90109
2 21.28621 20.94373 21.62869
3 26.89329 26.67777 27.10881

vV V. Vv O

Snad bude uplatnény postup vypoctu srozumitelnéjsi, kdyz napovime, ze jsme
pouzili jediny spoleény odhad rozptylu o? zaloZeny na celkovém reziduilnim
souctu ¢tverct a odpovidajicim poctu stupnt volnosti. Doporucuji, aby se ¢te-
nar zamyslel nad souvislosti §itky pfiblizného intervalu spolehlivosti a velikosti
smeérnice regresni primky. O

Naznacme jesté jednu metodu, tentokrat presnou, nikoliv zalozenou na apro-
ximaci. Fiellerova metoda spocitad v tom, Ze vyjdeme z testovani nulové hypo-
tézy, podle které je hledané x rovno danému zg. Interval spolehlivosti bude
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pak tvofen mnozinou takovych xg, pro kterd nulovou hypotézu na zvolené hla-
diné nezamitneme. Modifikaci predikéniho intervalu (3.6) jde o mnozinu danou
nerovnosti

Y =V — by (20— )| < S-tn_2(a)\/(1+ 1y W)

n Tro
Této nerovnosti vyhovi vSechna zy splnujici
(3.13) A(zg —Z)? + Bz —Z) + C <0,
kde koeficient u druhé mocniny je roven

. S5 _y(a)

A=b?
! Tys

Resenim (3.13) je interval jen kdyz je A kladné, coz je pravé tehdy, kdyz na
hladiné « je smérnice (3; prikazné nenulova.
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Kapitola 4

Identifikace

Tato kapitola se tyka linedrniho modelu, v némz regresni matice X nemé tpl-
nou hodnost. Budeme se zabyvat zpusoby, jak z nekone¢né mnoha moznych
feSeni normalni rovnice zvolit jediné reSeni. Je sice pravda, ze kazdy linearni
model s netplnou hodnosti lze reparametrizovat tak, aby méla regresni ma-
tice linedrné nezavislé sloupce (mohli bychom pouzit jiz nékolikrat zminénou
ortonormdlni bazi Q), ale mnohdy bychom si zkomplikovali samotny model a
predevsim interpretaci zjisténych zavért. To plati zejména o modelech analyzy
rozptylu.

4.1 Nejkratsi reSeni

Nejprve uvedeme Teseni, které je spise zajimavé, nez aby bylo praktické.
Pfipomefime, #e Mooreova-Penroseho pseudoinverze X k matici X vyho-
vuje vztahtm XXX = X, X"XX" = X*, pfidemz matice XX a XX jsou
symetrické (viz napiiklad (Rao, 1978, odst. 1b. 5 (VIII))).
Vé&ta 4.1. Vektor bt = XY je nejkratsim fesenim normalni rovnice X' Xb =
X'Y.
D i k a z: Nejprve dosadime b™ do levé strany norméalni rovnice:
X'Xbt = X'XX1TY
=X'(XXT)Y  (pouzij symetrii XXT)
= (XXTX)Y  (pouzij XXX = X)
=X'Y,
coz dokazuje, ze b™ je feSenim normélni rovnice.
7Z teorie linearnich rovnic je znamo, ze vektor b je feSenim normélni rovnice
pravé, kdyz plati b = b™ + a, kde je X’Xa = 0, coz je totéz, jako Xa = 0.
Provedme pomocny vypocet

abt =a' XY =a' (X" X)XTY
= a/(XTX)XtY = a'X'Xt'XTY = 0.
Nyni zdola omezime ¢tverec délky vektoru b:

Ib* = [Ib™ +al* = [[bT|* + 2a'b" + [[a]* > [Ib™|*.

39
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O
Poznamka Matici X' lze zkonstruovat pomoci rozkladu podle singularnich
hodnot (A.6) jako X = VD~ 'U”". Snadno se ovéri, Ze jsou splnény vsechny
¢yt pozadavky na Mooreovu-Penroseho matici. V prostfedi R lze vektor X™
pocitat pomoci nasledujici procedury:

MPinv<-function(X,eps=sqrt(.Machine$double.eps){
a<-svd(X)
nn<-a$d>eps*a$d[1]
if(any(an)) a$v[,nn])%+%(t(a$ul,nn]l)/a$d[nn]) else X*0

K vysvétleni funkce MPinv () je tfeba poznamenat, ze funkce svd() da v pro-
stfedi R v8echny t¥i matice z rozkladu podle singularnich hodnot (A.8), pficemz
diagonéla a$d matice D (tedy singularni hodnoty) tvoii nerostouci posloupnost
(a matice U,V maji odpovidajicim zptisobem uspofddané sloupce).

Ptiklad 4.1 (méd) Na péti mistech bylo nepfimo hodnoceno znecisténi feky
tak, ze vzdy u sedmi vylovenych ryb byl zjistén logaritmus koncentrace médi.
Data jsou uvedena v kniZzce Zvéara (1998). Jednd se o ulohu analyzy rozptylu
jednoduchého tf¥idéni. Pouzijeme-li parametrizaci (1.13), nejsou hlavni efekty
ai, .. .,as odhadnutelné. K vypoctu nejkratsiho feseni pouzijeme pravé zavede-
nou funkci MPinv.

> print (bPlus<-MPinv (X)%*%1lnCu)

[,1]
[1,] 0.30230952
[2,] 0.26611905
[3,] 0.18126190
[4,] 0.19297619

[5,] -0.36502381
(6,1 0.02697619

4.2 Reparametrizacéni omezeni

Piipometime, Ze pro M(A") C M(X') jsou v modelu Y ~ (X3, o?I) slozky vek-
toru AB odhadnutelné. Pozadavkem na splnéni konzistentni soustavy linearnich
rovnic A3 = ¢ jsme v oddilu 2.3 uréili podmodel. Lze ocekavat, ze k novému
ucelu (uréeni jediného FeSeni normalni rovnice) musime pouzit néjaka jind line-
drni omezeni. Podle véty 1.3 inkluse M(A’) € M(X') znamen4, Z%e vektor Ab
je pro viechna feSeni normélni rovnice X'Xb = XY stejny. K uréeni jediného
feSeni takovou matici pouzit nemizeme.

UvaZujme jako urcéujici (identifika¢ni) omezeni vektoru 3 soustavu linedrnich
omezeni. Rekneme, Ze omezeni

(4.1) AB=0

identifikuje vektor B v modelu Y ~ (X3,02l), kdyZ ke kazdému p € M(X)
existuje jediny vektor 3, ktery spliiuje soucasné

p=X3, AB=0.
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Véta 4.2. (Scheffého) Omezeni (4.1) identifikuje vektor B pravé, kdyz
plati

(4.2) M(A) N M(X') = {0},
(4.3) h(X) + h(A) = k + 1.

D 1 k a z: Prvni pozadavek zajistuje existenci 3, druhy jeho jednoznacnost.
Zacneme existenci (omezeni na B nesmi byt pfilis silné). Pro kazdé p € M(X)

musi mit rovnice v 3
) P

vzdy feSeni. Pro kazdé B € RFt! tedy musi platit

{(Xoﬂ) 1B e R’““} c M(D),

coz je postupné ekvivalentni se vztahy

M(D)* C {(X()ﬂ> B e R’C“}L ,

(vi,v5) D =0 = (vi,v)) (Xoﬁ) =0 pro vSechna 3,

ViX=—-viA = viX=0 pro vSechna 3.

Posledni implikaci lze interpretovat tak, ze kazdy vektor, ktery je soucasné
v M(X") a M(A"), musi byt nutné nulovy, coz je piesné pozadavek (4.2).
Pozadavek na jednoznacnost je pozadavkem na hodnost matice D. Protoze
fadky matice X hodnosti r jsou také fadky matice D, musi platit h(A) > k+1—r.
Protoze ale linearni obaly Fadkt matic X', A’ maji spoleény pouze nulovy vektor,
musi nutné platit (4.3). |

Prakticky si muzeme predstavit hledani jediného feseni normélni rovnice
jako TeSeni soustavy rovnic

X'Xb = X'Y
A’Ab =0,

nebot druhé rovnice je ekvivalentni se vztahem Ab = 0. Reseni soustavy musi
vyhovovat také rovnici D'Db = XY, takze vyjde

(4.4) b= (D'D)"'X'Y.

Uvedeny postup lze prakticky zafidit tak, Ze regresni matici X rozsifime o fadky
matice A na matici D a soucasné vektor Y rozsitime o stejny pocet nul.
Priklad 4.2 (jednoduché t¥idéni) Model jednoduchého t¥idéni jsme zavedli jiz
v (1.13). Ptislusnou matici planu X jsme uvedli v (1.14). Jako reparametrizacéni
podminku (umoziujici uréeni jediného feSeni norméalni rovnice) lze pouzit kazdé
omezeni, jehoz leva strana neni odhadnutelna, tedy nemé tvar (1.15). Tomu
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odpovidaji napriklad nasledujici matice a odpovidajici podminky:
I

(4.5) A=(0,1,...,1) «— > a; =0,
i=1

I
A= (Oanla"'vnl) — Zn’iai :07
i=1

(4.6) A=j

; < a; = 0 pro zvolené j.

Jak uvidime v pfisti kapitole, omezeni (4.5) a (4.6) lze v prostfed{ R uplatnit.

O



Kapitola 5

Analyza rozptylu

5.1 Jednoduché tridéni

Model analyzy rozptylu jednoduchého t¥idéni jsme zavedli jiz v 1. kapitole. Pred-
pokladame, ze mame nezavislé nahodné velic¢iny Y11, ..., Y15, Y115+, Yin,,
pro které plati Y;; ~ N(Hu 02). Jde tedy o I nezavislych vybért z norméalniho
rozdéleni, pricemz u kazdého vybéru pripoustime obecné jinou stfedni hodnotu,
rozptyl je ve vSech vybérech stejny.

Ulohu zapiSeme jako normalni linedrni model, zvolime-li

Yl lnl 0 e 0 N“l
Y2 0 1n2 . 0 1253
Y = . ) X = . . . . b) /3 = . )
Y[ 0 0 e lnI Ur
kde vektor Y; = (Yi1,...,Yin,)" obsahuje pozorovani z i-tého vybéru. Ziejmé

vyjde b; = Y;e (pramér v i-tém vybéru) a tedy

I n;
SSE =Y (Yi; — Ya)?,

i=1 j=1

kdyz jsme pfipomnéli ¢asto pouzivané oznaceni SSFE pro rezidualni soucet sou-
Cet Ctvercti.

Bézné testovana hypotéza Hg : 3 = ... = py vede k podmodelu, ktery je
déan matici Xg = 1, kde n = Zle n;. Tentokrat vyjde by = Y (pramér ze
vSech n pozorovani. Odtud je

Uz

I
SST =Y "> (vi; - V)%

i=1 j=1
Snadno lze spocitat také
(}710 - Y)]‘nl
d=Y-Y,= : :
(YIO - Y)lnl

43
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odkud snadno vyjde
I
(5.1) |d||> = SSA = SST — SSE =Y " ni(Yie — Y)?,
i=1
kdyz jsme zavedli ¢asto pouzivané oznacCeni SSA pro soucet ¢tverct vysvétleny
(jedingm) faktorem A.

Uvedme explicitné rozklad souétu ¢tverct v analyze rozptylu jednoduchého
tfidéni (celkova variabilita=variabilita uvnit¥ vybérti+variabilita mezi vybéry)

I n; I om ,
(5.2) 2.2 (G =Y)P =3 (V= Ya)+ Zm(fﬁ». —-Y)?,

i=1 j=1 i=1 j=1

SST = SSE + SSA.
O nulové hypotéze rozhodujeme pomoci statistiky (2.10) z véty 6.6:

_ SSA/(I—-1)  MSA

F=SSE/n=—1) ~ MSE"

Vypocet se Casto vyjadiuje pomoci tabulky analyzy rozptylu, jejiz schéma je
uvedeno v tabulce 5.1.

Tabulka 5.1: Tabulka analjzy rozptylu jednoduchého tiidéni

variabilita | stupné | soucet prameérné Filp
vol. Ctvercl Ctverce
oSetFeni I-1 SSA | MSA=S8SA/(I-1) | F |p
rezidudlni | n—1 SSE | MSE=SSE/(n—1) | - | -
celkova n—1 SST - - -

Piiklad 5.1 (kofeny) Student zjistoval hmotnost kofenového systému rostlin
péstovanych v zivnych roztocich s rtznymi koncentracemi cukru (viz obrazek
5.1). Pomoci funkce anova() uplatnéné na vysledek procedury 1m() dostaneme
tabulku analyzy rozptylu

> anova(a<-lm(hmotnost~procento,data=koreny))
Analysis of Variance Table

Response: hmotnost

Df Sum Sq Mean Sq F value Pr(>F)
procento 3 0.312687 0.104229 28.568 6.641e-11 ***
Residuals 50 0.182422 0.003648

Signif. codes: 0 ‘*xx’ 0.001 ‘*x*x’ 0.01 ‘x> 0.06 ‘. 0.1 ‘> 1

z niz je patrné, ze rozdil mezi roztoky je prukazny. Identicky vysledek by dala
nésledujici procedura: anova(aov(hmotnost~“procento,data=koreny)). O
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0.5
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hmot
0.3
|
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o

Obrazek 5.1: Zavislost hmotnosti kofenové ¢asti na procentu cukru v zivném
roztoku

5.1.1 Kontrasty

Uvazujme klasickou parametrizaci EY;; = p + «; v tloze jednoduchého t¥idéni.
Vektor parametrii ma tvar 3’ = (u,a’) = (u, a1, ...,ar). Piipomefime zjis-
téni ptikladu 1.1, podle kterého je parametrickd funkce t’3 odhadnutelnd, kdyz
vektor t méa tvar t = (1'c,c’). Specialni piipad odhadnutelné funkce, kdy je
to = 1'c = >_¢; = 0, se nazyva kontrast. Ozna¢me D = diag{ni,...,n;} a
n=(ny,...,n;). Matice X’X m4 tvar

w _[(n oo
xx- (1 1)

Neni sice regularni, ale snadno se zjisti, k jejim pseudoinverzim patii také

(X'X)~ = (g D011>.

Ozna¢me b’ = (m,a’)’ jakékoliv feseni normalni rovnice v modelu analyzy roz-
ptylu jednoduchého tfidéni. Pro odhad c’a kontrastu (0,c’)’8 = c’a tedy plati

I 2

_ c2
ca~N(ca,0%cD 'c) =N (c'a,02 E ’) )

n;

i=1

Je ziejmé, Ze stiedni hodnota kontrastu zavisi pouze na efektech «; jednotlivych
oSetfeni, nikoliv na p.

Kontrasty dané vektory ¢ a d se nazyvaji ortogondini kontrasty, kdyz jsou
tyto vektory ortogonalni. V ptipadé, ze model analyzy rozptylu je vyvdZeny, tj.

plati n; = ... =n; = J, budou pak odhady c’a a d’a nezavislé.
Vénujme se nyni testovani nulové hypotézy Hp : ;3 = ... = a;. Pomoci [ —1
kontrastt

Q] —Qar,g —Qr,...,0r_1 —Qy,
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l1ze souhrnné zapsat nulovou hypotézu Hy jako pozadavek
(5.3) Ca=0,

kde jsme pouzili oznaceni

1 0 0
0 1 0
0 o ... 1
-1 -1 ... -1

V prostiedi R je tato matice oznacovana jako contr.sum. Rozhodovani o Hg
(o zavislosti Y na sledovaném faktoru) pomoci testovani ovéfitelné linedrni hy-
potézy (5.3) s matici (5.4) spo¢iva v porovnani jednotlivych efektl «; s efektem
I-tého osetfeni «;j.

Jinou moZnosti, jak vyjadfit Hy ve tvaru linedrniho omezeni (5.3), je pouzit
matici

-1 -1 ... -1
1 -1 ... -1
(5.5) c=1]20 2 ... -1
0o 0 ... I—-1

Tato Helmertova matice (v prostfedi R nazvand contr.helmert) odpovidé po-
sloupnosti omezeni

—aq +ag =0,

—a) —ag + 203 =0,

—al—-~~—oz1_1+(l—1)a]:0.

Postupné srovnavame druhy az I-ty efekt s aritmetickymi primeéry efektt s niz-
$imi indexy.

Je ihned zfejmé, zZe sloupce matice C z (5.4) (resp. z (5.5)) tvofi ortogondlni
kontrasty.

5.1.2 Reparametrizace pomoci kontrastu

Pripomenme zjisténi z prikladu 4.2, Ze v modelu analyzy rozptylu jednoduchého
t¥idéni m4 identifika¢ni omezeni tvar (0,¢’)(u, @)’ = 0, kde oviem soucet 1'c
slozek vektoru ¢ nesmi byt nulovy, nesmi tedy jit o kontrasty. Presto vSak vy-
uzijeme obé az dosud zavedené matice kontrasti. Pfejdeme k tloze s mensim
modely analyzy rozptylu.

Misto vektoru efektti e zavedme vektor a* o I — 1 slozkéch predpisem

(5.6) a=Ca".
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Vektor stfednich hodnot v modelu analyzy rozptylu jednoduchého tfidéni pak
lze postupné upravit na

EY =1u+ X, (kde X = (1,X,))
=1u+ X, Ca®

—x,1.0( 1),

kdyz jsme vyuzili zfejmy vztah X,1 = 1. Abychom zachovali stejny prostor
stfednich hodnot (tedy M(X) = M(X,)), musi byt matice (1,C) reguldrni
s hodnosti I. Obé az dosud zavedené matice kontrast tomuto pozadavku vyho-
vuji, navic obé splituji C'1 = 0, takze kazdy faddek matice C’ uréuje jeden kon-
trast. Pfitom efekty @ = Ca* vyhovuji reparametriza¢nimu omezeni 1'ac = 0,
tedy (4.5).

Podobné je matice (1, C) reguldrni i pro matici

0 0 0
1 0 0
(5.7) c=|01 0],
Do 0
0 0 1

kterou prostfedi R nabizi pod nazvem contr.treatment. Tentokrat nejsou
sou¢ty jednotlivych sloupcti nulové, takze slozky matice C'a jsou sice odhad-
nutelné, ale nejsou to uz kontrasty. Odpovida to reparametriza¢nimu omezeni
(4.6) pouzitému na a = Ca* pro j = 1.

Viimnéme si jesté varianéni matice odhadu vektoru (u, a*')':

var (;”) = g2 ((é) X/ X, (1 c)>_1
—((E)ou o)
=0’ <c’731 (1:/’331

Existuje jedna situace, kdy je tato varianc¢ni matice diagondlni, takze v normal-
nim modelu jsou slozky odhadu a* vektoru a* jsou nezavislé. Je to v pfipadé,
kdy jde opravdu o ortogonalni kontrasty (plati C'1 = 0 a matice C'C jediago-
nalni) a kdy je soucasné model vyvdZeng, (ny = --- = ny).

5.1.3 Interpretace kontrastii v R nebo S

V prostiedi R se pravé popsand reparametrizace pouzije, kdykoliv pomoci funkce
1m() hledame zavislost na néjakém faktoru.

Uvazujme stale model analyzy rozptylu jednoduchého t¥idéni. Matice Xq je
vlastné matici umeélych proménnych, kazdy sloupec je indikatorem jedné z moz-
nych hodnot faktoru. Odhady slozek vektoru (,u,a*')’ ziskdme v R, kdyZ na
vysledek 1m() pouzijeme summary().
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contr.treatment

Toto je v R standardni nastaveni. Stfedni hodnoty v jednotlivych vybérech
mizeme pomoci slozek a* zapsat jako

Ei/l_]:/"[” 1<]<n1,
E5Gj ::/L-%(If, I<j<n;2<i<1

Poznamenejme jesté, ze jako vychozi trover lze zvolit libovolnou z hodnot sle-
dovaného faktoru, standardni je volba prvni hodnoty faktoru.

Piiklad 5.2 (kofeny) V prostiedi R zvefejnime jednotlivé odhady pomoci
funkce summary():

> summary (1m(hmotnost~Procento,contrast=list(Procento=contr.treatment)))

Call:
Im(formula = hmotnost ~ Procento, contrasts = list(Procento = contr.treatment))

Residuals:
Min 1Q Median 3Q Max
-0.123667 -0.037121 -0.002733 0.041271 0.114867

Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|t])
(Intercept) 0.21180 0.01560 13.581 < 2e-16 ***
Procento2 0.17887 0.02339 7.646 5.89e-10 ***
Procento3 0.13633 0.02206 6.181 1.14e-07 ***
Procento4d 0.01428 0.02339 0.611 0.544

Signif. codes: 0 ‘*x**x’> 0.001 ‘*%> 0.01 ‘x> 0.056 ‘.’ 0.1 ¢ > 1

Residual standard error: 0.0604 on 50 degrees of freedom
Multiple R-Squared: 0.6316, Adjusted R-squared: 0.6094
F-statistic: 28.57 on 3 and 50 degrees of freedom, p-value: 6.641e-011

Odhad uvedeny v fadku (Intercept) je odhadem stfedni hodnoty v prvnim
vybéru, soucet zminéného odhadu s odhadem prc2 da odhad stfedni hodnoty
ve druhém vybéru atd. Snadno si to ovéfime, kdyz si tyto odhady (tj. vybérové
priméry) nechdme spocitat pfimo:

> attach(Koren)
> tapply (hmotnost,Procento,mean)

1 2 3 4
0.2118000 0.3906667 0.3481333 0.2260833

Jedna se o standardni nastaveni v R. Pokud jsem toto nastaveni nezmeénili,
nebylo tfeba parametr contrast uvadét. O

contr.helmert

(Standardn{ nastaveni v S+.) Pro Helmertovu matici plati C'1 = 0, takze jed-
notlivé slozky vektoru Ca jsou skuteéné kontrasty. Dalsim dtsledkem tohoto
vztahu je

la=1Ca*=0a*=0,

coZ je, jak vime, identifikaénim omezenim.
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Matice C'C pro C z (5.5) je ziejmé diagonélni s prvky i + i?> = i(i + 1) na
diagonéle. Proto lze snadno vyjadfit slozky a* pomoci a:
ot = (C'C) 'Ca,

odkud je

. 1 , : 1 1 <
«; —m 'Lai+1_;at —m ai+1_€;at

1

1 1
— EY; — - ) EY
i1 T b

Porovnavame tedy vzdy dalsi efekt s aritmetickym prumérem piedchozich, resp.
stfedni skupinu v dalsim vybéru s primérem stf¥ednich hodnot vybért s mensimi
indexy.

Piiklad 5.3 (kofeny)

> summary (1m(hmotnost~Procento,contrast=list (Procento=contr.helmert)))

Call:
Im(formula = hmotnost ~ Procento, contrasts = list(Procento = contr.helmert))

Residuals:
Min 1Q Median 3Q Max
-0.123667 -0.037121 -0.002733 0.041271 0.114867

Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|tl)
(Intercept) 0.294171  0.008271 35.567 < 2e-16 *xx
Procentol 0.089433 0.011697 7.646 5.89e-10 **x
Procento2 0.015633 0.006498 2.406 0.0199 *
Procento3 -0.022696 0.004949 -4.586 3.05e-05 *xx

Signif. codes: 0 ‘**x> 0.001 ‘**’> 0.01 ‘x> 0.05 ‘. 0.1 ¢’ 1

Residual standard error: 0.0604 on 50 degrees of freedom
Multiple R-Squared: 0.6316, Adjusted R-squared: 0.6094
F-statistic: 28.57 on 3 and 50 degrees of freedom, p-value: 6.641e-011

Napriklad v fadku Procento?2 je tedy uvedena tfetina rozdilu primérné hmot-
nosti ve tfeti skupiné a (nevazeného!) prtiméru z hmotnosti v prvnich dvou
skupinach. Jako absolutni ¢l O

contr.sum

Také v tomto piipadé jsou slozky vektoru C’'a kontrasty, opét spliuji identifi-
ka¢ni podminku > a; = 0. Vzhledem k tvaru matice C z (5.4) plati

I *
omco= (e (o)

Kazda ze slozek a* je tedy totoZna odpovidajici sloZce a pii identifikaci pomoci
>~ a; = 0. Posledni slozku a; bychom dostali tak, ze se¢teme jejich prvnich I —1
slozek a obratime znaménko.

Piiklad 5.4 (kofeny)
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> summary (lm(hmotnost~Procento,contrast=1ist(Proccento=contr.sum)))

Call:
Im(formula = hmot ~ Procento, contrasts = list(Procento = contr.sum))

Residuals:
Min 1Q Median 3Q Max
-0.123667 -0.037121 -0.002733 0.041271 0.114867

Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|tl|)
(Intercept) 0.294171  0.008271 35.567 < 2e-16 **x*
Procentol -0.082371 0.013785 -5.975 2.39e-07 **x
Procento2 0.096496 0.014847 6.499 3.64e-08 **x*
Procento3 0.053962 0.013785 3.915 0.000274 *x*x*

Signif. codes: 0 ‘**x’> 0.001 ‘**x’> 0.01 ‘*x’ 0.05 ‘.> 0.1 ¢’ 1

Residual standard error: 0.0604 on 50 degrees of freedom
Multiple R-Squared: 0.6316, Adjusted R-squared: 0.6094
F-statistic: 28.57 on 3 and 50 degrees of freedom, p-value: 6.641e-011

5.1.4 Reparametrizace pro uspoiradany faktor

Hodnoty uspofddaného faktoru (ordered), jak nazev naznacduje, jsou uspo-
fadany. Pro veli¢iny tfidy ordered se standardné pfifazuje matice kontrastt
contr.poly, jejiz sloupce jsou dany ortogonalnimi polynomy. Napiiklad pro
I =4 je to matice

> contr.poly(4)

.L .Q .C
[1,] -0.6708204 0.5 -0.2236068
[2,] -0.2236068 -0.5 0.6708204
[3,] 0.2236068 -0.5 -0.6708204
[4,] 0.6708204 0.5 0.2236068

Jak uz oznaceni sloupctt naznacuje, souvisi jednotlivé sloupce této matice s li-
nearnim, kvadratickym,. .. trendem. Pokud je model vyvéazeny (Cetnosti n; jsou
shodné), jsou odhady slozek « nezévislé.

Piiklad 5.5 (kofeny) Teprve nyni bereme v tvahu, Ze dGrovné pouzitého

faktoru jsou usporadany (jsou to procenta cukru v Zivném roztoku). Jednotlivé
slozky vektoru o* se tedy snazi zachytit linearni, kvadraticky,. .. trend. Samo-
zfejmé, za predpokladu, Ze hodnoty uspofddaného faktoru (ordindlniho znaku)

jsou od sebe ekvidistantné vzdalené (Ze jde vlastné o intervalové mé¥itko).

> summary (1m(hmotnost~Procento, contrast=list (Procento=contr.poly)))

Call:
Im(formula = hmot ~ Procento, contrasts = list(Procento = contr.poly))

Residuals:
Min 1Q Median 3Q Max
-0.123667 -0.037121 -0.002733 0.041271 0.114867
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Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|t])
(Intercept) 2.942e-01 8.271e-03 35.567 < 2e-16 **x*
Procento.L 7.081e-05 1.654e-02 0.004 0.9966
Procento.Q -1.505e-01 1.654e-02 -9.096 3.53e-12 *x*x*
Procento.C 3.173e-02 1.654e-02 1.918 0.0608 .

Signif. codes: 0 ‘**x’ 0.001 ‘*%> 0.01 ‘x> 0.05 ‘.’ 0.1 ¢ > 1
Residual standard error: 0.0604 on 50 degrees of freedom

Multiple R-Squared: 0.6316, Adjusted R-squared: 0.6094

F-statistic: 28.57 on 3 and 50 degrees of freedom, p-value: 6.641e-011

Tabulka analyzy rozptylu je samoziejmé totozna s vypocty pfi jinych volbach
matice kontrastti. OvSem z pravé uvedenych vysledki je zfejmé, co zpisobilo za-
mitnuti nulové hypotézy o nezavislosti hmotnosti kofenovych ¢asti na procentu
cukru v zivném roztoku. Zavislost bude blizka kvadratické zavislosti. O

5.2 Analyza rozptylu dvojného tridéni
Piedpokladéme, ze nezavislé nahodné veli¢iny Y;;; maji normalni rozdéleni
N(p+ i + B + vij, o),

pficemz je 1 <t <mn;;,1 <i<1I,1<j<J. Vedle (hlavnich) efektt se v nasem
modelu vyskytuji také interakce ;;, které se Castéji znaci jako (af3);;. Interakce
ukazuji, nakolik neni vliv sledovanych dvou faktord aditivni, nakolik je zévislost
stfedni hodnot zavisle proménné Y na faktoru A stejna pro rtizné urovné faktoru
B. Matice planu je sloZena ze tii ¢asti, které odpovidaji po rfadé koeficienttim
a, B,y

X =(1,Xqu, Xp, Xap) -

K tomu, aby bylo mozno s interakcemi pracovat, musime mit vice pozorovani,
nez kolik ¢ini hodnost regresni matice X, tedy nez I-J. Celkovy pocet pozorovani
opét ozna¢ime n = ) n;;. Odhadem stfednich hodnot EY;;; jsou nepochybné
prameéry ﬁj.. Odtud je zfejmé, ze rezidualni soucet ¢tvercu je roven

J n;
SST = ZZZ e — Yije)
=1 j=1t=1

K identifikaci se zpravidla pouzivaji vztahy

I J
}E: a; = 07 2{:/3j== 0,
i=1 j=1
I
Z%j =0 pro vSechna j,
i=1

Z vij = 0 pro vsechna 7.

K reparametrizaci 1ze znovu pouzit matic kontrastt

EY = 1/1 + X,C,a* *‘)(b(:bla* + )(ab(:ab'y*.
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skup. celkova plocha skup. celkova plocha
plocha  Metaconid plocha  Metaconid
r 89,66 19,97 r 82,68 19,23
r 81,11 18,57 r 86,32 19,18
r 85,19 18,60 r 83,72 18,73
r 78,81 15,69 r 91,37 19,10
r 97,23 19,92 r 85,75 21,72
r 87,19 20,02 r 92,84 21,25
r 76,53 18,88 r 81,58 17,96
r 98,51 23,81 r 80,95 17,01
r 87,35 19,51 r 77,56 21,04
r 92,83 21,78 r 89,48 19,70
r 77,33 18,55 r 93,11 17,58
r 92,15 20,83 r 91,78 21,07
r 77,92 14,98 r 86,22 19,56
m 102,87 19,23 m 87,01 18,03
m 113,85 23,70 m 119,73 27,67
m 105,15 21,02 m 117,65 24,65
m 99,77 20,90 m 104,72 25,90
m 93,53 21,15 m 90,15 18,58
S 146,09 28,22 S 125,33 28,68
S 112,32 21,66 S 98,54 19,98
S 96,26 20,22 S 120,03 23,58
S 132,51 27,36 S 104,73 24,59

Tabulka 5.2: Velikosti ploch dolnich sedmicek

Snadno se zjisti, Ze lze pouzit C,, = C, ® Cp, pfiCemz matice na pravé strané
nemusi mit stejné vlastnosti, lze kombinovat naptiklad contr.treatment a
contr.sum. K tomu, aby sloupce matice C,, tvofily skutecné kontrasty staci,
aby aspon jedna ze zucastnénych matic méla tuto vlastnost. Pak totiz plati

1'Cyp= (1'®1) (C,®C,) =. (I'C,) ® (1'C,) = 0.

5.3 Analyza kovariance

Piiklad 5.6 (Protoconid) Budeme porovnavat velikost plochy jistého hr-
bolku dolni sedmicky (Protoconid) ve tfech skupinich archeologickych nélezi,
které odpovidaji riznym vyvojovym stadiim, zde znacenym symboly r, m, s. Po-
uzitd data jsou uvedena v tabulce 5.2. Kdybychom k porovnani pouzili analjzu
rozptylu jednoduchého tfidéni, dostali bychom statistiku F = 11,6935, ktera je
pfi 2 a 41 stupnich volnosti vyznamna (p < 0,0001). Lze ale namitat, Ze roz-
dily velikosti sledovaného hrbolku mezi skupinami mohou byt zptisobeny pfimo
rozdily velikosti zub.

Provedme tedy nejprve adjustaci na velikost zubu a teprve potom analyzu
rozptylu. V modelu (1.16)

Yie ~ N(p+ o + By + €41, 0%)

dostaneme odhady (v zévorkach uvedadime stiedni chyby) b = 0,1988 (0,0257),
pii reparametrizaci podle (4.6) s j = 1 dédle m = 2,2243 (2,2413), a1 =0, as =
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metakon
16 18 20 22 24 26 28

80 90 100 110 120 130 140

celk.plocha

Obrazek 5.2: Velikosti ploch dolnich stolicek

—0,7089 (0,7612), as = —1,2965 (1,0368) s rezidualnim souétem ¢tverci RSS =
111,7786 pri 40 stupnich volnosti. Daty jsme prolozili rovnobézné primky se
smérnici 0,1988, pro skupinu m (resp. s) jsou proti skupiné r posunuty o —0,7089
(resp. —1,2965) jednotek.

Chceme-li rozhodnout, zda se skupiny po provedené adjustaci na velikost
zubu jesté lisi, testujeme hypotézu, ze piimky jsou totozné. V tomto podmodelu
daném pozadavky a; = as = a3 = 0 dostaneme odhady § = 0,1733 (0,0161) a
m = 4,2714(1,5596) a rezidudlni soucet ¢tverctt RSSy = 116,3392. Test podmo-
delu vede podle (2.10) k testové statistice

o 1163392 — 111,7786 40
N 111,7786 2

= 0,8160,

coz pri 2 a 40 stupnich volnosti da p = 0,4494. Po adjustaci na velikost zubu

nelze mezi skupinami prokazat rozdil.

Na obrazku 5.2 je patrné, pro¢ po adjustaci vuci celkové plose mize vyjit
(tu¢né symboly) posuneme po spoleéné regresni piimce tak, aby méla stejnou
x-ovou soufadnici.

> anova(a<-lm(metakon~Skupina))
Analysis of Variance Table

Response: metakon

Df Sum Sq Mean Sq F value Pr(>F)
Skupina 2 159.347 79.673 11.694 9.588e-05 ***
Residuals 41 279.353 6.813

Signif. codes: 0 ‘**x*’ 0.001 ‘*x’ 0.01 ‘x’ 0.05 ¢.” 0.1 ¢ *> 1
> summary (aa<-lm(metakon~celk.plocha+Skupina))

Call:
Im(formula = metakon ~ celk.plocha + Skupina)
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Residuals:
Min 1Q Median 3Q Max
-3.1574 -1.2329 -0.1113 0.6853 3.5631

Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)
(Intercept) 2.22432 2.24130 0.992 0.327
celk.plocha 0.19883 0.02568 7.744 1.76e-09 *x*x*

Skupina2 -0.70892 0.76124 -0.931 0.357
Skupina3 -1.29649 1.03684 -1.250 0.218
Signif. codes: O ‘**x’> 0.001 ‘x*x’ 0.01 ‘%’ 0.05 ‘.’ 0.1 ¢ ’ 1

Residual standard error: 1.672 on 40 degrees of freedom
Multiple R-Squared: 0.7452, Adjusted R-squared: 0.7261
F-statistic: 39 on 3 and 40 DF, p-value: 5.949e-012

> anova(aa)
Analysis of Variance Table

Response: metakon

Df Sum Sq Mean Sq F value Pr(>F)
celk.plocha 1 322.36 322.36 115.357 2.366e-13 *x*x*
Skupina 2 4.56 2.28 0.816 0.4494
Residuals 40 111.78 2.79

Signif. codes: O ‘**x’> 0.001 ‘x*x’ 0.01 ‘x> 0.05 ‘.’ 0.1 ¢ ’ 1

> anova(aaa<-lm(metakon~celk.plocha))
Analysis of Variance Table

Response: metakon

Df Sum Sq Mean Sq F value Pr(>F)
celk.plocha 1 322.36 322.36 116.38 1.111e-13 *x*x*
Residuals 42 116.34 2.77

Signif. codes: O ‘**x’> 0.001 ‘x*x’ 0.01 ‘x> 0.05 ‘.’ 0.1 ¢ ’ 1

> anova(aaa,aa)
Analysis of Variance Table

Model 1: metakon ~ celk.plocha
Model 2: metakon ~ celk.plocha + Skupina

Res.Df RSS Df Sum of Sq F Pr(>F)
1 42 116.339
2 40 111.779 2 4.561 0.816 0.4494

Uvedme jesté postup, jak jsme nakreslili obrazek 5.2.

plot (metakon~celk.plocha,pch=skupina,col=skupina)

points(tapply(celk.plocha,Skupina,mean) ,tapply(metakon,Skupina,mean),
col=1:3,pch=15+1:3)

abline(1m(metakon~celk.plocha,subset=skupina==1),col=1)

abline (Im(metakon~celk.plocha,subset=skupina==2),col=2)

abline (1lm(metakon~celk.plocha,subset=skupina==3),col=3)

vV V.V 4+ Vv VvV
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O

Poznamka Posledni piiklad poskytuje pé€knou ukazku toho, Ze statistiky
uvedené v tabulce analyzy rozptylu, které poskytuje R, zavisi na poradi faktori.
Doporucuji porovnat soucet Ctverct vysvétleny prislusnosti ke tfem skupinam
se stejnou statistikou uvedenou v obou tabulkach analyzy rozptylu v poslednim
piikladu (modely a a aa).

> anova(lm(metakon~Skupina+celk.plocha,data=Metakon))
Analysis of Variance Table

Response: metakon

Df Sum Sq Mean Sq F value Pr(>F)
Skupina 2 159.347 79.673 28.511 2.013e-08 *x**
celk.plocha 1 167.575 167.575 59.967 1.764e-09 **x*
Residuals 40 111.779 2.794

Signif. codes: O ‘**x’ 0.001 ‘%%’ 0.01 ‘x’ 0.05 ‘.’ 0.1 ¢ ’ 1
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Kapitola 6

Nasledky nesplnéni
predpokladu

V linedarnim modelu jsme predpokladali, Ze zndme prostor moznych stiednich
hodnot, ze vSechna pozorovani maji stejny rozptyl, Ze jsou nekorelovana (resp.
nezavisla) a ze maji normalni rozdéleni. Nyni se pokusime popsat nasledky, které
ma nesplnéni nékterého z uvedenych predpokladi.

6.1 Prostor strednich hodnot
Predpokladejme, ze plati
(6.1) Y =XB+Zv +e, e~ (0,0°1),

pfestoze my nadile pracujeme s modelem Y ~ (X3, o21).
Oznaéme G = (X,Z) a § = (B',7') a veskeré statistiky vztazené k modelu
Y ~ (G4, ?1) oznacime dolnim indexem g. B&Zny odhad vektoru EY je tedy

(6.2) Y, =G(G'G)GY,

coz je, jak vime napf. z (2.11), pramét Y do M(X, Z) = M(X, MZ). S pouzitim
MZ pak dostaneme

. XX 0\ (X
Y, = (X’MZ)< 0 z’mz) (Z’M) Y

= X(X'X)"X'Y + MZ(Z'MZ)~Z'MY
(6.3 =Y +MZ(Z’MZ)"Z'u
(6.4) = Xb, + Zc,,

kde b, a ¢, jsou obecné néjaka feSeni prislusné normalni rovnice.

Kdyz ptepiseme (6.4) tak, aby bylo patrné jakou linedrni kombinaci sloupcii
matic X, Z je vektor Yg (co mohou byt vektory by, c,), dostaneme po tpravé
(vyjadiime M pomoci X)

(6.5) Y, = X(b— (X'X)"X'Zc,) + Zc,,

o7
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kdyz jsme oznacili

(6.6) ¢, = (Z’MZ)"Z'u.
Mizeme tedy psat

(6.7) b, =b— (X'X)"X'Zc,,

odkud je zfetelny zejména vztah mezi b a by,.
Z (6.3) plyne, ze rozdil reziduélnich sou¢tl étvercti mezi uvazovanym mode-
lem Y ~ (X3, 021) a skuteéné platnym modelem Y ~ (G§,021) je

RSS — RSS, = |[MZ(Z'MZ)~Z'u|?
(6.8) = [|[MZc,|]*.

Porovnejme jesté stfedni hodnoty obou rezidudlnich soucét ¢tvercti. Pro-
toze plati model (6.1), je zfejmé E RSS, = (n — h(X,Z))o?. Jinak to dopadne
u rezidudlniho sou¢tu étvercti RSS z (nespravné) predpokladaného modelu. Po-
stupnymi tpravami dostaneme

ERSS =E|MY|]* = E|[M(X3 + Zv + e)||* = E||MZ~ + Me||?,

tedy
ERSS = ||MZ~|? + E ||Me|?

(6.9) = |IMZ~|[* 4 (n — h(X))o?.

Vrafme se k odhadu Y. Jeho stiedni hodnota je rovna

EY = H(X3 + Zvy) = X3 + HZ~.

Obecné tedy neni nestrannym odhadem pro EY, mé vychyleni

(6.10) biasY = X8 + HZ~y — (X8 + Zv) = —MZ~.

Stredni ¢tvercovou chybu Y jako odhadu pro E'Y lze psat

MSEY = varY + (bias Y)(bias Y)' = 02H + MZ~y~'Z'M.

Protoze Yg je nestrannym odhadem EY, plati MSE Yg = var Yg, coz lze upravit
podobné jako pii vypoctu Y, na

s XX 0\ [ X
_ 2
varY, = 0?(X,M2Z) ( o Z’MZ) <Z’M>
(6.11) =0 (H+MZ(Z'MZ)"Z'M).

Shriime vlastnosti odhadt klasického modelu.

Véta 6.1. (Vlastnosti odhadu, plati-li $ir§si model) Necht plati Y ~
(XB + Z~, ?1). Pro statistiky odvozené z modelu Y ~ (X8, o21) plati

(6.12) biasY = —MZ~,
. MZ~ |2
1 bias 5 = IMZ7I
(6.13) ias S n—h(X)

(6.14) ERSS = ERSS, + ||bias Y||? + (h(X,Z) — h(X))o>.
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Porovnejme oba odhady pro EY:
MSEY, — MSEY = ¢ (MZ(Z'MZ)"Z'M — MZy~'Z'M/0?).

Nyni sta¢i pouzit tvrzeni véty A.7 pro A = MZ a c = v/0, abychom zjistili, Ze
rozdil stfednich ¢tvercovych chyb da pozitivné semidefinitni matici, pravé kdyz
je ||Ac||? = |[MZ~/c||? < 1. Dogli jsme tak k tvrzeni nasledujici véty.

Véta 6.2. (Kdy je vychyleni malé) Necht plati Y ~ (X3 +Z~,o?l). Pro
Y, z tohoto modelu a pro Y z modelu Y ~ (X3, 02l) plati ekvivalence

(6.15) MSEY, > MSEY < |bias Y| < o2

Pti pfedpovédi budouciho pozorovani tedy je vyhodnéjsi pouzit mensi model,
kdyz je vychyleni zptisobené touto volbou dostateéné malé.

Véta 6.3. (Dusledek) Necht b je libovolné feseni normélni rovnice X'Xb =
XY, necht # = p’B + s’y je odhadnutelny parametr v modelu Y ~ (X3 +
Z~, 0?1). Potom je parametr 7 = p’3 odhadnutelny také v modelu Y ~ (X3, o21)
a plati

MSE 7 < MSEf <= |[MZ~|? < ¢>.

D 1 k a z: Predevsim je tfeba dokazat, ze 7 je odhadnutelny parametr.
Odhadnutelnost 6 je podle véty 1.3 ekvivalentni s existenci vektoru q € R™, pro
ktery plati q'(X,Z) = (p/,s’). Specidlné to tedy znamend existenci q, pro ktery
plati ¢’X = p’, tedy podle téze véty odhadnutelnost parametru 7 v ,,menSim*
modelu. Porovnani stfednich ¢tvercovych chyb plyne z pouziti tvrzeni véty 6.2,
kdyZ se vezme ohled na MSE# = q'(MSEY)q a MSE# = q'(MSE Y(])q O
Poznamka Totéz dostaneme, pokud v modelu Y ~ (X3 + Z~, o2l) je odhad-
nutelny parametr * = p’3 + 0’y = p’3. Néco jiného vyjde, kdyz plati ,,mensi“
model, a my pouzijeme model vétsi, i kdyz jen k odhadu odhadnutelné funkce
p'B. Pak jsou oba odhady 7; = @'Y, a 7* = q'Y nestranné. Potom rozho-
duje porovnani rozptyli. Pouzijeme vyjadfeni (6.11) pro rozptyl odhadu T, 2
skutec¢nost, ze je q'Z = 0" (jinak by neslo o nestranny odhad):

var 7 = q'(varY,)q
=0 (p/(X'X)"p+p (X'X)"X'Z(Z'MZ)~Z'X(X'X) p)
=var7* + o%p/(X'X)"X'Z(Z'MZ)~Z'X(X'X) " p,

coz ukazuje, nakolik je odhad ve zbyte¢né bohatém modelu méné presny.

6.2 Pripad s uplnou hodnosti

Pfedpokladejme nyni, Ze matice G mé linedrné nezavislé sloupce. Odtud plyne,
7e také matice X a Z maji linedrné nezéavislé sloupce, takze X'X a Z'Z jsou
regularni. Regularni musi byt také matice Z’MZ, nebot prostor M(MZ) musi
mit stejnou dimenzi jako prostor M(Z). MiZeme tedy v tomto piipadé psat (viz
(6.7), (6.6))

(6.16) b, =b — (X'X)"'X'Zc,,
(6.17) c, = (Z’MZ)"'Z'u.
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Ze vztahu (6.16) mizeme vyjadfit stfedni hodnotu odhadu b:
(6.18) Eb=8+ (X'X)"'X'Z~.

Invertovinim matice rozdélené na pole (viz napiiklad (Andél, 1978, kap. IV,
véta 9)) dostaneme

b\ L (XX X'Z\7'
¥\e,) 77 Xz Z'2
o?(X'X = X'2(Z2'2)~1Z'X) ! *

(6.19) = < * o2(ZMZ)~1 )
kdyz jsme hvézdickou oznacili matice kovarianci, jejichz explicitni vyjadfeni nyni
nepotfebujeme.
Zavér Pro model Y ~ (Gd, 1) s tiplnou hodnosti plati:
a) Je-li X'Z = 0, pak plati by = b (se vSemi diisledky).
b) Je-li X'Z # O, pak je odhad b vychylenym odhadem g3, plati viak
(6.20) varb, > varb.
Tvrzeni o varian¢nich maticich plyne z toho, Ze je

X'X-X'Z(Z'Z2)7'Z'X < X'X,
pak staéi pouzit vétu A.5 z appendixu o srovnani kvadratickych forem.

Piiklad 6.1 (dva regresory) Necht plati regresni model se dvéma nezavisle
proménnymi
y =P+ br+z
— B+ Bz — 7) + (= - 2)

kdezto my uvazujeme pouze zavislost na nezavisle proménné z. V takovém pii-
padé pouzivame odhad parametru 3; tvaru

b— iz (@i = 2)(yi — ) _ Tye
Y (@i — ) Too

s rozptylem
varb = 0% /T,,.

Odhadem parametru 35 je Y s rozptylem o?/n.
Ve skutec¢nosti jsme méli pouzit odhad zalozeny na

b\ _ (Tew Tox\ " (Tay
Cqg C\Te T. T.y)’

coz po upravé vede k odhadu

TzzT:vy - Tszzy
bg - Tatszz - ng

— b— (TmZ/TrI)(sz/Tzz)

)
1—-7rZ,

)



6.3. VARIANCNI MATICE 61

kde r2_ je vybérovy korela¢ni koeficient mezi veli¢inami x, z. Rozptyl odhadové
statistiky b, mizeme zapsat jako

T,
2 zz
O o
o? 1

varb.

= _ 2 1_.2
Tpwl—12, 1—7r2,

Odtud je vidét zfetelné, Ze rozptyl b, nemiize byt nikdy mensi, nez rozptyl b.
Naopak, pii podobné se chovajicich veli¢inach z a z bude mnohem vétsi.
Vsimnéme si také, ze i ve spravném modelu je odhad absolutniho ¢lenu
stejny, je to Y.
Ze vztahu (6.18) o stfedni hodnoté b zde specidlné dostaneme vychyleni

odhadu b
TIZ TZZ
biasb = =/ Tz
ias Tm'y TMT‘ y

6.3 Varianc¢ni matice

Predpokladejme, ze ve skutecnosti plati
(6.21) Y ~ (XB,0°W™),

kde W > 0 je znama pozitivné definitni matice. Vhodné statistiky jsme popsali
v oddilu 1.8. Zde se pokusime zjistit nasledky toho, Ze vychazime z predpokladu

(6.22) Y ~ (XB,o%l).

Nasim hlavnim cilem je zjistit, kdy je takto ziskany bézny odhad Y totozny
s optimalnim odhadem Y .
Odhad Y je i za platnosti modelu (6.21) nestrannym odhadem EY:

EY = HX3 = X3.
Varianéni matici odhadu Y dostaneme také snadno:
varY =varHY = Ho?W 'H = ¢?HW'H.

Zavedme pracovni oznadeni. Necht P = (Q, N) je takova ortonormélni ma-
tice, pro kterou plati M(X) = M(Q). Oznacime-li

(6.23) Too = QWQ,
(6.24) Ton = QWN,
(6.25) Tyy = NWN,
mizeme matici W zapsat jako W = PP’"WPP’, tedy
Too Ton) (Q
6.26 W=(Q,N
(6.26) @m (722 1) (%
(6.27) = QTQQQI =+ QTQNN/ + NT/QNQ, =+ NTNNN/.

Podobné lze vyjadiit matici W™! jako
W =QT°Q" + QTY "N + NT9VQ' + NTVVN'.
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6.3.1 Totozné odhady

Zajima nas, kdy jsou odhady Yw a Y totozné. Je to prévé tehdy, kdyz jsou
obé projekéni matice totozné, tedy kdyz plati (viz téz vétu 1.7)

(6.28) X(X' X)X = X(X'WX)” X'W.
K maticim X a Q existuje matice C typu r X k takovd, ze je X = QC (jsou
to soufadnice jednotlivych sloupcti matice X v bazi Q). Protoze fadky matice

C musi byt linedrné nezavislé, existuje jeji prava inverzni matice C~. Kdyz
pouzijeme vyjadieni X = QC, dostaneme s pouzitim (6.27) a vlastnosti matice P

X'WX = C'Q'WQC = C'TC.

Odtud je snadno matice C_Tééc_/ néjakou pseudoinverzni matici matice X'WX.
Dosadime-li do (6.28), dostaneme s vyuzitim (6.26)
QQ' = QC(C T,,C™ )C'QW
= QT(TeeQ' + TonN)
=QQ' +QT,,TonN".
Uvazime-li Ze matice Q a N maji linedrné nezavislé sloupce, dosli jsme tedy
k tvrzeni nésledujici véty:
Véta 6.4. Odhady YwaY jsou totozné, prave kdyz plati

(6.29) O0=Tony = QWN,
coz je ekvivalentni s podminkou

(6.30) 0=T%%=QWN.

D @ k a z: K dokonceni ditkazu staci ukazat ekvivalenci obou podminek.
Staci si vSak uvédomit, ze inverzni matice k blokové diagonédlni matici je opét
blokové diagonalni. O

Totoznost obou odhadi je tedy zajisténa, kdyz ortogonalni skupiny sloupci
matic Q, N jsou vici sobé ortogonalni také v prostoru deformovaném matici W.

6.3.2 Odhad rozptylu

Jsou-li splnény klasické predpoklady, je S? nestrannym odhadem rozptylu o2.
Dikaz byl zalozen na tom, Ze v klasickém linedrnim modelu plati E RSS =
(n—r)o?.

Zachovame-li oznaceni z 1. kapitoly, mizeme psat
RSS = ||u|* = [INNY* = INY]%,

kdyz jsme pouzili ortonormalitu sloupctt matice N. Ma-li ndhodny vektor Y
varianéni matici 02W ™!, m4 nahodny vektor N'Y nulovou stiedni hodnotu a
varian¢ni matici

varN'Y = o2N'W~ !N
_ 02TNN
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Dosli jsme tedy k tvrzeni
Véta 6.5. V modelu Y ~ (XB,02W ™) je statistika S? nestrannym odha-
dem rozptylu 02 pravé, kdyz plati tr N'W™'N =n —r.

Zadame tedy, aby varianéni matice vektoru N'Y maéla stejnou stopu, af uz
plati model Y ~ (X[‘L 02W71) nebo model Y ~ (Xﬁ7 O’2|).

6.3.3 Test podmodelu

Tentokrat musime predpokladat normélni rozdéleni Y ~ N(XB,UQW_l). Po-
zadavek EY = X8, uréi podmodel uvazovaného modelu, kdyz plati M (Xo) C
M(X) a soucasné 0 < h(Xg) =19 < h(X) =r.

O platnosti podmodelu se rozhoduje pomoci F statistiky z véty 6.6, tvr-
zeni d). V porovnani se zmiflovanou vétou tentokrat mé nédhodny vektor Y
jinou variancéni matici. Tvrzeni vSak ztstane v platnosti, pokud ndhodny vektor

Q/
(W)

ma rozdéleni N(O, 0‘2|). Je tedy nutné a staci, aby bylo soucasné

(6.31) Qw'Q, =1
(6.32) QW IN=0
(6.33) N'W'N =1

Véta 6.6. Kdyz existuje matice D tak, ze plati
W' =1+ XD’ + DX,

a plati podmodel, pak statistika F' z (2.10) m4 rozdéleni F(r — ro,n — 7).

D 4 k a z: Je t¥eba dokéazat, Ze plati vztahy (6.31)—(6.33). Toho se snadno
doséhne, kdy# se vyuzije vztahit XN = 0 a Q| Xo = O. a

6.3.4 Priklady

Zde uvedeme dva modely, které vedou k specidlnim maticim W.

Priklad 6.2 (ndhodné bloky) Rozsifme tlohu, kterd vedla na jednoduché
t¥idéni. Opét chceme porovnat I néjakych oSetfeni. Abychom co mozné nejvice
zmensili vliv variability pokusnych objektt (zvifat, osob, policek), sestavime
nejprve J pokud mozno homogennich skupin — bloki po I prvcich (mysi z jed-
noho hnizda, sourozenci, velké pole, v némz vydélujeme policka). V daném bloku
pak nadhodné pridélime kazdému prvku jedno osetfeni. Vysledny model by mél
splitovat (1 <:<I,1<j <)

(634) )/ij = ,lL+OZZ+Bj +€ij7
kde e;; ~ N(0,02), B; ~ N(0,0%) je celkem I.J + J nezavislych nahodnych

veli¢in. Nezndmé konstanty (parametry) o; se nazyvaji pevné efekty, kdezto B;
jsou ndhodné efekty jednotlivych bloki.
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Snadno zjistime, Ze plati
cov(Yij, Yyq) = cov(B; + eij, By + pg) = 0ip0jq0” + 8jq0%;,
coz 1ze pomoci Kroneckerova souéinu (viz (A.21)) zapsat jako
varY = o2(l; @ 1) + o511 @ 1)
(6.35) —o (e + %y )
Protoze v nasem modelu jsou stejné parametry, jako v modelu analyzy rozptylu
jednoduchého tiidéni, je stejnd i matice X. Matici P = (Q, N) s ortonormalni

bazi R"™ snadno vyjadiime pomoci matice Ng typu J x (J — 1), pro kterou je
(v/(1/J)1,Ng) ortonormélni. Snadno je

(6.36) Q=(Ir®(1/))1),
(6.37) N =1; ®No.

Ovérime, ze jsou oba odhady Yw =Y v modelu nahodnych bloku totozné.
Podle véty 6.4 staéi ovéfit podminku (6.30):

(6.38) QW 'N= \/E(ll ®1) ((l, ® 1)+ ‘;—%(11’ ® |J)> (17 ® No),

(6.39) = \/3 ((II ® 1'Np) + Z—%(ll’ ® 1’N0)> ,
(6.40) =0,

nebot je 1'Ng = 0'. O

Priklad 6.3 (adjustace) Méfici pfistroj je tfeba pfed pouzitim adjusto-
vat, nastavit na ném nulu. K tomuto tcelu se provadi ng méfeni Yy; zndmého
etalonu s hodnotou p, takze k nastaveni stupnice pouzijeme zjistény prameér
Y* ~ N(uo,a2 /ng). Vlastni méfeni (vyjadiené na stupnici pfed nastavenim
nuly) vyhovuje modelu Y;* ~ N(ﬁ(’)‘ + xgﬁ,UQ) pro i = 1,...,n. Ve skute¢nosti
v8ak porovnavame zjisténou troven mérené veli¢iny s pramérnou hodnotou Y*
u etalonu, takze dal budeme zpracovavat ndhodné veli¢iny Y; vyhovujici modelu

= (85 — mo) + x;B + (e] —€)
= o +x;B + ei,

kde e*,e],..., e} jsou nezdvislé ndhodné veli¢iny. Protoze plati

cov(Y;,Y;) = cov(ef — €, ej — ")

2 2
(Sijd + o /TLQ,
milzeme varianéni matici psat ve tvaru

(6.41) varY = o (1+ (1/ng)11")
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Kazda slozka vektoru Y mé rozptyl ((no + 1)/ng)o? a kazdé dvé riizné slozky
stejnou kovarianci (1/ng)o?.

Lze snadno ukézat, ze v popsaném modelu jsou odhady Y a Yy totozné.
Je-li podmodelem EY ~ (1v,02W™1), je také splnén predpoklad véty 6.6.

K popsané tloze se dojde naptiklad pii méfeni fluorescence, které je vlastné
méfenim relativnim. Nezname totiz multiplikativni konstantu, ktera udava po-
mér mezi naméfenym elektrickym signalem a skutecné vyzarenou energii. K adi-
tivnimu modelu, jako v nasem piikladu, dojdeme po logaritmovani. O

6.4 Typ rozdéleni

Nakonec pojedname o vlivu nesplnéni pfedpokladu norméalniho rozdéleni. Bu-
deme piedpokladat model Y ~ (X3, o021), pii¢em# ndhodné veli¢iny jsou Y1, ..., Y,
nezavislé, maji stejné rozdéleni s Sikmosti 1 a Spicatosti vy (pro urcitost: vo =
E(ei/o)* —3).

6.4.1 Optimalita odhadu rozptylu

Zavedli jsme odhad S2 rozptylu o2, zjistili jsme, Ze je nestranny. Nezabyjvali
jsme se otazkou, zda je tento odhad nejlepsi. Pro jednoduchost budeme odha-
dovat jeho nésobek, parametr § = (n —r)o?, pro ktery je nestrannym odhadem
statistika RSS. V dalsim budeme zjistovat, za jakych predpokladii je ve zvolené
t¥idé odhadi odhad RSS nejlepsim odhadem 6.

Necht A je libovolné pozitivné semidefinitni matice typu n x n. VySetfujme
vlastnosti statistiky T = Y’'AY, kterd je vzhledem k piedpokladu A > 0 ne-
zaporna. Ma-li byt tato statistika nestrannym odhadem parametru 6, musi pro
viechna 3 a 02 > 0 platit:

ET=EY'AY = trAEYY' = trA((EY)(EY) +varY)
= trA (XBB'X' + %) = BX'AXB+ o’ trA = (n—r)o”.

Vzhledem k pozadované pozitivni semidefinitnosti matice A je nestrannost 7'
ekvivalentni s dvojici pozadavkt

(6.42) AX =0,
(6.43) trA=n—r.

Pozadavek (6.42) umoziiuje misto Y'AY psat e’Ae. Podle véty A.11 dosta-
neme
varY'AY = o (72 S+ 2trA2) .

ProtoZe je nasim cilem konfrontovat odhad T' = Y'AY s odhadem RSS =
Y'MY, zavedeme matici D = A — M. Pozadavek (6.43) piejde v pozadavek

(6.44) trD =0,

podobné pozadavek (6.42) znamend O = (M + D)X = DX. Je tedy nutné
(nezapomenime, Ze matice D je symetrickd) M (D) C M (M), tedy

(6.45) MD = D.
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Nyni budeme minimalizovat rozptyl kvadratické formy s matici A = M + D.
K tomu budeme potiebovat drubhou mocninu matice A. S vyuzitim (6.45) a
(6.44) dostaneme

A’ = (M + D)(M + D)
=M + 2D + D?,
trA%? = (n —r) + tr D*.
Proto nakonec vychazi
varY'AY = o (72 (Z mZ; + 2 Z myidi; + Z di) +2(n—1r)+2tr D2)
=o? (’YQZm?l +2(n77"))
+ 204 (’}/Q(Z d?i/Q + Zm”d“) + tr D2)

=varY'MY + 20%¢(D),

kde jsme zavedli
g(D) =72 (Z d?i/Q + Zm“d“) + tr D2,

Popiseme dvé situace, v nichz funkce g(D) minimélni pravé pro D = O.

Piipad 75 = 0. Tento pfedpoklad spliiuje zejména normélni rozdéleni. Funkce
g(D) = tr D? je nezéporna, minimalni je pravé pro D = O.

Piipad m;; = m. Pokud jsou vSechny diagondlni prvky matice M stejné, musi
byt rovny hodnoté (n — r)/n, nebot stopa matice M je rovna n — r. Proto lze
funkci g(D) postupné (pouzij (6.44)) upravit na vyraz

g(D) :72Zd§¢/2+zzd?j

i<j
Vyraz je minimalni opét pro D = O, nebot obecné plati v > —2.
Shrneme-li sva zjisténi, dostaneme néasledujici tvrzeni.
Véta 6.7. Jestlize plati néktera z podminek
(6.46) v2 =0,
potom je odhad S? nejlepsim kvadratickym nezapornym nestrannym odhadem
rozptylu o2. Je-li splnéna podminka (6.47), potom plati

varSZZE 1—|—ﬂn_7a
r 2 n '

D 1 k a z: K dikazu staci si uvédomit, ze plati h;; = 1 — my;, zbytek dikazu
plyne z tivah uvedenych pred znénim tvrzeni. O

Spliiuje-li linedrni model podminku (6.47), fikdme, Ze je to kvadraticky vy-
vazeny model. Mezi kvadraticky vyvazené patii zejména mnohé modely analyzy
rozptylu.
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6.4.2 Test podmodelu

Snadno se lze presvédcit, ze v norméalnim linedrnim modelu lze statistiku F
(2.10) pro testovani podmodelu EY = X8, vyjadiit jako podil dvou nezavis-
Iych nestrannych odhadt rozptylu (pro zjednoduseni oznac¢ime Qo = N, pfi-
slusné stupné volnosti jsou fi =r —rg a fo =n—r)

_ Y'Q:Q\Y/fi
Y'Q:QyY/ [

pfiCemz pozitivné semidefinitni idempotentni (projekéni) matice Q; Q;- maji
hodnosti h(Q;Q)) = h(Q;) = f; a plati Q)Q; = O. V dalsim budeme apro-
ximovat prvni dva momenty logaritmu statistiky F' a pokusime se vymezit, kdy
budou tyto aproximace stejné, jako v pfipadé normalniho linedrniho modelu.

Oznac¢me vektor diagonalnich prvki matice Q; Q; symbolem q;. Potom pro
j-ty odhad rozptylu

(6.48) S?=Y'Q,;Q)Y/f;
s pouzitim véty A.11 plati ES? = 0” a také

4
g .

var 57 = F(’qu‘Ijqj +2f;), J=12

J

4
g
cov(S7,53) = 77, 2

Vsimnéte si, ze k nekorelovanosti obou odhadt rozptylu neni nutné normélni
rozdéleni, sta¢i ,ortogonalita“ diagonélnich prvki matic Q; Q] a Q2Q5.

Misto F budeme dél vySetfovat rozdéleni Z = (1/2)log F, nebot i v normél-
nim modelu je rozdéleni statistiky Z mnohem vice symetrické, lépe aproximo-
vatelné normalnim rozdélenim. Pomoci Taylorova rozvoje

-0t 1 (50’ (1>

log SJZ» = logo? + -2

11 o2 2! ot
dostaneme
2
2 - o vars;
(6.49) E log S5 = logo® — 5
1 Y2
(6.50) =logo? — — — 54,4,
f' 2f_j 7

takze pro E Z dostaneme aproximaci

EZ = —(E log S? — E log S2)

1 1 Y2 (1 , 1, >)
= — ————'—— _— —_ —
5 (fz i D) 22(12(12 12‘11‘11

- ! e (f19s — f2a,) (f19s + f2qy).

=N

~h 7 topp
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Podobné pomoci aproximace log sz =logo? + (5% — 02)/0? dostaneme

2111 e _ N
varZ = o <f1 + fg) (1+ A +f2)(f1q2 f2q1)(fray f2CI1)>-

Zavér je nasnadé. Aproximované prvni dva momenty statistiky Z nezavisi na
hodnoté 75, kdyz plati

(6.51) 192 = faqy.

Jednou ze situaci, kdy je tato podminka splnéna, je pfipad kdy model i
podmodel jsou kvadraticky vyvazené. Pak je totiz q; = (f;/n)1 a podminka
(6.51) je bezpeéné splnéna.

Poznamka. V ¢lanku Box, Watson (1962) je vySetfovan podmodel EY = 10,.
Technikou permutac¢nich momenti je ukazano, ze rozptyl testové statistiky ne-
zavisi na 7y, v piipadé, ze se fadky matice X (nebereme v tivahu sloupec 1, jehoz
pritomnost v X se pfedpokldda) chovaji jako ndhodny vybér z mnohondsobného
normaélniho rozdéleni.

6.4.3 Priklady

Ukazme si priklad kvadraticky vyvazeného modelu.
Priklad 6.4 (dvojné tfidéni) V oddilu 5.2 jsme zavedli model pro

Yijp=p+o; + 85 +vi5 +ey, 1<t<n;1<i<I,1<5<,

pri¢emz nahodné veli¢iny e;;; ~ N(O7 02) jsou nezavislé. Vysvétlili jsme, ze je

1 &
Yijt = Yije = — E Yije.
Mij i1

Je tedy hijiije = 1/nij, takze o kvadraticky vyvazeny model ptjde v piipadé,

Ze pocty opakovani n;; budou shodné, tj. kdyz bude n;; = T" pro vSechna i, j.
Kdyz testujeme nulovou hypotézu, podle které je vliv faktortt A, B aditivni,

ovéfujeme vlastné podmodel dany omezenimi v;; = 0 pro vSechna ¢, j, tedy plati

Vij=ptai+8+ej, 1<t<ng1<i<I1<j<J

V piipadé n;; = T' pro vSechna ¢, j bude v podmodelu odhadem stiedni hodnoty
EY;;: vyraz

1 1 1
=37 jzl;/yij/t’ + T ;Yi/]‘t’ ~ 7T Z Yirjrer,

it
takze tentokrat je
hQ. L= L + i — L
what e gr o IT  1JT
Vektor q; z odstavce 6.4.2 (diagonala matice Q;Q}) mé tedy kazdém misté
prvek
hijtije — bS

ijt,ijt — T -

1 <1 1 1)2(1—1)((]—1).

T I 1 1JT



Kapitola 7

Rezidua

V této kapitole se budeme vénovat podrobné slozkam wu; vektoru u a jednot-
livim jejich ,vylepSenim®. Zavedeme dvoji upravend rezidua, vhodna zejména
pro testovani odlehlosti jednotlivych pozorovani. Proto bude uzitecné vysettit
vlastnosti odhadt po vynechani jednoho pozorovani.

7.1 Vynechani jednoho pozorovani

Zvolime pevné index ¢ a budeme se snazit vysSetfit model bez tohoto pozoro-
véani (nazveme jej model vynechaného pozorovdnt). PouZijeme pfi tom oznacéeni
zavedené na zacatku appendixu:

(7.1) Y ~ (X8, 07).

Odhady v modelu (7.1) budeme porovnévat s jingm modelem, kde naopak pfi-
ddme jednu nezavisle proménnou, specifickou pro jediné, t-té pozorovéni (na-
zveme model odlehlého pozorovdni).

(7.2) Y ~ (XB +jyy, o?1).

V tomto druhém pfipadé jde o specialni pfipad rozsifeného modelu (6.1), proto
statistiky vztazené k tomuto modelu oznac¢ime dolnim indexem g. Nejprve se
budeme zajimat o pfedpoklady, které zajisti odhadnutelnost parametru ~.

Véta 7.1. Nasledujici tii tvrzeni jsou ekvivalentni:

(7.3) h(X) = h(Xza)),
(74) myee > 0,
(7.5) ~ je v modelu (7.2) odhadnutelné.

D 1 k a z: Plati ekvivalence
my = jiMj, = 0 & Mj, =0 & j, € M(X).
To znamené, Ze my; = 0 pravé tehdy, kdyz existuje a € R” tak, ze je Xa = j,. Ji-

nymi slovy pravé tehdy, kdyz existuje vektor a, ktery je kolmy na vSechny radky
matice X s vyjimkou t-tého. Posledni tvrzeni vSak lze psat také tak, ze M(X')+
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je vlastni podmnozinou M((X[)’ )1, coz je opét ekvivalentni s tvrzenim, Ze
M((Xpe])') je vlastni podmnozinou M(X’), coz je uz naposled ekvivalentni
s tvrzenim h(X[e)) < h(X). Protoze nutné plati h(X,]) < h(X), dokazali jsme
tak ekvivalenci (7.3) a (7.4).

Vénujme se nyni odhadnutelnosti parametru v v modelu (7.2). Ta je ekvi-
valentni s existenci vektoru q spliujiciho (0’,1) = q'(X,j;), tedy 1 = q'j, = ¢ a
soucasné q'X = 0. Druhy vztah je ekvivalentni s tvrzenim (x;e)’ = (—qp;)' Xjte)-
Je tedy x;e € M((Xpa])'), coz je konecné ekvivalentni s (7.3).

Nyni vyjadiime v nasem specidlnim piipadé feseni c, normalni rovnice mo-
delu (7.2) podle (6.6)

cg = (1:Mij,) "ju.
Je-li my; > 0, je parametr v odhadnutelny a vyjde

(7.6) g = —L.

Mt

Podobné podle (6.7) vyjde v tomto pfipadé

(7.7) by = b — — (X'X) Xt

My
a také
Y, = Xb, +j,cg = X(b—(X'X)"Xjye,) +iscq
=Y+ L (1= X(X'X)"X)j, = Y+ —-m,.
My

Ut
Myt

Protoze je d = Yg — Y, dostaneme jesté

2 2
) _ — (|d||?2 = Ui Jmy, = Ui )
(7.8) RSS — RSS, = ||d|| m2, (M)’ my o

Vratme se ke vztahu modeli (7.1) a (7.2). Odhady v modelu (7.1) oznacime
dolnim indexem (te).

Véta 7.2. (Ekvivalence dvou modela) Vektor b, je FeSenim normaélni
rovnice modelu (7.1) pravé, kdyz je spolu s ¢y = Y; — (xs)'b,y FeSenim modelu
(7.2). Rezidudlni soucty Etvercti jsou v obou modelech stejné. Je-li my > 0, pak
plati

Ug I\ —
, brre) = b — — (X'X) Xy,
(7.9) (to) mtt( )X
2
(7.10) RSS(je) = RSS — —-,
(te) -
tt

2
(7 11) S(t.) = niriv?
’ 52 n—r—1"

kde jsme oznacili

(7 12) VUVt =

D 1 k a z: Dtkaz plyne ze vztahu

(7.13) 1Y = XB = inl|* = 1Yy — Xpe) Bl + (Vi — (x00)' B — ).
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Je ziejmé, ze pro kazdé 3 lze zvolit v tak, aby se posledni ¢len na pravé strané
anuloval. Vztahy (7.9) a (7.10) plynou pak bezprostiedné z (7.7) a (7.8). Vztah
(7.11) dostaneme postupnou tpravou zaloZenou na S(Qt.) = RSS(1e)/(n—1—71).
O
Statistika vy se nazyva normované reziduum (nékdy také studentizované, ale
toto oznadeni pouzijeme pozdéji pro ponékud jinak definovanou statistiku). V
prostfedi R lze spocitat tato rezidua pomoci funkce rstandard(a), kde a je
vysledek pouziti funkce Im(). Jednoduchym disledkem vztahu (7.11) je ekviva-
lence

(7.14) Stey <% & v > 1.
Véta 7.3. (Vlastnosti normovaného rezidua) V normalnim linedrnim

modelu splinujicim my; > 0 plati Evy, =0 a varv, = 1.
D 1 k a z: Statistiku v, lze psat jako
B GGN)(NY) [n—7r B iNU [n—7r

= =

INY| Mt Ol V me

kde je U = N'Y ~ N(0,0°1) (viz (1.18)). Protoze se ziejmé v; nezméni, kdyz
misto U pro ¢ > 0 pouzijeme cU, podle véty A.12 jsou ndhodné veli¢iny S a v,
jsou nezavislé. Odtud plyne

0=Eu; = E(vtS\/mtt) = (Evt)(ES)\/mtt =Ev;, =0
a podobné

myo? = Eu? = (Ev?)(E S*)my = myo?Ev? = Ev? = 1.

7.2 Studentizovana rezidua

Jak jsme zjistili, pokud plati my > 0, je parametr v v modelu (7.2) odhadnu-
telny. Pozadavek v = 0 ur¢uje podmodel, v némz plati Y ~ N(Xﬁ, 02|). Proto
Ize podmodel testovat pomoci F' statistiky

_ RSS—RSS;n—r—1

1 F
(7.15) RSS, 1
_ uf /mu _ ui/(S%mu)
S(zto) S(2t-)/52
_ v
N TL—’I‘—?)t2
n—r—1
—r—1
(7.16) =2 F(Ln—r—1)

t
n—7r-—u;

Zkusme pouzit model (7.1) k tomu, abychom odhadli nezndmé parametry a
pak ovérili, zda i t-té pozorovani klasického modelu Y ~ N(XB, JZI) vyhovuje
stejnému modelu.
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Odhadnéme nejprve stiedni hodnotu EY; = (x¢e)'3 pomoci modelu (7.1),
ktery ndhodnou veli¢inu Y; neobsahuje. Parametrickd funkce (xs)'3 je nutné
odhadnutelna, nebot predpoklad m; > 0 je podle véty 7.1 ekvivalentni s tim,
ze matice X a X[, maji stejnou hodnost. Rozdil mezi skute¢nym pozorovanim
a odhadem jeho stfedni hodnoty

Ut
(717) }/t - (Xt.)/b(t.) =Cg = —

Myt
se v pocitacovych vystupech casto nazyva deleted residual. Jeho rozptyl je zfejmé
roven

var (Y; — (Xte)'b(te)) = var LU
t — (Xte = —_— =
(e) Myt Myt

K testovani hypotézy, ze stfedni hodnota t-tého pozorovani je rovna (x4 )3, tedy
pouzijeme statistiku, ktera ve jmenovateli pouziva odhad rozptylu nepochybné
nezavisly s Citatelem

Y; — (Xte)'byte)
\/VF (Vi = (x1)'Bza))
Ut/mtt

\/ SCeey/ Mt

S(to)\/mtt

Statistika v} se nazyva studentizované reziduum, nékdy téz jackkniffe reziduum.
V R se pocita pomoci rstudent (a), kde a je vysledek pouziti 1m(). Z odvozeni
je zfejmé i jeho rozdéleni. VSimnéte si, ze F statistika z (7.15) je rovna praveé
v;2. Ze vztahu (7.16) je ziejmy také vztah obojich rezidui:

. n—r—1
vy = ————5 .
¢ n—1-—v?

Véta 7.4. (Vlastnosti studentizovanych rezidui) Necht pro dané ¢,
1 <t < n, v normalnim linedrnim modelu Y ~ N(Xﬁ,azl) plati my > 0.
Potom m4 studentizované reziduum v; Studentovo ¢ rozdéleni s n —r — 1 stupni
volnosti a plati

T =

~tn—r—1)

*

(7.18) vy

(7.19) je-lin—r>2 pak Evf =0,
n—r—1

7.20 je-li n —r > 3, pak f=—
(7.20) jelin—r>3, pakvarv; = ——

D 1 k a z: K dokonceni ditkazu stac¢i pfipomenout vlastnosti Studentova
rozdéleni, viz napiiklad (Andél, 1998, odst. 4.5). O

Posledni tivahou jsme vlastné sledovali smysl modelu odlehlého pozorovani
(7.2). Parametr « slouzi k tomu, aby stfedni hodnota t-tého pozorovani mohla
byt zcela individualni, nezévisld na stfednich hodnotach ostatnich pozorovani.
Pouze v pripadé v = 0 je pouzity model pro vSechna pozorovani stejny. Odtud
dostavame nejcastéjsi pouziti studentizovanych rezidui, kdy pomoci v; testu-
jeme, zda t-té pozorovani je odlehlé, tj. ma stfedni hodnotu jinou, nez urcuje
model.



7.3. VLIV JEDNOTLIVYCH POZOROVANI 73

Uvedeny postup je adekvatni v pfipadé, Ze index ¢ (které pozorovani ma byt
odlehlé) zndme predem, nezavisle na ndhodném vektoru Y. Na hladiné « ozna-
¢ime t-té pozorovani (¢ pfedem dano) za odlehlé, kdyz plati |v}| > t,—r—1().
rovani by mohlo byt odlehlé. Nejcastéji podeziivame z odlehlosti takové pozo-
rovani, které ma v absolutni hodnoté nejvétsi reziduum, pripadné v absolutni
hodnoté nejvétsi studentizované reziduum (nebo normované reziduum, coZ je
totéz). ReSend tiloha patif k mnohonasobnym srovnénim.

Pro néjaké § € (0,1) aproi = 1,...,n zavedme ndhodné jevy W;(d) = {v} >
tn—r—1(9)}. Nékteré z n pozorovani bychom méli na hladiné nejvyse o oznacit
za odlehlé, pokud plati P(U?_; W;(d)) < a. Problém jak zvolit 6 pomiize vyFesit
Bonferroniho nerovnost (viz téz A.13 z appendixu pro A; = W;(J)). Zvolime-li
§ = a/n, bude zajisténo

n
PUL, Wila/m) < 3 P(Wila/n)) = a.

i=1
Prakticky to znamend pouzit kritickou hodnotu ¢,_,._1(a/n). Soudobé pro-
gramové vybaveni je schopno udat ke kazdému studentizovanému reziduu v}
hodnotu p; = P(|Th—r—1| > v}), kde T),_,_1 je ndhodnd veli¢ina s rozdéle-
nim t(n —r —1). Za odlehlé pak ozna¢ime kazdé pozorovéni, pro které vyjde
p; < a/n, coZ je totéz, jako |vf| > t,_r—1(a/n).

Ponékud jemnéjsi Holmovu metodu mnohonasobnych srovnani lze nalézt

u Havranka (1993) od str. 174.

7.3 Vliv jednotlivych pozorovani

Pfipometime vyznam dolniho indexu (te), ktery jsme zavedli na str. 153, ktery
oznacuje odhad ziskany z modelu (7.1), at uz jej pouzijeme k jakémukoliv ucelu.
Symbolem Y(t.) tedy oznac¢ime odhad celého n-¢lenného vektoru EY.

O vlivu jednotlivych pozorovani vypovidaji rezidua. Dalsi pohled dostaneme,
kdyZ porovnédme odhady pro EY; a pro 8 zaloZené na vSech pozorovanich s od-
hady ziskanymi po vylouceni jediného pozorovani. Zpravidla se pii tom pfedpo-
klada, ze vylouceni jednoho pozorovani nesnizi hodnost regresni matice X, tedy
7e pro vSechna t plati my > 0.

Nejprve se budeme zabyvat citlivosti odhadi na pfripadné vylouceni ¢-tého
pozorovani.

7.3.1 Diagonala H

Predevsim pfipomenme, v tomto textu uvazujeme model s absolutnim ¢lenem,
takovy, ze prvni sloupec matice X je tvofen jedni¢kami. Oznac¢me symbolem X,;
Jj-ty sloupec matice X a symbolem Z; primeér sloZek tohoto sloupce. Symbolem
X oznaéime matici s k sloupci (vynechali jsme prvni sloupec jednicek)

X = (X.l —T11,Xe0 — Tol, -+, Xep — .fkl)

Plati ziejmé M(X) = M((1,X)), takze projekéni matici H lze zapsat také ve
tvaru
H=1,% (" A (LX) = 211 + X(X'X) "X’
Y 0 XX ) '
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Je tedy

~ ) ~

1 _ _ _ _ _
hiy = g + ($t1 — L1y Ttk —xk)(X X) (33t1 — L1, Ttk _xk)/v

takze t-ty diagonélni prvek matice H miZeme interpretovat jako o ¢islo 1/n
rfadkid. Samotna hodnota hy je v pocitacovych vystupech uvadéna pod oznadce-
nim leverage. Pozorovani s velkou hodnotou h;; mohou znac¢né ovlivnit odhad
parametru (3, zpravidla se za mezni hodnotu povazuje hodnota 2r/n. (Je hod-
nota hy ddna jednoznaéné?)

Pro regresni pfimku (viz (3.3)) plati

(z — @)

n AV
>izi(xi— @)
Nejvice tedy ovliviiuji odhad parametra regresni primky ta pozorovani, jejichz
nezavisle proménné je nejdale od priméru této proménné.

1
hie = — +
n

7.3.2 DFBETAS

Abychom mohli porovnavat dva odhady vektoru B, musime zajistit jeho od-
hadnutelnost. Proto zde pfedpokldddme tiplnou hodnost matice X. Podle (7.9)
7 véty 7.2 plati (pouzijeme opét oznaceni V = (X'X)™1)

Ut
7.21 b —bie) = — VXie.
( ) (te) Mt Xt

Tyto rozdily ukazuji zmény v odhadech jednotlivych regresnich koeficientt zpi-
sobené vynechdnim t-tého pozorovani. Castéji se uvedené rozdily skaluji tak, Ze
jsou déleny odhadem stfedni chyby prislusné slozky vektoru b, takze j-ta slozka
skalovaného rozdilu je rovna

_ b= bjae
S(te) v/

Uvedené rozdily byvaji oznacovany jako DF BET AS. Neskalovanou verzi roz-
dilu uvedenou v (7.21) bychom pak oznadili jako DFBET A.

(7.22) A(B5)

7.3.3 DFFITS

Podobné se mizeme zajimat o odhad parametrické funkce p; = (x40)'3, ktera
je vzdy odhadnutelna. Pfedpoklad my > 0 zajisti, ze je odhadnutelnd i po
vynechani t-tého pozorovani. Proto bez ohledu na hodnost matice X plati

~ _ Ut
=Y — (x¢¢) (X' X) " %14 ——
(x0a) (XX) 310 21
N h
:yt_iut
Myt

Rozdil odhadi stfedni hodnoty EY; Ize tedy vyjadrit jako

5 o I
7.23 Y: — Yiie) = —uy.
( ) t t(te) p—_ Uy
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Uvedeny rozdil byva nékdy oznacen jako DF FIT. Podobné jako u rozdilu od-

hadu regresnich koeficientii provedeme skalovani, pficemz pouzijeme varY; =

o?my. Postupnymi tpravami dojdeme k vyjadieni pomoci studentizovaného

rezidua
f/;f - }A/t(to)

it Ut

Cmy S(to)\/htt
_ fhe we
Myt S(to)\/mtt
hit
7.24 N
( ) A/ — Vg

Pro tuto statistiku se pouziva oznaceni DFFITS.

A(EYy) =

7.3.4 Cookova vzdalenost

Pokusme se vyjadrit vliv t-tého pozorovani na odhad celé stredni hodnoty EY
pomoci jediného cisla tak, ze zjistime ¢tverec délky rozdilu obou odhad:

1Y = Y (1) ][> = [|Xb — Xb(r)[|> = [|IX(b — ba))||?
=(b- b(t.))/X/X(b - b(t.))
!
= (2 ) xx (2 x0x) X, )

Myt Myt

2
ih
PN

Drobnou modifikaci (nap¥. abychom dostali bezrozmérnou charakteristiku) do-
staneme odtud Cookovu vzddlenost
1 < - hy 1

7.25 Dy = —|[Y = Yqo|* =vi—-.
(7.25) t= gl (to)l| oy

Cookova vzdalenost je tedy soucinem tfi ¢lenti. Prvni z nich ukazuje nako-
lik se stfedni hodnota zavisle proménné Y; odlisuje od stfedni hodnoty dané
modelem. Druhy ¢len je monotonni funkci hy, kterazto hodnota ukazuje, jak
tvahy. Tato charakteristika je podobna (az na déleni hodnosti matice X) ¢tverci
statistiky A¢(EY;), jen je pouzito normovaneé reziduum v; na misto rezidua
studentizovaného v; .

7.3.5 COVRATIO

Nyni budeme hodnotit vliv vynechani t-tého pozorovani na presnost odhadut re-
gresnich koeficientt. Budeme tedy opét predpokldadat model s Gplnou hodnosti.
Abychom misto odhadu varianéni matice dostali jednorozmérnou charakteris-
tiku, pouzijeme determinant tohoto odhadu. Statistika COV RATIO je déna
podilem téchto determinantt, pficemz v Citateli se determinant odkazuje na
odhady s vynechanim ¢-tého pozorovani.
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Dfive nez uvedeme vzorec, pomoci ¢asto pouzivané identity pro determi-
nanty (viz napf. (Andél, 1978, Véta IV. 4)) najdeme vztah mezi determinanty
dvou souvisejicich matic:

X/X Xte

(xto)' = [X'X] (1 = (x¢0) (X'X) " x40) = [X' X[t

=1- ’X/x - xt-(xto)/’ = |(X[to])lx[to]|
Hledany podil je tedy

|v/a\r b(to)| _ <S(io)>2(k+1) |X/X|
[var b S | (Xjta]) Xra|

(7.26) _(Sem Y 1
’ S mtt7

1 (n—k—1—2? i
TNt n—k—2 '
Presnost odhadu regresnich koeficientt se tedy zlepsi naptiklad tehdy, kdyz je
prislusné studentizované reziduum piilis velké (daleko od nuly) a zvlasté tehdy,

kdyz jde hodnoty regresnich koeficientt blizké hodnotam prumérnym. Pak je
totiz hy malé, takze 1/my = 1/(1 — hyy) také malé.

7.4 Nabidka prostredi R

V prostiedi R je k disposici zejména funkce influence.measures(), kterou lze
pouzit na objekt tfidy 1m. Vysledkem je objekt tiidy infl, ktery je slozZen ze tii
prvkd: infmat, is.inf a call.

V matici nazvané infmat jsou soustfedény hlavni diagnostické statistiky.
Kazdy fadek odpovida jednomu pozorovani, tedy jednomu fadku matice (Y, X).

Prvnich k + 1 sloupct tvoii matici statistik DFBET AS, jejiz (i, j)-ty prvek
je dan vztahem (7.22). Tyto sloupce jsou nazvany dfb., kde za teckou nésleduje
(nékdy pfimeéfené zkraceny) nazev piislusného regresoru. Nésleduje sloupec sta-
tistik DFFITS oznaceny dffit. Dalsi sloupce, nazvané cov.r, cook.d, hat
obsahuji odpovidajici statistiky COVRATIO, Dy a hy.

Matice is.inf ma stejny rozmeér jako infmat. Jednotlivé prvky odpovidaji
prvkiim matice infmat, jsou TRUE, pokud pfislusny prvek ukazuje na problém,
tj. pokud pfekrac¢uje (mnohdy velmi arbitrarné) zvolenou mez. Je to tehdy, kdyz

(7.27) |A(B5)] > 1,

k+1
2 AWEY, s
(7.28) [BBY)] > 3y =
k+1
(7.29) |l — COVRATIO| >3—+1_
n—k—1
(7.30) Fri1n—k-1(Dt) > 0,5, (F je distr. funkce F rozdéleni)
k41
(7.31) he > 3001
n

V pripadé statistik, které lze spocitat, i kdyZ nemé regresni matice linedrné
nezavislé sloupce (DFFITS, hy) je hodnota k+1 nahrazena skuteénou hodnosti
regresni matice.
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Pokud tiskneme matici infmat funkci print (), nejprve se pfipomene tvar
vySetfované zavislosti ulozeny v call. Pak se tiskne matice infmat, pri¢emz na
konec kazdého radku je doplnéna bud hvézdicka nebo mezera podle toho, zda
je v daném fadku matice is.inf aspon jednou TRUE ¢i nikoliv. Vystup pomoci
summary obsahuje pouze ty fadky, které v bohat$im vystupu pomoci print
obsahuji hvézdicku. Hvézdicky jsou tentokrat umistény u prislusné statistiky.

Normované rezidua lze v R spocitat, kdyz se na objekt tfidy 1lm pouzije
funkce rstandard. Podobné lze spocitat vektor studentizovanych rezidui pomoci
funkce rstudent, a dalsi statistiky pomoci funkci dffits, dfbetas, covratio,
cooks.distance, které se vSechny pouzivaji na objekt t¥idy 1lm. Podobné lze
spocitat diagonélni prvky regresni matice pomoci funkce hat, jejimz argumen-
tem je regresni matice. Tu muzeme ziskat funkci model .matrix uplatnénou na
objekt tFidy 1lm.

Priklad 7.1 (procento tuku) VySetfuje se zvislost procenta tuku u mladych
muzi v zavislosti na jejich vysce a hmotnosti.

> summary (f.hw<-lm(fat~height+weight))

Call:
Im(formula = fat ~ height + weight)

Residuals:
Min 1Q Median 3Q Max
-6.40111 -2.94819 -0.02106 2.30723 7.29683

Coefficients:
Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)
(Intercept) 16.55309 15.24621 1.086 0.2831
height -0.24362 0.09728 -2.504 0.0158 =*
weight 0.50418 0.05095  9.896 4.49e-13 *x*x*
Residual standard error: 3.731 on 47 degrees of freedom
Multiple R-Squared: 0.714, Adjusted R-squared: 0.7018
F-statistic: 58.66 on 2 and 47 degrees of freedom, p-value: 1.681e-013

> anova(lm(fat~height+weight))
Analysis of Variance Table

Response: fat

Df Sum Sq Mean Sq F value Pr(>F)
height 1 270.06 270.06 19.398 6.096e-05 *xx*
weight 1 1363.26 1363.26 97.922 4.490e-13 *xx*
Residuals 47 654.33 13.92

> summary(f.hw.infl<-influence.measures(f.hw))
Potentially influential observations of
Im(formula = fat ~ height + weight)

dfb.1_ dfb.hght dfb.wght dffit cov.r cook.d hat

2 -0.43 0.60 -0.98 -1.02_* 1.30_* 0.34 0.30_x%
4 0.01 -0.01 0.01 -0.01 1.22_% 0.00 0.12
6 -0.60 0.52 0.10 0.79_* 0.98 0.20 0.14
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7.5 Nekorelovana rezidua

Dvé az dosud uvedené modifikace rezidui odstranuji jeden z problému klasickych
rezidui, totiz jejich nestejné rozptyly. Nemohou vSak odstranit dalsi nedostatek
rezidui v porovnani s chybovym ¢lenem e, totiz jejich vzajemnou zavislost. Vek-
tor rezidui u lezi v podprostoru M (X)*, jehoz dimenze je nutné mensi, nez
pocet jeho slozek n. Budeme-li tedy hledat skuteéné nekorelovand (v normdl-
nim modelu nezévisld) rezidua, musime zmensit jejich podet.

Klasicka rezidua mizeme pomoci jakékoliv matice N, jejiz sloupce tvori or-
tonormalni bazi prostoru M(X)+ (tj. ktera spliiuje N'N = I, NN’ = M), psat
v tvaru

u=N(NY) = Nn.

Slozky vektoru n nazveme nekorelovand rezidua. Jsou to tedy koeficienty jed-
noznacné urc¢eného vektoru u vyjadireného v nékteré z nekonec¢né mnoha orto-
normalnich bazi prostoru M(X)*. Snadno zjistime, Ze u m4 mnohorozmérné
normalni rozdéleni:

n~ N(N'X8,0?N'N) = N(0,02l,,_,).

V normadlni linedrnim modelu jsou tedy slozky vektoru n nezévislé, maji nulové
stfedni hodnoty a jednotkové rozptyly.

Volbou rtiznych bézi prostoru M(X)+ dostaneme rtizna nekorelované re-
zidua. Zajimavou interpretaci maji rekurzivni rezidua. Tato rezidua zavisi na
poradi fadkt matice X, tedy zpravidla na poradi, v jakém data ziskdvame.

Vyjdeme z prvniho faddku matice X a postupné budeme ptidavat jednotlivé
radky. V kazdém kroku, kdy se nezvysi hodnost postupné rozsifrované matice,
spocitame rozdil mezi nové pfidanou hodnotou Y; a predikei jeji stfedni hod-
noty spoéitanou pomoci vSech jiz diiv zavedenych pozorovani (s mensimi in-
dexy). Tento rozdil jesté normujeme tak, aby vznikld statistika méla rozptyl
rovny o2. Piedpoklddejme, e jsme takto do modelu zavedli prvnich ¢ fadki
matice (Y, X), ozna¢me je jako (Y, X;) a ze pii zavedeni dalsiho pozorovani
(Yit1, (X¢+1,0)) se hodnost matice regresor nezvysi. Tuto hodnost oznacime
jako 7y (tj. plati h(X;) = h(X;41) = ;). ReSeni normalni rovnice, ktera pouziva
prvnich t pozorovani ozna¢me jako b;. Potom bude

Yir1 — (xt+1,o)/bt

(732) Ng—r,4+1 = ; .
\/1 + (Xt41,0) (X Xe) " Xt110

Stfedni hodnota EY;+1 = (X¢+1,¢)'b; je odhadnutelnym parametrem podle véty
1.3, nebot jsme predpokladali, ze pfidanim (¢ + 1). Fadku hodnost matice re-
gresort nevzrostla. Vyraz v ¢itateli i ve jmenovateli (7.32) je proto jednoznaény
pro kazdé TeSeni normalni rovnice.

Podle (7.32) dostaneme postupné statistiky ni,...,n,—,, které maji dtle-
zitou vlastnost. Kazda z nich je nekorelovand se vSemi statistikami s niz$im
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indexem. Pro j = 1,...,t totiz plati

COV(Yt+1 - (xt+1,o)lbt7 Yt+17j - (xt+17j,o)lbt7j)
= cov(Yir1 — (Xer1,0) (XiXe) " XY,

Vipr—j — (Xer1—g.0) (X Xe—j) "X Y o)
=0’ (0 — 0 — (x¢p1,0) (XEXe) ™ X1

_ I _
+ (xt+17.)’(X2Xt) X, (Ott;j) Xt—j(xi_jxt—j) Xt+1—j,.)
=0’ (—(Xt+1,-)/(xixt)7xt+1fj,-
+ (Xt+1,-)/(xixt)*xfs_jxt—j(st_jxt—j)*xtﬂ—j,-)

= o? (_(xt+1,o),(xixt)_xt+lfj,o + (xt+1,o)/(X;Xt)_xtJrlfj,o)
=0.

Rekurzivni rezidua mayji interpretaci, pokud mé smysl usporadani fadkd ma-
tice (Y, X). Ukazuji, nakolik dal$i pozorovani odpovidd modelu obsahujicimu
vSechna predchozi pozorovani. Proto se pouzivaji tam, kde se zajimame o sta-
bilitu zavislosti.

7.6 Parcialni rezidua

Také parcialni rezidua budeme pouzivat tam, kde se budeme zajimat o spravnost
zvoleného modelu. Tentokrat ptijde o vhodnost zafazeni toho kterého regresoru.

Zvolme pevné index j sloupce matice X takovy, zZe plati h(X[.j]) =r—1
V takovém piipadé je parametr 3; odhadnutelny, nebot pseudoinvertovanou
matici v (6.6) je zfejmé nenulové ¢islo (pouzili jsme X, ;) misto X a xo; misto Z).
Zavedme vektor parcidlnich rezidui u(*? se slozkami

(733) uf-'j) =u; + xijbj.

Protoze lze psat

’U’E.j) = Y; - inyblﬂ
v#E]

1ze vektor u(*?) interpretovat jako tu slozku vektoru hodnot zévisle proménné,
kterou se nepodatilo vysvétlit pomoci ostatnich regresori, tedy jako tu slozku,
jejiz vysvétleni zbylo na j-ty regresor X, ;.

Parcidlni rezidua jsou uziteénd pfedevsim pfi grafickém vyjadieni, v némz
se znazornuji body o soutfadnicich [xij,ug'j )]. Témito body se proklada bézna
regresni primka. Uzitecné je zjisténi, Ze smeérnice této pfimky je rovna prave
odhadu b; parametru 3;. Plati totiz

[u(*?) — xq;8]1> = ||(Y — Xjajibp;)) — xa58[?
> [|Y — Xb||*.

Jen je tfeba opatrné interpretovat tésnost rozmisténi bodt kolem piimky, nebot
grafické zndzornéni odpovidd formalné modelu u(®) ~ (x,;3,0%1), v némz ma
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odhad pro 8 obecné mensi rozptyl, nez je skutecny rozptyl odhadu b; v pivod-
nim modelu Y ~ (X3, o?I).
Nékteré programy pii grafickém znazornéni pouzivaji vektor

(734) U(.j) -+ (Y — bjﬂ_j'j)].

misto u(*), coz mé smysl, jen kdyz je 1 € M(X). Graf potom opravdu piipomina
,0Cisténou zavislost® Y na j-tém regresoru, nebot primér soufadnic na svislé
ose je roven Y.

V prostiedi R existuje predict.1m() pouzitelnd na objekt tfidy 1m. Je-li a
onen objekt tfidy 1m v modelu s absolutnim ¢lenem, pak funkce

mean(fitted(a))+resid(a)+predict(a,type="terms")

dé matici, jejiz sloupce tvori jednotliva parcidlni rezidua pocitand podle (7.34).

7.7 Grafy rezidui

Rezidua poskytuji fadu mozZnosti, jak diagnostikovat poruseni toho kterého
z predpokladii, na nichz je lineadrni model zalozZen.

Pti diagnostice nesprdavného tvaru zdvislosti jsou uziteéné diagramy znéazor-
fiujici body [V;, Vi, V3, ], [zi;, u;] pro nezévisle proménné, které jsou v matici
X nebo body [z, u;] pro potencidlni nezévisle proménné, které v matici X za-
hrnuty nejsou. Velmi pouzivana jsou také parcialni rezidua u(®) pro jednotlivé
nezavisle proménné z matice X.

P1i diagnostice nekonstantniho rozptylu jsou uziteéné diagramy pro [YZ, wg,
[)Af“uf] nebo pro [z;j,u;] resp. [z;;,u?] pro v regresni matici X uplatnéné ¢i
[2i, wi] resp. [2ij,u?] pro neuplatnéné nezévisle proménné.

P1i diagnostice nenormdalniho rozdéleni chybového ¢lenu se pouziva zejména
normdlni diagram, ktery znézoriuje [g;, u; ], ptipadné [u(;, g;]. Pii tom je g; =
EZu, kde Zy,...,Z, je ndhodny vybér z rozdéleni N(0,1). Zavorky u indext
tentokrat klasicky odkazuji na to, Ze rezidua jsou usporadana.

Hodnoceni je zalozeno na predstave, ze kdyby byl Uy, ..., U, ndhodny vybér
z rozdéleni N (1, 02), platilo by EU(;y = p+0g;. To znamena, ze body [g;, U(;)] by
mély nadhodné kolisat kolem piimky y = 1+ oz. Pokud body [g;, U(;)] naznacuji
konkavni zavislost, je to znamka zaporné Sikmosti rozdéleni ndhodné veli¢iny U
(tedy jeji nenormality). Konvexni pribéh je zndmkou kladné sikmosti. Naproti
tomu esovity priibéh naznacuje $picatost jinou, nez predpokladdme u normaél-
niho rozdéleni. Mensi, nez primérny rist v okrajovych castech naznacuje Spi-
Catost spis mensi, kdezto vétsi rast v okrajovych ¢astech naznacuje spis vétsi
Spicatost.

Uvedeny postup se pouziva pro rezidua uq,...,u, presto, Ze ta nejsou ne-
zéavisld a obecné nemaji stejny rozptyl. Upozornuji na to, ze nékteré programy
(naptiklad STATISTICA) zaménuji pofadi obou os. Potom musime odpovida-
jicim zplisobem upravit také interpretaci normalniho diagramu.



Kapitola 8

Testy

Na rozdil od posledni ¢asti predchozi kapitoly se budeme zabyvat moznostmi
ovéfovat splnéni predpokladt linedrni regrese statistickymi testy, nikoliv jen
moznosti jejich nesplnéni dodateéné diagnostikovat.

8.1 Tvar zavislosti

8.1.1 Opakovana pozorovani

Podstatnym (a Casto nesplnitelnym) pozadavkem pro fadu testl je to, Ze pro
stejnou hodnotu vSech nezavisle proménnych mame nékolik pozorovani. Tomu
také prizptisobime oznaceni. Mé&jme tedy n nezdvisljch ndhodnych velicin, které
splnuji

(8.1) Yii = i + e, 1<53<n;, 1<:¢<1,

kde e;; jsou nezdvislé ndhodné veli¢iny s rozdélenim N (07 02). Jde vlastné o mo-
del analyzy rozptylu jednoduchého tiidéni. Jak vime, rezidualni soucet ¢tverct
je v tomto modelu roven

I n;
(8.2) RSS =" (Vi - Yi)?

i=1 j=1

a ma celkem f =n — I stupnu volnosti.

Pro testovani zvoleného tvaru zavislosti uvedeme zobecnéni postupu, ktery je
uveden v IX. kapitole knihy prof. Andéla (1978). Pfedpokladany tvar zavislosti
udava podmodel

L
(8.3) V=Y gty +ey, 1<j<n;, 1<i<I
=1

Pfitom gp(t) jsou pro ¢ =1,...L, L < I, zndmé funkce, jejichz argumentem je

vektor nezavisle proménnych. Funkéni hodnoty lze nazyvat pro odliseni jako re-
gresory. Nékolik regresorti (napf. mocnin) 1ze ziskat z jediné nezévisle proménné.

81
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Maticovy zapis podmodelu mé tvar

Y 1(g(t1))’
vl - .

: : v +e.
Y, 1(g(tr))’

Je zfejmé, ze sloupce regresni matice podmodelu jsou linearni kombinaci
sloupcii matice modelu, koeficienty prislusnych linearnich kombinaci tvoii hod-
noty ge(t;). Pfedpokladejme, Ze matice

g(ty)’

g(ts)’
ma linedrné nezavislé sloupce, tedy hodnost L. Stejnou hodnost ma také regresni
matice podmodelu. Test podmodelu je podle (2.10) zaloZen na statistice

(RSSy — RSS)/(I — L)

(8.4) F= = :

kde RSSj je rezidualni soucet ¢tverci v podmodelu.

Uvedeny postup je velmi u¢inny, ale hrozi nebezpeci nespravného pouziti
v pfipadé, Ze pozorovani pro pevné t; (pevné i) nejsou nezavisla. Potom snadno
d4 pouzity model velmi podhodnoceny odhad rozptylu o2 a tudiz nadhodnoce-
nou hodnotu statistiky F'.

Piiklad 8.1 (brzdnd draha) Zajiméme se o brzdnou drdhu 63 automobilii
v zavislosti na vychozi rychlosti. K disposici je celkem n = 63 méfeni, pficemz
pro vétsinu z I = 29 rtznych vychozich rychlosti mame k disposici vice nez
jedno pozorovani.

Pro model linearni zévislosti veli¢iny draha/rychlost na veli¢in€ rychlost
provedeme test dobré shody podle (8.4):

> anova(a.ANOVA1<-1m(draha/rychlost~factor(rychlost)))
Analysis of Variance Table

Response: draha/rychlost

Df Sum Sq Mean Sq F value Pr(>F)
factor(rychlost) 28 25.7720 0.9204 4.0678 7.096e-05 **x
Residuals 34 7.6932 0.2263
> anova(a.kvadrat<-lm(draha/rychlost~rychlost))
Analysis of Variance Table

Response: draha/rychlost

Df Sum Sq Mean Sq F value Pr (>F)
rychlost 1 21.1640 21.1640 104.95 6.994e-15 *x**
Residuals 61 12.3012 0.2017
> anova(a.kvadrat,a.ANOVA1)
Analysis of Variance Table

Model 1: draha/rychlost ~ rychlost
Model 2: draha/rychlost ~ factor(rychlost)
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Res.Df Res.Sum Sq Df Sum Sq F value Pr(>F)
1 61 12.3012
34 7.6932 27 4.6080 0.7543 0.7728

Vyslednd testova statistika F' = 0,7543 s dosazenou hladinou p = 0,7728
nikterak nesvédci proti predpoklddané zavislosti. O

8.1.2 Testy o parametru

Typickou situaci je model
(8.5) Yi = (xie)'B + 79(%ie) + €5

kde g(x) je néjakd zndm4 funkce. Testujeme pak nulovou hypotézu v = 0. Nej-
Castéji je g(x) funkei jediné slozky vektoru x. Pokud funkci g(x) nezndme, volime
néjakou aproximaci, napiiklad polynom. Tento postup je i¢inny zvlasté tehdy,
kdy7 je skuteénd funkce g(x) konvexni nebo konkévni funkci pouze skalarniho z.

Piiklad 8.2 (kofeny) Vratme se k pfikladu o zévislosti hmotnosti kofenové
¢asti rostliny na obsahu cukru v zivném roztoku. Tentokrat se zajimame o zavis-
lost na podilu cukru v Zivném roztoku (vyjadfeném v procentech). Porovname
zéavislost kvadratickou a linearni.

> summary(a<-1lm(hmotnost~procento+I(procento**2)))

Call:
Im(formula = hmotnost ~ procento + I(procento”2))
Residuals:

Min 1Q Median 3Q Max

-0.1410511 -0.0352009 -0.0006059 0.0508703 0.1219806

Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|t])
(Intercept) 0.218106 0.015640 13.945 < 2e-16 *x*x*
procento 0.111677 0.012900 8.657 1.38e-11 **x
I(procento~2) -0.018610 0.002119 -8.784 8.85e-12 *x*x

Residual standard error: 0.06197 on 51 degrees of freedom
Multiple R-Squared: 0.6044, Adjusted R-squared: 0.5889
F-statistic: 38.97 on 2 and 51 degrees of freedom, p-value: 5.355e-011

Zavér je nepochybny, bez kvadratického ¢lenu (nebo jiného konkavniho) se ne-
obejdeme. O

8.1.3 Pouziti rekurzivnich rezidui

Harvey a Collier (1977) navrhli pouzit rekurzivni rezidua k ovéfovani linearity
zavislosti na zvolené nezavisle proménné proti alternativé, Ze je tato zavislost
konvexni ¢i konkéavni, tento test nazvali ¥-test.

Predem je tfeba pozorovani usporadat tak, zminénd nezavisle proménna,
feknéme j-ta, spliovala poZadavek x1; < wo; < ... < xp,;. Pokud je skutec¢nd
zévislost na j-té nezavisle proménné naptiklad konvexni, pak Ize oc¢ekavat, ze re-
kurzivni rezidua budou spiSe kladna. Testova statistika tedy spoc¢iva v testovani
nulové hypotézy, Ze stfedni hodnota rekurzivnich rezidui je nulova.

V knihovné 1mtest prostiedi R je tento test uveden jako funkce harvtest ().
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8.1.4 Durbintuv-Watsonuv test

Durbintv-Watsontv (viz oddil 8.4) test je ptivodné uréen k testovani hypotézy
o nezavislosti jednotlivych pozorovani. Testova statistika je citliva pfi testovani
nulové hypotézy Hp : v = 0 v modelu (8.5), kdyz je funkce g(x) konvexni nebo
konkavni funkci nékteré slozky x. K smysluplnému pouziti je vsak tieba, aby
funkéni hodnoty x; byly monotonni vici poradi pozorovani .

V knihovné 1mtest prostfedi R je tento test uveden jako funkce dwtest ().

8.1.5 Chowuv test

Naésledujici postup (viz napiiklad (Andél, 1998, kap. 12.5)) lze pouzit v mnoha
variantach, vzdy jde o efektivni pouZziti umélych proménnych.

Zakladni myslenkou testu je ovérit stabilitu parametru 3, jeho pfipadnou
zéavislost na néjaké doprovodné veli¢iné. Data rozdélime na dvé az t¥i disjunktni
podmnoziny dat. Déleni provedeme tak, aby ve skupiné I byly velké hodnoty
této doprovodné proménné, ve skupiné II naopak jeji malé hodnoty. Zbyvajici
skupina IIT obsahuje pozorovani s ,prostfednimi“ hodnotami doprovodné veli-
¢iny, muze byt i prazdna. Odhadneme stejnou regresni zavislost ve skupindch I a
II. Statistiky vztaZené k jednotlivym skupinam oznacime pfislusSnym indexem.
Pro jednoduchost predpokladejme, ze ve skupinach I a II mé regresni matice
tplnou hodnost rovnou & + 1.

D4l pracujeme se skupinami I a II bud jednotlivé (model) nebo spojenymi
(podmodel). Rezidudlni soudet ¢tverct v modelu bude RSS = RSS; + RSSy;.
Pouzijeme-li data z obou skupin dohromady a odhadneme parametry, dostaneme
vysledny rezidualni soucet ¢tverci v podmodelu RSSy. Testujeme tak nulovou
hypotézu, ze parametry v obou ¢astech dat jsou totozné.

Rozhodujeme pomoci statistiky

ja RSSy — (RSS] —|—RSS][) nr+n—2k—2
- RSSr + RSSyr k+1 ’

kterd ma na platnosti nulové hypotézy rozdéleni F(k + 1,n; + n;; — 2k — 2).

8.2 Rozptyl

V tomto oddilu se budeme zabyvat ovéfovanim predpokladu homoskedasticity,
tedy predpokladu konstantniho rozptylu zavisle proménné. Kdyz uvedeny pied-
poklad neni splnén, nastava heteroskedasticita.

8.2.1 Opakovana pozorovani

Pfedpokladejme opét, ze plati model (8.1), tentokrat je vSak e;; ~ N(O,aiz).
Znamend to tedy, Ze pripoustime jakoukoliv regresni funkci s libovolnymi para-
metry. Je tieba rozhodnout o shodé vsech rozptylt o2, tedy o nulové hypotéze
Ho:0? =... =0} (=0?).

Rada pouzitelnych testii je pomoci simulaci porovnana v ¢lanku Conover
et al. (1981). Uvedme nejprve klasicky Bartlettiv test, ktery je modifikaci testu
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pomeérem vérohodnosti. Ozna¢me odhady rozptylu pro jednotlivé stfedni hod-
noty zavisle proménné symbolem

Uz

Z(Y; - Yfio>2'

j=1

1

S92 —

3

Odhadem spole¢né hodnoty rozptylii o2 je rezidualni rozptyl v modelu

1 I n; _ I i—l
SQ:,L_IZij—n.f:;Z_ISE,

i=1j=1

coz je nepochybné vazeny prumér odhadd jednotlivich odhadt s vahami
(n; —1)/(n — I). Testova statistika Bartlettova testu ma tvar

I
1
(8.6) B=g ((n —I)logS* =) (n; — 1)1og5§>
i=1
I
on—1 9 n; —1 9
= <logS 7; — logSi> .

Je zfejmé, zZe test je zalozen na porovnani logaritmu vézeného primeéru odhadt
rozptylu pro jednotliva i s vdZenym pramérem logaritmu téchto odhadt. Kon-
stanta C je ddna vztahem

I
1 1 1
C’1+3(I—1) (Zni—ln—l>’

=1

je zpravidla jen nepatrné vétsi nez 1.

Rozdéleni statistiky B lze za platnosti nulové hypotézy pii dostatecné vel-
kych ¢etnostech aproximovat rozdélenim x2(I — 1). Ud4va se, Ze tuto vlastnost
lze pouzit, plati-li pro vSechna i nerovnost n; > 7. Nulovou hypotézu pak zami-
tédme, je-li B > x2_,(a).

Véaznou nevyhodnou Bartlettova testu je jeho velka citlivost na pfipadné po-
ruseni predpokladu o norméalnim rozdéleni. V knihovné ctest je prostiedi R
vedle Bartlettova testu (bartlett.test) implementovin také test Flignertiv-
Killeentiv (fligner.test)), ktery je robustni viéi poruseni pfedpokladu nor-
mality. Postup vychazi z uspofddangch hodnot |Yj, — Yj,|, kde Y;, je median
Yi1,..., Yin,. Takto ziskdme celkem n veli¢in, které uspotddame. Necht R;; je
poradi |V — ﬁ.| Veli¢iny

air = 71 (1/2+ (Rit/2(n + 1))

se zpracuji podobné, jako samotné poradi v Kruskalové-Wallisové testu. Pouzije
se tedy statistika
I i 2 .2
Di ( :L:l ait)” /n; —n(a)

Q= ,

Va

kde v, je vybérovy rozptyl hodnot a;:. Za platnosti nulové hypotézy (rozptyly
jsou shodné) mé statistika ) asymptoticky rozdéleni x?(I — 1).
Priklad 8.3 (koreny)
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> bartlett.test (hmotnost,procentoF)
Bartlett test for homogeneity of variances

data: hmotnost and procentoF
Bartlett’s K-square = 2.872, df = 3, p-value = 0.4118

> fligner.test (hmotnost,procentoF)
Fligner-Killeen test for homogeneity of variances

data: hmotnost and procentoF
Fligner-Killeen:med chi-square = 2.6522, df = 3, p-value = 0.4484

Je patrné, ze homoskedasticitu mtzeme predpokladat. O

8.2.2 Leveneuv test

V posledni dobé je Bartletttv test nahrazovan postupem, ktery navrhl Levene.
Zakladni myslenkou je vlastnost norméalniho rozdéleni, kterou pro nase ne-
z4vislé ndhodné veli¢iny Y;; s rozdélenim N (sz Jiz) milZzeme zapsat jako

2
EYij — pil = \/;mv

Spocitaji se pomocné veliciny Y% = Yi; — Y;e| 2 potom se s nimi provede bé&zna
analyza rozptylu jednoduchého t¥idéni. Nulovou hypotézu, podle které jsou roz-
ptyly o stejné, tedy zamitneme, kdyz klasickd F statistika vyjde vyznamna.

Nékdy se pouzivad (napfiklad NCSS) modifikace, kterou navrhli Brown a
Forsythe, misto s Y} s veli¢inami Y;7* = [Yj; — Y[, kde Yjs je opét medidn
veli¢in Y;1, ..., Yin,.

Piiklad 8.4 (kofeny) Veli¢iny hmotnost.1 a hmotnost .2 obsahuji hodnoty
zévisle proménné posunuté o prumér (medidn) zjistény v dané skupiné.

> hmotnost.1<-unlist(tapply(hmotnost,procentoF,function(u) u-mean(u)))
> anova(lm(abs (hmotnost.1) “procentoF))
Analysis of Variance Table

Response: abs(hmotnost.1)

Df Sum Sq Mean Sq F value Pr(>F)
procentoF 3 0.003552 0.001184 0.9306 0.4329
Residuals 50 0.063613 0.001272

> hmotnost.2<-unlist (tapply(hmotnost,procentoF,function(u) u-median(u)))
> anova(lm(abs (hmotnost.2) “procentoF))
Analysis of Variance Table

Response: abs(hmotnost.2)

Df Sum Sq Mean Sq F value Pr(>F)
procentoF 3 0.003652 0.001217 0.8302 0.4836
Residuals 50 0.073319 0.001466

Je ztejmé, ze zadné z variant Leveneova testu neukazuje na heteroskedasticitu.

O
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8.2.3 Goldfelduv-Quandtuv test

Tento postup je v mnohém podobny Chowovu testu.

Testujeme nulovou hypotézu, podle které je rozptyl Y;; konstantni proti al-
ternativni hypotéze, Ze rozptyl je monotonni funkci poradového indexu. Ma-li
byt monotonni funkci néjaké doprovodné veli¢iny, musime nejprve data prislus-
nym zpusobem usporadat.

Postup je zalozen na porovnani dvou nezavislych odhad® rozptylu. Nej-
prve vydélime asi tfetinu pozorovani s malymi indexy a zde provedeme od-
had parametra stejného linearniho modelu, jako jsme pouzili pro vSechna data.
Zejména spo¢itdme odhad rozptylu S?. Podobné odhadneme rozptyl z posledni
tretiny dat, takto ziskdme odhad S?;. Za platnosti nulové hypotézy mé4 statistika
F = 52/5%, rozdéleni F(ny —ry,nir — rig).

Goldfelduv-Quandtiv test lze povazovat za zobecnéni klasického F' testu
shody rozptyli, jen ponékud jinak ziskame dva nezavislé odhady rozptylu.

8.2.4 Obecny model

Nejprve popiseme pomérné obecny model pro nekonstantni rozptyl, v dalsich
oddilech jej konkretizujeme na dilezité specidlni pripady. Postup je zalozen na
metodé maximalni vérohodnosti a to na pouziti skori.

Uvazujme model (specidlni pfipad modelu z oddilu 1.8)

(8.7) Y ~ N(XB,0°W ™),
kde W je diagonélni matice s diagonalnimi prvky w;, pricemz
(8.8) w; b =w; = wi(B,A).

Pripoustime tedy, Ze prostfednictvim zndmych funkci w; mize rozptyl zaviset na
nezndmém parametru 3 (ktery slouzi k popisu stfednich hodnot) a na néjakém
dalsim parametru A. Pro struc¢nost zapisu budeme v dalsim nékdy argumenty
funkei w; vynechévat. Vérohodnostni funkci modelu (8.7) 1ze zapsat jako

UB, 0% A) = —3 log(2m) — = log(0?) - %Zlogwi - %Z (i = (VB
i=1

2
o4Ww;
i=1 N

Odtud plyne (po tpravé a s oznafenim e; = Y; — (x;0)'3)
or 1 < e 1 & ( e; )2 0log w;
== —Xje + 5 -1 )
o8 o2 ; w; 2 ; < o\/w; 0B
o LN~ N
do?2 202 P 0+\/w; ’

ol 1 & e; 2 dlogw;
6)\_2;<<U wi> _1) ox

Oznacime-li symbolem Dg matici typu nx (k+1) parcidlnich derivaci 0 log w; /00,
a podobné symbolem D, matici parcidlnich derivaci 0logw;/0A; a uvazime-li,
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Ze plati (1 < 4,5 < n)

E €i€; = 5ij02wi

e () 1) -0
j ((oeiwj_l) ((aﬁ>—1> = 2y,

bude vysledné Fisherova informac¢ni matice rovna

ov ov a0 o0 or or

0B 0Bd> OB ON

ov ot 9 oL ol o

90298 902902 902 ON

ov ov o0 or o v

XD N0 ONON
XWX 4 DDs 1iDj1 DD,

J(B,0%,\) =E

1

— / /
1 1 1

Testov4 statistika je podle (A.34) rovna kvadratické formé

’

or ot o -~ <N\“L/oL oL O
o S X 2 o LS A
<8ﬁ o2 3/\)@ 2 5 (J(ﬁ’ 7 ’)\)) (aﬁ do? aA)B,&?j -

8.2.5 Zavislost na stfedni hodnoté

Velmi Gastym pfipadem poruseni pfedpokladu o konstantnim rozptylu (tedy
piipadem heteroskedasticity) je monotonni zavislost rozptylu na stfedni hod-
noté Y. Odvodime testovou statistiku, kterd je zalozena na metodé skéri (viz
Appendix A.3).

Predpoklddejme, Ze je w; = exp(A(x;e)'3). Potom je Dg = AX a D) = X8.
Konstantni rozptyly (homoskedasticitu) zaruéi nulova hypotéza Hy : A = 0. Za
platnosti Hy je tedy Dg = O a Dy = X3. Odtud je informac¢ni matice rovna

1
XX 0 0
9 B , n 1,
J(ﬁva 70) - 0 20.4 20.21 Xﬂ
/ 1 Ing! 1 I/
0 5z0X1 SBXXB

Kdyz pocitdme odhady metodou maximéalni vérohodnosti za nulové hypotézy,
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dostaneme B =b, o2 = RSS/n a samoziejmé A = 0. Odtud vyjde

ol
— 0
0
i

2 B 1 2 "o\ Y
W) e
ON/ o2 a =t

Kdyz jesté vezmeme v tvahu, ze odhad O?% je pritmérem hodnot u? a kdy# ozna-
¢ime prumeérnou hodnotu z Y; symbolem Y, mtizeme jediny obecné nenulovy pr-
vek vektoru parcidlnich derivaci logaritmické vérohodnostni funkce zapsat také
jako

1 n 5 e -
" ;u (¥; - Y).

Kdyz také do Fisherovy informaé¢ni matice dosadime odhady za nulové hypo-
tézy a vysledek dosadime do (A.34), po Gpravé (nezapomeiite invertovat matici
J(b,02,0)) dostaneme statistiku

(S w2 - 1))

2(02) S0, (- V)2

Podle obecné teorie by za platnosti nulové hypotézy méla mit statistika S
asymptoticky rozdéleni x2(1).
Pokusme se nalezenou statistiku néjak ndzorné interpretovat. AZ na dvoj-

(8.10) Sy =

N2
nasobek ¢tverce odhadu rozptylu 2 (02> je statistika Sy formalné rovna re-

gresnimu souétu ¢tverct u linedrni zévislosti u? na Y;. Uvézime-li, Ze v této po-
mocné tvaze statistika u? nahrazuje veli¢inu e?, kterd mé rozptyl 204, mtizeme
povazovat vyraz 2(0~2)2 za odhad tohoto rozptylu. Statistika Sy tedy vypovida
o nulovosti smérnice regresni piimky zavislosti u? na Y;.

Na misté je tedy zjednoduSend varianta statistiky Sy, totiz Ctverec testové
t statistiky k testu hypotézy o nulové smérnici v uvazované pomocné regresni
uloze.

Priklad 8.5 (brzdna draha)

> aa<-lm(draha”“rychlost+I(rychlost~2))
> homosced.test (aa,data=Draha)

Asymptotic homoscedasticity test

data: Draha
Sf = 23.0876, df = 1, p-value = 1.548e-06
alternative hypothesis: var Z"exp( E Y )

Vysledek bylo lze ocekavat, kdyz si prohlédneme zévislost rezidui na vyrov-
nanych hodnotach znazornénou na obrazku 8.1. Jesté nahofe zminéna priblizna
varianta testu:

> anova(lm(resid(aa) "2 fitted(aa)))
Analysis of Variance Table
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Response: resid(aa)~2

Df Sum Sq Mean Sq F value Pr(>F)
fitted(aa) 1 400923 400923 24.133 7.077e-06 **x
Residuals 61 1013399 16613

600 800
| |

resid(a)*2
400
\

o 20 40 60 80 100 120

fitted(a)

Obrazek 8.1: Zavislost rezidui na vyhlazenych hodnotach v modelu kvadratické
zévislosti brzdné drahy na rychlosti

8.2.6 Zavislost na doprovodnych veli¢inach

Predpoklddejme nyni, Ze heteroskedasticita je zptisobena monotonni zavislosti
rozptylu na linearni kombinaci néjakych doprovodnych veli¢in, mezi néz mohou
patfit i nékteré pouzité regresory.

Piedpokladejme, 7e je w; = exp(X'z;,), kde z;4 je i-ty fadek matice znamych
konstant s linedrné nezavislymi sloupci Z. Pro matice derivaci evidentné plati
Ds =0 a Dy =Z, a to at uz nulova hypotéza Hy : A = 0 plati nebo neplati.
Vektor parcidlnich derivaci vérohodnostni funkce méa za platnosti nulové hypo-
tézy (po dosazeni odhadi za nulové hypotézy) opét prvni dva bloky nulové.
Nenulova je pouze derivace 9¢/0A. Po dosazen{ zminénych odhadti dostaneme
podobné jako v predchozi kapitolce vyraz

N1 &K, -
a = ﬁ — u; (Zz. — Z).

Odpovidajici prvek inverzni matice k Fisherové informac¢ni matici je inverzni
matice k matici

%(Z -17')(Zz - 17),
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takze vyslednd statistika metody skért typu (A.34) je

n / n
So=—t (Z Wz - z>> (Z-12)(Z-12))"" (Z W (zia z)) .
2 (02) i=1 i1
Plati-li nulova hypotéza (homoskedasticita), m4 statistika S, asymptoticky roz-
déleni x2(q), kde ¢ je pocet slozek vektoru A.

Interpretace statistiky S, je podobn4, jako u S. Lze ji chapat jako miru tés-
nosti zévislosti étvercti rezidui u? na nezévisle proménnych obsazenych v matici
Z (v modelu, ktery kromé nich obsahuje také absolutni ¢len). I zde si lze pied-
stavit zjednodusenou variantu a k rozhodovani pouzit tabulku analyzy rozptylu
mnohondsobné regrese (s absolutnim ¢lenem) ¢tvercl rezidui na regresorech
z matice Z.

Samoziejmé, na misté doprovodnych proménnych lze pouzit také nékteré
nebo vsechny nezavisle proménné z matice modelu. Speciilné, kdyz u regresni
piimky budeme vySetfovat zavislost rozptylu na (jediné) nezévisle proménné,
musi vyjit S, = Sy.

Priklad 8.6 (brzdna draha)

> homosced.test(aa,form.z="rychlost,data=Draha)
Asymptotic homoscedasticity test

data: Draha
Sz = 23.4444, df = 1, p-value = 1.286e-06
alternative hypothesis: var Z"exp( rychlost )

I tento vysledek bylo lze ocekavat, kdyz si prohlédneme zavislost rezidui na
vyrovnanych hodnotach znazornénou na obrazku 8.1. O

8.3 Normalita

V pripadé testovani normality v linedrnim modelu nastava zajimava situace.
Existuji sice testové statistiky, jejichz rozdéleni za platnosti nulové hypotézy
(normalniho rozdéleni) bezpecné znéme, ale takové testy maji slabou silu. Mno-
hem uzitecnéjsi je aplikovat nékteré priblizné postupy, které pouziji klasicka
rezidua wu;. Pouziti normovanych nebo studentizovanych rezidui vede ke snizeni
sily testu (viz napt. diplomku Mgr. Stefka (1994)).

Casto se pouzivaji sikmost a $picatost, vzdy pocitané z béznjch rezidui.
Velmi uziteéné jsou transformace, které navrhl D’Agostino a které jsou pou-
zitelné pro pomérné malé pocty pozorovani. Transformovanou Sikmost Z3 lze
pouzit jiz pro n > 9, transformovanou Spicatost Z jiz pro n > 20. Podrobné
jsou transformace popsany naptiklad v Andélové (1998) knizce.

V kapitolce 7.7 jsme se jiz seznamili s diagramem normality, ktery znazornuje
body o soufadnicich [g;, u(;)], kde g; je stiedni hodnota i-té poradkové statistiky
prostého ndhodného vybéru z rozdéleni N(0,1). KdyZ pfedpokldddme bézny
linedrni model s absolutnim ¢lenem, potom je soucet rezidui nutné nulovy, takze
pak lze ¢tverec vybérového korelacniho koeficientu psat jako

(Z:L:l giu(i))2
Y19 i U%i)

(8.11) W' =
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Gardiner (1997) uvadi pfiblizné kritické hodnoty pro vybérovy korela¢ni koefi-

cient vW"’:

01288 06118  1,3505

1,0063 — NG - 3 pro o =5 %,
0,1371  0,3682 0,7780
1,0071 — 222 _ D282 | Dy pro a = 10 %.

Vn n n?

Postup zaloZeny na korela¢nim koeficientu +W'’ byva uvadén jako Ryantv-
Joineriv test. Statistika W' je zjednoduSenou alternativou k pivodni statistice
Shapira a Wilka, ktera ma tvar

2

[n/2]
1
(8.12) W = 52 g ai,n(u(n—iﬂ) - U(i))
i=1

Koeficienty a; ,, jsou odvozeny ze stfednich hodnot a varianéni matice potfadko-
vych statistik prostého ndhodného vybéru z N(0, 1) rozsahu n. Spolu s kritickymi
hodnotami jsou tabelovany nap¥. v knize Hahn, Shapiro (1967).

Casto se pouziva test Kolmogoroviv-Smirnoviv, kter§ porovnava empiric-
kou a teoretickou distribuc¢ni funkci. Protoze jde o testovani sloZzené hypotézy
(nulové hypotéza uréuje pouze tvar rozdéleni, nikoliv jeho parametry), je tfeba
pracovat s modifikaci Kolmogorovova-Smirnovova testu, kterd znama jako test
Lillieforsiv. Rozdil je pouze v pouzitych kritickych hodnotéach.

Pozor, dostupné programové vybaveni je tfeba pouzivat opatrné. Program
NCSS pouziva zminénou Lillieforsovu modifikaci automaticky a bez upozor-
néni, kdezto Statistica udava dvoji hodnoceni zjisténé statistiky Kolmogorova-
Smirnova. Neni mi znamo, ze by tuto modifikaci nabizel program R.

Normal Q—Q Plot
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Obrazek 8.2: Normélni diagram rezidui
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Priklad 8.7 (kofeny) Opét se budeme vénovat zndmému piikladu. Za¢néme
normdlnim diagramem rezidui (obrazek 8.2).

> u”<- resid(lm(hmotnost~procentoF,data=koren))
> shapiro.test(u)

Shapiro-Wilk normality test

data:
u"W = 0.9794, p-value = 0.476

> skewness.test(u)
D’Agostino skewness normality test

data:
u“z3 = -0.7078, p-value = 0.4791

> kurtosis.test(u)
D’Agostino kurtosis normality test

data:
u“z4 = -0.5144, p-value = 0.607

> omnibus.test (u)
D’Agostino omnibus normality test

data:
u”Chi2 = 0.7656, df = 2, p-value = 0.682

VsSechny pouzité testy naznacuji totéz, co normalni diagram. Neni divod
nepfedpokladat v modelu analyzy rozptylu normélni rozdéleni. Pilnému ctenéfi
doporucuji vyzkouset si testy normality na stejnych datech, ovSem v modelech
linearni a kvadratické zavislosti na obsahu cukru. O

8.4 Nezavislost

Problém se stochastickou zavislosti pozorovani se vyskytuje zejména tehdy, kdyz
data ziskavame postupné, takze hodnoty zavisle proménné vlastné tvori casovou
fadu. Kazdopaddné musi mit pofadi pozorovani néjaky vyznam, aby mélo smysl
formélné se zabyvat ovérfovanim predpokladu nezavislosti jednotlivych pozoro-
vani.

Méjme opét ndhodné veli¢iny Y; = (x;s)'3 + €;, kde e; ~ N(0,0?). Tento-
krat pripoustime, ze nahodné veli¢iny e, ..., e, jsou zavislé, specidlné, ze tvori
autoregresni proces prvniho fadu e; = pe;—1 + €;, v némz ¢; jsou jiz nezavislé.
Pro p = 0 dostaneme klasicky normalni linedrni model.

Statistika Durbina a Watsona ma tvar
d— Z?;ll (ui+1 — ’U,i>2 u’Au

n 2 - / b
Do U u'u

(8.13)
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kde matice

>
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o o o --- -1 1
je zfejmé symetrickd a pozitivné semidefinitni (vyjadfuje nezapornou kvadra-
tickou funkci z ¢itatele, soucet Fadkt da nulovy vektor).
Zajim4 nés rozdéleni statistiky d za platnosti nulové hypotézy Hg : p = 0.
Pfipomenme, Ze je u = Me. Pfitom matici M Ize vyjadfit pomoci mnohokrat
pouzité ortonormalni baze jako M = NN’. Kdy# zavedeme nadhodny vektor

1
t=—Ne~ N(O,1,_,),
~Ne ~ N( )

miizeme statistiku d pfepsat jako

Nt/
de t'N /ANt'
t't
Nyni najdeme k pozitivné semidefinitni matici N’AN jeji spektralni rozklad
QAQ’, kde Q je né&jaka ortonormélni matice fadu n—r a A je diagonalni matice
s diagonalnimi prvky A1 > ... > \,_,. Zavedme nyni ndhodny vektor Z = Q't.
Snadno zjistime, ze je Z ~ N(0,1,_,.), takze statistika

AT S
Tz Yz

je podilem linearni kombinace ndhodnych veli¢in s rozdélenim x2(1) a souctu
téchto nahodnych veli¢in.

Problémem je, Ze koeficienty linedrni kombinace (konstanty A;) zavisi na
vychozi regresni matici X. Nastésti 1ze podle Poincarého véty (viz vétu A.10
v Dodatku) tato vlastni ¢isla omezit pomoci vlastnich ¢isel matice A. Pred-
pokladejme, ze plati 1 € M(X) (napfiklad v modelu existuje absolutni ¢len).
Potom plati N1 = 0 a protoze je 1 vlastnim vektorem matice A odpovidajicim
jejimu nejmensimu vlastnimu éislu, miizeme pouzit nerovnosti (A.22) a (A.24).
Odtud bude (méme g =n —r)

Z?:T \NiZ? < Z?:T @ Z} —d

= n—r — n—r - U
Zi:l Z72 Zi:l ZZ2
a podobné (zvolme v (A.24) j=n—r—i+1)
n—r 2 n—r 2

Yia 4t XL 4

Rozdéleni ndhodnych veli¢in dy,, dy zavisi jiz pouze na n a r. Existuji tabulky
kritickych hodnot pro ndhodné veli¢iny dr,, dy, napf. Likes, Laga (1978).

P1i testovani nulové hypotézy Hy : p = 0 proti alternativni hypotéze H; :
p > 0 pak ve prospéch alternativni hypotézy budou svédcit spise malé hodnoty
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statistiky d (sousedni rezidua jsou spis podobna). Nulovou hypotézu zamitneme,
kdyz bude platit d < dr(a), nezamitneme ji v piipadé, ze vyjde d > dy(«).

Ve zbyvajicich pfipadech (dr(a) < d < dy(a)) rozhodnout takto snadno
nelze. Pak je mozno skute¢né rozdéleni statistiky d/4 aproximovat pomoci beta
rozdéleni s takovymi parametry, aby se shodovaly prvni dva momenty. O moz-
nostech aproximaci rozdéleni d pojednava podrobné prehledny ¢lanek autort
metody Durbin, Watson (1971).

Snadno se zjisti, Ze statistika d tésné souvisi s odhadem koeficientu p: d =
2(1—p). Pfi kladném parametru p maji body tendenci sdruzovat se podle pfimky
y = x, pii zaporném p pak podle pfimky y = —=.

K diagnostice problému s nenulovym autokorela¢nim koeficientem p se pou-
Ziva diagram, ktery znazorfiuje n — 1 boda [u;—1, u;].

Predpokladejme, ze data jsou usporadana tak, ze hodnoty nezévisle pro-
ménné rostou s poradovym indexem pozorovani. Kdyz se vysetfuje kvadraticka
zavislost na nezavisle proménné a pouzije se pouze zavislost linearni, vysledna
sousedni rezidua maji tendenci byt si blizka, coz je podobna situace, jako pfi
kladném autokorela¢nim koeficientu p. Proto lze Durbintiv-Watsoniv test pouzit
nékdy také k diagnostice nespravného tvaru regresni funkce.
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Kapitola 9

Multikolinearita

Ve vlastni regresi se zpravidla predpoklada, Zze regresni matice X méa linedrné
nezévislé sloupce. Teoreticky matice ma nebo nema linedrné zavislé sloupce.
Ovsem u realnych matic je nékdy obtizné rozhodnout, kterd z obou moznosti
opravdu nastala.

O multikolinearité tedy hovorime tehdy, kdy matice X mé sice linearné ne-
zavislé sloupce, ale v néjakém smyslu jsou tyto sloupce témér linedrné zavislé.

9.1 Teorie

Nejprve uvedeme dveé dilezité vlastnosti odhadd v linearnim modelu.
Véta 9.1. V modelu Y ~ (X8, o21) plati

(9.1) E[[Y|* = [IX8|* + o*h(X).
Ma-li matice X linearné nezavislé sloupce, pak plati

(9.2) E|lbl|?> =|B|]* + o2 tr (X'X) L.

D i k a z: Vyraz E||Y — X3||? miZzeme upravit dvéma zpiisoby. Jednak je
to
E(Y - X8)'(Y - XB) = wrE(Y - XB)'(Y - XB)

= trvarY = o?trH = o2h(X),

a také
EI[Y — X8||* =E|[Y[|* - 28'X'EY +[|X3|]?
=E[|Y[]? —||X8]*.

Tvrzeni (9.1) dostaneme porovndnim obou vyjddieni. Druhé tvrzeni véty dosta-
neme podobné, kdyz dvéma zptisoby vyjadiime vyraz E ||b — B||*:

Ellb—B|% = trvarb = o2tr (X'X)""
E|[b][* —|BI*. o

97
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Ze vztahu (9.1) je ziejmé, Ze stiedni hodnota ¢tverce délky odhadu vektoru
EY zavisi pouze na skutecné hodnosti matice X, nikoliv na tom, jak ,,dobfe“
jsou jeji sloupce linedrné nezavislé. Na druhé strané totéz vSak neplati pro od-
had vektoru regresnich koeficientd 3. Pfi tom pravé tento vektor udava, ktera
linearni kombinace sloupcit matice X tvori jednoznac¢né urceny vektor Y.

Necht X'X m4 spektralni rozklad podle (A.5) (s vlastnimi &isly A1, ..., Agr1)
tvaru:

k+1
(9.3) X'X =Y " \aq,q;.
i=1

Potom plati
k+1

1
E|b|* = [|8]]? +022;
i=1 "t

Mal4 vlastni ¢isla se tedy projevi velikou neshodou mezi E||b||? a ||3]|%.
Predpokladejme, ze vlastni ¢isla jsou oznacena indexy tak, aby platilo

)\12...2)\k—+1.

O nebezpeci multikolinearity do zna¢né miry vypovida ¢islo podminénosti ma-
tice X, které je definovano jako \/A1/Ak41. Podrobnéjsi informaci daji indexy
podminénosti matice X’'X

A1

J

Cislo podminénosti matice X'X je rovno 7,1 a ¢islo podminénosti matice X je

rovno +/Mi+1-

Je tfeba pfipomenout jednu velmi nepfijemnou vlastnost vlastnich ¢isel, totiz
jejich zavislost na zvoleném méritku. Porovnejme dvé matice:

30 2 1 30 0,02 1000
A={(2 30 5], B=10,02 0,0030 50
1 5 10 1000 50 10000000

Miuze jit o dvé matice typu X'X, které se lisi pouze méfitkem, v jakém jsou
vyjadfena data. Matice X m4 t¥i sloupce, z nichZ prvni obsahuje jednicky (pro
absolutni ¢len). Druhy sloupec obsahuje délkové tdaje vyjadiené v centimetrech
(matice A) nebo v metrech (matice B), tfeti sloupec obsahuje tidaje o hmotnosti
vyjadfeni v kilogramech nebo v gramech. Jedna se tedy vlastné o stejnou tlohu,
ovem (isla podminénosti jsou velmi rtiznd: ni11(A) = 3,730 je pomérné malé,
kdezto ng.1(B) = 3,646 - 10°.

Neékdy se tedy, dfive nez se spocitaji vlastni ¢isla, matice X normuje tak, aby
vSechny jeji sloupce mély stejnou délku (viz program NCSS). M4 to vyznam
zejména tehdy, kdyz méme interpretaci pro absolutni ¢len modelu.

Druhym pouzivanym normovanim je prechod ke korela¢nim koeficienttim,
jak to provedeme v nasledujici kapitolce. Pak poc¢itame domocninu Tento postup
v8ak nelze pouzit tehdy, kdyz méa ve vysSetrovaném modelu absolutni ¢len vlastni
vécnou interpretaci.
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9.2 Regrese standardizovanych velicin

Mnohé programy nabizeji diagnostické prostiedky, které jsou zalozeny na stan-
dardizovanych veli¢inach a jejich kovariancich, tedy na korela¢nich koeficientech.
Uvazujme model tvaru

(9.4) Y; Zﬂo-f—zwijﬁj + €4, 1<i<n,
j=1
kde nezévislé ndhodné veli¢iny ey, ..., e, maji rozdéleni N(O,O’2). Predpokla-

dame, ze matice

X = (17X017"' ;xok)

ma linedrné nezavislé sloupce, tedy hodnost k 4+ 1. Oznac¢me

n n

T =) (v, — 3%  Tp=>» (Yi-Y),

i=1 i=1
a zavedme standardizované veli¢iny

Y*_Y;*—Y *_ﬂﬁij—i‘j
i T ) Tij = —F/F7
00

pro které plati

n n n
* *2 * *2
Yyvr=0, Yy2=1  Yapy=0 Y=l
=1 =1 1=1 3
Oznacme dale
n
_ * *
Tjt = § IE” 2t7 Tj0 = § xljy; .
i=1

Snadno nahlédneme, Ze 7,70 jsou vybérové korela¢ni koeficienty. Nyni vyja-
dfime pivodni pozorovani pomoci odhadt
k
Yi=Yi+u = bo—f—zxijbj—i-ui

j=1

k
= bo +Zi’jbj +Z l'zj b +Uz
j=1
k
= Z xij — T;)b; + w,

kdyz jsme vyuzili skutecnostl, ze v modelu s absolutnim ¢lenem prochazi od-
hadnuta zavislost tézistém.
Posledni vztah vyjadiime pomoci standardizovanych veli¢in oznacenych hvéz-

dickou, dostaneme tak standardizovang model
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kdyz jsme zavedli standardizované koeficienty b5 = (T)j;/Too)b; a rezidua stan-
dardizovaného modelu u} = u;/Tpo. Rezidudlni soudet ¢tverci standardizova-
ného modelu RSS* zfejmé tésné souvisi s koeficientem determinace

n n 2
U; RSS RSS
. * = * = v = —_—— 1 — 1 — = 1 - 2.
()5S ;% 2 (TOO) 5 ( T5 ) f

i=1 00

Pokusme se vyjadrit hleddni odhadu regresnich koeficienti. KdyZ shromaz-
dime standardizované veli¢iny z7; a Y;* do matice X* a vektoru Y™, bude vektor
b* = (b7,...,b;) feSenim normalni rovnice (standardizovany model méa abso-
lutni élen identicky nulovy)

(X* X*)b* = X' Y*.

Oznacime-li matici korela¢nich koeficienttd r;+ jako R, a podobné vektor kore-
la¢nich koeficientt ;o symbolem r;,, mizeme posledni vztah vyjadiit nakonec
jako
Ruzb™ =ryy.
Vyjadiime jesté odhad varianéni matice statistiky b*:

RSS® o 1-R o,

varb® = S*R;} = 2 R;l= " Rl
var T n_k_l rx n—k_l rx

Pouzijeme-li bézné oznaceni prvku inverzni matice pomoci hornich indexi, do-

staneme vyjadfeni
— 1— R?

varb* = ———— 97,
Joon—k-1
V dal$im bude uzite¢né dalsi vyjadreni koeficientu determinace. Postupné
upravime inverzni matici k vybérové korela¢ni matici veli¢in Y*, 7, ..., z} resp.

veli¢in Y, x1, ..., xg:

1\ (L= Rk,
rzy Rag a * *

_ ((Y*’Y* — Y XX X)X Y )L *)

sy (e

’ L . wes o , . , ’ . 1 v .
Nyni vyjadiime jemnéji j-ty diagonalni prvek matice R, . Predstavme si
nyni, Ze na misté veli¢iny Y je jedna z veli¢in z. Ozna¢me symbolem Rjz ko-
eficient determinace zavislosti X; na ostatnich velicinach, tedy na veli¢inach
Xoly -« Xe(j—1), Xe(j+1)s---»Xek- Z Tvahy o inverzni matici ke korela¢ni matici
zfejmé plyne, ze plati
1
Y
1-R;

i —

Mizeme tedy vyjadrit odhad rozptylu odhadu b7 ve tvaru

——  1-R 1
. 5= .
(9.6) e Aty T
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Nejmensi mozny rozptyl dostaneme, kdyz je RJQ. = 0, s rostouci hodnotou
RJQ- se rozptyl odhadu b} zvétsuje. Charakteristika 1 — R?- se zpravidla nazyva
tolerance, jeji prevracend hodnota se oznac¢uje VIF (Variance Inflation Factor)
a ukazuje, kolikrat se zhorsi rozptyl odhadu b7 v disledku korelovanosti j-tého
regresoru s ostatnimi regresory.

Ukazme jesté souvislost s piivodnimi parametry. Protoze je b; = (Too/7};)b},
plati

— 11— R 1 Too\ >
varb;, = — ] .
T n—k—-11- R? T;;
Posledni poznédmka patii testovani nulovosti regresnich koeficientii [3;. Tes-
tovou statistiku lze vyjadrit nasledovné:
b (Too/T}5)b; b

ol e (T Ty)ts) o\ Jvarb:
. In—k—1
:()],,/71_1%2 \/1-R3.

Rozhodovat lze tedy bud v ptivodni nebo v upravené (hvézdickové) parametri-
zaci. Déle je zfejmé, jak zavisi na vnit¥ni zavislosti mezi regresory. Velka tole-
rance vyzaduje vétsi hodnotu [b%| k tomu, abychom mohli prokazat nenulovost
parametru ;.

Ve vystupu programu NCSS lze koeficienty b nalézt v oddilu nazvaném
Regression Coeflicient Section pod nazvem Standardized Coeflicient. Program
STATISTICA uvéadi tyto odhady ve sloupci nadepsaném BETA.

Priklad 9.1 (méfeni 1Q) Pouzijme data, zjisténa na velké Skole pii peda-
gogickém vyzkumu. Pro kazdého ze 111 zakd zndme jeho pohlavi, pramérny
prospéch v pololeti sedmé a osmé tfidy a hodnotu IQ. Nasim cilem je ové-
Fit moznost odhadovat IQ nepfimo, ze znamych priamérnych znamek, piipadné
s prihlédnutim k pohlavi, kdy divky jsou kédovany jednickou a hosi nulou. Vy-
bérové korelacni koeficienty zjistime snadno:

> cor(cbind(iq,pohlavi,zn7,zn8))

iq pohlavi zn7 zn8
iq 1.0000000 0.1217568 -0.6887396 -0.6571046
pohlavi 0.1217568 1.0000000 -0.3666488 -0.3802419
zn7 -0.6887396 -0.3666488 1.0000000 0.9545902
zn8 -0.6571046 -0.3802419 0.9545902 1.0000000

Odhady standardizovaného modelu b7 mizeme spocitat, kdyz pouzijeme
funkci scale (), ktera (kdyz ponechdme pfednastavené parametry) normuje sviyj
argument (ode¢te primér, vydéli smérodatnou odchylkou). I kdyZ je v upra-
veném modelu absolutni ¢len identicky nulovy, my jej v definici ponechame,
abychom zachovali spravny pocet stupi volnosti (absolutni ¢len je v uprave-
ném modelu pouze skryt).

> summary(1lm(scale(iq) “scale(pohlavi)+scale(zn7)+scale(zn8) ,data=Iq))

Call:
Im(formula = scale(iq) ~ scale(pohlavi) + scale(zn7) + scale(zn8))

Residuals:
Min 1Q Median 3Q Max
-1.47790 -0.50164 -0.02892 0.47855 1.76069
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Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|tl)
(Intercept) -1.455e-16 6.844e-02 -2.13e-15 1.00000
scale(pohlavi) -1.528e-01 7.434e-02 -2.055 0.04232 *
scale(zn7) -6.989e-01 2.308e-01 -3.029 0.00308 **
scale(zn8) -4.800e-02 2.321e-01 -0.207 0.83658

Residual standard error: 0.721 on 107 degrees of freedom
Multiple R-Squared: 0.4943, Adjusted R-squared: 0.4801
F-statistic: 34.87 on 3 and 107 degrees of freedom, p-value: 8.882e-016

Pro srovnani uvedme také klasické odhady b;:
> summary (1m(IQ~pohlavi+zn7+zn8,data=Iq))

Call:
Im(formula = IQ ~ pohlavi + zn7 + zn8)

Residuals:
Min 1Q Median 3Q Max
-22.1677 -7.5243 -0.4338 7.1780 26.4095

Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|t])
(Intercept) 142.785 3.869 36.909 < 2e-16 *x*
pohlavi -4.563 2.221 -2.055 0.04232 *
zn7 -16.767 5.5636 -3.029 0.00308 *x*
zn3 -1.149 5.557 -0.207 0.83658

Residual standard error: 10.81 on 107 degrees of freedom
Multiple R-Squared: 0.4943, Adjusted R-squared: 0.4801
F-statistic: 34.87 on 3 and 107 degrees of freedom, p-value: 8.882e-016

Vsimnéme si predevsim stejnych hodnot jednotlivych ¢-statistik a odpovida-
jich dosazenych hladin testu v bézném a standardizovaném modelu. Totéz plati
pro koeficient determinace i pro adjustovany koeficient determinace.

Ponechme zatim stranou velkou dosazenou hladinu u priméru z 8. t¥idy,
ktera svédci o tom, ze tento regresor bychom mohli vynechat. O multikolinearité
svédci velky korela¢ni koeficient mezi obéma primérnymi znamkami: Absolutni
¢len tentokrat nemé v modelu vlastni vyznam, proto pfi hodnoceni multikoli-
nearity vyjdeme z korela¢ni matice. Indexy podminénosti a dalsi charakteristiky
odvozené z korela¢ni matice spoc¢itdme jednoduchou procedurou

VIF <- function(lmobj)

# pocCita diagnostické statistiky souvisejici s multikolinearitou
# 2zalozené na korelacni matici

{

X <- model.matrix(lmobj) # pfedpoklada absolutni &len

V <- solve (t (X)%*%X)

vjj <- diag(V) [-1]

X0 <- scale(X[,-1]) # standardizace regresori

yO <- scale(lmobj$model[,1]) # standardizace regresandu
1mobjO <- 1m(y0~X0) # standardizovand regrese

R <- cor(X0)

VIF <- diag(solve(R))
tol <- 1/VIF; R2 <- 1-tol
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betal <- coef(1lmobjo) [-1]
cbind(betal,VIF,R2,t0l,vjj)
}

Vysetfovany model dal tyto vysledky:
> VIF(1m(iq~pohlavi+zn7+zn8,data=Iq))

betal VIF R2 tol vjj
XOpohlavi -0.15275544 1.169230 0.1447359 0.85526408 0.0421652
X0zn7 -0.69892795 11.268657 0.9112583 0.08874172 0.2620455
X0zn8 -0.04799886 11.402400 0.9122992 0.08770084 0.2640648

Sloupec nazvany beta0 obsahuje odhady bj. Sloupec nazvany R2 obsahuje
koeficienty determinace v regresnich modelech, kdy se snazime vysvétlit jeden
regresor jako linearni funkci vSech ostatnich regresort.

Ukazuje se, ze vzajemna zavislost nékterych regresortu zvétsila rozptyl od-
hadi koeficientd u standardizovanych prameért vice nez desetkrat (VIF'). Veli-
kost vzajemné zavislosti charakterizuji velké koeficienty determinace. Napiiklad
prumér v 8. t¥idé lze vysvétlit vice nez z 90 % pomoci ostatnich regresort.
Diagonélni prvky vjj matice (X'X)~! udéavaji (az na S?) rozptyl odhadt b;.

Pro zajimavost, kdyZ odstranime z modelu primér znamek z 8. t¥idy, jsou
obé infla¢ni ¢isla VIF rovna 1,155310. (Proépak musi byt obé infla¢ni éisla
stejna?)

> VIF(1m(iq~pohlavi+zn7,data=Iq))

beta0l VIF R2 tol vij
XOpohlavi -0.1510784 1.155310 0.1344313 0.8655687 0.04166322
X0zn7 -0.7441323 1.155310 0.1344313 0.8655687 0.02686600
> summary(lm(iq~pohlavi+zn7,data=Iq))

Call:
Im(formula = iq ~ pohlavi + zn7, data = Iq)

Residuals:
Min 1Q Median 3Q Max
-21.9606 -7.4290 -0.1927 7.0047 26.5244

Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|t])
(Intercept) 142.607 3.7565 37.982 <2e-16 **x
pohlavi -4.513 2.198 -2.054 0.0424 *
zn7 -17.852 1.765 -10.116 <2e-16 ***

Signif. codes: O ‘**x’ 0.001 ‘**’> 0.01 ‘%> 0.05 ‘.’ 0.1 ¢ * 1

Residual standard error: 10.77 on 108 degrees of freedom
Multiple R-Squared: 0.4941, Adjusted R-squared: 0.4848
F-statistic: 52.74 on 2 and 108 DF, p-value: 1.11e-016

Nejvétsi index podminénosti 48,330 z modelu s obéma priméry zaloZzeny na
zhodnoceni korela¢ni matice se zmensi na 2,158 u zjednoduseného modelu:

> ind.podm <- function(A) {e <- eigen(A); e$vall[1]/e$vall}
> ind.podm(cor (cbind(pohlavi,zn7,zn8)))

[1] 1.000000 2.859583 48.330483

> ind.podm(cor (cbind(pohlavi,zn7)))

[1]1 1.000000 2.157806
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Kapitola 10

Hledani modelu

V nésledujici kapitole uvedeme nékteré charakteristiky a postupy, které se pou-
zivaji v souvislosti s hledanim modelu. Nepochybné neni na skodu pfipomenout,
7e nejlepsi je situace, kdy model je odvozen z predstavy o fungovani vysetfo-
vanych déju. Je-li to mozné, takovému postupu je tfeba vzdy dat prednost. To
se tyka také planovani pokusu (pro jaké hodnoty nezavisle proménné zjistovat
hodnotu zévisle proménné),

10.1 Dvé kritéria

Nejprve provedeme dvé obecné tvahy o praktickych moznostech srovnani mo-
delu a podmodelu.

10.1.1 Silné kritérium

Pfipomenime si vétu 6.2. Tehdy jsme pii porovnavani standardniho modelu s né-
jakych obsahlejsim modelem zjistili, Ze mensi klasicky model neda horsi stfedni
¢tvercové chyby, pokud je étverec délky vychyleni nejvyse roven rozptylu (tj.
HbiasYH2 < 0?). Piedpokladejme nyni, Ze vektory parametr 3,4 jsou oba
odhadnutelné, coz je zaruceno naptiklad tim, Ze matice X a MZ maji linedrné
nezavislé sloupce, tj. plati h(X) = £+ 1 a h(MZ) = m. Pod m si mZeme
predstavovat pocet novych regresort v matici Z.

Podle (6.10) vyjadiime vychyleni odhadu Y jako —MZ~ a do tohoto vyrazu
za v i za 02 dosadime bé&zné odhady, dostaneme silné kritérium

(10.1) IMZc,||* < S2.

vvvvv

plati RSS — RSS, = ||MZc,||?, m4 testova statistika podmodelu (zde je jim
klasicky model) tvar

IMZcy||?/m
(10.2) F= Sig?'
g
Silné kritérium je tedy ekvivalentni s pozadavkem
1
(10.3) F<—.
m

105
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V bézném regresnim vystupu mame vedle odhadid jednotlivych regresnich
koeficientti uvedeny ¢ statistiky. MuZeme je néjak v souvislosti s ovéfovanim
(10.3) pouzit?

Pfipomenime, ze plati (6.19), takze varian¢éni matici odhadu ¢, mizeme od-
hadnout pomoci varc, = S2(Z'MZ)~'. Proto plati

— = 1 MZc,||?
(cg)/ (varcg) 1 cy = ﬁ(cg)/ (Z’MZ) c, = % =mF.
9 g

Se silnym kritériem je ekvivalentni nerovnost c;, (var cg)_1 ¢y < 1. Podle véty
A.8 je tato nerovnost ekvivalentni s tim, Ze matlce var Cy — cgc je pozitivné
semidefinitni. K tomu je ale nutné (ale nemusi stacit), aby vSechny diagonalni
prvky této matice byly nezaporné, tedy aby pro vsechny ¢ statistiky pro testy
hypotéz, ze je v; = 0, platilo

|cg;] |cg;
(10.4) T, = = <1
(varey) S-E.(Jeg;1)

Odtud plyne uzite¢ny zaveér: mezi kandiddty na ,zbytecné“ regresory ve smyslu

silného kritéria mohou patrit jen takové, u michZ je t statistika mejvyse rovna
jednicce.

10.1.2 Slabé kritérium

Kdyz se nebudeme zajimat o vSechny linedrni funkce parametrtt 3,4 (s tim
je ekvivalentni vysetfovani Y), ale jen o kombinace ,vyzkousené“ v datech,
muzeme porovnat stiedni ¢tvercové chyby odhadi (x;e)'b a (xe)'bg + (Zie)'cq
pro linedrni funkce parametrii (x;6)'3 + (zie)'7y, kde i = 1,...,n.

Zajimé nas tedy, kdy bude splnén pozadavek (slabé kritérium)

(10.5) Z MSE (V) < Z MSE (Y,

Po dosazeni postupné tento pozadavek upravime na

En:(varY—f— bias ;) ) ZvarYgl,

=1
Z 2h17 + (( mzo /Z’Y ZU h’g“v
1=1
(10.6) o (k+1)+||MZv|\2§a (k+1+m).

Vysledkem je tedy pozadavek
(10.7) [IMZ~|]? < mo?,

ktery nahradil podobny pozadavek (10.1) silného kritéria. ProtoZe se obé nerov-
nosti li§i pouze koeficientem m na pravé strané (10.7), je zfejmé, Ze nerovnost
(10.3) muzeme v piipadé slabého kritéria nahradit pozadavkem F < 1 a nutnou
podminku (10.4) slabsim pozadavkem |T,,| < v/m.

Mezi kandiddty na ,zbytecné” regresory ve smyslu slabého kritéria mohou
patiit jen takové, u nichZ je t statistika nejvyse rovna \/m.
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10.2 Porovnani modelu a podmodelu

Zde shrneme zpravidla jiz zndma tvrzeni o moznostech porovnani kvality modelu
a podmodelu.

10.2.1 Rezidualni soudet étvercu RSS
Podle (7.8) vime, ze plati
RSS, = RSS — ||MZc,|]? < RSS,

takze rezidualni soucet ¢tverct v podmodelu je zdola omezen rezidualnim souc-
tem c¢tverct v modelu. Pfejdeme-li k podmodelu, nemiize rezidualni soucet
¢tvercid klesnout.

10.2.2 Koeficient determinace R?
Vzhledem ke vztahu mezi RSS; a RSS plati

RSS RSS

> = R?
Y =Y12 = [[Y = Y1

2 _
Ry =1-
Pii zjednoduseni modelu na podmodel nemiize koeficient determinace vzrist.
Uspotadani posloupnosti do sebe viazenych podmodelt podle klesajiciho koefi-
cientu determinace je stejné, jako usporadani tychz podmodelt podle rostouciho
rezidualniho souctu ¢tverca.

10.2.3 Rezidualni rozptyl S*

Nejprve vyjadiime pozadavky silného a slabého kritéria pomoci nestrannych od-
hadi rozptylu v modelu a podmodelu. Pomoci obou rezidualnich souctti ¢tverct
miizeme statistiku F ze vztahu (10.2) upravit postupné jako

_ RSS—RSS,n—k—1-m

F

RSS, m
_ (n—k—-1)?—(n—k—1-m)S?
mSg
n—k—1
g

takze pozadavek slabého kritéria lze zapsat jako S* < SZ.
Podobné pozadavek silného kritéria F' < 1/m vede k nerovnosti

2 2 2
n—k-18"-Mn-k—-1-m)S; <S,
ktera je ekvivalentni s nerovnosti

n—k:—ms2

2<7
(10.9) §* < ———T5;.

O moznostech splnéni posledni nerovnosti vypovi néasledujici ivaha. Nerov-
nost RSS,; < RSS je ekvivalentni s nerovnosti (n—k—1-m)S2 < (n—k—1)5?,
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ktera da omezeni zdola pro odhad rozptylu S2, které je téméi totozné s omeze-
nim shora uvedenym v (10.9). Plati-li silné kritérium, musi byt souc¢asné splnény

nerovnosti
n—k—1—-m n—k—mS2

n—k—1 n—k—1"9
Je vidét, ze silné kritérium dava jen velmi mélo ,svobody* pro mozné hodnoty
rezidudlniho rozptylu S2.

2 2
$2< 82 <

2

10.2.4 Adjustovany koeficient determinace R;,

Klasicky koeficient determinace R? lze vyjadfit pomoci odhadii rozptylu meto-
dou maximalni vérohodnosti v modelu a ve specidlnim podmodelu, ktery ma
pouze absolutni ¢len, totiz EY = 1, jako

RSS 52

R B, &

> (Yi=Y)?/n a4
Kdyz nyni nahradime odhady metodou maximélni vérohodnosti pfislusnymi
nestrannymi odhady, dostaneme adjustovany (upraveny) koeficient determinace

RSS/(n—k—1) n—1

SRR s o Ty Sy f 0

Protoze lze tento koeficient vyjadrit jako monotonni funkci vybérového roz-
ptylu 5% (S2 je odhad rozptylu v podmodelu)

2 2

R, =1-2
S

adj
je usporadani posloupnosti do sebe vnorenych podmodeli podle klesajiciho

upraveného koeficientu determinace stejné, jako podle rostouciho vybérového
rozptylu.

10.2.5 Mallowsovo C),

Myslenka statistiky C), je zaloZena na porovnani odhadu celkové stfedni ¢tver-
cové chyby z (10.5) s ,,bezpeénym“ odhadem rozptylu.

Necht plati ,bezpeény“ model Y ~ (X3 + Zv,02l). PouZijeme-li stiedni
hodnotu E RSS ze vztahu (6.9), dostaneme v pfedpokladaném modelu s tiplnou
hodnosti vztah

ERSS = (n—k —1)o? + [|[MZ~||2.

Kdyz vyjadiime celkovou stfedni chybu podle (10.6), dostaneme
> MSE (Vi) = (k + 1)0” + ||MZ~|[*.
i=1

Kdyz ze dvou poslednich rovnic vylou¢ime neznamy ¢tverec délky vychyleni
|IMZ~]|? a celkovou stiedni étvercovou chyby podélime rozptylem, dostaneme

1)o? +E —(n—k-1)02 E
(k+1)o* + ng (n—k—1)o (k1) —n+t RSS

1 Z" 5
ﬁ MSE (}/;) == pu 0_2 .
i=1
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Nahradime-li nyni nezndmy rozptyl o2 jeho nestrannym odhadem Sg a stfedni
hodnotu statistiky RSS jeji skute¢nou hodnotou, dostaneme Mallowsovo C,,

RSS

g

Zbyva ukazat souvislost s nahofe uvedenym slabym kritériem. Pouzijme vy-
jadfeni F statistiky podle (10.8). Snadnou tpravou dostaneme

RSS
55

n—k—1
55

m(F —1) = (5?—-57) = —(n—k-1)=Cp—k—1.
Slabé kritérium F' <1 je tedy ekvivalentni s nerovnosti C, < k + 1. Protoze je
déle )
F——)=C,—k—-2
m( m) p +m,

je silné kritérium F' < 1/m ekvivalentni s pozadavkem C), < k+ 2 —m.

10.2.6 Prumérny rozptyl predpovédi

Nasledujici tivaha jiz neni zaloZena na porovnani modelu a podmodelu, uz se
nesnazime model zjednodusit vyluCovanim nékterych regresorti. Tentokrat se
budeme zamyslet na presnosti predpovédi budoucich pozorovani,

Pro kazdy fddek matice X mame pfedpovidat nové pozorovini Y (x;e), ne-
zavislé na téch, s jejichz pomoci jsme odhadli vSechny parametry. Bodovym
odhadem bude samoziejmé Y;. Oviem rozptyl chyby predpovédi Y; — Y (x;e)
bude o2h;; + 0. Soudet téchto rozptyli (celkovy rozptyl) je tedy roven vyrazu

1< k+1
ni:l n

Kdyz jesté nezndmy parametr o? nahradime jeho nestrannym odhadem S2,
dostaneme statistiku

(10.11) Jy, = 2 <1+k+1>,

n

kterd na rozdil od samotného rozptylu penalizuje pocet parametr pouzitych
v modelu.

10.2.7 Akaikeho informacéni kritérium

V posledni dobé se k porovnani riznych modela ¢asto pouziva funkce zalozena
na logaritmu odhadu rozptylu zvétSseném o penalizaci po¢tu odhadovanych para-
metra (viz Andél (1998, str. 187)). Akaikeho informaéni kritérium bylo navrzeno
jako

AIC = —2log (8) + 2q,

kde g je pocet slozek maximéalné vérohodného odhadu 0.V pfipadé linearniho
normalniho modelu se zndmym rozptylem o2 po dosazeni do logaritmické véro-
hodnostni funkce dostaneme

AIC =

(k+1),
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coz se az na konstantu velice podoba Malowsovu C),.
Pokud odhadujeme také rozptyl o2, dostaneme

(10.12) AIC =n (14 log(2m) + log(RSS) —log(n)) +2(r + 1)
=n (1 + 10g(27r55)) +2(r+1),

kde o2 je odhad o2 metodou maximalni vérohodnosti a 7 je hodnost matice X.
V ptipadé modelu s tplnou hodnosti a s absolutnim ¢lenem je tedy r = k + 1
(nezapometime na to, ze i 02 je pak odhadovanym parametrem).

10.2.8 Odhad stupné polynomu

Necht je zavislost EY na nezévisle proménné x popsdna polynomem [y + 31z +
... + Bra¥, piicemz plati B, # 0. Mame k disposici n > k + 1 nezavisljch
pozorovani

k
Yo=Y B2l +ei,

J=0

kde e; ~ N (0, 02). Predpoklddame, ze stupen k polynomu nezname, ze je dalsim
nezndmym parametrem. V parametru k je tloha nelinedrni. V tomto odstavci
popiseme nékteré metody, které vedou ke konzistentnimu odhadu tohoto para-
metru.

Pfipometime vztah (6.13) z véty 6.1, podle kterého reziduélni rozptyl nad-
hodnocuje skuteény rozptyl v pripadé, Zze pouzity model opomiji nékteré re-
gresory, které skutecné ovlivnuji stfedni hodnotu zavisle proménné. Na druhé
strané, kdyz pouzijeme nékteré regresory zbytecné, odhad rozptylu zistane ne-
strannym.

Zdalo by se tedy, ze sta¢i odhadovat regresni modely postupné s rostoucim
stupném a skonéit tehdy, kdyZ rezidudlni rozptyly (oznacime je S,%) pfestanou
klesat, kdy zacnou kolisat kolem néjaké konstanty. Tento postup ale nevede
ke konzistentnimu odhadu stupné polynomu. Je tieba néjak penalizovat pocet
parametri.

Kupodivu, i kdyZ statistika Ji z (10.11) se o takovou penalizaci snazi, nestaci
to, minimalizace J pfes stupen polynomu nevede ke konzistentnimu odhadu.
Podobné nemusi vést ke spravné hodnoté ani Akaikeho kritérium z (10.12).

Ke konzistentnim odhadtim vede minimalizace fady funkci, napriklad

(10.13) A(k) =S (1+c(k+1)n"%), a€(0,0,5),¢>0,
1
(10.14) SR(k) = log S + (k + 1) Oi n
log1
(10.15) HQ(k) = log S + 2¢(k + 1)%, ¢> 0.

10.3 Sekvencni postupy

Bézné pouzivané programové vybaveni nabizi zpravidla automatizovany vybér
regresortl z mnoziny moznych regresori, které zvoli uzivatel. K tomu se pouzivaji
v zasadé dva postupy a zejména jejich kombinace.
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10.3.1 Sestupny vybér

Nejprve se spocita nejbohatsi model, pak se jednotlivé regresory postupné z mo-
delu vylucuji. V kazdém kroku se vylucuje takovy regresor, ktery v daném mo-
delu nejméné prispiva k vysvétleni. Oznacme symbolem ¢; hodnotu ¢ statistiky
pro test hypotézy, ze v daném modelu je koeficient u j-tého regresoru nulovy.
Zpravidla k rozhodovani se pouziva ctverec této statistiky F; = t?. Kondi se
tehdy, kdyz vSechny tyto F' statistiky pro vylouceni jsou vétsi, nez néjaké pre-
dem zvolené kritické ¢islo F**. Nékdy se nevoli pfimo toto Cislo, ale spis ¢islo
a**, z néhoz se kritické ¢islo odvodi jako kritickd hodnota F** = Fy ,,_r_1(a).

10.3.2 Vzestupny vybér

Jde o pravy opak pfedchoziho postupu. Vyjde se z ,,prazdné“ mnoziny regresort,
do niz se pak v kazdém kroku piida vzdy ten z je$té nezarazenych regresort,
ktery v daném kroku co mozné nejlépe zlepsi vysvétleni zdvisle proménné. Pied-
stavme si, ze bychom zkusili jeden regresor vlozit a jako F; oznacime ctverec
t statistiky pro jeho vylouceni. V daném kroku vlozime takovy regresor z do-
stupnych kandidati, u néhoz je hodnota F' nejvétsi. Skoncéime, kdyz toto F' neni
dost velké, kdyz je mensi, nez predem zvolené F*. Také zde lze postup nékdy
fidit volbou a*, z n€hoz se vlastni kritické ¢islo odvozuje.

10.3.3 Krokova regrese

Krokové (stepwise) regrese kombinuje oba pravé popsané postupy. Vzestupny
vybér je v kazdém kroku kombinovan pokusem o zjednodusSeni pomoci sestup-
ného vybéru. Kdyby ovsem bylo F* < F**, mohlo by se stat, ze dojde k za-
cykleni algoritmu, kdy bude pravé vlozeny regresor okamzité vyloucen, poté
znovu vlozen, vyloucen atd. Musi tedy byt F'* > F** coz je ekvivalentni s po-
zadavkem o < o**.

Kazda z popsanych metod mutze dat jiny vysledny model, kromé jiného zavisi
také na volbé kritickych ¢isel F*, F** resp. a*, a™*. Vysledny model lze povazo-
vat nejvyse za doporuceni, nikoliv za néjaky dikaz. Zejména u krokové regrese
se doporucuje najit né€kolik témér optimalnich modeli a pokusit se najit mezi
nimi ten, ktery ma nejlepsi interpretaci.

10.3.4 Krokova volba modelu v R

V programu R je k dispozici procedura step(), kterad hledd model s minimélni
hodnotou AIC.

> a<-step(lm(fat~1),
scope=list(lower="1,upper="react+height+weight+pulse+diast))

Start: AIC= 193.16

fat 7 1

Df Sum of Sq RSS AIC
+ weight 1 1546.01 741.65 138.84
+ height 1 270.06 2017.60 188.88
+ react 1 129.92 2157.74 192.24
<none> 2287.66 193.16
+ pulse 1 21.06 2266.59 194.70
+ diast 1 0.57 2287.09 195.15
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Step: AIC= 138.84
fat ~ weight

Df Sum of Sq RSS AIC
+ pulse 1 111.52 630.14 132.70
+ height 1 87.32 654.33 134.58
<none> 741.65 138.84
+ diast 1 2.92 738.73 140.65
+ react 1 2.87 738.79 140.65

- weight 1 1546.01 2287.66 193.16

Step: AIC= 132.7
fat © weight + pulse

Df Sum of Sq RSS AIC
+ height 1 101.53 528.61 125.91
<none> 630.14 132.70

1 7.52 622.62 134.10
+ react 1 0.55 629.59 134.65
- pulse 1 111.52 741.65 138.84
- weight 1 1636.46 2266.59 194.70

+ diast

Step: AIC= 125.91
fat ” weight + pulse + height

Df Sum of Sq RSS AIC
<none> 528.61 125.91
+ react 0.94 b527.66 127.82
+ diast 0.78 527.82 127.84

- pulse 125.73 654.33 134.58

1
1
- height 1 101.53 630.14 132.70
1
- weight 1 1485.84 2014.44 190.80

Call:
Im(formula = fat

weight + pulse + height)

Coefficients:
(Intercept) weight pulse height
6.6641 0.5585 0.1202 -0.2633

> summary(a)

Call:
Im(formula = fat

~ weight + pulse + height)
Residuals:

Min 1Q Median 3Q Max
-5.1739 -2.8986 0.0945 1.4752 7.6314

Coefficients:
Estimate Std. Error t value Pr(>|t])
(Intercept) 6.66406 14.17053 0.470 0.64038

weight 0.55849 0.04912 11.371 5.77e-15 ***
pulse 0.12023 0.03635 3.308 0.00183 *x*
height -0.26329 0.08858 -2.972 0.00469 x*x*

Signif. codes: O ‘**x’> 0.001 ‘x*’ 0.01 ‘x> 0.05 ‘.’ 0.1 ¢ ’ 1
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Residual standard error: 3.39 on 46 degrees of freedom
Multiple R-Squared: 0.7689, Adjusted R-squared: 0.7539
F-statistic: 51.02 on 3 and 46 DF, p-value: 1.132e-014

Z vypisu je patrné, jak se algoritmus v kazdém kroku pokusil pfidat postupné
kazdou proménnou mimo stavajici model a také ubrat kazdou proménnou ze sta-
vajiciho modelu. Skon¢il tehdy, kdyz zadna takova jednokrokovd zména nevede
ke zmenseni AIC. Standardné mé totiz parametr direction hodnotu "both".
Lze vSak nastavit vzestupny ("forward") i setupny ("backward") vybér.

Je tfeba upozornit, ze dosazené hodnoty u jednotlivych proménnych v mo-
delu ziskané pomoci summary(a) je tfeba interpretovat velice opatrné. Kdy-
bychom dokazali vzit v tvahu cestu, jakou jsme dosli v vyslednému modelu,
byly by tyto hodnoty nepochybné vétsi.

10.4 Praxe hledani modelu

Pokud hleddme pouze moznost predikce hodnot zavisle proménné, zpravidla
nam dobie poslouzi ten nejbohatsi model. Zde je vhodné pripomenout tvrzeni
véty 9.1, podle které je velky rozdil v pfesnosti odhadt Y ab.

Velmi casto nas vsak zajimé vliv zvoleného regresoru nebo chceme modelo-
vat vzajemné vztahy veli¢in. Potom je nasim cilem odhadnout néktery regresni
koeficient ¢i nékteré regresni koeficienty.

10.4.1 Interakce a confounding

Velmi Casto je pfi vySetfovani zavislosti néjaké veli¢iny y na regresoru x tfeba
vzit v ivahu také dalsi veli¢iny, které budeme v tomto odstavci znacit symbolem
z. Je pfi tom tfeba rozliSovat dvé rizné situace.

Interakce (effect modification) je takova situace, kdy skuteénd hodnota ve-
liciny z ovliviiuje zavislost y na x. Interakce v tom nejjednodussim piipadé
vyjadiuji pomoci sou¢inu z - z. Pfikladem by mohlo byt naptiklad vysetfovani
zéavislosti platu na délce praxe, kdyz se zjisti, ze smérnice prislusné primky je
jind u muzd a jina u zen. Kdyby byly primky rovnobézné, byl by vliv veli¢in
délka praxe a pohlavi aditivni. Kazdy rok praxe by v priméru pfidal stejnou
¢astku k platu muztm i zendm. Vliv délky praxe by naopak byl modifikovan
proménnou pohlavi, kdyby tyto primérné prirtstky byly u muzi a u Zen rizné.

Jind situace se popisuje anglickym slovem confounding. K mateni dochazi
tehdy, kdyZz vedle nezavisle proménné x a zavisle proménné y existuje jind (ma-
touci) veli¢ina z, kterd ovliviiuje y nezavisle na hodnoté z, pficemz sama z také
souvisi s x. Neexistuje vSak pfi¢inny fetézec x — z — y. Naptiklad vyskyt ra-
koviny jicnu y (méfeny napiiklad poc¢tem onemocnéni na 100 000 obyvatel) je
ovliviiovan podilem x kurakt v populaci a soucasné spotiebou alkoholu z. Tyto
dvé doprovodné veli¢iny spolu nepochybné také souvisi.

Jingm piikladem je tolikrat zminovana zavislost procenta tuku o muzt y
v zévislosti na vysce x a hmotnosti z. D4 se ocekavat, ze pro kazdou zvolenou
hmotnost z bude s rostouci vyskou procento tuku klesat, takze jisté nejde o in-
terakci. OvSem, kdyz vySetfujeme zavislost procenta tuku na vysce bez ohledu
na hmotnost, skuteéné zavislost procenta tuku na vysce bude ,prekryta® zavis-
losti procenta na hmotnosti, protoze hmotnost s vyskou souvisi také.
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Skutec¢nost, ze se ptihlédlo k zavislosti na dalsi veli¢inu ¢i veli¢iny se vyja-
dfuje slovy, ze zavislost byla adjustovdna viéi nécemu (adjusted for), Ze bylo
prihlédnuto k zavislosti . . .

O néjaké veli¢iné za¢neme uvazovat jako o matouci teprve tehdy, kdyz jsme
vyloucili moznost interakci.

10.4.2 Hierrarchicky dobfe formulované modely (HWD)

S kaZdou mocninou veliciny musi byt v modelu vsechny mocniny nizsiho stupné,
se soucinem velicin must byt v modelu také vsechny sloZky tohoto soucinu.

Dtvod k tomuto pozadavku na hierarchicky dobfe formulované hypotézy
(Hierarchically Well-Formulated) je prosty. Zajistime tak nezévislost na para-
metrizaci tlohy. Ukazme to na jednoduchém piikladu. Modelu kvadratické za-
vislosti

y = Bo + pix + faa®

vyjaddiime pomoci nové nezévisle proménné ¢ zavedené vztahem xz = §(t — ¢).
Po dosazeni postupné dostaneme

y=Bo+Bi6(t — ) + B2 (6(t — ¢))*
= (Bo — P18 + B26°¢) + (10 — 2B20%0)t + B26°t7
=0 + Mt + 72t

Kdybychom pfipustili model pouze s kvadratickym ¢lenem, bez ¢lenu linearniho,
tj. s f1 = 0, potom by se po netrividlni linearni transformaci nezavisle proménné
tento ¢len v modelu znovu objevil. Podobnou tvahu bychom mohli udélat pro
soucin nezavisle proménnych.

10.4.3 Vyjadreni nominalni veliiny s vice nez dvéma hod-
notami

Pokud stfedni hodnota zavisle proménné muiize byt zavisla na hodnoté néjakého
nomindlniho znaku (faktoru), zpravidla v regresnim modelu pouzivime umélé
proménné. U dvouhodnotového faktoru vystacime s jedinou nula-jedni¢kovou ve-
li¢inou, u faktoru s ¢ riznymi hodnotami pouzijeme ¢ — 1 umélych proménnych,
z nichz j-t4 je rovna jednicce pravé, kdyz faktor nabyl své (j+1). hodnoty. Koefi-
cient u j-té umélé proménné interpretujeme jako opravu absolutniho ¢lenu, ktery
popisuje zavislost pro zékladni hodnotu faktoru (nepfislusi mu Zadna uméla pro-
ménnd) na absolutni ¢len pro zavislost pfi j-té hodnoté faktoru.

Pti hledani modelu je tfeba dodrZzovat pravidlo, ze v modelu jsou a nebo
nejsou soucasné zarazeny bud vSechny umélé proménné k jednomu faktoru nebo
za4dna z nich.

Ctenaf si jisté uvédomil, Ze jsme pravé pouzili reparametrizaci zalozenou na
contr.treatment, kterd je u béznych faktori v prostiedi R nastavena stan-
dardné. Analogicky bychom mohli pouZit i jinou z nabizenych reparametrizaci.

10.4.4 T¥i faze (Kleinabaumuv postup)

Podle Davida G. Kleinbauma (1994) se pfi hleddni vhodného modelu pouziji
postupné tii faze: najde se dobry vychozi model, vylouc¢i se nékteré interakce,
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pfi vylucovani dalsich nezavisle proménnych se identifikuji matouci proménné.
Pti zjednodusovani modelu se dodrzuji obé dosud zminénd pravidla: pravidlo
hierarchicky dobfe definovaného modelu a pravidlo o umélych proménnych.

Pted provedenim prvniho kroku se samoziejmé seznamime se vSemi dostup-
nymi modely, které se pokusily osvétlit vySetFfovanou zavislost.

V prvnim kroku zafadime do modelu vSechny dostupné proménné, které
by mohly prispét k vysvétleni variability zavisle proménné. Vedle proménné =z,
jejiz vliv na stfedni hodnotu zavisle proménné nas zajima, do modelu zaradime
také jeji druhou mocninu, pokud pfipoustime moznost nelinedrni zavislosti na
x, dale vSechny dalsi doprovodné veli¢iny z, pfipadné také souciny typu z - z,
které modeluji mozné interakce. Vyjimecné se uvazuji také mocniny veli¢in z,
piipadné soudiny typu x - z2. Pii tom vSem je tieba dbat na to, aby vysledek
prilis neovlivnila multikolinearita. Dal$i moznosti, jak sestavit vhodny vychozi
model, je pouZit vhodné transformace zavisle proménné y a zejména = a z.

Ve druhém kroku se snazime eliminovat interakéni ¢leny, tedy ty ¢leny, které
obsahuji = a nékterda z. Pfi tom pouzivame standardni statistické testovani.
Doporucuje se nejprve se pokusit vyloucit naraz vSechny takové ¢leny.

Po ukonceni druhého kroku si poznamenéame odhady regresnich koeficientu
u x a interakénich ¢lend z - z a jejich stfedni chyby. Cilem tfetiho kroku je dal co
nejvic zjednodusit model, zmensit stfedni chyby odhadt koeficienti u x a z - z,
ale jen tak, aby se odhad koeficientu u x ¢iselné prili§ nezménil.

Pokud ve druhém kroku v modelu zistal interakéni ¢len, je situace slozitéjsi,
protoze prilis zavisi na hodnotach doprovodné proménné z z interakéniho c¢lenu.
Abychom se dostali k minimalizaci jedné stfedni chyby, zvolime ,typickou* hod-
notu veli¢in x a z z interakéni ho ¢lenu a zajimame se o odhad stfedni hodnoty
y pro tyto hodnoty.

Za prijatelnou zménu se povazuje zména do péti az deseti procent vysledného
odhadu z druhého kroku. Pti vlastnim zjednodusovani modelu ve tfetim kroku
se vibec nezajimame o statistickou vyznamnost vylucovanych ¢lent, zejména
nechdme v modelu ty ,nevyznamné“ ¢leny, po jejichz vylouceni by doslo k velké
zméné odhadi.

10.5 Transformace

Pfi praci s realnymi daty se mnohdy musime uchylit k transformacim. Pokud
ucinime bohatsim mnozinu moznych stfednich hodnot tak, ze jako regresor pou-
zijeme funkci nékteré nezavisle proménné, nejde o novy problém. Ostatné poly-
nomy patii mezi takové funkce také. Kvalitativné velmi odlisna situace nastane,
kdyz transformujeme zavisle proménnou.

10.5.1 Boxova-Coxova transformace

Boxova-Coxova transformace je pro kladné y zavedena ptredpisem

A
o _ ) W =1)/A A#0,
(10.16) Yy = { log 1 Y

Snadno se ovéi, ze funkce yM je spojitou funkci proménné X i v bodé 0.



116 KAPITOLA 10. HLEDANI MODELU

Vektor se slozkami yzo‘) oznac¢ime symbolem y™ . Bé&ny linearni model mo-

difikujeme tak, ze pfedpokldddme (asporti ptibliznou) platnost
(10.17) YN ~ N(XB,021).

Vsechny parametry modelu (vedle 3 a 02 také \) odhadneme metodou ma-
ximalni vérohodnosti. Uvazime-li, Ze plati
d
) = A1
dyy Yy,
je logaritmicka vérohodnostni funkce netransformovaného nahodného vektoru
Y rovna

2 n 2 1 ¢ ) 12\’ y
UB,0%, ) = 5 log(2wo*) — 297 (yl — (Xje) ,8) +n(A—1)logV,
i=1
kde Y je geometricky pramér hodnot Y7, ...,Y,. Pro pevné A minimalizuje tuto

funkei odhad metodou nejmensich verci b v modelu (10.17).

Pokusme se vSak o ponékud jiné vyjadreni, kde by v logaritmické vérohod-
nostni zmizel (nestandardni) posledni ¢len. Abychom jej zafadili do prvniho
¢lenu se 02, musime tento rozptyl nahradit vyrazem

()

« s S o f o s A A) xrA—
Tomu ovSem odpovida tprava souctu ¢tverctt pomoci veli¢in Zi( ) = Yi( ) JY A1

a nového vektoru parametrit vV = (1/Y>"1),6()‘). Prejdeme tedy pro dané A

k modelu )
AN N<X7(>\)7 (#) |)

A provedeme pouze jednorozmérnou minimalizaci rezidudlniho sou¢tu ¢tverct
RSSz()N\) v poslednim modelu. Rezidualni soucet étvercti ptivodniho modelu je
dan jednoduchym vztahem

RSSy(\) = Y2A"DRSS,(N),

kterj vyplyva napiiklad ze zvolené transformace z YN na Z(M). Kdyz pou-
zijeme asymptotickou vlastnost odhadu A metodou maximalni vérohodnosti a
vyjadifime-li hodnotu vérohodnostni funkce pomoci rezidualniho souc¢tu ¢tverct
(viz (A.28)), mizeme hledat FeSenim nerovnosti

RSSz(\) < RSSz(A) exp(x (o) /),
kde x?(a) je kritickd hodnota rozdéleni x?(1), pfiblizny interval spolehlivosti
pro A.
10.5.2 Zeb¥ik transformaci

Pri hledani vhodné transformace pro zavislost zavisle proménné s kladnymi
hodnotami na jediné nezavisle proménné s kladnymi hodnotami je uzite¢nou
pomtuckou posloupnost mocninnych transformaci

oy —1/2% 1)z, —1/\/x logx, /x, 2, 2%, . . ..
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Po tomto Zebiiku transformaci se mtzeme pohybovat bud nahoru (k vyssim
mocnindm) nebo doli. Cilem je pfedevsim linearizace zavislosti. Kdyz dosah-
neme pohybem po zvoleném Zebiiku (na ose x nebo ose y) pfiblizné linedrni
zavislosti, potom soucasnym pohybem po obou Zebficich se pokusime také o sta-
bilizaci rozptylu.

P1i volbé sméru pohybu, ktery méa vést k linearnimu pribéhu, je uziteény
obrazek 10.1. Napiiklad kdyz je zavislost konvexni a rostouci, k linearizaci vede
zvySovani mocnin proménné x nebo snizovani mocnin proménné y.

© nahoru
proy
<
~ 4
- o 4 dolu nahoru
pro x pro x
o~
|
< _
|
dalu
© 4 proy
T T T T T T 1
-6 -4 -2 0 2 4 6

Obrazek 10.1: Linearizujici transformace
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Kapitola 11
Logisticka regrese

V této kapitole stru¢né popiseme zobecnéni normélniho linedrniho modelu. Vé-
novat se budeme zejména logistické regresi. Podrobny vyklad je obsahem speci-
aln{ pfednasky (M. Kulich STP126 Zobecnéné linedrni modely). Jak uvidime, je
tu souvislost také s pfednaskou o logaritmicko-linedrnich modelech (Z. Praskova
STP128 Analyza kategoridlnich dat).

Uvazujme nezavislé nahodné veli¢iny Yi, ..., Y, s alternativnimi rozdélenimi
s parametry u;. Stfedni hodnoty jsou totozné s pravdépodobnostmi p;, ty mohou
zéaviset na néjakych nendhodnych doprovodnych veli¢inach x;,. Je zfejmé, ze
plati varY; = u;(1 — p;). To je prvni podstatny rozdil v porovnani s normalnim
linedrnim modelem.

Pokud bychom predpokladali, jako v linearnim modelu, zavislost tvaru

wi =EY; = [ +ﬁ/xi-7

bude problém s interpretaci, protoze s vyjimkou trividlniho ptipadu 8 = 0 nelze
zarucit, ze pro libovolné x;, bude p; lezet v intervalu (0,1). Hledejme tedy
jiny interpretovatelny tvar zavislosti a motivaci hledejme v odhadech metodou
maximalni vérohodnosti.
Pravdépodobnosti dvou moznjych hodnot Y; =1 a Y; = 0 1ze psat souhrnné
jako ‘ ‘
PV;=j)=pu(1—pm) ™, =01

Logaritmickou vérohodnostni funkci 1ze tedy zapsat

Up) =log [ " (1 =)'~

i=1

(11.1) = (Vilogp; + (1 —Y;)log(1 — ps))

= Y;-log< )—l— log(1 — p;)-
; T~ ; (1= ps)

Jak je vidét, pozorované ndhodné veli¢iny se v logaritmické vérohodnostni funkci
projevuji pouze v soucinech s vyrazy log(u;/(1 — w;)). Podil

Mg Pxic (YYZ = 1)
(11.2) w(Xie) = Y,

119
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ma bezprostfedni interpretaci. Porovndva pravdépodobnost jednicky (vyskyt
sledovaného jevu) a nuly (nevyskyt jevu). Anglickému oznaceni odds odpovida
Ceské Sance. Samotné funkci n(p) = log(u/(1 — u)) se fika logit. V kontextu
zobecnéngch linedrnich modeli (generalized linear model — GLM) se tato funkce
nazyva spojovaci (link function).

Predpokladejme, Ze logit pravdépodobnosti je linearni funkci neznamych pa-
rametri

1i(Bos B) = Bo + B'Xje.

Absolutni ¢len je tfeba explicitné uvadét, protoZe, jak uvidime, ne vzdy jej
budeme schopni odhadnout. Misto regresni matice X budeme tedy mit matici
(1,X). Pro nas model pak plati

exp(1i(Bo; B))
1+ exp(n:(Bo, B))
exp(fo + B'xis)
14 exp(Bo + B'xia)
1

1+ exp(—(fo + B'%i))’

coz zarudi, ze plati 0 < p; < 1 a odstrani jeden z naznacenych problémi.

wi(Bo, B) =

(11.3) =

11.1 Odhad parametra

Naznac¢me jesté odhad parametri metodou maximalni vérohodnosti. Protoze
plati
e’

0
log (1 — ;) = —=—log(l+e")=—
on; og (1 - i) on; og(L+e™) 1+ em

= —Hs

a logaritmickou vérohodnostni funkci jsme upravili na tvar
n n
(B, B) = ZYiﬁi(ﬁmﬁ) + Zlog(l — 1i(Bo, B)),
i=1 i=1
jsou parcialni derivace logaritmické vérohodnostni funkce rovny

o ot &

(11.4) B0 = 2 o, oy ; (Yi = (50, B)) ,
U OO N~y .
(115) a[@ - v 87% 660 - ;(}/Z M’L(ﬁo,ﬁ)) Xie-

Po malé tpravé zjistime, Ze soustavu normélnich rovnic (nelinedrni v g, 3) lze
pséat

Snadno zjistime, ze plati

op__e
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odkud dostaneme

op; Op;
= W 1-— i)y = W; 1-— i)Xie-
3 i i) i ( i)

Kdyz zavedeme diagonalni matici rozptylt jednotlivych pozorovani

D(5o, B) = diag{p1 (1 — pa1), -, pin(1 = i) },

mizeme Fisherovu informacni matici podle (A.30) (vzhledem k (11.4)—(11.5))
zapsat jako

(11.7) J(B0,8) = (1,X)' D(6o, B) (1,X).

Vzhledem k tomu, ze matice D je pozitivné definitni, je Fisherova informac¢ni ma-
tice pfinejmensim pozitivné semidefinitni a v pfipadé uplné sloupcové hodnosti
matice (1,X) dokonce pozitivné definitni. Tato skuteénost usnadiiuje iteraéni
feSeni soustavy normalnich rovnic.

Ozna¢me FeSeni normdlni rovnice (11.6) jako by a b. Asymptotickou varianéni
matici je inverzni matice k Fisherové informaé¢ni matici. V praxi pfi jejim vy-
poctu za neznamé parametry do J(8y, 3) dosadime odhady metodou maximalni
vérohodnosti, které jsou konzistentni, takze také J(bg, b) je konzistentnim odha-
dem J(5y, 3). VSimnéme si, Ze, na rozdil od linedrniho modelu, v asymptotické
varianéni matici nevystupuje parametr méiitka (rozptyl o2).

11.2 Interpretace parametru

Vénujme se interpretaci parametra Gy a (3.

11.2.1 Binarni nezavisle proménna

Predpokladejme, ze jednoslozkova velicina z nabyva pravé dvou hodnot. Bez
Gjmy na obecnosti to jsou hodnoty 0 a 1, takze x je uméld proménné k dvou-
hodnotovému faktoru.

Pro x = 0 jsou Sance rovny

exp(5o)
(11.8) w(0) = Eg = é; 1+ e}ip%) _ ofo
1+ exp(So)

Parametr (y je tedy roven logitu pravdépodobnosti vyskytu sledovaného jevu
prox =0

PY =1
(11.9) B = log PEY:()i
Pro x = 1 je odpovidajici Sance rovna
exp(fo + A1)
(11.10) (1) = LF eXp(lﬁo +81) _ potsr

1+ exp(fo + 51)
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Pomér Sanci (odds ratio) pro dvé hodnoty x je pak roven

(1) _ep(Bot+B) _

w(0) exp(/o)

Parametr 3; je tedy roven logaritmu poméru Sanci. Pokud pravdépodobnost
sledovaného jevu na hodnoté x nezavisi, je pomér Sanci roven jedné, takze plati
B =0.

KdyZ zndme odhad b; parametru (3 i jeho (asymptoticky) rozptyl v1; (ozna-
¢ili jsme V. = (J(bg,b1))~! s fadky a sloupci ¢islovanymi od nuly), miizeme
testovat nulovou hypotézu Hy : 81 = 0 pomoci statistiky

by
\/Ull7

kterd méa za platnosti nulové hypotézy asymptoticky rozdéleni N(0,1). Nékteré
programy zde predpokladaji rozdéleni t(n — k — 1) (napiiklad STATISTICA),
jiné (NCSS) vychézeji z toho, Ze za platnosti hypotézy je Z2 ~ x%(1). V tomto
druhém piipadé se jedna o aplikaci Waldova testu (viz (A.32)). Protoze pii
oboustranné alternativé je rozhodovani pomoci Z nebo pomoci Z?2 ekvivalentni,
o Waldové testu se hovori také pfi pouziti samotného Z.

V pfipadé binarniho x nalezneme odhady bg, b1 snadno, pfimo z odhadu pro
w(0),w(1). Pro z =i a Y = j ozna¢me zjisténou Cetnost jako N;;. Celkem tedy
mame n;e = N;g + ;1 pozorovani s hodnotou z = i. Hledané odhady jsou

(11.11) Z =

_ Noi/nge _ Nou
B Noo/”o. B Noo’
_ Nu/nie _ Nu
~ Nig/nie Nig’

&(0)

Odtud snadno dostaneme

bozlog& blzlogw.

Noo’ No1N1o
Pokusme se explicitné vyjadfit rozptyl v11. Diagonalni matice D(bg, b;) mé
pouze dvoji diagonalni prvky, nge prvkt s odhadem rozptylu pro z = 0 a ni,
prvkd s odhadem rozptylu pro x = 1. Zminéné odhady rozptylu zavisle pro-
ménné jsou rovny NyoNz1/nze. Odhad Fisherovy informacéni matice mé tedy

tvar
NooNo1 +N10N11 NooNo1

J(b b )_ Noe Nie Toe
R NooNo1 NooNoy
N0e Noe

Protoze determinant této matice je roven NogNo1N1oN11/(noen1e), dostaneme
ptislusny prvek (vpravo dole) matice J(bg, b;) ! jako

1 1 1 1

Vi1 = e e
"7 Noo | Noi | N | Nu

Doporucuji porovnat vyslednou statistiku Z z (11.11) s testovanim logaritmic-
kych interakci v (Andél, 1998, kap. 11.4).
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Priklad 11.1 (kojeni) Data, upravend podle diplomové price (viz Hajnd
(1995)), podévaji mimo jiné informace o tom, zda matka kojila své dité jesté
ve 24. tydnu. Zabyvejme se nejprve tim, zda tato skutecnost zavisi na pohlavi

ditéte. Prislusné cetnosti dostaneme snadno

> attach(Kojeni)
> summary (glm(Koj24~Plan,family="binomial"))

Call:
glm(formula = Koj24 ~ Plan, family = "binomial")

Deviance Residuals:
Min 1Q Median 3Q Max
-0.9767 -0.9767 -0.5625 1.3924 1.9605

Coefficients:

Estimate Std. Error z value Pr(>|z|)
(Intercept) -1.7636 0.4418 -3.992 6.55e-05 *x*x
Plani 1.2711 0.5180 2.454 0.0141 =*

Signif. codes: O ‘**x’ 0.001 ‘**x’> 0.01 ‘%> 0.05 ‘.’ 0.1 ¢ * 1
(Dispersion parameter for binomial family taken to be 1)

Null deviance: 117.93 on 98 degrees of freedom
Residual deviance: 111.13 on 97 degrees of freedom
AIC: 115.13

Number of Fisher Scoring iterations: 3

> t<-table(nPlan,Koj24)
Koj24
Plan o 1
035 6
1 36 22
> chisq.test(t,correct=F)

Pearson’s Chi-squared test

data: t
X-squared = 6.4273, df = 1, p-value = 0.01124

Abychom dostali stejnou dosaZenou hodnotu, museli jsme nastavit vypocet
bez dosazené hladiny testu. Jesté test pomérem vérohodnosti:

> anova(glm(Koj24~Plan,family="binomial"),test="Chisq")
Analysis of Deviance Table

Model: binomial, link: logit
Response: Koj24
Terms added sequentially (first to last)

Df Deviance Resid. Df Resid. Dev P(>|Chil)
NULL 98 117.930
Plan 1 6.800 97 111.130 0.009
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Jesté vypocet pomoci logaritmickych interakei (viz (Andél, 1998, odst. 11.
4)):

> print(d<-log(t[1,1]1*t[2,2])-1log(t[1,2]*t[2,1]))
[1] 1.271112

> print(d.SE<-sqrt(sum(1/t)))

[1] 0.5181413

> print(D<-d/d.SE)

[1] 2.453215

Skutecnost, Ze jsme takto nedostali presné stejné hodnoty jako pouzitim
procedury glm() spocita v itera¢nim vypoctu odhadt v této procedure. Pokud
bychom pouzili tento pifikaz s mensim parametrem e, ktery urcuje konec iterac-
niho vypoctu control=glm.control(epsilon=1e-11), dostali bychom odhady
prakticky identické s postupem pravé popsanym. O

11.2.2 Spojita nezavisle proménna

Také tentokrat méa zajimavou interpretaci opét predevsim parametr ;. Uva-
zZujme jedinou nezavisle proménnou, zobecnéni pro vice proménnych se provede
obdobné jako u regresni primky. Pfedevs§im, samotna Sance je pfi zvolené hod-
noté x rovna

exp(Bo + A1)
wia) = 1+ exp(?o T _ ot

1+ exp(Bo + fr)

Porovnejme Sance sledovaného vysledku pokusu pro dvé hodnoty nezavisle pro-
ménné, které se lisi o jednotku:

wlx+1) eothlrl)
w(x) B eﬁo+ﬁ1$ =€

1

Opét tedy (1 vypovida o zméné vztazené k jednotkovému prirtstku nezavisle
proménné x, tentokrat je to zména logaritmu poméru Sanci. Stejna je také nulova
hypotéza, kterou nejcastéji testujeme. Hypotéza Hy : 1 = 0 odpovida stejnym
Sancim pfi obou hodnotéch nezéavisle proménné, tedy nezéavislosti Sanci (a tudiz
pravdépodobnosti P(Y = 1)) na nezavisle proménné x. Opét lze pouzit Waldav
test zaloZzeny na statistice (11.11).

11.3 Testovani podmodelu

K testovani podmodelu lze pouzit test pomérem vérohodnosti s odhady by, b
v modelu a 50, bv podmodelu.

Uvazujme nyni nejbohatsi mozny model, ktery mé pravé tolik parametri,
kolik je rtiznych stfednich hodnot. Pfiléhavéjsi model (s vétsi hodnotou véro-
hodnostni funkce pfi stejné matici X) neexistuje. Tento nejbohats$i model se na-
zyva saturovany. V pripadé logistické regrese ma saturovany model n parametri
U1, fhn. Oznacme maximalni hodnotu vé€rohodnostni funkce v saturovaném
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modelu symbolem £p,,,, byt v naem piipadé je to nula. Odhadem stfedni hod-
noty p; je totiz ptimo Y;, takZze podle (11.1) je

n
Umax = »_ (YilogV; + (1 — Y;)log(1 - ¥;)) = 0.

i=1
Kazdy jiny pfedstavitelny model je podmodelem saturovaného modelu. Prilé-
havost bézného modelu muzeme posoudit pomoci deviance
(11.12) D(bg,b) = 2 ({imax — £(bo, b)) .
Cim je nas model méné piiléhavy, tim je hodnota deviance D vétsi, podobné,
jako rezidualni soucet ¢tvercu v linedrnim modelu. Oznac¢ime-li odhady prav-

dépodobnosti jednitky v bézném modelu jako fi; = 1(x;e), devianci vyjadiime
jako

(11.13) D(bo,b 722 <Y log — + (1 mlog(i_;))

T

(11.14) = —22(mogm+(1fmlog(1—m»-

i=1

V naSem bé&zném modelu ted uvazujme né&jaky podmodel napiiklad po vy-
louceni ¢asti regresori. Testovou statistiku testu pomeérem vérohodnosti (viz
(A.31)) Ize vyjadiit pomoci deviance modelu a podmodelu (s odhady parame-
tri bo, b)

Q(E(bo, b) — £(bo, B)) - (2(£max — ¥(bo, B))) - (2 (emax — £(bo, b)))
= D(bgy, b) — D(bg,b).

Tato testova statistika (rozdil devianci) mé (za platnosti testovaného podmo-
delu) asymptoticky rozdéleni x2(f), kde f je rovno rozdilu poct nezévislych
parametri v porovnavanych modelech.

Je tedy zfejmé, Ze hypotézu Hy : 81 = 0 (a podobné hypotézy o nulovosti
jediné slozky vektoru 3) lze testovat nejen pomoci zminéného Waldova testu,
ale také testem pomérem vérohodnosti. V literatufe (viz Hauck, Donner (1977))
Ize nalézt zjisténi, podle kterych muze byt v tomto pripadé test pomérem veé-
rohodnosti (vyuzivajici deviance) silngjsi, zvlasté kdyz je skutecnost daleko od
nulové hypotézy.

Podobnost deviance k rezidudlnimu souctu ¢tverct vedla ke snaze rozsirit
pojem koeficientu determinace také na logistickou regresi. K tomu tucelu nejprve
vyjaddiime devianci linedrniho modelu. V appendixu jsme v (A.28) vyjadfili
hodnotu logaritmické vérohodnostni funkce normalniho linearniho modelu jako

{(b) = *g (1 +log(2m) —logn) — glog RSS.

Odtud je deviance rovna

RSS

(1115) D(b) =n (log RSS — 10g RSSsatur) = nlog Wsatur.
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Kdyz jako Dy oznacime devianci linedrniho modelu s pouhym absolutnim ¢le-
nem, kdy je reziduélni soucet ¢tvercti roven RS Sy, pak 1ze koeficient determinace
vyjadiit jako

RZ=1-— RSS -1 _ £§€§Zf§§§éﬁﬁi
RSS() RSSO/RSSsatur
1
(11.16) ~ 1o (£(0b) - 1)

2
~ 1o (-2 () - o))
=1— (lo— £(b))>".
V (11.16) je uveden névod k vypoétu i pro piipad logistické regrese. Ptiléhavéjsi

model, nez je saturovany, nalézt nelze. Deviance saturovaného modelu je ziejmé
rovna nule, takze koeficient z (11.16) nemtize piekroc¢it hodnotu

1
R%, . =1—exp <—D0) .
n

Po dosazeni do (11.14) dostaneme

Dy = -2 <§:Yilog (iﬁ) + (n— iﬁ) log <n— i)ﬁ) —nlogn) ,
i=1 i=1 i=1 i=1

nebot pro vSechna 7 je odhadem stfedni hodnoty relativni ¢etnost jednidek, totiz

Z?:l Yi/n.
Nagelkerke (1991) proto navrhl upravit definici zobecnéného koeficientu de-
terminace na

(11.17) R — Rgi
(11.18) _ 1—exp((D(b) — Do)/n)

1 —exp (=Do/n)

Piiklad 11.2 (kojeni) Data, upravend podle diplomové prace (viz Hajna

vvvvv

ve 24. tydnu. Zabyvejme se nejprve tim, zda zavisi na nejvyssSim dosazeném
vzdélani matky.

> anova(a.Vzdelani<-glm(Koj24~Vzdelani,family="binomial") ,test="Chisq")
Analysis of Deviance Table

Model: binomial, link: logit
Response: Koj24
Terms added sequentially (first to last)
Df Deviance Resid. Df Resid. Dev P(>|Chil)

NULL 98 117.93
Vzdelani 2 3.32 96 114.61 0.19
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Piikazem summary misto anova bychom dostali bodové odhady 3y, 3, které
nas vsak v tomto ,zobecnéném® modelu analyzy rozptylu nezajimaji (zaviseji,
kromé jiného, na zvolenych kontrastech). Vsimnéme si poklesu deviance z hod-
noty 114,61 v modelu, kdy rozlisujeme tfi trovné vzdélani matky na 117,93
v modelu, kdy je pravdépodobnost toho, ze matka koji jesté ve 24. tydnu ne-
zavisla na jejim vzdélani. Rozdil devianci vede k testové statistice s hodnotou
3,32, coz pfi 2 stupnich volnosti d& dosazenou hladinu p = 0,19. Neprokézali
jsme tedy zavislost na vzdélani matky.

Zjisténé deviance lze zhodnotit také pomoci Nagelkerkeho zobecnéného ko-
eficientu determinace.

> nagel.R2(a.Vzdelani)

[1] 0.04736801

> nagel.R2(a.Vzdelani,Nagelkerke=F)
[1] 0.03297507

Porovnanim Nagelkerkeho R? s béznym R? zjistime, Ze je

2
Rmax

= 0,032975/0,047368 = 0,6961465,

coz bylo mozno zjistit i pfimym vypoctem, pricemz si jisté uvédomime, zZe jsme
vystacime s hodnotami zévisle proménné:

> print (n0O<-summary(Koj24) [1])

0

71

> print (ni<-summary(Koj24) [2])

1

28

> print (n<-n0+n1)

0

99

> print (DO<- -2*(nl*log(nl/n)+n0*log(n0/n)))
1

117.9297

> print (R2.max<-1-exp(-D0/n))
1

0.6961465

Na okraj poznamenejme, Ze rozhodnout jsme mohli také pomoci kontingenéni
tabulky (s pouzitim knihovny ctest):

> chisq.test(table(Vzdelani,Koj24))
Pearson’s Chi-square test

data: table(Vzdelani, Koj24)
X-squared = 3.2001, df = 2, p-value = 0.2019

Oba testy jsou asymptoticky ekvivalentni. O

Priklad 11.3 (kojeni) Pouzijme znovu stejna data a rozhodnéme, zda stejnd
zéavisle proménné jako v predchozim piikladu zavisi na véku matky.

> summary(a.vek.m<-glm(Koj24~vek.m,family="binomial"))
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Call:
glm(formula = Koj24 ~ vek.m, family = "binomial")

Deviance Residuals:
Min 1Q Median 3Q Max
-1.2733 -0.8104 -0.6838 1.2210 1.9431

Coefficients:

Estimate Std. Error z value Pr(>|z]|)
(Intercept) -4.31866 1.48629 -2.906 0.00366 **
vek.m 0.12975 0.05551 2.337 0.01942 *

Signif. codes: O ‘“*x*%x’ 0.001 ‘xx’ 0.01 ‘%> 0.05 ‘.’ 0.1 ¢ ’> 1
(Dispersion parameter for binomial family taken to be 1)

Null deviance: 117.93 on 98 degrees of freedom
Residual deviance: 112.20 on 97 degrees of freedom
AIC: 116.20

Number of Fisher Scoring iterations: 3

> nagel.R2(a.vek.m)
[1] 0.08083891

> anova(a.vek.m,test="Chisq")
Analysis of Deviance Table

Model: binomial, link: logit
Response: Koj24
Terms added sequentially (first to last)

Df Deviance Resid. Df Resid. Dev P(>|Chil)
NULL 98 117.930
vek.m 1 5.734 97 112.196 0.017

Tentokrat jsme pouzili nejprve podrobnéjsi vystup (summary), protoze nas
zajima také odhad koeficientu ;. Zjistili jsme, Ze na kazdy rok véku matky se
Sance ke kojeni ve 24. tydnu zvétSuje (ndsobi) e%1297% = 1 14, tedy asi o 14 %.
Pozor vSak na interpretaci, je nutno rozliSovat mezi Sanci a pravdépodobnosti.
Kdyz porovnavame matku tficetiletou s matkou dvacetiletou, tak Sance stoup-
nou piiblizné 3,66 krat (o 266 %), nebot je el00:12975 = 12975 = 3 66. Porovnani
pravdépodobnosti zavisi také na odhadu parametru .

Kdyz povazujeme skupinu 99 matek za reprezentativni vzorek vsech nasich
matek, pak muzeme pocitat i odhad pravdépodobnosti sledovaného jevu pro
dany vék t. Vyjde

e—4,31866+0,12975t

P (Y =1)=a(t) = 1+ o 4.31866+0,12075¢ °

O priabéhu této funkce si lze ucinit pfedstavu z obrazku 11.1, v némz jsme pro
nazornost védomeé zvolili vétsi rozsah hodnot nezavisle proménné, nez jaké mame
v datech (tam se vék matky pohybuje od 18 do 38 rokt). Pro dvacetiletou matku
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mu.hat

vek

Obrazek 11.1: Odhadnuté zavislost na véku pro pravdépodobnost, ze matka ve
24. tydnu veéku ditéte jesté koji

dostaneme odhad 1(20) = 0,151, kdezto pro t¥icetiletou matku /(30) = 0,395.
Podil pravdépodobnosti je pouze asi 2,61.

O prtkaznosti zavislosti na véku mutzeme rozhodnout dvéma zpiisoby, oba
daji podobné vysledky s dosaZenymi hladinami p = 0,017 (test pomérem vé-
rohodnosti, vypo¢teno ptikazem anova()) a p = 0,019 (Waldtv test, v fadku
s odhadem piikazem glm()). Zavislost je tedy na 5% hladiné prikazna. O

11.4 T¥i druhy studii

V této ¢asti se budeme vénovat zvlastnosti modelu logistické regrese, ktera v ur-
¢ité situaci umozni odhadnout vektor 3 aniz by byl odhadnutelny také parametr
Bo. Pijde o tzv. studie pfipadi a kontrol (case-control).

Zhruba mtzeme tfi rizné v vahu pripadajici situace ukazat na jednodu-
chém prikladu jediné dvouhodnotové nezavisle proménné zabyvat moznostmi
ziskat data a s tim souvisejici moznosti odhadovat parametr (y. Jedna se o si-
tuaci, kdy bychom mohli pouzit ¢tyfpolni tabulku. Pro nasi diskusi bude rozho-
dujici, zda jsou marginalni ¢etnosti v této tabulce pevné nebo ndhodné. Kvalitu
marginalnich ¢etnosti vyjadiujeme v nésledujicich tabulkach velikosti pismen.
Terminologie pochazi z epidemiologie, avSak podobné tlohy se vyskytuji i jinde.

Y Y Y
X 0 1 X 0 1 X 0 1
0 | Noo Noi | Noe 0 | Noo Noi | noe 0 | Noo Noi | Noe
1 | Nio Ni1 | Nie 1 | Nio Ni1 | nie 1 | Nio N1 | Nie
N-O Ne1 n N.o Ne1 n Ne0 Nel n

prufezova studie

prospektivni studie

retrospektivni studie
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11.4.1 Prospektivni studie (cohort)

Vybirdme ze dvou populaci napiiklad podle toho, zda byly sledované osoby zati-
Zeny pusobenim rizikového faktoru. ProtoZze jsme sami rozhodli o velikosti obou
vybéru, jsou fadkové marginalni Cetnosti pevné. Oboji Sance maji jednoduché
vyjadieni

Po(Y = 1) Py =1)
Py =0) “W =5y =0

pficemz dolnim indexem vzdy vyjadfujeme pfislusnost k té které populaci. Je
ziejmé, ze odhady Sanci jsou identické s odhady v prifezové studii uvedenymi
v (11.19). Proto jsou identické i odhady parametra 5y, 01.

Je tfeba poznamenat, Ze prospektivni studie byvaji velmi narocné, zejména
na Cas (a tudiz i penize). V prospektivni studii se pofidi dva vybéry (kohorty),
s rizikovym faktorem a bez ného, a pak se zvolenou dobu prvky obou vybérta
sleduji. Zvl4sté tehdy, kdyZ je pravdépodobnost udalosti mala (doufejme, Ze to
plati napiiklad pro AIDS), je tfeba mit vybéry znacné velké. Navic je zpravidla
nutno vypotradat se s problémem chybéjicich pozorovani.

Ze statistického pohledu jsme data sbirali klasickym zptsobem. Hodnotu

vvvvvv

krétnimi hodnotami ostatnich regresort dalsi postup podminime.

11.4.2 Prufezova studie (cross-sectional)

Néahodné jsou oboji marginalni ¢etnosti, coz je pfipad studie, kdy z populace na-
hodné vybirdme objekty, na nich zjistujeme hodnoty obou veli¢in X, Y. Presto,
ze jsou tyto veli¢iny nahodné, zajimame se o regresni model, tedy o zavislost
stfedni hodnoty Y podminénou danou hodnotou X = x. Postupné vyjadiime
sance w(0) a w(1) z (11.8) a (11.10).

)= P =1X=0) PIY=1X=0)/P(X=0) _P(=1X=0)
“ Py =0[X=0) PY=0,X=0)/P(X=0) P(Y=0X=0)

PY=1X=1) PY=1X=1)/P(X=1) PY=1X=1)
U= By X =1) PV =0,X—1)P(X=1) PV =0.X=1)

Je ziejmé, ze vSechny Ctyri pravdépodobnosti, které se vyskytuji v téchto vy-
razech, lze snadno odhadnout z relativnich cetnosti, takze obé Sance snadno
odhadneme

_ No
Noo’

_ Nn

(11.19) &(0) =N

@(1)
Odtud jsou odhady parametr saturovaného modelu (je jasné, pro¢ je saturo-
vany?) jsou dany

Noy by = log N11Noo
Noo’ No1Nio'

bo = log

Mizeme tedy ke zvolené hodnoté x odhadnout odpovidajici pravdépodobnost
jevu Y = 1.

V obecném modelu (11.3) plati pozndmka o podmitiovani pro vSechny zd-
Castnéné regresory.
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11.4.3 Retrospektivni studie (case-control)

Tentokrat jsou dvé porovnavané populace dany hodnotou zavisle proménné.
Poridime z nich dva vybéry a retrospektivné sledujeme, zda (nékdy v minulosti)
nastalo X = 1 nebo X = 0. Pevné jsou tedy sloupcové margindlni Cetnosti.
Vyklad zalozeny na Bayesové vzorci je ponékud komplikovanéjsi, provedeme jej
obecnéji, nez jen pro dvouhodnotovy regresor.

Mame k disposici ne; pozorovani (objektt, pacientt) s hodnotou ¥; =1 a
Neg = M — Ne1 pozorovani s hodnotou Y; = 0. Skutec¢nost, ze néjaky objekt se
dostal do naseho vybéru, modelujeme tak, ze jemu odpovidajici hodnota indi-
katorové nahodné veli¢iny V' je rovna jednicce, jinak je nulova. Nyni ucinime
dilezity predpoklad, ze pravdépodobnost zahrnuti do vybéru nezavisi na hod-
noté nezavisle proménné X (X, V jsou nezavislé), tedy

PV=1Y=1,X=x)=P(V=1Y =1) =94,
PV =1Y =0,X=x)=P(V=1Y =0) = Jo.

Pravdépodobnosti zahrnuti nejsou pochopitelné stejné. Zvlasté u fidce se vysky-
tujicich nemoci musime zvolit parametr 1, veliky, kdeZzto pfi vybéru kontrol je
populace odkud vybirame veliké, takze pravdépodobnost zahrnuti 9 lze zvolit
pomérné malou.

Predpokladejme jesté, ze opravdu plati logisticky model, tedy podminéna
pravdépodobnost jevu Y = 1 pfi daném x (osoba s hodnotou nezavisle promén-
nych x onemocni) je ddna vztahem

my1xmm@1f§$£f§ﬁ

Pouziti Bayesovy véty da pro vybrané objekty

P(V=1Y =1,X = x)u(x)
P(V =1X=x) ’

PY =1X=x,V=1)=

kde je

P(V=1X=x)=P(V =1V = 1,X = x)u(x)
FP(V =1]Y =0,X = x)(1 — u(x)).

Po dosazeni pravdépodobnosti zahrnuti dostaneme

- B o 91 4(x)
P =1X =xV =1) = 5 S T 0o (1 = (x)

Y1 p(x)
_ 190191 - ugxi
1 X
M e T )
exp (6o + log(¥1/90) + B'x)
1+ exp (B0 + log(v1 /%) + B'x)
__exp (ﬁa‘ + ﬁ’x)
1+ exp (ﬁa‘ + ﬁ'x) '
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Vysledkem je tedy opét logisticky model pro pravdépodobnost ndhodného jevu
Y =1, dokonce se stejnym vektorem parametri u vektoru x, ale s modifikova-
nym absolutnim c¢lenem. Z dat ziejmé odhadneme parametry 55 a 3. Abychom
odhadli také puvodni parametr (9, musime znat pomér pravdépodobnosti za-
hrnuti ¥, /Y. Zpravidla bude platit 9, >> 0, takZe je absolutni ¢len 3 vétsi
nez [y. Zdanlivé je apriorni pravdépodobnost jevu Y = 1 mnohem vétsi, nez je
ve skutecnosti.

11.5 Diagnostika

Také v logistické regresi jsou rezidua u¢innym diagnostickym nastrojem. Rezidua
lze zde zavést nékolika zpisoby, které by daly v pfipadé normalniho linedrniho
modelu identické vysledky.

Oznad¢me jako fi; = [i(x;e) odhad pravdépodobnosti Y = 1 pro dané x = x;,.
Rezidua zndma z linearniho modleu, tedy rozdily u; = Y; — ji;, se v logistické re-
gresi anglicky nazyvaji response residuals. Za standardni jsou povazovana spiSe
devianéni rezidua definovana jako

devtti = /=2 (Yilog ;) + (1 — Y;) log(1 — f1;)) sign(Y; — j1;).

Soucet ¢tverca téchto rezidui je roven devianci modelu, jak se snadno presvéd-
¢ime porovnanim se vztahem (11.14).

Neékdy se pouzivaji Pearsonova rezidua, kterd dostaneme, kdyz obycejné
reziduum vydélime odhadem smérodatné odchylky Y;

Y-y

earson Ui = = ~
; V(1= fi)
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Zobecnény linearni model

12.1 Rozdéleni exponencialniho typu

Podobnou uvahu, jako jsme udélali v logistické regresi pro alternativni rozdéleni,
Ize provést i pro mnohéa dalsi rozdéleni.

Uvazujme rozdéleni exponencialniho typu s rozptylovym parametrem ¢,
které mé hustotu (u diskrétniho rozdéleni pravdépodobnostni funkei) tvaru

y-0—b(0)

(12.1) f(y,0,p) = exp ( (?)

+c(y, @)) ;

kde c¢(z, ) nezévisi na pfirozeném parametru 6, a(.) je kladna funkce. U funkce
b(#) predpokladame spojitost druhé derivace. Abychom uréili stfedni hodnotu
a rozptyl ndhodné veli¢iny Y s hustotou (12.1), najdeme nejprve momentovou
vytvorujici funkci. Integra¢ni obor A je dan jen témi y, pro kterd je hustota
kladna.

M(t) =EeY = /Aexp(ty) exp (Z/i(;;)w) + c(y, ap)) dy

[ exp (MO g, ),
A

a(yp)
o (MO @) O [ ({0 +a(0)t) ~bO+alp)t)
- p( a9) )/A p( @) * WO))‘“’
oy (O al2)t) — b(6)
- p( a(p) )

nebot jde o integrél z hustoty.
K urceni obou momentt potfebujeme spocitat prvni dvé derivace momentové
vytvorujici funkce:

w0 = exp (PS4 afe),
M"(t) —exp( (9“2(3;)) b )) (V'(0+ a(o))” +

WO +a(@)1) ~(0) .
exp (PO 9 1 afppnyac).
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takze je

(12.2) EX =V(0),
var X = a(p)b”(6)

(12.3) = a(p)V(0).

Jak vidime, funkce b(.) umoziuje popsat momenty resp. kumulanty rozdéleni
Y, proto se nékdy nazyvd kumulantovd funkce. Funkce V(.) ukazuje nakolik
souvisi rozptyl Y se stfedni hodnotou Y. Parametr ¢ zpravidla povazujeme za
rusivy.

Vsimnéme si nékterych dilezitych rozdéleni exponencialniho typu.

12.1.1 Normalni rozdéleni

V regresi se zabyvame vysvétlenim chovani stfedni hodnoty, takze nas zajiméa pa-
rametr u, kdezto 0% chapeme jako rusivy parametr. Hustotu rozdéleni N (p, 02)
milZzeme postupné upravit

flysm) = i exp<2;2(yu)2>

Zvolime 0 = 11,b(0) = u?/2 a p = 02, dostaneme V (0) = b"(0) = 1.

12.1.2 Binomické rozdéleni

Pravdépodobnostni funkei (hustotu vzhledem k ¢itaci mife) binomického rozdé-
leni bi(n, 7) lze vyjadFit jako

fly;m) = (T;)W?/(l _pyme

= exp (y log (1*_%) + nlog(l — m) + log (Z)) .

Zvolime -
6 = . b®) =mlog(1+¢%), @=1,

1—m

takZe dostaneme
/ ee
EY = = = _—
w="u(0) ML = M
/! eo

Pfirozenym parametrem 6 je ziejmeé logit, ktery jsme zavedli v logistické regresi.
Nemtize to pfekvapit, nebot tam uvazovana zavisle proménnd Y m4 alternativni
rozdéleni, které je specidlnim pripadem rozdéleni binomického.



12.2. ZOBECNENY LINEARNI MODEL 135

12.1.3 Poissonovo rozdéleni

Pravdépodobnostni funkci (hustotu vzhledem k ¢itaci mife) Poissonova rozdé-
leni Po(\) lze vyjadrit jako

AV
fly;\) = s A

=exp (ylogA — A —logy!).
Opét jde o kanonicky tvar hustoty, tentokrat s pfirozenym parametrem log .

Volime tedy
0 =log A, b() = e?, =1

Odtud je
V() =b"(0) =€,

12.2 Zobecnény linearni model

Zavedme nyni pojem zobecnéného linedrniho modelu (GLM — generalized linear
model). Pfedpoklddejme, Ze Y7,...,Y, jsou nezavislé ndhodné veli¢iny, jejichz
rozdéleni zavisi ne pevnych vektorech x; € Ry prostfednictvim neznamého pa-
rametru 3 € Rg. Matice X = (x1,...,X,)" méd hodnost k. Necht plati:

1. Y; mé rozdéleni s hustotou
yi0; — b(6;
€xp (QD() + C(yia 90)) )

kde kumulantovd funkce b(f) méa spojitou druhou derivaci.
2. Pfirozeny parametr 6; zévisi na x; a @ prostfednictvim n; = x}3.

3. Existuje zndméa ryze monotonni spojovaci funkce (linkova) se spojitou
druhou derivaci takova, Ze je n; = g(p;), kde je u; = EY;.

Poznamenejme jesté, ze pozadujeme, aby Y; méla exponencialni rozdéleni
s dispersnim parametrem, avSak v ponékud zjednodusené formé. Vérohodnostni
funkci muZzeme zapsat jako

(12.4) (=3 (Y"‘b”) ; cm,@) .

i=1 ¢

Poznamka V dalsim budeme stifidavé podle potfeby pouzivat nékolik sad
parametru. Mezi vektory parametri n, 8, p jsou vzajemné jednoznacné vztahy
dané funkcemi

wi =EZ; =0(6;) (b mé kladnou druhou derivaci!)
i = g(ki).

Zminéné n-rozmérné parametry jsou ovSem funkci k-rozmérného parametru 3.
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Kanonicky link

Pokud plati g(u;) = 0;, funkce g() se nazyva kanonickd spojovaci funkce (ka-
nonicky link). Pak je pfimo g(u;) = 6;, n; jakoby nepotfebujeme. V pfipadé
kanonického linku je spojovaci funkce funkei inverzni k b'(6).

12.2.1 Zvlastni pripady
Saturovany model

Uvazujme nejbohatsi model, v némz mé kazdé pozorovani vlastni parametr.
Vektor 3 lze ztotoznit s vektorem p. Maximalné vérohodny odhad pak dosta-
neme z pozadavku

ot Y, =V (60:)

:720
601 "2 ’

coz vede k odhadium
fi = V' (0;) = Vi, 0; = (V)1 (V7).

Vyhlazend hodnota [i; je tedy rovna pifimo pozorovani Y;. Pocet parametri
tu roste s poctem pozorovani, takze neplati tvrzeni o asymptotickém chovani
maximalné vérohodnych odhadt.

Nulovy model

Opacnym extrémem je piipad, kdy jsou vSechny stiedni hodnoty (tedy i jiné
n-¢lenné parametry) stejné, tj. kdy plati

Oy =...=0,(=0).

K maximalné vérohodnému odhadu dojdeme feSenim rovnice

n

o _-Yit®)

99 i=1 ®

V nulovém modelu je tedy

12.2.2 Odhad 3

Bézny model bude nékde mezi pravé popsanymi extrémy. Pii vypoctu derivaci
logaritmické vérohodnostni funkce vyjdeme z vyjadieni

o _
B

=1
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Kdyz si pfipomeneme souvislost derivace inverzni funkce s derivaci funkce pi-
vodni, stac¢i pfipravit nasledujici vyrazy:

88;1 = é(Yi — ), ,
S =B =Ve) = ot = o
e =00 = 5ot = s
% = X;.
Hledany vektor skérit je tedy roven
ot 1 —
U(IB) - 6(5) = ; 1:1(Y¢ - Nz)mxl

Nezapominejme pfi tom, Ze parametry u; jsou zavislé na 3, kdezto ¢ je na 3
nezavislé. Odhad metodou maximalni vérohodnosti tedy budeme hledat mezi
feSenimi soustavy nelinearnich rovnic

- 1
(12.5) ; Vg () (Yi — pi)x; = 0,

ktera uz nijak na ¢ nezavisi. V pfipadé kanonického linku je spojovaci funkce
inverzni funkci k funkci '), takZe souéin jejich derivaci (jmenovatel v (12.5) je
roven jedné. To znamenad, Ze se normalni rovnice v tom pfipadé zjednodusi na

n

(12.6) > (Vi = pi)x; =0,

i=1

Bézné iteracni metody feSeni soustavy nelinearnich rovnic zavisi na matici
derivaci téchto funkci, kterou nazyvame informacni matice. V nasem piipadé
ur¢ime pouze stfedni hodnotu informacni matice, tedy Fisherovu informacni
matici. Funkce U(B) je souftem soudini t¥i funkei 3, z nichZ jedna mé nulovou
stfedni hodnotu, proto ztistanou ve vysledné stfedni hodnoté pouze derivace
Clent Y; — ;.

X;
g'(ui)"" On; 0B

oUB) _ 1 1 O O
—E
B’ ¥ Z: V(ui)g'(

M- 1
i

1 1 ,
=— — XX
o 2 V(i) (g ()
1 n
= = w(p)xix;,
i
kde jsme oznacili
1

W) = g G
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V pripadé kanonického linku by vyslo
1
w(p) = —— = V()-
(1) g' (ki) )
Zavedeme-li diagonalni matici jakychsi obecnych kladnych vah

W(u) = diag {w(p1), ..., w(pn)},

muZeme hledanou matici druhych derivaci psat jako pozitivné definitni matice,
kdyz predpokldadédme, ze samotnd matice X mé linedrné nezévislé sloupce.

ou(B)
o8’

Lze ukézat, ze v pripadé kanonického linku je informa¢ni matice rovna pfimo
svoji stfedni hodnoté.

Vratme se k rovnici (12.5), kterd pfipomind vazeny linedrni model s diago-
néalni matici W popsany v kapitole 1.8. V zobecnéném linedrnim modelu mé
byt linedrni funkei regresortt parametr n; = g(p;). VSimnéme si, Ze lze psat
ptibliznou rovnost

—E = X'WX.

var g(Y;) = var (g(u:) + ' (1) (Yi — p11))
/ 2 ¥
= (g ()" - V(i) = ——,
(o))" 0V (1) = o
coz davéa interpretaci funkci w(u). Doporucuji pfipomenout si na tomto misté
vazeny linearni model z oddilu 1.8, zvlasté jeho specidlni pfipad s rozptylem
varY; = o2 /w;.
Zavedme nyni upravenou zavisle proménnou (adjusted dependent variable)
(12.7) Z; = g(jus) + 9" () (Yi — f1:) = 1 + g’ () (Y — fua)-
Jde vlastné o linearni ¢ast Taylorova rozvoje vyrazu ¢(Y;) v bodé ji;. Kdyz
tuto upravenou proménnou pouzijeme ve vzorci (1.25) pro vypocet odhadu by,
ve vazeném linedrnim modelu, dostaneme navod pro vypocet i v zobecnéném
linedrnim modelu. Ukazme, Ze hledany maximalné vérohodny odhad, tedy reseni
3 soustavy (12.5) je feSenfm soustavy rovnic X'WX3 = X'WZ. KdyZ pouzijeme
skutecnost, Ze fi; je feSenim soustavy (12.5), dostaneme totiz

X'WZ = " xw(fi) (i + g' (1) (Vi — fiz))

i=1

= Y xwl) (B o (1)~ )

i=1

=Y xw(@)xiB+ Y xiw(i)g () (Vi — fu:)
=1 =1

= X'WX.

Prakticky se nelinearni soustava rovnic XW(2)X3 = XW(j1)Z(ji) Fesi ite-
racné. Jako vychozi aproximace se zpravidla voli i = Y. Ke kazdé aproximaci
pro [ se spocCita fesenim soustavy linearnich rovnic novéa aproximace pro B (jako
ve vazeném linedrnim modelu), k ni se spocita dalsi aproximace pro [i atd. Ite-
race se opakuji, dokud se v nastavené toleranci odhady jesté méni. Uvedeny
postup se nazyva iteracni vaZend metoda nejmensich cétverci (IWLS, IRLS).
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12.2.3 Miry dobré shody

Vratme se k saturovanému modelu, ktery maximalizuje logaritmickou vérohod-
nostni funkci pro dany vektor zavisle proménné Y. Ozna¢me vSechny odhady
v saturovaném modelu hvézdickou i = Y;, 6% = (¥')~1(Y;). Maximalni dosazi-
telnd hodnota logaritmické vérohodnostni funkce je tedy vzhledem k (12.4)

n n

= 2300 - b)) + Y Vi),

¢ =1 i=1

K porovnani bézného modelu s modelem saturovanym slouzi skdlovand deviance
(scaled deviance)

-2 (Z(Y@ ~b(i) (m—bmz)))
2 N . A
=2 ; (Va0 — ) — 6(8) — b(6)) ) ,

kdyz se ¢leny s funkci ¢(.,.) vyrusily, nebof jsou v saturovaném modelu a v
podmodelu totozné. Samotny dvojnasobek sou¢tu na pravé strané (bez vydéleni
dispersnim parametrem) nazveme deviance

Z( ;) — (b(07) ~ b(0:)))

Vidéli jsme, ze v pripad€ binomického ¢i Poissonova rozdéleni méme ¢ = 1,
takze obé definice deviance splyvaji.

Specielné pro normalni rozdéleni, kde je stfedni hodnota p totozna s kano-
nickym parametrem 6, dostaneme v saturovaném modelu fif = 6% = Y;, takze
dostaneme

=D

i=1

Z (i — i) — (V2/2 — 32/2))
3 (Y; — .uz )

coz neni nic jiného, nez rezidualni soucet ¢tverct znamy z linedrniho modelu.
Mizeme tedy devianci chapat jako zobecnéni rezidualniho souctu ¢tverctl.

Pomoci skalovanych devianci 1ze zapsat také testovou statistiku testu pomeé-
rem vérohodnosti. Je-li B odhad parametru 3 za hypotézy (v podmodelu), pak
Ize statistiku LR = £(3) — £(8) z (A.31) psat

LR = D*(B) - D*(B).

Pripomenime, Ze za platnosti testované hypotézy ma tento rozdil asymptoticky
rozdéleni x2(q), kde ¢ je pocet omezeni kladenych hypotézou na parametry.
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Dalsi mirou kvality vyhlazeni je Pearsonovo X? definované jako

s (Y= f)?
Y= G

Snadno zjistime, Ze v pfipadé normalniho rozdéleni dostaneme opét rezidualni
soucet ¢tverctt, kdezto napriklad v pripadé binomického rozdéleni s odhadnutymi
pravdépodobnostmi #; = fi;/m; dostaneme

co? je bé&zna statistika y2-testu dobré shody.

Deviance porovnava skutec¢nou hodnotu logaritmické vérohodnostni funkce
s jeji maximalni moZnou hodnotou, kdezto Pearsonovo x? porovnéava skuteéns
napozorované hodnoty s odhadem jejich stfedni hodnoty v daném modelu.

12.2.4 Rezidua

V normalnim linearnim modelu je rezidualni soucet ctvercti dan souctem ctverct
rezidui definovanych jako rozdily u; = Y; — [i;. V zobecnénych linedrnich mode-
lech se prakticky nepouzivaji, program R je pocitd pod nazvem response residu-
als. Jak jsme vidéli, rezidudlni soucet ¢tverct 1ze zapsat dvéma dalsimi zptisoby,
jimz odpovidaji dvé rizné definice rezidui. Pearsonova rezidua zavedeme jako

Y; - Az
(128) PearsonUi = fjl ’
V(i)
deviancéni rezidua jako
(12.9) dovtts = J 2 (Yi(h; — ) — (6(67) — b(01))) sien(Y; — fu).

Program R dé k disposici také rezidua
(1210) workU; = gl(/lz)(y; - /ll)v

kterd lze chapat jako rezidua v linearizovaném modelu (12.7). Odtud lze odvodit
také parcidlni rezidua pro GLM.

12.2.5 Odhad disperzniho parametru

Piipomernime, Ze v zobecnéném linedrnim modelu mame varY; = oV (y;). Pii-
pomenime také, ze ve specidlnim pfipadé normélniho linedrniho modelu je Pear-
sonovo x?2 rovno rezidudlnimu souétu ¢tverct a statistika

X2
n—=k

@:

je nestrannym odhadem rozptylu ¢ = o2. Lze dokézat (napt. (McCullagh, Nel-
der, 1989, str. 298) nebo text predndsky dr. Kulicha STP126 Zobecnéné linedrni
modely), ze uvedend statistika je konzistentnim odhadem v obecném linedrnim
modelu, nejen v modelu s normalnim rozdélenim.
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12.2.6 Standardizovana rezidua

V kapitole 7 jsme zavedli normovand a studentizovana rezidua s cilem zajistit
stejny rozptyl upravenych rezidui. Navic jsme tam odstratovali (dvéma rznymi
zpiisoby) zavislost rozptylu upravenych rezidui na parametru o?. Také v GLM
se zavadéji standardizovana rezidua, pficemz na misté matice H z linedrniho
modelu slouzi matice

Hy = WY2X(X'WX)~1X/'W/2

s diagonalnimi prvky h;;. V linedrnim modelu spocivala standardizace prede-
vesim v pouziti hodnot m;; = 1 — h;;. Standardizovana rezidua v GLM spoci-
tame tak, Ze rezidua zavedend v (12.8) a (12.9) vydélime bud /1 — h;; nebo

O(1 — hy).

12.2.7 Binomické rozdéleni

Zavisle proménna Y; nabyva hodnot 0,...,m;, kde m; je pro kazdé i znama
konstanta. Origindlnim parametrem je , pfirozenym je ) = log ;"—, rozptylovy
parametr ¢ je identicky roven jedné. Kumulantova funkce je ddna vztahem
b(#) = mlog(1+ e’) = —mlog(l — 7). Saturovany model vede k odhadiim
pi =Y, =Y 6 =lgr—=, b(6;)=—log(l-Y),
3

takze deviance vyjde

Devianéni reziduum tedy ma tvar

_ Y, _ 1-Y, _
devlli = \/Qmi (Yz log = +(1-Y;)log = ) sign(Y; — ;).
i — T

Pearsonovo X2 lze vyjadiit ve tvaru

n _
Y; — ;)2
X2 = m47€ : .
; ! 7Ti(1 — 7Ti>
Explicitni vyjadfeni Pearsonova rezidua je tedy

T Yi—mm
— &) mami(l— )

Y _
PearsonUW; = /1; \/A 1(1
T

Protoze je
exp(0)

Itexp()

u=uv0)=m
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kanonicka spojovaci funkce, kterd musi byt inverzni k b'(.), je tedy rovna

0 m
0 =g(u) =1 = log ——.
9() og . ~log

Uloha logistické regrese je specialnim p¥ipadem, kdyz se pouzije logisticka
funkce jako funkce spojovaci a plati m; = 1 pro vsechna i. Jde o alternativni
(Bernoulliovo) rozdéleni.

12.2.8 Poissonovo rozdéleni
V ptipadé Poissonova rozdéleni mame

o=1 O=logh, A=¢", pu=x=¢ b(ﬂ)zee.

Pro saturovany model plati

fii =Y, 07 =logV,
takze deviance je rovna

D(B) (Y;(log ¥; — log fu;) — (Vi — fui))

Il
Ejﬁ:

K3

Il
-

=2

I~

Y; X
<Y,;logﬂ - (Y5 _.ui)) :

=1

Pearsonovo X2 je rovno

(Y i)
xeoy Woih
i=1 Hi
Kanonicka spojovaci funkce je g(u) = log p.

Piiklad 12.4 (zachovalost kosti) Vedlejsim produktem antropologického
zkoumani archeologickych nalezii bylo vySetfovani zavislosti poctu patologic-
kych odchylek (PPO) na stupni zachovalosti kost{ (IKZ) (podle zprévy o na-
lezisti v Afalou-bou-Rhummel v zapadnim Alzirsku, Cerny (1994)). U poétu
patologickych odchylek lze predpokladat Poissonovo rozdéleni. Data jsou uve-
dena v tabulce 12.1

Tabulka 12.1: Pocty patologickych odchylek PPO a stupen zachovalosti kosti
IKZ podle obrazku 2 z ¢lanku Cerny (1994)

PPO| 2 | 2|2 |5 |5 |6 | 4|9
IKZ | 27 |32 |41 | 42 | 51 | 58 | 61 | 74

> summary(a<-glm(ppo~ikz,poisson,data=Afalou))

Call:
glm(formula = ppo ~ ikz, family = poisson, data = Afalou)

Deviance Residuals:
Min 1Q Median 3Q Max
-0.80173 -0.37957 0.03465 0.30076 0.88929
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Coefficients:

Estimate Std. Error z value Pr(>|z|)
(Intercept) -0.09534 0.65552 -0.145 0.88436
ikz 0.03045 0.01153 2.641 0.00826 *x*

Signif. codes: O ‘#*%%’ 0.001 ‘**’ 0.01 ‘*x’ 0.05 ‘.’ 0.1 < ’ 1
(Dispersion parameter for poisson family taken to be 1)

Null deviance: 9.3346 on 7 degrees of freedom
Residual deviance: 2.2135 on 6 degrees of freedom
AIC: 31.993

Number of Fisher Scoring iterations: 3
> anova(a,test="Chisq")

Analysis of Deviance Table

Model: poisson, link: log

Response: ppo

Terms added sequentially (first to last)

Df Deviance Resid. Df Resid. Dev P(>|Chil)
NULL 7 9.3346
ikz 1 7.1211 6 2.2135 0.0076

Z vystupu je zfejmé, ze zavislost je bezpecné prokazana. Navic je znovu
vidét rozdil mezi dvéma moznymi testy, kdy Waldtv test dal dosazenou hladinu
p = 0,0083, kdezto test pomérem vérohodnosti 0,0076. O
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Kapitola 13

Model nelinearni regrese

A7 doposud jsme se s vyjimkou jedné kapitoly zabyvali linedrnim modelem, tedy
takovym pripadem, kdy je mnozina vSech moznjch stfednich hodnot vektoru Y
linearni. Pfedpokladali jsme dokonce, ze je EY € M(X), i kdyZ v zdsadé jsme
mohli pfedpoklddat, ze plati EY — p € M(X) pro néjaké pevné zndmé p.

13.1 Predpoklady

V dalsim budeme pfedpokladat, ze plati:

a) Y =f(0) + e, kde e ~ N(0,02l) a f(8) = (f(21,0),..., f(z,,0)), pficemz
f(z,0) je zndméa regresni funkce,

b) 6 € Q, kde parametricky prostor 2 € R” je oteviena konvexni mnozina,

c) funkce f;(z,0) = 8%jf(ﬂ;,@) a fi(z,0) = ﬁf(m,@) jsou pro vsechna
x € X spojitou funkci 6,

d) matice prvnich derivaci regresni funkce typu n x k dana vztahem F(0) =
(fj(z;,0)) ma pfinejmensim v okoli spravné hodnoty parametru 6 hod-
nost k,

Zavedme funkci N
SO) = (Vi — f(x:,0))*.
i=1
Odhad metodou nejmensich ¢tverca t je takovy prvek (2, ktery minimalizuje
S5(0). Jako odhad rozptylu pouzijeme (podobné jako u linedrniho modelu)

29 (t) _
n—=k
Protoze jsme predpokladali normalni rozdéleni, je t odhadem metodou nej-
mensich &tverct a s? je asymptoticky ekvivalentni s odhadem rozptylu metodou
maximalni vérohodnosti danym S(t)/n.
V bodé t, ktery minimalizuje na oteviené mnoziné Q funkci S(0), by mél
byt vektor parcidlnich derivaci nulovy, coz vede k normdlni rovnici

(13.1) F(6)' (Y — £(6)) = 0.

145
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13.2 Linearni aproximace
Pro 0, které je dostateéns blizko spravné hodnoty 0%, miZzeme pouZit aproximace

(13.2) f(0) = F + F*(0 — 6%),
(13.3) F(O) = F*,

kde jsme pouzili struény zapis
f = f(0), F* = F(6").
Dosadme uvedené aproximace do normélni rovnice
0=F'(Y—f —F*(6—0Y)
= F'(e— F* (8 —0")).

Odtud je
t=0" + (F'F)'F(Y - ),

odkud mame aproximaci pro rozdéleni odhadu t
(13.4) t~ N(G*,O—Q(F*/F*)*l).
Pro rezidualni soucet ¢tverct S(t) dostaneme podobné
St) =Y - —F(t—07)
= [l = F*(FF) 7 F el < o> X2 (k).

ProtoZe jsou t a S(t) asymptoticky nezévislé a protoZe je t konzistentnim od-
hadem 6™, aproximuje se pro kazdé j = 1,..., k rozdéleni vyrazu
tj — 05

S4/Vj4 ’

rozdélenim t(n — k). P¥i tom jsme pouzili oznadeni V = (F(t)'F(t))~!.

(13.5)

13.3 Testovani jednoduché hypotézy o 6

Vénujme se nyni testovani hypotézy 8 = 6°, kterd tplné urcuje vektor regres-
nich koeficient. V souvislosti s tim nalezneme konfiden¢ni mnoziny pro tento
vektor. Pouziti aproximaci zpusobi, Ze testy i konfidenéni mnoziny budou pouze
priblizné.

Pokud je regresni funkce f(z,6) linedrni v 6, oba dale uvedené testy jsou
totozné s konfiden¢éni mnozinou (1.21).

Walduv test

Waldiv test je zalozen na hodnoceni toho, nakolik odhad t metodou maximalni
vérohodnosti v modelu vyhovuje omezeni 8 = 6°, které klade testovana hypo-
téza.
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Z predchoziho vykladu (zejména z (13.4)) plyne, Ze za platnosti nulové hy-
potézy ma statistika

(t—6°)F(6°)F(6°)(t — 6°)
ks? ’

priblizné rozdéleni F(k,n — k). Proto je pfiblizny kriticky obor déan nerovnosti
(t—6°)F(0°YF(8°)(t —0°) > k s*Fy k().

Chceme-li hledat interval spolehlivosti pro 8, nejjednodussi feseni dosta-
neme, kdyz v matici F(8)'F(0) pouZijeme konzistentni odhad t parametru 6.
Odpovidajici pfiblizna konfidenéni mnozina ma tedy tvar

(13.6) Kw={0Q:(0—t)FE)FE)(O—t) <k s2Fp_x(a)}.

Pro kazdé t jde o elipsoid se stfedem v bodé t.
Walduv test lze takto pouzit, jen kdyz je nelinearita tlohy dostatecné zane-
dbatelna.

Test pomérem vérohodnosti

Test pomérem vérohodnosti porovnava hodnotu vérohodnostni funkce pro t a 8°.
Logaritmicka vérohodnostni funkce je pfi predpokladaném norméalnim rozdéleni
rovna 1
557 S(0).

K testovani hypotézy pouzijeme vlastnost testu pomérem vérohodnosti, podle
které (pii znamém rozptylu o2) ma rozdil 2(¢(t,0?) — £(0°,52)) asymptoticky
rozdéleni x2(k). Nyni pouZzijeme misto nezndmého o2 jeho odhad s?, takZe za
platnosti testované hypotézy ptiblizné plati

0(0,0%) =c— gloga2 -

S(6%) — 5(t)

T~ Fkon— k).

Proto je pfiblizny kriticky obor dén nerovnosti
S(0°) > S(t) + ks*F _x(c).

Kdy# navic vyjadiime odhad s? pomoci S(t), dostaneme piibliznou konfidenéni
mnozinu ve tvaru

k
(137) ’CLR: {9695(9) <S(t) <1+ ka’nk(Oé)>}
n—
noty 6, pro néz funkéni hodnota S(0) neptekracuje pfili§ minimélni moznou
hodnotu S(t). Dovolené prekrodeni je uréeno vyrazem v kulaté zavorce v (13.7).
Presny test

V tomto oddilu naznacime, jak by bylo mozno sestavit kriticky obor pfesného
testu. Jak ale uvidime, metoda ma jen velmi omezené pouziti.
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Necht plati nulové hypotéza @ = 6°, necht H je néjaka pevna idempotentni
matice typu n X n hodnosti k. Potom méa vyraz

Fy =

(Y — f(0°))H(Y —f(8°)) n—k
(Y —£(6°))(1 = H)(Y — £(6°))

rozdéleni F(k,n — k). Snadno tedy sestrojime kriticky obor testu, ktery ma
presné zvolenou hladinu «. Je vSak tfeba, aby matice H byla zvolena tak, aby
test mél také co nejvétsi silu.

Jednou z moznosti je nezdvisle na 'Y zvolit vektory 8, . . ., 0" tak, aby matice

X = (f(el) —£(8°),...,f(0") — f(oo))
méla hodnost k. Potom mé matice
H=XXX)"'X

pozadované vlastnosti. Lze ukdzat, Ze test zaloZeny na Fy je citlivy vici alter-
nativim 0* =67, j =1,... k.

13.4 Testovani slozené hypotézy

Rozdélme nyni parametr 6 na dvé slozky jako 8 = (v, d’)’. Testujeme nulovou
hypotézu & = 8°, kde 6° € RY je pevny vektor.

Prvni feSeni zalozime na Waldové postupu. Podobné jako 8 rozdélme odhad
metodou nejmensich étvercii t = (¢/,d’)’ a také varianéni matici

o2V = o ((F(t))'F(t)) " = o2 (://Z: \62;) '

Specidlnim piipadem pfiblizného rozdéleni t z (13.4) je d ~ N(5,U2V55) a
zejména piiblizny interval spolehlivosti pro & (protéjsek eliptické konfidenéni
mnoziny podle (13.6))

{6:(d— 8)'Vys(d—9) < 45°Fypni(a)} .
Specidlnim pfipadem pro ¢ = 1 jsou priblizné intervaly spolehlivosti

(tj - S\/@tn—k(a)vtj + S\/@tn—k(a))

zalozené na pfimém pouziti (13.5).

Dalsi mozné feSeni, které vychazi z testu pomérem vérohodnosti, je vypo-
¢etné narocnéjsi. Necht €(d) je odhad vektoru « za podminky, Ze d je pevné.
Oznaéme t = t(8) = (£(8)’, ). Plati-li nulova hypotéza & = 8°, pak ma statis-

tika
2 (£(t) — (E(8°)) = — (SEE") - S(1)

asymptoticky rozdéleni x?(q). Pouzijeme-li opét konzistentni odhad s? parame-
tru o2, dostaneme ptiblizny kriticky obor

S (£(8°) > S(t) + ¢’ Fy n_n(cx)
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tj.

S (£(6°)) > S(t) (1 + le]qum_k(a)) .
Interval spolehlivosti by tedy byl

{5 1 S (£(9)) < S(t) (1 + nkoq,n_k(a)) } .

Specialné pro ¢ = 1 ozna¢me Ej (0) vektor parametrti, ktery minimalizuje
5(0) za podminky, ze §; = 6. Potom ma vyraz

S(t;(0)) — S(t
7(0) = ((s)) <)sign(9—tj)

priblizné rozdéleni t(n — k). Odtud lze opét nalézt pfiblizny interval spolehli-
vosti pro ¢;. Mira nelinearity je patrna z profiloveho diagramu, ktery znazornuje
body [0, 7(0)] (pfipadné [0, |7(#)|])v okoli bodového odhadu ¢; parametru 6.

Obrazek 13.1: Farmakologicka zavislost

Priklad 13.1 Farmakolog vySetfuje u dat znazornénych na obrazku 13.1
zavislost tvaru

F(:8,7) = % (2 + (625 — ) (1 — expl(Bz/(625 — 2))))..

Vypocet pomoci knihovny nls programu R dal

> a.Kan<-nls(y~ (x+(625-x) * (1-exp (-b*x/(625-x))))/c,
start=1list (b=5,c=10) ,data=In.Kan)
> summary(a.Kan)

Formula: y ~ (x + (6256 - x) * (1 - exp(-b * x/(625 - x))))/c

Parameters:

Estimate Std. Error t value Pr(>|t])
b 2.417 1.317 1.836 0.07629 .
c 3.881 1.081 3.591 0.00116 **

Signif. codes: O ‘*x*x’ 0.001 ‘x*’ 0.01 ‘%’ 0.056 “.” 0.1 ¢ > 1
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Residual standard error: 13.34 on 30 degrees of freedom

Correlation of Parameter Estimates:
b
c 0.9883

> plot(profile(a.Kan,1))
> plot(profile(a.Kan))

Z vystupu je vidét, ze je-li platnd pouzita linearni aproximace, parametr (3
neni prikazné nenulovy. Za hypotézy 5 = 0 bychom dostali pfimku. O pfipadné
silné nelinearité se mizeme pfesvédéit na profilovych diagramech (obr. 13.2),
které jsme pfipravili poslednimi dvéma piikazy. Z grafa je patrné, ze v tloze
se silné projevuje nelinearita. Naptiklad intervaly spolehlivosti pro + budou
velmi nesymetrické vzhledem o bodovému odhadu. (Na obrazku jsou znazornény
intervaly spolehlivosti se spolehlivosti po fadé 99 %, 95 %, 90 %, 80 % a 50 %).

O hypotéze, ze § = 0 mizeme rozhodovat také pomoci pfiblizného F-testu,
ktery porovna rezidualni soucty ¢tverctl.

> ap.Kan<-nls(y~x/c,start=1list(c=1) ,data=In.Kan)
> summary (ap.Kan)

Formula: y ~ x/c

Parameters:
Estimate Std. Error t value Pr(>|t])
c 1.34890 0.05897 22.87 <2e-16 **x*

Signif. codes: 0 ‘**%x’ 0.001 ‘**’ 0.01 ‘*’ 0.05 ‘.’ 0.1 < ’ 1
Residual standard error: 13.71 on 31 degrees of freedom

> anova(ap.Kan,a.Kan)
Analysis of Variance Table

Model 1: y ~ x/c

Model 2: y ~ (x + (625 - x) * (1 - exp(-b * x/(625 - x))))/c
Res.Df Res.Sum Sq Df Sum Sq F value Pr(>F)

1 31 5829.6

2 30 5341.0 1 488.6 2.7447 0.108

Jak je patrno, pfimka je moznym modelem pro nase data.

Pidvodné byla dloha parametrizovana jinak, misto v byl v definici regresni
funkce parametr 6 = 1/, takZe regresni funkce byla v § linedrni. Pfesto bylo
chovani odhadi § mnohem méné linedrni, jak naznacuje obrazek 13.3. O
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Obrézek 13.2: Profilové diagramy pro parametry (3 (vlevo) a vy (vpravo)

m

Obrazek 13.3: Profilovy diagram pro parametry 6 = 1/
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Priloha A

Pomocna tvrzeni, oznaceni

Zde jsou uvedena nékterd tvrzeni (naptiklad o maticich), uziteénd v ostatnich
kapitolach.

A.1 Tvrzeni o maticich

Chceme-li oznacit j-ty sloupec (i-ty fadek) matice A, pouzijeme symbol a,;
(al,). Cheeme-li vyjadrit, ze matice vznikla z A vynechdnim jejiho j-tého sloupce,
napiseme Ay}, kdyz vznikla vynechanim i-tého fadku, pak piseme A[;,). Je tedy
napiiklad

(A.1) A= (au,Any) = <:[/11:])

Specialné r-ty sloupec jednotkové matice | oznac¢ime symbolem j,., vektor ze
samych jedni¢ek symbolem 1, pfipadné 1,,, pokud chceme explicitné vyjadrit
pocet slozek.

Necht X,,«x je pevnd matice. Symbolem M (X) ozna¢ime podprostor R” tvo-
feny vSemi linearnimi kombinacemi sloupcti matice X. Tento prostor, nazyvany
linearni obal sloupcu matice X, vlastné splituje

M(X) = {Xt:tc R

Je-li matice X néjaka matice typu n x k, pak pseudoinverzni matice k ma-
tici X je libovolnd matice X~ typu k X n, kterd vyhovuje vztahu XX~ X = X.
Pseudoinverzni matice obecné neni déna jednoznacné.

Jednoznacéné je vSak dédna Mooreova-Penroseho pseudoinverzni ma-
tice, ktera musi vyhovovat pozadavkim:

(A.2) XXTX =X, XTXXT =Xt
(A.3) (XXT) = XXT, (XTX) = XTX.

Véta A.1. (Spektrilni rozklad) Necht A je symetrickd matice fadu n.
Potom existuji ortonorméalni matice Q a diagonédlni matice A s diagonalnimi
prvky A1 > ... > )\, tak, ze plati

(A.4) A=QAQ.

153
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Je zfejmé, Ze \; jsou vlastni ¢isla matice A a ze sloupce q,, matice Q jsou
odpovidajici ortonormélni vlastni vektory s jednotkovou délkou. Matici A lze
vyjadiit ve tvaru

(A.5) A=) \a.d.;
=1

Véta A.2. (SVD — rozklad podle singularnich hodnot) Necht X,,x,
kde je n > m je matice s kladnou hodnosti r. Potom existuji matice s or-
tonormalnimi sloupci UZXT,V%XT a diagonalni matice DEX s realnymi Cisly

d1 > ... > d, > 0 na diagonale tak, ze plati

T

(A.6) X = U°DOVY’

D 1 k a z: Uvazujme zfejmé pozitivné semidefinitni matici X'X s vlastnimi
éslydi >...>d?>d2,, =...=d?, =0 a jim odpovidajicimi ortonormalnimi
vlastnimi vektory vi,...,v,,. Pro 1 < i < r zavedme vektory

1

(A7) u; = a;

XVZ‘ .

Snadno zjistime, Ze tyto vektory jsou ortonormalni:

1 A2 0 proi# j,
Wy = XXy, = vy, = {0 PO
dzdj dzdj 1 pro: =j.
Vztah z (A.7) lze prepsat jako
Llidi = XVZ',
a to dokonce pro vSechna 1 < ¢ < m, kdyz libovolné pfidame vektory u,41,...,u,,
tak, aby sloupce matice U = (uy, ..., u,,) méla ortonorméalni sloupce. Zavedeme-
li jesté étvercovou matici V = (vq,...,v,,) a diagonalni matici D s diagonalnimi
prvky dy,...,d,, mizeme vSech m vztahti souhrnné zapsat jako UD = XV.
Odtud piimo plyne vztah
m T
(A.8) X=UDV =) duyv,=> diu,
i=1 i=1

Ptfitom je vidét, Ze vysta¢ime s prvnimi r sloupci matic U, D, V. Oznac¢ime-li
hornim indexem 0 odpovidajici podmatice, dostaneme vztah (A.6). O
Véta A.3. (QR rozklad) Necht X, ., je matice konstant. Potom existuji

matice Q,,xm s ortonormalnimi sloupci a horni trojihelnikova ¢tvercova matice
R fadu m tak, ze plati

(A.9) X = QR.

Je-li hodnost r matice X kladna, existuji matice Q° ., s ortonormélnimi sloupci

a matice R® s r fadky a m sloupci takova, 7e je 7"?]- = 0 pro i > j a ze plati

(A.10) X = Q°R’.
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Je-li hodnost matice X rovna poctu jejich sloupcti, pak existuje jedind matice R
spliujici (A.9), kterd mé kladné diagonalni prvky, nazyva se Choleského faktor.

Existence rozkladu (A.9) je dokdzéna v oddilu 1b.2 (VII) knihy Rao (1978).
V jednotlivych sloupcich matice R jsou soufadnice odpovidajicich sloupcit ma-
tice X v ortonorméalni béazi tvorené sloupci matice Q. Pokud nemd matice X
linedrné nezévislé sloupce, pak se v sou¢inu (A.9) nesmi projevit nékteré sloupce
matice Q. To je zajisténo, kdyz jsou odpovidajici fadeky R nulové. Jednoznac-
nost R v pripadé matice X s linedrné nezavislymi sloupci lze dokazat indukci
((Zvéra, 1989, véta 12.1)). Z jednoznacnosti R plyne v tomto ptipadé také jed-
noznac¢nost matice Q.

Véta A.4. (Odmocninova matice) Necht A je pozitivné semidefinitni
matice. Pak existuje pozitivné semidefinitni matice C takové, Ze plati

A =CC.

D i k a z: Necht A = QAQ’ je spektralni rozklad matice A. Pozitivni se-
midefinitnost A je ekvivalentni se stejnou vlastnosti A. Oznac¢me jako Al/?
diagonalni matici, kterd ma na diagonéle odmocniny ze stejnych prvkd matice
A. Snadno se ovéri, ze matice C = QAY2Q’ ma pozadované vlastnosti. |

Pozitivné semidefinitni matice budeme znacit A > 0, podobné zapis A > B
znamend, Ze matice A — B je pozitivné semidefinitni. Analogicky pouzijeme
symbol > k vyjadfeni pozitivni definitnosti.

Véta A.5. (Porovnani kvadratickych forem) Necht A, B jsou dvé po-
zitivné definitni matice. Potom plati

(A.11) A>BsB'>A"Y
(A.12) A>B&B'>A

Véta A.6. (Projekce do podprostoru) Necht X,, ., je matice, jejiz hod-
nost r je kladna. Potom

a) rozklad y = y; + y,, kde y; € M(X) a y, LM(X), je ddn jednoznacné,

b) necht P = (Q, N) je ortonormalni matice takova, ze je M(X) = M(Q). Pro-
jekéni matice Hxy a My, které zajistuji priméty y;,y,, jsou dany jednoznaéné
a plati

(A.13) Hx = QQ’,
(A.14) My = NN'.

c) Plati

(A.15) Hy = X(X'X)~ X/,
(A.16) My =1 — X(X'X)~X/;

d) matice Hx, Mx jsou symetrické a idempotentni.
e) Plati

(A.17) tr(Hx) =,
A.18) tr(Mx) =n—r.



156 PRILOHA A. POMOCNA TVRZENI, OZNACENI

Véta A.7. (Porovnani délky vektoru s jedni¢kou) Pro matici A, x, a
vektor ¢ € R” plati nerovnost ||Ac||? < 1 praveé tehdy, kdyz je matice

(A.19) A(A'A)"A’ — Acc'A’

pozitivné semidefinitni.

D i k a z: Pro Ac = 0 je tvrzeni trividlni. Necht je tedy Ac # 0. Potom
plati M(Ac) € M(A), takze rozdil projekénich matic na M(A) a na M(Ac)
je projekéni matici na ortogonédlni doplnék M (Ac) prostoru M(A). Pozitivné
semidefinitni je tedy

(A.20) 0<A(A'A)"A’ — Ac(c'A'Ac) ' c/A.

Predpoklad ||Ac||? < 1 je v8ak ekvivalentni s —(c/A’Ac)~! < —1, takZe pravou
stranu nerovnosti (A.20) miiZzeme shora omezit matici A(A’A)~A" — Acc’'A’,
ktera je tedy nutné pozitivné semidefinitni a je dokazana implikace jednim smé-
rem.

Obrécené, necht je matice (A.19) pozitivné semidefinitni. KdyZ ji vynédso-
bime zprava vektorem Ac a zleva transpozici tohoto vektoru, dostaneme po
malé tipravé (pouzitim definice pseudoinverzni matice)

0 < [|Ac|” — [|Ac|* = [|Ac|*(1 — || Ac|*),

coz je ekvivalentni s dokazovanou nerovnosti ||Ac|? < 1. O

Véta A.8. (Porovnani délky vektoru s jednic¢kou*) Necht V je pozi-
tivné definitni matice ¥adu k, nechf b € R* je libovolny vektor. Potom plati
nerovnost b’V ™'b < 1 pravé tehdy, kdy# je matice V — bb’ pozitivné semidefi-
nitni.

D @ k a z: Pozitivné definitni matici V™! lze zapsat pomoci symetrické a
reguldrni odmocninové matice (viz vétu A.4) jako V™' = AA. Kvadratickou
formu b’V ™'b lze tedy piepsat jako

b’AAb = ||Ab||.

Podle véty A.7 je tedy nerovnost b’'V™'b < 1 ekvivalentni s tim, Ze je pozitivné
semidefinitni matice

A(A’A)"'A — Abb'A = A (V — bb') A.

Protoze je matice A regulérni, je ona nerovnost ekvivalentni s pozitivni semide-
finitnosti matice V — bb’, coz bylo dokazat. O
Kdyz pracujeme s vektory oznacenymi dvojitymi indexy (napiiklad v mo-

delech analyzy rozptylu dvojného t¥idéni), je uziteény pojem Kroneckerova
soucinu. Jsou-li A typu m x n a B typu p X ¢, pak oznac¢ime jako A ® B matici
typu mp X ngq, jejiz blok (4, j) je roven a;;B, tedy

allB algB alnB

&21B &QQB ce agnB
(A.21) A®B =

amiB am2B - a;nB
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Nasledujici vlastnosti lze snadno dokazat.

Véta A.9. (Vlastnosti Kroneckerova sou¢inu) Pro Kroneckeriiv souéin
plati

OA=A®0 = 0,
(Ar+A;)®B= (A, ®B)+ (A, ®B),
A®(B;+B2)=(A®B;)+ (A® Bj).
cA ® dB = cd(A ® B),
AA; 2 BBy = (A; ® B)(A2 ® By),
(A®B)™ ! = A'®B™!, pokud inverze existuji,

- -

(A@B)” =A" ®B™, pro libovolné pseudoinverze,
(A®B) =A"@B'.

Véta A.10. (Poincaréova véta o separaci) Necht R je matice typu n X ¢

s ortonorméalnimi sloupci, necht a; > ... > «a,, jsou vlastni ¢isla n&jaké syme-
trické matice A, necht A\ > ... > A, jsou vlastni ¢isla matice R'AR. Potom
plati

(A.22) Ai < oy, 1<i<yq,

(A.23) Ag—it1 = Qn_iy1, 1<:<q.

Plati-li navic pro vlastni vektor q,, matice A odpovidajici jejimu vlastnimu ¢islu
a, vztah R'q, = 0, lze nerovnost (A.23) upravit na

(A.24) Ag—it1 = Qp—iy2, 1<i<gq.

Tvrzeni 1ze nalézt ve cvicenich 1. kapitoly knihy Rao (1978).

A.2 Neékteré vlastnosti nahodnych veli¢in

Véta A.11. (Vlastnosti kvadratické formy) Nechf ey, ..., e, jsou nezivislé
nahodné veli¢iny se stejnym rozdélenim, necht Ee; = 0,Ee? = 0% Eef = ot (y2+
3). Necht A je symetrickd matice. Potom plati

(A.25) Ee'Ae = o’ trA,
(A.26) vare'Ae = o* (72 > af +2tr A2) :

Véta A.12. (Vlastnost normalniho rozdéleni) Necht métitelnd funkce
T'(x) spliuje T'(ex) = T'(x) pro kazdé ¢ > 0 a pro kazdé x € R™. Mé-li ndhodny
vektor X rozdéleni N,, (0, 51), pak jsou ndhodné veli¢iny T'(X) a || X|| nezavislé.

D d k a z: Staci prejit k polarnim soufadnicim. Potom vzdalenost ndhodného
bodu od pocatku a jeho smér od pocatku jsou nezdvislé. OvSem vzdalenost
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od pocatku je rovna [|X|| a funkéni hodnota T'(X) je vzhledem k pozadované
vlastnosti zavisi pouze na sméru od pocatku. O

Véta A.13. (Bonferroniho nerovnost) Pro ndhodné jevy Ap,..., A,
plati

n

P(UL 4) < Y P (4),

=1

A.3 Metoda maximalni vérohodnosti

Necht mé& ndhodny vektor X hustotu fy(x), ktera zavisi na parametru 6 € Q,
pricemz (2 je parametricky prostor. V pfipadé diskrétniho rozdéleni minime pod
hustotou pravdépodobnostni funkei (hustotu vici éitaci mite). Jako logaritmic-
kou vérohodnostni funkci oznac¢ime funkcei

(A.27) ((0) = log(fo(X)),

je tedy pro kazdé 6 nédhodnou veli¢inou.

Odhad 0 metodou maximalni vérohodnosti je takovy prvek parametrického
prostoru, v némz je logaritmicka vérohodnostni funkce maximalni. Napfiklad
v linedrnim modelu Y ~ N(X3, o*l) d4 metoda maximélni vérohodnosti odhady

. ~ RSS
B =0b, 02 = —.
n
Logaritmicka vérohodnostni funkce je rovna
(A.28) 0B,02) = —g - glog(27r) - glog(RSS/n).

Pokud bychom povazovali rozptyl 02 za zndmy (neodhadovany), vysla by loga-
ritmicka vérohodnostni funkce

(A.29) (B) =~ tog(2mo?) - ! Rss

202

Jsou-li splnény podminky regularity, potom lze dokdzat mnohé uzitecné
vlastnosti odhadu 6. Asymptoticky ma rozdéleni N(,B, J_l), kde J je Fisherova
informacni matice s prvky

R0

A. +(0) =E .
(4.30) Tin(0) =E 55" 50, 06,06,

Ke zminénym podminkdm regularity pat¥i pozadavek, aby mnozina {x :
fo(x) > 0} nezavisela na parametru 6 nebo pozadavek, aby parametricky prostor
byl oteviena mnozina.

Podmodel je urcen vlastnim podprostorem w C 2. Odhad 6 v podmodelu
je takovym prvkem w, ktery maximalizuje logaritmickou vérohodnostni ¢ na w.
Testovani podmodelu lze zalozit na nékteré ze tii statistik, které maji vSechny
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stejné asymptotické rozdéleni. Je jim rozdéleni x2(q), kde ¢ je rozdil dimenze
prostoriu 2 a w, resp. pocet nezavislych omezeni, jejichz aplikace vede k ndhradé
parametrického prostoru {2 parametrickym prostorem w.

Test pomérem vérohodnosti (Wilksuv test) porovnava hodnoty loga-
ritmické vérohodnostni funkce pro 0ab pomoci statistiky

(A.31) LR=2 (e(é) - e(é)) .

Plati-li podmodel, pak za pfedpokladu splnéni podminek regularity ma statis-
tika LR asymptoticky rozdéleni x?(q).

Walduav test predpoklada, ze se od €2 dostaneme k w tak, Ze pozadujeme,
aby parametr 6 vyhovoval omezenim g¢;(6) = 0,5 = 1,...,¢q. Tato omezeni lze
psat vektorové jako g(#) = 0. Myslenka je zaloZena na zjisténi, nakolik odhad
0 vyhovuje uvedenym omezenim.

Ozna¢me jako A(6) matici parcidlnich derivaci dg(6)/06’. Asymptotické
varianéni matice vektoru g(6) je rovna vyrazu A(6)J(0)~'A(8)’. Prakticky sem
musime za neznamy parametr dosadit jeho odhad. Asymptoticky mé vyraz

(A32) W =g() (A@)IO)AD))  &®)

rozdéleni x?%(q).

Metoda skéru (Lagrangeova multiplikdtoru) vyuzivd na rozdil od
Waldova testu pouze odhad v podmodelu. Maximalné vérohodny odhad, pro-
toze maximalizuje logaritmickou vérohodnostni funkci, musi anulovat vektor
parciédlnich derivaci 9¢/06. Vyzkousime tedy, nakolik také odhad v podmodelu
0 anuluje tento vektor.

Zavedme néhodny vektor

(A.33) u) =2 ==

Plati-li podmodel, ma tento vektor nutné nulovou stfedni hodnotu, takze jeho
varian¢ni matice je pravé rovna Fisherové informacni matici, jak je zifejmé z
definice (A.30) prvkl této matice. Proto mé, plati-li podmodel, statistika

L 0U(0) .2\ 0L(O)
(A.34) LM =5 (J(o)) S

asymptoticky rozdéleni x2(q).
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