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Tyto poznamky jsou urceny pouze studentim, ktefi maji v akademickém roce
2006,/2007 zapsénu predndsku STP094 Regrese, nejsou uréeny k dalsimu siteni. Uvi-
tam vsechny pfripominky k textu, ktery ¢as od ¢asu obménuji. Text neni identicky
s odpfednésenou latkou, mél by ji vSak v zasadé pokryvat.
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1. Uvod

Zac¢néme puvodem slova regrese. Ve stejném smyslu, jak jej pouziva tato kniha,
pouzil pojem regrese jako prvni Francis Galton, kdyz vySetfoval zavislost primérné
vysky potomkil na vysce rodi¢t (Galton (1886a), Galton (1886b)). Pro zajimavost,
u matky (dcery) zvétsil vysku vzdy o 8 %, aby byla srovnatelnd s vyskou otce ¢i
syna. Pearson a Lee pak na zakladé novych dat, lépe posbiranych, dosli k poznani,
na némz je zalozen nasledujici odstavec (Pearson, Lee (1903)).

Sledujeme zavislost vysky syna na vysce otce. Pfedstavme si dvé skupiny syni.
Prvni je charakterizovana tim, ze otcové maji primérnou vysku feknéme 170 cm,
ktera je soucasné také primérnou vyskou v populaci otcti. Druhd skupina syni je
charakterizovana tim, ze vyska jejich otcu je rovna 180 cm, tedy o 10 cm vice, nez je
prumeérnd vyska vSech otci. Ukazuje se, Ze prumérna vyska synu z druhé skupiny je
jen o 5 cm vétsi, nez prumérnd vyska synu prvni skupiny. Odchylka vysky synu tedy
sleduje odchylku vysky otcti, ale nereprodukuje ji celou, redukuje ji na polovinu.
Jde .0 zpétny pochod, postup” k prameéru (Petrackova et al., 1995, heslo regrese).
Jak by se asi jmenovala tato kniha, kdyby se zakladatelé moderni statistiky zabyvali
jinou problematikou, napf. exponencialné rostoucimi populacemi. Progrese?

Piiklad 1.1 (hmotnost hochil) Pouzijeme data, ktera obsahuji porodni hmot-
nost a porodni délku celkem 4838 chlapcti. V horni ¢asti obrazku 1.1 je patrné,
Ze s rostouci porodni délkou celkem pravidelné roste také prumeérnd porodni hmot-
nost. Na spodnim obrazku jsou histogramy porodni hmotnosti podminéné konkrétni
hodnotou porodni délky. Je zde patrné, ze pro kazdou porodni délku ma porodni
hmotnost priblizné stejné rozdéleni, ovSem az na prumeér, ktery vcelku pravidelné
s hodnotou porodni délky roste.

> attach(HosiO)
> round(tapply(por.hmot,por.del,mean) ,digits=1)

46 47 48 49 50 51 52 53 54
2528.1 2801.3 2979.1 3172.5 3396.1 3577.5 3763.9 3935.8 4072.5
> round(diff (tapply (por.hmot,por.del,mean)),digits=1)

47 48 49 50 51 52 53 54
273.2 177.9 193.3 223.6 181.4 186.4 171.9 136.7
> print(mean(diff (tapply (por.hmot,por.del,mean))) ,digit=4)
[1] 193.1
> library(lattice)
> histogram(~por.hmot |as.factor (por.del))

Prikaz diff ukazuje, Ze s kazdym centimetrem porodni délky se primérnd porodni
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1. Uvod

por.hmot
3500 4000 4500 5000
| | |

3000
|

2500
|

2000
|

46 48 50 52 54

por.del

Obrézek 1.1: Zavislost porodni hmotnosti chlapct na jejich porodni délce (u histo-
gramil uvedena v zahlavi)



hmotnost zvétsuje o necelych 200 gramii.



Uvod
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2. Model

Co nového si o regresi (a linedrnich modelech) miizeme Fici, kdyz je témto tématim
vénovano v kazdé praktictéjsi knizce o statistice tolik mista? Pokusime se o jiny
pohled. Uvidime, ze vlastni odhad parametri v regresi je jen jednou diléi tilohou,
hodnot zavisle proménné. Na tomto odhadu je zalozena napriklad témér cela dia-
gnostika. Samotny vyklad bude do znacné miry vychazet z geometrického pohledu.

Cilem naseho snazeni bude vysvétlit variabilitu ndhodné veli¢iny Y (zdvisle
proménnd, vysvétlovand proménnd, odezva) zévislosti jeji stfedni hodnoty na jedné
nebo nékolika nendhodnych nezdvisle proménnych ¢i regresorech, zpravidla oznaco-
vanych pismenem x. Pokud by nezavisle proménné byly nahodnymi veli¢inami, pak
se zajimame o podminénou stfedni hodnotu Y pfi danych hodnotach X = x.

2.1. Linearni model

Predpokladejme, Ze stfedni hodnoty nekorelovanych ndhodnych veli¢in Y7,...,Y,
Ize popsat jako linearni funkci k + 1 neznamych parametru

EY; = 6o + frwin + ... + Brxir, (2.1)
kde z;; jsou znamé konstanty. Az na vyjimky budeme dal pro vsechna ¢ pfedpokla-

dat varY; = 02, kde o > 0 je dalsi zpravidla neznamy parametr. Znamé konstanty
2;; uspofddame do matice konstant o n fadcich a k 4 1 sloupcich

1 T11 e T1k
1 T21 cee X2k

X=|. . . . (2.2)
1 xp1 .. Tnk

takové, ze h(X) = r > 0 a n > r. Nahodny vektor Y m4 pak stfedni hodnotu
X3 a varian¢éni matici ol. Pozadavek na stfedni hodnotu je vlastné pozadavkem
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2. Model

EY € M(X), nebot linearni prostor M (X) je tvofen pravé vSemi linedrnimi kombi-
nacemi sloupctt matice X (viz Appendix). Pfedpokladana varianéni matice znamena
stejny rozptyl a nekorelovanost jednotlivych slozek nadhodného vektoru Y. Uvedené
predpoklady budeme struéné zapisovat jako Y ~ (X3, o?1). Ekvivalentné mtizeme
linedrni model zapsat pomoci jeho ndhodné slozky e ~ (0,021) jako Y = X3 +e.
V dalgim budeme pouzivat specidlni oznacéeni. Necht sloupce matice Q tvori né-
jakou ortonormalni bazi regresniho prostoru M(X), necht sloupce matice N doplni
tuto bazi na ortonormalni bazi prostoru R™. Dostaneme tak ortonormalni matici
P = (Q, N) takovou, ze M(X) = M(Q), PP’ =1,, a P'P = 1,,. Z toho, ze sloupce

matice P jsou ortonormalni, plynou vztahy
QQ, + NN/ = In; Q/Q = Ir; N/N = Infra Q/N =0.

Ozna¢me H = QQ’ a M = NN’. Obé& nové zavedené matice jsou symetrické a
idempotentni. Protoze plati HM = O, jsou vektory na pravé strané vztahu

y = Hy + My

navzajem ortogonalni, takze jde o priméty obecného vektoru y € R™ do regresniho
prostoru M(X) a rezidudlniho prostoru M(X)L. Ze znamych vlastnosti projekce
jsou tyto priméty a tedy také projekéni matice H,M dény jednoznacné. Navic je
vektor y = Hy nejbliz§im prvkem regresniho prostoru M(X) k danému vektoru y.
V dalsim bude uzite¢né znat explicitni vyjadfeni projekéni matice H pomoci regresni
matice X, kterd regresni prostor generuje. Ze znamého pravidla péti matic (napt.

(Andél, 1978, véta IV.15 b)) nebo (Andél, 2005, véta A.19))
X(X'X)"X'X = X (2.3)

plyne, ze je (I — X(X'X)~X')X = O, takZe jsou sloupce symetrické matice | —
X(X'X)~X’ ortogonalni na M(X) a

I = X(X'X)" X+ (I - X(X'X)~X)
je hledany rozklad | = H + M. Je tedy
H = X(X'X)~ X/, (2.4)
M=1-X(X'X)"X.

2.2. Odhad vektoru stfednich hodnot

Nejprve se budeme zabyvat odhadem vektoru p = X3. K ndhodnému vektoru
Y ~ (X3, %) najdeme v podprostoru M (X) nejblizsi prvek, ktery opét oznacime
stfiskou, tedy Y.
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Odhad vektoru stfednich hodnot 2.2

K porovnani nestrannych odhadi vektorového parametru pouzijeme jejich vari-
an¢ni matice. Jsou-li Y, Y dva nestranné odhady vektoru p, pak je odhad Y lepsi,
kdy# je matice varY — varY pozitivné semidefinitni. Znamena to, ze také pro kazdy
vektor q € R™ je var (q'Y) < var(q'Y).

Véta 2.1. (Gaussova-Markovova) V modelu Y ~ (X3, 021) je Y nejlepsim
nestrannym linedrnim odhadem (NNLO) vektoru X3, pfi¢emz plati varY = o%H.

D 1 k a z: Nestrannost odhadu plyne ze znamé vlastnosti projekce do podpro-
storu. Prvek podprostoru se promitne sdm na sebe (je sdm sobé nejbliz§im prvkem
podprostoru), coz mé za nésledek mimo jiné, ze plati nutné

HX = X. (2.6)
Proto pro kazdé B € R**! plati
EY = EHY = HX3 = X3.

Vezméme nyni n&jaky linearni odhad vektoru X8 tvaru Y = a+ BY. Aby byl
tento odhad nestranny, musi platit a + BX3 = X3 pro vSechna 3, coz je ekviva-
lentni s dvojici identit a = 0 a BX = X. Z druhé identity postupnym nasobenim
zprava maticemi (X'X)~ X', X dostaneme

BX =X=BH=H=BX =X,

coZ znamend, e nestrannost dohadu Y je ekvivalentni s dvojici identit a = 0 a
BH =H.

Spocitejme varianéni matici statistiky Y. S ohledem na pozadavek BH = H
plati

varY = Bo?IB' = ¢?[H + (B — H)][H + (B — H)|'
= 6?HH’ 4 0%(B — H)(B — H)' > ¢®HH’ = varY,

nebot je opravdu varY = varHY = o2HH’ = ¢2H. O

Vztah (2.6) je ekvivalentni s tvrzenim
MX — O, (2.7)

které budeme v dals$im ¢asto pouZzivat. Specidlné znamend, ze fadky (sloupce) ma-
tice M jsou nutné kolmé na vsechny sloupce matice X.
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2. Model

2.3. Rezidua

Nyni se budeme zabyvat priimétem vektoru Y ~ (X3, 02l) do prostoru rezidui
M(X)* a zavedeme nestranny odhad rozptylu 0. Vektor rezidui definovany jako
u=Y-Y porovnava napozorované hodnoty vysvétlované proménné s odhadem
jejich stiednich hodnot. Rezidudini soucet ctvercii RSS = |jul|> = Y27, (Vi — Yi)?
udava ctverec vzdalenosti vektori Y a ?, méfi tedy jedinym cislem jejich nepo-
dobnost, neshodu. Rezidudini rozptyl zavedeme jako S% = RSS/(n —r).

Véta 2.2. (O reziduich) V linedrnim modelu Y ~ (X3, o?1) plati

u=MY = Me, (2.8)

u~ (0,0°M), (2.9)
RSS = €' Me, (2.10)
ERSS = (n—r)o?, (2.11)
ES? = o2, (2.12)
X'u=0. (2.13)

D @ k a z: Prvni a posledni tvrzeni plyne z MX = O, druhé je jednoduchym
dtisledkem prvniho. Vztah (2.10) je prostym piepisem ¢tverce délky vektoru rezidui.
Pii dikazu tvrzeni (2.11) lze pouzit tvrzeni (A.18) o stopé projekéni matice, kterd
je idempotentni a symetricka:

Ee'Me = trEe'Me = trMEee’ = trMc?l = 0 trM = o2(n — h(X)).

Vztah (2.12) je trividlnim diisledkem pfedchoziho. O

Vektor rezidui u lze interpretovat jako jakysi odhad ndhodné slozky modelu e =
Y — X3. Proto ovéfovani predpokladi, které ma nahodna slozka modelu spliovat,
zalozime v dalsich kapitolach na vysetfovani vektoru rezidui. Rezidudlni rozptyl 52
je podle (2.12) nestrannym odhadem rozptylu o2.

2.4. Normalni rovnice

Zatim jsme se nezabyvali odhadem vektoru 3, ktery vyjadiuje stfedni hodnotu na-
hodného vektoru Y jako konkrétni linedrni kombinaci sloupci matice X. Pokud
nema matice X linedrné nezavislé sloupce, nebudou koeficienty této linearni kombi-
nace dany jednozna¢né, takze linedrni odhad neexistuje. (Pfipomenme si, ze odhad
¢ odhadové statistika mé byt funkci ndhodnych veliéin.)
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Odhadnutelné parametry 25

Symbolem b oznacime libovolné feSeni soustavy Xb = Y. Vektor b tedy tvori
hledané koeficienty linearni kombinace. Skute¢nost, ze Y = Xb + u je ortogonalni
rozklad, je ekvivalentni s pozadavkem, aby vektor rezidui u byl ortogonalni vici
regresnimu prostoru M (X), tedy s pozadavkem

X' (Y — Xb) =0,
coz je opét ekvivalentni s normaini rovnici pro b
X'Xb = X'Y. (2.14)

Vsimnéte si, Ze tato soustava linedrnich rovnic je vzdy FeSitelnd, nebotf na obou
stranach je né€jaka linedrni kombinace fadkd matice X.

2.5. Odhadnutelné parametry

I v ptipadé, Ze vektor B nelze odhadnout, protoze rovnice (2.14) miize mit nekoneéné
mnoho FeSeni, mohou byt odhadnutelné nékteré linearni funkce tohoto vektoru.
Naprtiklad k vektoru takovych linedrnich funkci g = X3 zndme dokonce nejlepsi
nestranny linearni odhad a kazda slozka vektoru p je linearni funkci vektoru 3.

Pfipomenme si vyznam Gaussovy-Markovovy véty. Pro kazdé q € R™ je sta-
tistika q’ Y nejlepsim nestrannym linedrnim odhadem své stiedni hodnoty, tedy
odhadem funkce

Eq'Y = a'’X8 = (X'q)'8 = '3,

kde jsme oznaéili t = X'q. Rekneme, ze t'3 je odhadnutelny parametr v modelu
Y ~ (XB,02l), kdyz pro kazdé pevné pu € M(X) nezéavisi vyraz t'3 na volbé
feseni rovnice u = X3. Uvedend definice odhadnutelného parametru je ekvivalentni
s pozadavkem

XB, = XBy = t'3, =t'3,. (2.15)
Prakticky tedy pozadujeme, aby byl odhadovany parametr dan jednoznac¢né.

Véta 2.3. (Odhadnutelny parametr) Parametr t'3 je odhadnutelny prévé
tehdy, kdyz plati

t e M(X') = M(X'X).
D 1 k a z: Jsou-li B, B, takové, zZe vyhovi levé strané definici odhadnutelného
parametru (2.15), spliuji X(3; — 3,) = 0, tedy 3, — B, € M(X'). Parametr t'3 je
oviem odhadnutelny, jen kdyz je t'(3; — B,), tedy jen kdyz je t € (M(X)1)L =

15



2. Model

M(X'). Je-li naopak t € M(X'), nutné existuje pevné ER™ takové, ze je t = X'q.
Pak ovsem pro kazdou dvojici vektoru 3, 3,5 spliujicich X3; = X3, plati nutné

t/51 = t/X/B1 = t/X/52 = t/ﬁm
tedy t'3 je podle (2.15) odhadnutelny parametr. O

Véta 2.4. (Odhad odhadnutelného parametru) Je-li '3 odhadnutelny
parametr, pak je vyraz t'b nejlepsi nestranny linedrni odhad tohoto parametru,
nezavisi na volbé feseni b normalni rovnice a bez ohledu na volbu pseudoinverzni
matice plati

t'b ~ (t'3,0*t' (X' X)"t). (2.16)

Jsou-li t} 3, t,3 odhadnutelné parametry, pak bez ohledu na volbu pseudoinverzni
matice plati

cov(t)b, thb) = ot} (X'X) " t,. (2.17)

D i k a z: Necht by, bs jsou dvé feSeni téZe normélni rovnice. Jak vime, je to
ekvivalentni s tim, ze vektory Xb; a Xby vyjadiuji tyz vektor Y. Je tedy nutné
Xb; = Xb; a podle definice odhadnutelného parametru (2.15) musi byt také t'b; =
t'b,. K ditkazu ostatnich tvrzeni pouzijeme tvrzeni véty 2.3, podle kterého mizeme
vektor t vyjadfit jako X'q pro né&jaké q € R™. Je tedy

t'b=qgXb=q'Y,

takze jde o linearni funkci Y. Proto je také t'b nejlepsim nestrannym linedrnim
odhadem své stfedni hodnoty

Etb=EqY=qX3=tp3
a podobné

cov(t}b, thb) = cov(q)Xb, g5Xb) = o?q| X(X'X) " X'q,
= %t} (X(X) " ty.

Rozptyl odhadu t'b je specidlnim piipadem pravé dokdzaného. Nezédvislost na volbé
pseudoinverze plyne ze stejné nezavislosti pro vyraz X(X'X)~X'. O

Jednoduchym dusledkem pravé dokézané véty je nasledujici tvrzeni.

Véta 2.5. (Odhad odhadnutelného vektorového parametru) Vektor T3
je vektorem odhadnutelnych parametrt pravé tehdy, kdyz plati M(T") ¢ M(X").
Potom pro kazdé feseni normélni rovnice je Tb nejlepsim nestrannym odhadem
vektoru T3 a plati

Tb ~ (T3,0°T(X'X)"T),
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Odhadnutelné parametry 25

pri¢emz nezavisi na volbé zobecnéné inverzni matice.

Piiklad 2.1 (jednoduché t¥idéni) Uloha analjzy rozptylu jednoduchého tiidéni
predpoklada, ze pro nezavislé nahodné veli¢iny Y;;, kde je 1 <t < n;, 1 <i <1,
plati Y;; ~ N (ui, 02). Takto mame vlastné I nezavislych nahodnych vybéri z nor-
malnich rozdéleni, ktera maji obecné nestejné stiedni hodnoty, ale stejné rozptyly.
V praktickych tlohach vlastné t¥idime hodnoty spojité veli¢iny Y podle néjakého
faktoru, tedy podle znaku (veli¢iny) méfeného v nomindlnim méfitku. Jednotlivé
hodnoty faktoru se nazyvaji drovné ¢i osetrend.

Castéji se pouziva parametrické vyjadieni stfednich hodnot ve tvaru

EYy = pu+ oy, (2.18)

kde «; jsou efekty (také nékdy hlavni efekty) odpovidajici jednotlivym trovnim
sledovaného faktoru (jednotlivym oSetfenim). Model miizeme maticové zapsat jako

Y, 110 ... 0

Y, 1 01 ... 0 [

=1 . . .. < >+e, (2.19)
: S «

Y; 100 ... 1

kde e ~ N(O,O’2|). Snadno zjistime, ze matice modelu X ma hodnost I, kdezto
sloupcit ma I + 1, takze cely vektor parametrii neni odhadnutelny. Snadno se také
zjisti, Zze kaZzdou linearni kombinaci fadkt matice X, tedy kazdy vektor t’ urcujici
odhadnutelny linedrni parametr t'3, lze zapsat jako

I
t = (Zci,cl,...,q) , (2.20)
i=1

kde ¢; jsou libovolné konstanty. K odhadnutelnym funkcim patii napriklad stfedni
hodnoty jednotlivych pozorovéni EY;; = p+ «; (volbou t’ = (1,0,...,1,0,...,0)).
Volbout’ = (0,...,1,0,...,0,—1,0,...) mizeme pro 1 < i # i’ < I vyjadfit rozdily
hlavnich efektd «; — a;r, které, jak uvidime, patii mezi kontrasty. O

vvvvvv

v predchozim prikladé. Necht plati

Yit = p+ o + Bais + eq, 1<t<n;,1<i<I, (2.21)
kde opét jsou e11, ..., ey, nezavislé ndhodné velic¢iny s nulovou stfedni hodnotou a
rozptylem o2, 211, ..., %y, jsou zndmé konstanty a u, o, . .., ay, 3,0 jsou nezndmé
parametry. Tentokrat mé regresni matice tvar
1, 1., 0 -+ 0 xg
1,, 0 1, -+ 0 x
X = . .
1,, O 0o --- 1, x;
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2. Model

Zajiméa nas, kdy je parametr 8 odhadnutelny. Abychom mohli vyjadfit vektor t =
(0,0,...,0,1) ve tvaruq'X, kde q = (q}, 95, ..., q})’, musi pro vSechnai =1,...,T
byt q;1,, = 0. Odtud je ovSem zaruena také prvni nula vektoru t. Abychom ziskali
jedni¢ku na poslednim misté vektoru t, nesmi pro vSechna i byt q;x; = 0. Je tedy
nutné, aby aspoil pro néjaké i* bylo qf.x;» # 0. Vezmeme-li v ivahu, pozadavek
q;.1,, =0, je zfejmé, Ze vektor x;» musi mit aspoii dvé nestejné slozky.

Prakticky pouzijeme popisovany model, kdyz potfebujeme nejprve hodnoty za-
visle proménné Y;; adjustovat viici n€jaké doprovodné veli¢iné x. Model predpoklada
linedrni zavislost stfedni hodnoty Y na z, pfi¢emz regresni pfimky y = (u+«;)+ Sz
jsou rovnobézné (maji stejnou smérnici 3). Uloha analyzy kovariance klade otazku,
zda jsou tyto pfimky dokonce totozné (a1 = ... = ay). O

2.6. Normalni linearni model

Predpokladejme navic, ze ndhodny vektor Y mé normalni rozdéleni, tedy ze plati
Y ~N (X,@, 0‘2|). V takovém piipadé hovorime o normadalnim linedrnim modelu. Pti-
pomerime si ortonormélni bazi prostoru R” uréenou matici P = (Q, N) s pfedpokla-
dem h(X) = r > 0 a upfesnéme vlastnosti statistik Y,u,RSS,52. ProY = X3 +e
mizeme psat

Y

(HX3 + He) + Me

(XB+Q(Q’e)) + N(N'e)

(XB+0QV)+oNU (2.22)
=Y +u,

G’J) —Ple= (3) e (2.23)

vznikly ortonormélni linedrni transformaci z vektoru (1/0)e s rozdé&lenim N(0, 1)
m4 zfejmé opét rozdéleni N(0, ). Tato vlastnost, spolu s rozkladem (2.22), umozni
dokazat nasledujici vétu.

Véta 2.6. (Normalni linearni model) V modelu Y ~ N(Xﬁ, O'2|) plati

kde ndhodny vektor

a)
Y ~ N(XB,0%H);

b)
u~ N(0,02M);
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Normalni linearni model 2.6

¢) nédhodné vektory ?, u jsou nezavislé;
d)
1 o9 9 (o .
§||Y|| ~ X XB) o (necentralni chi-kvadrat);

1 1

ERSS = ;HUH2 ~ X

f) je-li T'B vektor odhadnutelnych parametrii, pak statistiky T'b a S? nezavisi na
volbé pseudoinverze, jsou to nezavislé ndhodné veli¢iny a plati

T'b~ N(T'8,02T'(X'X)"T). (2.24)
g) je-li t'B odhadnutelny parametr, pak ma statistika

th—t8  th-tj3

Vvartb  SvEY(X'X)-t

(2.25)

rozdéleni t,,_,.

D 1 k a z: Prvni dvé tvrzeni jsou trividlni, tfeti plyne z HM = O, coZ zna-
men4 nulovou matici kovarianci vektort Y a u. Tvrzeni d) plyne z vyjadfeni
Y = X3 + 0cQV, coz je soucet vektoru konstant a ndhodného vektoru, pro ktery
plati ||QV||? ~ x2. Vyraz uvedeny v d) mé tedy necentrélni rozdéleni x?2, viz napf.
(Andél, 2005, Véta 4.17). Dalsi vztah plyne ze souvislosti mnohorozmérného nor-
mélniho a x?-rozdéleni. Tvrzeni f) je jen upfesnénim tvrzeni véty 2.5 pro normalni
linedrni model a bere v tivahu tvrzeni c). Posledni tvrzeni je pfimym disledkem
tvrzeni f), e) a definice t-rozdéleni. O

Poznamka Nahodny vektor Y mé v norméalnim linedrnim modelu hustotu

n 1
(2r0®) 2 exp (-5 ly — XAl

takze je zrejmé odhad vektoru p = X3 metodou maximalni vérohodnosti totozny
s odhadem metodou nejmensich ¢tvercii Y. Naproti tomu odhad rozptylu o me-
todou maximalni vérohodnosti je dan vztahem

—~ RSS n-—r

o2 52,

n n

je tedy vychyleny, byt toto vychyleni s rostoucim n konverguje k nule.
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2. Model

2.7. Normalni model s plnou hodnosti

KdyZ mé matice X linedrné nezavislé sloupce (plati » = h(X) = k + 1), budeme
linedrni model nazyvat regularnim linedrnim modelm.. V ptipadé, Ze linedrni model
je reguldrni, ma normalni rovnice (2.14) jediné feseni.
Véta 2.7. (Klasicky model regrese) Ma-li matice X v normalnim modelu
Y ~ N(Xﬁ, O'2|) hodnost rovnou poctu jejich sloupcti, potom
a) FeSenim normadlni rovnice je statistika
b= (XX)"'X"Y; (2.26)
b) b je nejlep$i nestranny linedrni odhad vektoru 3;
c) plati (ozna¢me V = (X'X)~! s indexy 0 < i,j < k)
b~ N ([3, 02V);
d) ndhodné vektory b a u jsou nezavislé;
e) statistiky b a S? jsou nezéavislé;
f) proj =0,1,...,k plati
T; = % ~th_k—1; (2.27)
g) mnozina
Ko ={BeR":(B-b)XX(B-b)< (k+1)S*Fup1n—rk-1(a)} (2.28)

tvori konfidenéni mnozinu pro 3 se spolehlivosti 1 — a.

D i k a z: Prvni tvrzeni plyne z regularity matice X'X. Odhad b lze napsat ve
tvaru b = (VX')Y, odkud je ziejmé, 7e tento vektor je linedrni funkei Y. Proto
podle Gaussovy-Markovovy véty je nejlepSim nestrannym linedrnim odhadem své
stfedni hodnoty, tedy vektoru 3. Z véty 2.6 plyne nezdvislost uvedena v bodech d) a
e). K dikazu vztahu f) je tfeba si uvédomit nezavislost uvedenou v e). Upravime-li
statistiku 7 na tvar

je patrné, ze symbolicky jde o zlomek tvaru

N(0,1)
. .
Xn—k—1
n—k—1
To, spolu se zminénou nezévislosti, k diikazu rozdéleni statistiky T staci. Podobné,
s vyuzitim c), dostaneme také konfidenéni mnozinu popsanou v g). O
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Aitkentv model 2.8

2.8. Aitkenuv model

Neékdy je vhodné umét fesit ponékud obecnéjsi tilohu, nez jsme délali az doposud.
Necht plati linedrni model s obecnéjsi varianéni matici

Y ~ (XB,0*°W™). (2.29)

Také tentokrat jsou B a o > 0 nezndmé parametry a W je (zpravidla zndma4)
pozitivné definitni matice. Pfikladem takového modelu je situace, kdy i-t4 slozka
vektoru Y je primérem n; nezavislych pozorovani se stejnou stiedni hodnotou a
stejnym rozptylem o2. Potom je varY; = 02 /n; pro kazdé i a matice W je diagonalni
s Cetnostmi nq,...,n, na diagonéle.

Abychom nasli v modelu (2.29) proté&jsky Yy a S2, statistik Y a S? (piipadné
by jako protéjsek b), pfevedeme nejprve model s obecnéjsi varianéni matici na
standardni model.

Protoze matice W je pozitivné definitni, existuje reguldrni matice C, kterd spl-
fiuje pozadavek C'C = W. Tuto odmocninovou matici lze zkonstruovat napiiklad
pomoci spektralniho rozkladu matice W. Jinou moznou volbou matice C je horni
trojuhelnikovd matice s kladnymi prvky na diagondle (Choleského rozklad) (viz
napf. Zvara (1989, kap. 12)). Ziejmé plati CW™'C’ = 1.

Zavedme matici X* = CX a uvazujme ndhodny vektor Y* = CY, ktery jiz
vyhovuje béZznému linearnimu modelu

Y* ~ (CXB,02CW'C) = (X*B,02).

Spocitejme v novém (hvézdickovém) modelu bézny odhad vektoru stfednich hodnot

Y =H'Y*

= CX(X'c'cx)~X'c'cy

= CX(X'WX)"X'WY.
Protoze stfedni hodnota EY = X8 = C"'EY" je linearni funkei stiedni hodnoty
EY™, plati stejny vztah i pro odhady. Je tedy odhad vektoru EY v ptivodnim

modelu roven

Y =C 'Y = X(X'WX)"X'WY.
S pouzitim pravidla péti matic (2.3) na matici CX dostaneme snadnym vypoctem
var Yy = o?X(X'WX)~ X'

Rezidudlni soucet ¢tvercit v modelu s hvézdickami (jen tam mé smysl, s¢itdme
srovnatelné hodnoty a mtizeme tak najit bézny odhad o?) je roven

RSSw = RSS* = |[Y*—Y |2 = ||ICY — CYw |2
= (Y —Yw)W(Y - Yy),
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2. Model

coz v nejcast€jsim piipadé diagonalni matice W vede ke statistice

n . 2
RSSw = Zwii (Yz - YWi) : (2.30)
i=1
Nyni odhadneme rozptyl 2. Statistika
RSS*
SQ _ 5*2 _
w n—r

je zfejmé nestrannym odhadem parametru o2. V normalnim linedrnim modelu Y ~
N(XB,02W™") ma SZ, stejné rozdéleni, jako statistika S? v bé&ném linedrnim
modelu N (X,B, JQI).

Ma-li matice X linedrné nezavislé sloupce, je cely vektor B odhadnutelny. Rese-
nim normdlni rovnice je pak (Aitkentv odhad)

by = b* = (X*X*)"IX*Y* = (X'C'CX)"'X'C'CY

= (X'WX)"IX'WY. (2.31)
Odhad vektoru stfednich hodnot E'Y = X3 muzeme zfejmé psat jako
Yw = Xbyy. (2.32)

Snadno se spo¢itd, Ze v modelu s Giplnou hodnosti je by ~ (8, 0?(X'WX)™1).

V pripadé, ze matice W je diagonalni a matice X ma lineadrné nezavislé sloupce,
hovotime o wdZené regresi. Vztah (2.30) pak ukazuje, jak je zobecnéna metoda
nejmensich ¢tverci. V programu R méa procedura 1m parametr weights, kterym se
voli diagonalni matice W. Podobné v NCSS, modul Multiple Regression, Ize volit
tuto diagonalu jako Weight Variable. S vyhodou lze vztah (2.30) pouZit v programu
STATISTICA, modul Nonlinear Estimation, pfi hledani odhadu byy.

Shriime dosazena zjisténi.

Véta 2.8. (Zobecnénad regrese) Necht plati Y ~ (Xﬂ, O’ZW_l), kde
W > 0 je dand matice. Potom je vektor

Yw = X(X'WX)"X'WY ~ (X,/j'7 02X(X’WX)_X’)
nejlepsim nestrannym linedrnim odhadem vektoru EY = X3. Statistika SZ, je
nestrannym odhadem rozptylu o2. M4-li matice X linedrné nezavislé sloupce, potom
je také
by ~ (,6',02(X’WX)_1)

nejlepsim nestrannym linearnim odhadem vektoru 3. Jestlize ma Y mnohorozmérné
normalni rozdéleni, pak také YW, pfipadné by, ma mnohorozmérné normalni roz-
déleni a plati RSSy /o2 ~ x2_,. Statistika RSSy je v takovém piipadé nezavisla
S YW, pripadné s byy.

Poznamka V praxi se vyskytuji lohy, kdy matice W obsahuje nezndmé parame-
try. Takovou tlohu fesi pro nékteré matice W procedura gls knihovny nlme, nejde
uz vSak o linearni ulohu.
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3. Podmodel

Regresni metody slouzi k vyhledavani a prokazovani zpisobu zavislosti stfedni hod-
noty néjaké ndhodné veli¢iny na jinych veli¢indch. Snazime se pfitom najit model
co mozna nejjednodussi. Zde je klicovy pojem podmodelu, ktery v porovnani s mo-
delem zmensuje prostor pro mozné stiedni hodnoty ndhodného vektoru Y.

3.1. Podmodel

Rekneme, ze plati podmodel modelu Y ~ (X3,021), kdyz pro néjaky vektor 3,
plati EY = X003, kde Xo je matice konstant splitujici pozadavky M(Xq) € M(X),
0 < h(Xg) = ro < r. Uvedené pozadavky zarucuji, ze i za platnosti podmodelu je
prostor moznych stfednich hodnot netrivialni, Ze je vlastnim podprostorem pivod-
niho prostoru stfednich hodnot modelu. Je tedy jakymsi jeho specidlnim pripadem.

Navazeme na tivahy o ortonormalnich bazich. Vytvorme matici Q ze dvou pod-
matic, které maji po fadé ro a r — ro sloupcti tak, aby sloupce matic Qg a (Qqg, Q1)
generovaly prostory M(Xg) a M(X). Ortonormalni matici P, kterd generuje R",
lze pak zapsat ve tvaru

P = (Qo, Q1. N). (3.1)

Pozorovany vektor Y miizeme tedy rozlozit na soucet tii navzajem ortogonélnich
vektori, na které se muzeme dvéma zpusoby divat jako na soucet dvou vektort:

Y =QoQ)Y +Q:Q]Y + NN'Y (3.2)
= (QuQ)Y +Q:Q)Y) +NNY =Y +u
=QoQ)Y + (Q:Q,Y + NN'Y) = Y + uo. (3.4)

Pri tom YO, up jsou po fadé odhad EY a vektor rezidui spocitané v podmodelu.
Dva odhady vektoru strednich hodnot i dva vektory rezidui se lisi o vektor

d=Q:Q\Y. (3.5)

23



3. Podmodel

Za platnosti podmodelu pak specidlné plati (s pouzitim oznaceni z (3.8))

Y = XoB, + Qo(Qqe) + Q:(Q1e) + N(N'e)
= (XoBy +9QoVo+ Q1 V1) +o(NU) =Y +u (3.6)
= (XoBy + Qo Vo) + (60Q1 V1 +oNU) = Yy + ug (3.7)

Maéme tedy dva rozklady, které se lisi podle toho, kam umistime vektor d = Q1 V7,
ziskany jako prtimét e (za platnosti podmodelu také jako priimét Y') do podprostoru
M(Q), o ktery jsme zmensili ptivodni prostor mozngch stfednich hodnot vektoru
Y. Vsimnéme si déle, jak se chova linedrni transformace ndhodného vektoru e (at
uz plati model ¢i podmodel):

Vo Q) , 1
Vl = Qll —e = P/—e ~ (0, I) (3.8)
U NI g g

Tento rozklad pouzijeme k diukazu nasledujici véty. Diive vSak jesté oznacime rezi-
dualni soucdet étvercti v podmodelu RSSy = ||ug||? a rezidualni rozptyl v podmodelu

Sg = RSS()/(H — To).
Véta 3.1. (O podmodelu) Plati-li v linedrnim modelu podmodel, potom
a) Y, je NNLO vektoru XoBy;
b) statistika SZ je nestrannym odhadem rozptylu o?;
c) statistiky Y, a ug jsou nekorelované;

d) pro vektor d = Y-Yo=uy—u plati
|d||> = RSSy — RSS; (3.9)
e) mé-li Y v modelu normélni rozdéleni, je

(RSS() — RSS)/(T — To)
RSS/(n—r)

Fy = ~Frromer (3.10)

D 4 k a z: Prvni dvé tvrzeni jsou trividlnim dtsledkem vét 2.1 a 2.2. Vztah c)
je disledkem ortogonality sloupctt matice P = (Qp, Q1, N) a toho, Ze je ug = u+d.
ProtoZze v normalnim modelu plati

1 1 1
S RSS = —[INN'e|* = — [N'e|* = |[U|[* ~ 2.,
a za platnosti podmodelu navic
1 2 1 I 02 L2 2 2
S = 5 1@iQiel? = Qe = [ Vil ~ X2,

pricemz ndhodné veli¢iny jsou nezavislé, plyne z rozkladu (3.8) také tvrzeni d). O
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Vypusténi sloupct 3.2

Poznamka Plati-li model Y ~ N(X,/j'7 0’2|), muzeme psat

d=Y - Yo =0Q:(Q1)X3+Q:(Q),

takze vyraz ||d||?/o? mé4 obecné necentralni x?-rozdéleni s 7 — 7o stupni volnosti
a parametrem necentrality ||(Qy)'X3||/o?. Samoziejmé, plati-li podmodel, bude
tento parametr necentrality nulovy.

Miuzeme uvazovat posloupnost podmodelti, které jsou do sebe postupné vlozeny,
které ponechéavaji vektoru EY stale méné stupnt volnosti. Podstatné staci ukazat
u dvojice podmodelt. M&jme tedy n-faddkové matice Xog, Xo, X splitujici M (Xog) C
M(Xo) € M(X), pro které plati 0 < rgo = h(Xoo) < 70 = h(Xg) < 7 = h(X) < n.
Ortonorméalni matici Q pak mtzeme vyjadrit jako (Qoo, Qo1, Q1, N) s tim, Ze plati
Qo = (Qoo, Qo1). Oznacme jesté jako Yoo odhad EY metodou nejmensich ¢tverci
v podmodelu Y ~ N(XOO,BOO, 02|) a jako RSSyg rezidualni soucet ¢tverc v tomto
podmodelu. Podobné jako nahote dojdeme k nasledujicim tvrzenim.

Véta 3.2. (O podmodelech) Uvazujme model Y ~ N(Xg3, o%1). Plati-li pod-
model Y ~ N (XOO/GOOa 0‘2|) podmodelu Y ~ N (XQ,BO, 0‘2|), pak

RSSo0 — RSSo)/(ro —
Foo = ( = S20)/( - ). ~ Fro—roon—r- (3-11)

~Dikaz V dikazu se vyuzije predevsim skutecnost, Ze plati RSSpo — RSSo =
[[Yo — Yoo||?, pfi¢em? je tento vektor ortonormalni viici vektoru u. ]

Poznamka Nepiehlédnéte, prosim, Ze ve vzorcich (3.10) a (3.11) je ve jmenovateli
stejny odhad rozptylu o2. Ve vztahu (3.11) jsme ve jmenovateli mohli pouzit také
odhad rozptylu S3. Tim bychom jen piepsali tvrzeni (3.10) s jinym oznacenim.
Ukéazku pouziti této véty lze nalézt na konci prikladu 4.2.

K podmodelu mizeme dojit nékolika zptlisoby, zde uvedeme dva. Budeme se
zajimat predevsim o moznost vypoctu primo vektoru d nebo ¢tverce jeho délky.

3.2. Vypusténi sloupci

Podmodel mtize byt dan pozadavkem vynechat z regresni matice X nékteré sloupce.
Bez Gjmy na obecnosti predpoklddejme, Ze matice, které ur¢uji model a podmodel,
se lis{ pravé poslednimi sloupci matice X, totiz X = (Xg, X1). Aby 8lo o podmodel,
musi byt 0 < h(Xq) = r9 < h(X) = r. Oznac¢ime-li Hy = Xo(XyXo)~ X, a Mg =
I — Hy, bude ziejmé Yo = HyY a ug = MyY. Déle plati

M(X) = M((Xo, X1)) = M((Xo, MoX1)), (3.12)
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3. Podmodel

nebot oba posledni linedrni obaly jsou totozné. Protoze posledni matice Xo a MgXy
maji navzajem ortogonalni sloupce, musi platit M(MgX;) = M(Q;). Odtud s po-
uzitim (A.15) je projekéni matice, kterd pocita vektor d, dana vztahem (viz (2.4))

Q; Q) = MX;(X];MoX;)~ XMy,
takze vektor d dostaneme jako

d=Q:Q,Y = MX; (X, MoX;)~ X MY
= M()X1 (X’1M0X1)_X’1u0. (313)

Podobné vyjde
d]]* = upX (X MoX1) ™ X/ up. (3.14)

Poznamka Vektor d zde ukazuje, o¢ se lisi odhad EY v modelu a podmodelu.
Rozdil rezidudlnich souctd ¢tverct zalezi na tom, nakolik 1ze rezidua z podmodelu
vysvétlit pomoci sloupctt matice MgX;. Nahodny vektor d by byl identicky ro-
ven nulovému vektoru, jen kdyZ by bylo MgX; = O, tedy kdyZ vSechny sloupce
matice X; by byly linedrnimi kombinacemi sloupctt matice X (tj. matice X; by ne-
rozsifovala regresni prostor M(Xp)). To je vSak zakdzdno pozadavkem ry < r.
Opacny extrém nastane, kdyz jsou sloupce X; ortogonalni na M(Xy). Pak je
MoX; = X; a Xjup = XY, takZe ndhodny vektor d Ize zapsat jednoduse jako
d=X;(X]X;)"X]Y.

3.3. Linedarni omezeni na parametry

Tentokrat dovolime pouze nékteré hodnoty vektoru parametrt 3, totiz takové, které
vyhovuji zvolenému linearnimu omezeni. Naptiklad slozky vektoru 8 mohou zna-
menat déleni celku do nékolika ¢asti, takze soucet slozek musi byt roven jednicce.

Omezime se jen na takovd linedrni omezeni T3 = ¢, Ze plati M(T") € M(X’)
(kazdy fadek matice T je né&jakou linedrni kombinaci fadkd matice X). V tomto
pfipadé je kazda slozka vektoru T3 odhadnutelny parametr. Aniz bychom se v
praxi néjak omezovali, predpokladejme, ze fadky matice T jsou linearné nezavislé.
Nejprve bychom se méli presvédcit, ze uvedené omezeni urc¢uje podmodel.

Véta 3.3. Necht matice Tg ;41 ma linedrné nezavislé radky, necht 0 < d < r =
h(X) a soucasné M(T') C M(X'). Potom soustava linearnich rovnic

TB=c (3.15)

uréuje podmodel modelu Y ~ (X8, o?1) dimenze ry = r — d a matice T(X'X)~ T’
nezavisi na volbé pseudoinverze a je regularni.
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Linedrni omezeni na parametry 3.3

D 1 k a z: Nejprve se pokusime nahradit omezujici soustavu lineadrnich rovnic
soustavou homogennich rovnic. Z linedrni nezavislosti fadk@ T plyne, ze (3.15) je
konzistentni soustava. Zvolme tedy pevné jedno jeji FeSeni v, a zavedme v = B—-,.
Mnozinu v8ech stfednich hodnot EY za platnosti (3.15) lze psat postupné jako

{(XB:TB=c}={XB:TB =Ty}
={XB:T(B—~,) =0}
= {Xvy+ Xy, : Ty =0}.

Mnozina {X~v : Ty = 0} zfejmé urc¢uje podmodel modelu Y* ~ (X~,2l) pro Y* =
Y — Xv,. Vychozi model Y ~ (XB,0c?l) je oviem s timto modelem ekvivalentni
v tom smyslu, ze mnoziny vSech stfednich hodnot posunuté pravé o vektor konstant
X7, a varian¢ni matice jsou totozné. Zminény posun znamend, zZe také odhady
stfednich hodnot EY a EY™ se lisi o stejnou konstantu, takZe vektory rezidui jsou
v obou modelech totozné. Stejny tedy bude napiiklad i rezidualni soucet ¢tverc.
Analogicky bude vztah mezi podmodely uréenymi omezenimi T3 = c resp. Ty = 0.

Piedpokladejme tedy specielné, Ze omezeni (3.15) je homogenni, tj. Ze plati
c = 0. Z pfedpokladu o vztahu linedrnich obali sloupct matic plyne, Ze existuje
matice A s d linedrné nezavislymi sloupci, pro kterou plati T" = X’A. Homogenni
omezeni na 3 lze zapsat jako omezeni na u = EY, nebot

0=T8=AX3=Au.

Staci nyni ukazat, Ze jde o d skuteé¢nych omezeni, ze nékteré z nich neni splnéno tri-
vidlné proto, Ze by néjaka linearni kombinace sloupcti matice A patfila do M(X)*.
To je vSak vylouceno, nebof z linedrni nezavislosti sloupctt T’ plyne, Ze vektor
T'6 = X'(Ad) je nulovy pouze pro § = 0. Zadn4 netrivialni kombinace sloupcii ma-
tice A neni tedy kolma na M(X). Kazdy fadek matice A snizuje dimenzi prostoru
moznych stfednich hodnot o jednicku, takze vyslednd dimenze prostoru stiedniho
hodnot v podmodelu je rg =r — d.

Navic, protoze plati M(A) C M(X), existuje matice B splitujici A = XB, jejichz
d sloupctl je linearné nezavislych. Pouzijeme-li opét pravidlo péti matic, dostaneme
postupné

TX'X)"T' = A’X(X'X)"X'XB = A’XB = A’'A,

tedy vzhledem k linearni nezavislosti sloupcti A regularni matici. O

Poznamka V prostfedi R 1ze u funkci 1m() a glm() pouzit parametr offset, kam
se dosadi pfedem zvoleny pevny vektor hodnot. Ten se pricte k pravé strané, jakoby
regresni koeficient u tohoto vektoru byl napevno roven jedné. Tento aditivni vektor
muze byt na rozdil od naseho vektoru X+, zcela obecny. Dalsi moznosti, jak zvolit
offset, je pouzit ve formuli vyjadiujici tvar zavislosti funkci offset(), jejimz
argumentem je prislusny vektor.
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3. Podmodel

Nyni se budeme zabyvat odhadem vektoru EY metodou nejmensich ¢tverci.
Hledejme v M(X) bod Yo = Xby, ktery je k danému Y nejblizsi, ale navic splituje
pozadavek Thy = ¢. Pomtzeme si zndmou metodou Lagrangeovych multiplikator.
Oznacme

(8, 2) = Y = X8 +2X (T3 - ).
Derivovanim podle slozek sloupcového vektoru B3 dojdeme k soustavé rovnic
X'XB8=XY -T2,
ktera je v dfisledku predpokladu M(T’) C M(X’) konzistentni. Odtud mame néjaké
feSeni soustavy rovnic (zdlezi na volbé pseudoinverze)
bo = (X'X)" XY - (X'X)"T'’A=b— (X'X)"T'\.
Vezmeme-li v tvahu omezeni T3 = ¢ (nebo derivaci funkce ¢ podle A), po dosazeni
za 3 dostaneme konzistentni soustavu pro A (pro¢ je konzistentni?)

TX'X) " T'A=Tb-c.

Vektor by, ktery spliuje pozadovand linearni omezeni a ktery urcuje hledany nej-
bliz&i bod v M(X), mé po dosazeni za X tvar

bo = b — (X'X)"T' (T(X'’X)"T") "' (Tb—¢).
Samotny nejblizsi bod (a odhad vektoru EY za platnosti hypotézy T3 = c) je pak
dan jednozna¢né vztahem R
Yo = Xby.

Odtud je

d=Y — Y, =X(b—bp)

— X(X'X)"T (T(X'X)"T) " (Tb—c),

takze pro testovani podmodelu nejzajimavéjsi vztah je

Id]]> = (Tb—¢) (T(X'X)"T') ™" (Tb —¢).

Rozdil rezidualnich souctd ¢tverci v modelu a za hypotézy tedy méri, nakolik kla-
sické FeSeni norméalni rovnice (bez omezeni) spliiuje hypotézu.

Pokud specidlné ma matice X linedrné nezavislé sloupce, potom v poslednich
dvou vztazich mizeme pseudoinverzni matici nahradit klasickou inverzni matici:

bo = b — (X'X)"' T/ (T(X'X)"'T") ™" (Tb — ¢), (3.16)
d = X(X'X)" T (T(X'X)"'T) " (Tb — ¢), (3.17)
Id[|? = (Tb —¢) (T(X'X)"'T") "' (Tb —¢). (3.18)
Snadno také mechanickym vypoctem zjistime, ze plati
varbg = o2 ((x’X)*1 — (X'X) T (TXX) ) T(X'X)*l) , (3.19)

coz mimo jiné ukazuje, Ze za platnosti omezeni na B dostaneme odhady s mensim
rozptylem.
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Predem dana hodnota regresniho koeficientu 3.4

3.4. Pfedem dana hodnota regresniho
koeficientu

Jako ukézku linedrniho omezeni si popiSme situaci, kdy pozadujeme, aby platilo
Br = 3%, kde (2 je zvolena konstanta. Zvolime-li specidlné 3 = 0, znamena to, Ze
chceme vynechat z modelu posledni sloupec matice X.

Pro jednoduchost predpokladejme linedrni nezavislost sloupctt matice X. Pri-
slusné omezeni na B3 mutzeme zapsat pomoci T = (0,...,0,1) = j,. a c = 52-
Pouzijeme-li difve zavedené oznaceni V = (X'X)~!, mame pak postupné (oznaceni
Voi pro k-ty sloupec matice V je zavedeno v Appendixu)

(X/X)_IT/ = ij = Vek,
T(XIX)flTI = j. Vi = v,

b, — ()2
fajp = G2 (3.20
b — 0
bo=b — vak@cv'k' (3.21)

S uvazenim, jakd je varianéni matice odhadu b, lze posledni vztah (po rozsifeni
konstantou ¢2) psat ve tvaru

_ bx — )
bo=b varb cov(b, by,).

Posledni vyjadieni lze interpretovat tak, ze pokud je néktera slozka odhadu b ne-
korelovana s k-tou slozkou tohoto odhadu by, pak se odhad této slozky vektoru 3

po fixovéani regresniho koeficientu (tedy také po vylouceni k-té nezdvisle proménné,
tj. po vylouceni k-tého sloupce matice X) nezméni.

Poznamka K obdobé vztahu (3.20) se dostaneme v kapitole o parametrizaci v ne-
linearni regresi pfi zavadéni pojmu profilovy diagram. V linedrnim regresnim mo-

delu je zvyseni rezidualniho souc¢tu ¢tvercit zpiisobené pozadavkem na konkrétni
hodnotu 3 parametru 3; mérné ¢tverci rozdilu by — 3.

3.5. Koeficient determinace

Dulezity specialni pfipad podmodelu dostaneme, kdyz vyuzijeme nas predpoklad,
Ze prvni sloupec matice X je tvofen jednickami, nebof v modelu je absolutni ¢len.
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3. Podmodel

V dalsim by staéilo pfedpoklddat, ze plati 1 € M(X)). V takovém piipadé pozada-
vek EY = 1, uréuje podmodel modelu Y ~ (X3, o*I).

Snadno spoc¢itame, Ze v tomto podmodelu je by = Y a Y, = Y1. Odtud je
d=Y - Y, =Y — Y1, takze podle (3.9) je

RSSy=RSS+|Y - V1|

Spocitejme wvyberovy korelacni koeficient mezi Y a Y. Z predpokladu
1 € M(X) plyne, Ze plati
0=1u=1(Y-Y),

takze aritmetické primeéry slozek vektort Y, Y jsou shodné. Proto lze psat

, _ S -T(Yi-Y)? (Y -Y1)(Y V1))

WS- VPR -V Y VIRV -V
((Y = Yo (¥ = Yo))* _ ((d+u)'d)’

I[Y = Yo|l2[Y = Yol[2  luol]?[[d][?
_ ||d|> _ RSS,— RSS
||ll()||2 RSS()

=1l-=——=— = R (3.22)

Identita v poslednim ¥adku je nejcastéjsi definici koeficientu determinace R2, ktery
je v pripadé linearniho modelu shodny se ¢tvercem vybérového koeficientu mnoho-
nasobné korelace spoc¢itaného z vektoru Y a odpovidajicich netrividlnich (nekon-
stantnich) sloupcii matice X.

Koeficient determinace ukazuje, jak velky dil vychozi variability hodnot zavisle
proménné charakterizované vyrazem

SST = (Vi =Y)* = ||Y = Y1|* = [|uo|®

i=1

se ndm podafilo uvazovanou zavislosti vysvétlit. Nevysvétlend variabilita je dana
rezidualnim souctem ¢tverci RS'S, v této souvislosti oznacovanym také jako SSFE.
Variabilita hodnot Y, tedy variabilita vysvétlens modelem (uvazovanou zavislosti),
je dana vyrazem

n

SSR=) (Vi =Y)’ =Y -Y1|>= Y - Yo|* = ||d|.

i=1
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Koeficient determinace 3.5

V normélnim modelu miizeme testovou statistiku F' pro testovani podmodelu
uréeného pozadavkem EY = 153, vyjadfit pomoci koeficientu determinace R?:

_SSRn—r 1—-RSS/RSSon—r

F= -
RSSr—1  RSS/RSSy r—1

_ R n-r

C1-R2r—1°

Na tomto misté je snad uzitecné pripomenout, Ze pti testovani nulové hypotézy
o nezavislosti slozek dvourozmérného norméalniho rozdéleni se pouziva statistika

T = _ Tey vn—2

1/177"724}

pfiem? za platnosti nulové hypotézy plati T2 ~ Fi,n—2.
Piiklad 3.1 (DRIS) Na zékladé dat z velkého polniho pokusu, ktery zkoumal

predpovédi vinosu podle znamého obsahu hoté¢iku v susiné rostliny béhem vegetace,
vy$la ve zvolenych jednotkich predpovéd ve tvaru

vynos = 1,4851 + 1,3857 - log(Mg),

pfi¢emz smérnice piimky byla odhadnuta se stfedni chybou 0,3186. Odtud je hod-
nota t-statistiky rovna ¢ = 4,349 s dosazenou hladinou p < 0,0001. O tom, Ze
stfedni hodnota vynost zavisi na obsahu hot¢iku tedy neni pochyb. Reziduélni sou-
Cet Ctvercu je roven SSE = 418,83, kdezto v podmodelu pozadujicim, aby vynos
byl konstantni, je rezidudlni soucet ¢tverci roven SST = 440,48, tedy jen nepatrné
vétsi. Odtud vyjde R?2 = 0,049. Tedy pouze 4,9 % variability vynosi lze vysveét-
lit zavislosti na logaritmu koncentrace hoi¢iku. Tak slabou zéavislost asi prakticky
nedokézeme vyuzit, pfestoze je smérnice regresni primky pritkkazné nenulova.
Nésleduje vypocet v prostiedi R:

> summary (vynos.logMg<-1lm(vynos~log(Mg) ,data=Dris))

Call:
Im(formula = vynos ~ log(Mg), data = Dris)

Residuals:
Min 1Q Median 3Q Max
-3.11941 -0.74122 -0.07413 0.74510 3.98408

Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|t])
(Intercept) 1.4851 0.7790 1.907 0.0574 .
log(Mg) 1.3857 0.3186 4.349 1.77e-05 #*xx*
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3. Podmodel
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log(Mg)

Obrazek 3.1: Zavislost vynosti na logaritmu koncentrace hoté¢iku v susiné

Residual standard error: 1.07 on 366 degrees of freedom
Multiple R-Squared: 0.04915, Adjusted R-squared: 0.04655
F-statistic: 18.92 on 1 and 366 DF, p-value: 1.772e-05

> anova(vynos.logMg)
Analysis of Variance Table

Response: vynos

Df Sum Sq Mean Sq F value Pr(>F)
log(Mg) 1 21.65 21.65 18.917 1.772e-05 *x*x
Residuals 366 418.83 1.14

> anova(vynos.1<-lm(vynos~1,data=Dris))
Analysis of Variance Table

Response: vynos
Df Sum Sq Mean Sq F value Pr(>F)
Residuals 367 440.48 1.20

> 1-deviance(vynos.logMg)/deviance(vynos.1)
[1] 0.0491461
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Koeficient determinace 3.5

> plot(vynos~log(Mg) ,data=Dris)
> abline(vynos.logMg)

Jisté nebude obtizné vysvétlit, pro¢ jsou dosazené hladiny (p-hodnoty) v Fadku
log(Mg) v summary() a v anova() stejné, kdyz testova statistika v anova() je
druhou mocninou statistiky v summary (). O

Priklad 3.2 (hmotnost hochll) Snadno se pfesvédéime, Ze o spravnosti za-
véru piikladu 1.1 (viz téz obrazek 1.1), ze s kazdym centimetrem porodni délky
chlapce roste jeho porodni hmotnost v priméru o necelych 200 grami. Linearni
regresni model odhaduje, ze s kazdym centimetrem porodni délky roste porodni
hmotnost v priméru pfiblizné o 192 grami. Tento regresni koeficient je prikazné
nenulovy. Nestejné porodni hmotnosti hochit vyvétlime jejich porodnimi délkami
témér z 57 %:

> summary (lm(por.hmot~por.del,data=Hosi0))

Call:
Im(formula = por.hmot ~ por.del, data = HosiO)

Residuals:
Min 1Q Median 3Q Max
-1520.33 -188.20 -10.33 189.67 1531.80

Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|tl|)
(Intercept) -6230.146 121.095 -51.45 <2e-16
por.del 192.124 2.407 79.81 <2e-16

Residual standard error: 291.7 on 4836 degrees of freedom
Multiple R-Squared: 0.5685, Adjusted R-squared: 0.5684
F-statistic: 6370 on 1 and 4836 DF, p-value: < 2.2e-16

O

Poznamka Pokud pracujeme s modelem Y ~ (X,6,02W71), pak koeficient de-
terminace pfevezmeme z modelu pro transformovany vektor Y™ s varian¢ni matici
o?1. Odhadem parametru 3y z podmodelu EY* = 153, je pak

Yiw =Y* = (1'W1)"'1'WY,
takZze v podmodelu je rezidualni soucet ¢tverct roven
RSSwo = RSS; = (Y — Yiw1)W(Y — Yy 1).
Je to zfejmé vazeny prumeér hodnot Y;. Koeficient determinace bude tedy

RSSw

R, =1-— =W
w RSSwo
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3. Podmodel

V pripad€ vazené regrese s diagonalni matici W dostaneme

S wi (Y — Yivi)?
i wii (Vs — Yi)?

Ry =1-—

Testy hypotéz o nulovosti jednotlivych slozek vektoru B ve vazeném linearnim
modelu jsou totozné s testy stejnych hypotéz v modelu pro transformovany vek-
tor Y™,
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4. Regresni funkce s jedinou
nezavisle proménnou

Nejcast€ji se v regresi vysetiuje regresni primka. V této kapitole se budeme zabyvat
zejména piimkou a porovnavanim primek. Vsimneme si také zavislosti, které lze
popsat pomoci funkce, ktera je v neznamych parametrech linearni, avsak na jediné
nezavisle proménné ¢t mize zaviset i nelinedrné. Prikladem miize byt polynom v t.

4.1. Jedna primka

Tuto jednoduchou situaci pouze shrneme. Pfedpoklada se n nezavislych nahodnych
veli¢in Y; ~ N (ﬁo + Gra;, 02), kde konstanty x1, . . ., £, nejsou vSechny stejné, Gy, 51
a 0 > 0 jsou neznamé parametry.

Odhady regresnich koeficient jsou dany zndmymi vztahy

Z?_i(f_i Zf)o;)z_ 2 =¥ - @

Rezidualni soucet ¢tvercu lze vyjadrit jako

by =

RSS = (i~ V)2~ Y~ (Y V),

nestrannym odhadem rozptylu je zfejmé

RSS
n—2

% =

Vsimnéme si dvou modifikaci nasi tlohy. Odhad b; z (4.1) miZeme pfepsat na
tvar
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4, Regresni funkce s jedinou nezavisle proménnou

kdyz v piipadé z; = T nebereme nulovy s¢itanec v tvahu. Smérnice b; je tedy
vazenym primérem smérnic (Y; —Y)/(z; — ) piimek spojujicich vzdy bod [z, Y]

Zajimavou modifikaci dostaneme, kdyz primku zapiSeme ve tvaru y = 55 +
Bi(x — &), kde je samozfejmé 55 = Sy + (1T a f; = (1. Regresni matice X* mé
v tomto pripadé tvar

X =(1 x-2z1),

takze vyjde

<=5 snmar) XY (g o)

Odhady parametra dostaneme snadno. Jako odhad smérnice dostaneme ihned vzo-
rec identicky s odhadem (4.1), pro absolutni ¢len vyjde b = Y, takze po dosazeni
odhadi do vyjadieni By pomoci 35 a 31 vyjde také odhad bg. Je Skoda, Ze se v tomto
tvaru nepracuje s regresni primkou c¢astéji. Snaze by se interpretoval absolutni ¢len.

Linearni obaly sloupcti matic X, X* jsou totoZné, takze totozné jsou také odhady
Y; véetnsd jejich rozdeéleni. Rozptyl statistiky Y; snéze spocitame z hvézdickového
modelu. Kdyz vyuzijeme skutecnost, ze matice X* X* je diagonalni a tudiz odhady
b3, b1 jsou nekorelované, dostaneme

varY; = var (b} 4 by (z; — 7))
1 (wi — .i‘)2

=0 (5 + m) . (4.2)

Podobné vyjde

cov(Y;, Y;) = cov (b + by (z; — Z), b5 + by(xj — 7))

takZe projekéni matice H mé prvky (s ohledem na varY = o’H)

hij . 1 (l‘l — f)(l‘] — f)

EERD N

Matice M ma tedy prvky (d;; je Kroneckerovo delta)

(4.3)

S S S 2 k) [ k)

Yo Y (w - 1)
Vysledek (matice H,M) se tyka stfednich hodnot Y;, nikoliv t¥eba regresnich
koeficientti. Nezavisi na zvoleném parametrickém vyjadfeni, plati tedy pro oboji

parametrické vyjadieni.
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Obecnéjsi funkce 4.2

4.2. Obecnéjsi funkce

Uvazujme nyni zavislost y = 3'x(z), kde x(z) je vektor zndmych spojitych funkci.
Predpokladejme dale, ze parametr 3 odhadneme z n nezavislych pozorovani Y; ~
N(,B/x(aci), 02) s takovymi hodnotami 1, . . ., 2, Ze matice X s i-tym fadkem x(z;)’
ma linearné nezavislé sloupce. Vektor 3 je pak odhadnutelny, odhad b ma variané¢ni
matici o2(X'X) 1.

Uvazujme nejprve jedinou pevnou hodnotu zg. Vétu 2.7 pouzijeme pro hle-
dani intervalu spolehlivosti (konfidencéniho intervalu) pro EY (zg) = B'x(x¢). Bodo-
vym odhadem bude zfejmé statistika b'x(zg) s rozptylem o?x(xq)’ (X'X)~1x(xg) =
02d?(xg), kdyz jsme takto zavedli nezdpornou funkci d(z). Pfi hledani intervalu
spolehlivosti mtizeme vyjit z testovani hypotézy, ze EY (xg) = yo. Protoze jde o od-
had linedrniho parametru, mé zfejmé podle tvrzeni g) obecné véty 2.6 statistika

b/X(,T()) — %Yo
S d($0)
rozdéleni t,,_;_1. Interval spolehlivosti pro EY (xg) dostaneme jako mnozinu vSech
Yo, pro kterad nulovou hypotézu nezamitneme, tedy
(blx(l‘()) — tn_k_l(a)S d(w()); b/X(mo) + tn_k_l(a)S d(w())) . (4.4)
Hledejme nyni predikéni interval s vlastnosti, ze s predem danou pravdépo-
dobnosti obsahuje nezévislé budouci pozorovani Y (z) (opét pro pevné zvolené
jediné z¢). Zajimame se o 3'x(zo) + €, kde e ~ N(0,0?). Bodovym odhadem bude
opét b'x(g), ale rozdil Y (zg) — b'x(x) bude mit tentokrat rozptyl o2(1 + d?(xo)),
nebot Y (z9) a b'x(z) jsou nezavislé ndhodné veli¢iny. P¥islusny interval tedy ma
tvar

(b’x(aco) 1 (@) ST+ d(x0); b'x(20) + tnp1()S\/1+ d2(:c0)) . (4.5)

V obou pfipadech se vzniklé intervaly graficky znazornuji pro vSechna x z néja-
kého intervalu spolu s funkei b’x(z). Dostaneme tak pds spolehlivosti resp. predikcéni
pds kolem regresni funkce.

Specialné pro regresni primku dostaneme

1 (x — 7)?
P) == + = 46
(@) =~ + ST 7] (4.6)
takZe na misté (4.4) interval s krajnimi body (viz pas spolehlivosti kolem regresni
pifmky (Andél, 1978, odst. VI. 3) nebo (Andél, 1998, odst. 12. 2. B))

(z — )
—t=m o
no (@ — 7)
Podobné jsou krajni body predikéniho intervalu jsou v pfipadé regresni primky
dany vztahy

bo + bll' +S- tn,Q(Oé) (47)

_ 7)\2
bo+b1xi5-tn_2(a)\/1+l+ (z—2) (4.8)

n Z?:1($t —z)%
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4, Regresni funkce s jedinou nezavisle proménnou

4.3. Pas spolehlivosti pro regresni funkci

Uvazujme opét stejnou situaci jako v predchozim oddile. Misto jediného pevného
x nas bude tentokrat zajimat priibéh regresni funkce 3'x(z) pro = € T, zpravidla
pro = € R. Takto nelze samoziejmé zapsat regresni funkci vzdy, ale jde o pfipad
v praxi ¢asto se vyskytujici (napf. polynom). Uvedeme konstrukei, kterd vede k pdsu
spolehlivosti pro regresni funkci.

Necht K je konfiden¢éni mnozina pro 3. Zvolme funkce

L(@) = nf B'x(a). () = sup B'x(x). (4.9)

Pas spolehlivosti pro regresni funkci sestrojime jako
L={(z,y) : L(x) <y < U(z),z € T}.

Z toho, jak jsme mnozinu £ zavedli, plyne, Ze pro kazdé 8 € K plati L(z) <
B'x(z) < U(x) pro viechna z € T. Je-li spolehlivost K rovna 1 — «, pak péas £
pokryje funkci 3'x(z) sou¢asné pro véechna = € T' s pravdépodobnosti aspoii 1 — .

Pokud je u pasu L zarucena rovnost, hovori se o presném pasu spolehlivosti.
Presnost pasu miize byt zarucena, pokud je s pravdépodobnosti 1 vychozi konfi-
denéni mnozina konvexni a ohrani¢end (Zvara (1979)).

Hledejme pés spolehlivosti pro linedrni regresni funkci 3'x(z). Jako vychozi
konfiden¢ni mnozinu pouzijeme elipsoid Ko z véty 2.7

Ko ={B €Ryp1: (B —b)X'X(B-b) < (k+1)S*Fyt1n-r-1(a)}.

Vzhledem k tvaru konfiden¢ni mnoziny nastanou extrémy definujici funkce L(z) a
U(x) v hrani¢nich bodech Ko, takZe k jejich nalezeni lze pouzit metodu Lagrange-
ovych multiplikdtort. Hledame extrém funkce

(8, )) = Bx(x) — 2 (8- bYX'X(B—b) —c),

2
kde jsme pro stru¢nost oznadili ¢ = (k + 1)S?Fy11,n—k—1().
Derivace podle 3 jsou nulové pro x(z) = AX'X(8—b). Odtud 3, v némz nastava
extrém, spliuje

1 sy —1
ﬁ:bﬁLX(XX)

x(x).

Po dosazeni do podminky dostaneme 1/\ = 4+/c/d(z), coz vede k extrému v 8 =
b £ /¢(X'X)"x(z)/d(z). Extrémni funkéni hodnota je tedy

E/x(x) =b'x(z) £ d\(/xE) x(x)" (X'X)"x(x) = b'x(x) £ Ved(x).
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Inverzni predikce 4.4

Vzhledem k nezépornosti funkce d(z) mame vysledné meze pasu spolehlivosti

L(z) = b'x(x) = S d(@)\/(k +1) Fisrnr-1(a). (4.10)

U(2) = bx() + 8 d(2)\/(k + 1) Frgrnia(a). (4.11)

Ve specidlnim ptipadé regresni piimky dosadime podle (4.6), takze vyjde pas
spolehlivosti (viz téz Andél (1978, str. 149))

bo + bz + s\/zFQ,n_m) ( ! (5”_—””)2)2) (4.12)

-+ == —
n Zt:l(‘rt -

ktery je samoziejmé SirSi (pro¢?), nez pas kolem regresni ptimky.

4.4. Inverzni predikce

V praxi casto narazime na tlohu odhadnout ze zndmé hodnoty zavisle proménné
odpovidajici hodnotu nezavisle proménné. Podrobné se této a podobnym tilohdm
vénuje Jilkova (1988) kniha. Pokud hleddme postup, jak k nekone¢né mnoha budou-
cim pozorovanim zavisle proménné najit odpovidajici hodnoty nezavisle proménné,
jedna se o ulohu kalibrace.

Zde uvedeme nejprve jednoduché priblizné feseni tlohy pro jedinou realizaci
zévisle proménné (Netter, Wasserman, Kutner (1985), oddil 5.8), které je pouzitelné
v ptipadé, kdy data jsou velmi dobfe popsana regresni primkou, coz se projevi ve
velké hodnoté koeficientu determinace.

Predpokladejme, ze jsme jiz odhadli parametry regresni pfimky. Ziskali jsme
nové stochasticky nezavislé pozorovani Y zavisle proménné, které se ridi stejnym
modelem, tj. Y ~ N (ﬁo + fix, 02). Problém je v tom, Ze nezndme hodnotu z, takze
cilem je najit jednoduchy bodovy a intervalovy odhad pro x.

Vyjdeme z ,naivniho odhadu® # uréeného vztahem Y = Y + by (& — 7). Po
upravé dostaneme

Y -V
by
Rozptyl odhadu uré¢ime pomoci tzv. é-metody (viz napf. Rao (1978, str. 431))

z linedrni aproximace odhadové statistiky, ktera je funkci tii nezavislych ndhodnych
veli¢in: Y, Y, by (pfipomertite si druhou parametrizaci pfimky). Protoze je

T=T+

(4.13)

o2 1 9 1 02 Y-Y

Y b’ 9y b’ O 0]
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4, Regresni funkce s jedinou nezavisle proménnou

aproximaci rozptylu statistiky & lze psat ve tvaru

!’

- 1 0 0 m
varg = *i 2o % 0 7
Y-Y 1 Y-V
b 00 Tow T2
o? 1 (Y-Y)? 1
- (14242 -7 =

kdyz jsme zavedli oznaceni T, = Y ., (z; — Z)?. PouZijeme-li vztah ¥ — Y =
bi1(# — ) a neznamy rozptyl o2 nahradime jeho odhadem S?, dostaneme nakonec

priblizny odhad rozptylu &

.8 1 (2—1x)?

Piiblizny interval spolehlivosti pro hledanou hodnotu z mé tedy krajni body

s L
+ —t,- 14—+ —. 4.1
T o 2(O‘)\/ T, (419)

Vsimnéte si ndpadné podoby s predikénim intervalem (4.8). Interval (4.15) je totiz
vzorem predikéniho intervalu (4.8), kdyz ke zobrazeni pouZzijeme odhad regresni
funkce.

Vénujme se jesté malé modifikaci alohy. Kdybychom hledali hodnotu nezavisle
proménné k dané stredni hodnoté p = EY zavisle proménné, dostali bychom pfi-
blizny interval s krajnimi body (srovnej s (4.7))

w—Y S 1 (2—12)2
+ — 1t -+ —. 4.1
bl |b1| 2(0&) n + ( 6)

T+

Priklad 4.1 (listy) V laboratornim pokusu byly zaznamendviny kazdy den
délky prvnich pii listt rostlinky psSenice. Zajima nas nyni okamzik, kdy prvni list
doséhl délky 20 mm. Bodovy odhad je jednoduchy:

> attach(Listy)
>d.0 <- 20
> summary(a.1<-1lm(delka~den,subset=List==1))

Call:
Im(formula = delka ~ den, subset = List == 1)

Residuals:

1 2 3 4 5 6 7
-0.04574 -0.34894 0.04787 0.24468 0.34149 -0.06809 -0.17128
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Inverzni predikce 4.4

Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|t])
(Intercept) -2.5766 0.3869 -6.66 0.00115 *x*
den 1.2032 0.0354 33.99 4.15e-07 **x

Residual standard error: 0.2595 on 5 degrees of freedom
Multiple R-Squared: 0.9957, Adjusted R-squared: 0.9948
F-statistic: 1155 on 1 and 5 DF, p-value: 4.147e-07

> print(d.1<-(d.0-coef(a.1) [1])/coef(a.1)[2])
(Intercept)
18.76393

Nyni si pfipravime a ulozime mezivysledky, které budeme dal potiebovat.

> print(x.bar<-mean(den[List==1]))
[1] 10.57143
> print(y.bar<-mean(delka[List==1]))
[1] 10.14286
> print (Txx<-sum((den[List==1]-x.bar)"2))
[1] 53.71429
> print(bl<-coef(a.1) [2])
den
1.203191

Stifedni chybu odhadu pro den, kdy bylo dosazeno zvolené délky dostaneme ze
stfedni chyby pro odhad EY pro x = Z:

> SE.d.1<-predict(a.l,newdata=data.frame(den=d.1),
se.fit=T)$se.fit/coef(a.1) [2]
> print(SE.d.1)
den
0.2544561

Hledany interval pak uz najdeme snadno.

> print(t.1<-qt(.975,a.1$df.resid))
[1] 2.570582
> int.1<-c(d.1,SE.d.1)%*)matrix(c(1,0,1,-t.1,1,t.1),2,3)
> int.1
[,1] [,2] [,3]
[1,] 18.76393 18.10983 19.41803

O

Naznacme jesté jednu metodu, tentokrat piesnou, nikoliv zaloZenou na apro-
ximaci. Fiellerova metoda spocitd v tom, Ze vyjdeme z testovani nulové hypotézy,
podle které je hledané x rovno danému xo. Interval spolehlivosti bude pak tvofen
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4, Regresni funkce s jedinou nezavisle proménnou

mnozinou takovych zp, pro kterd nulovou hypotézu na zvolené hladiné nezamit-
neme. Modifikaci predikéniho intervalu (4.8) jde o mnozinu danou nerovnosti

Této nerovnosti vyhovi vSechna xg spliujici

Ao —Z)* + B(wo — Z) + C <0, (4.18)
kde koeficient u druhé mocniny je roven
5%ty _s(a)

TCECE

Resenfm nerovnosti (4.18) je interval, jen kdyZ je A kladné, co# je pravé tehdy, kdyz
na hladiné « je smérnice (31 priukazné nenulova. Podobné se fesi tiloha najit interval
spolehlivosti pro xp, v némz je regresni funkce rovna dané hodnoté u, jen z vyrazu

pod odmocninou v (4.17) odpadne jednicka. Jednoduchy program dal v piikladu
listy nésledujici 95% intervaly spolehlivosti:

A=10b]—

x.Hat xHat .L xHat .U
[1,] 18.76393 18.15339 19.46873
[2,] 21.28621 20.91857 21.71346
[3,] 26.89329 26.50909 27.34021

4.5. Nékolik primek

VysSetiujme nyni I nezévisle odhadovanych regresnich piimek. Mame k disposici
nezavislé ndhodné veli¢iny Y;; ~ N(BOZ- + Bri%ij, 02), pri¢emz u i-té primky mame
n; pozorovani. Celkem je tedy n = Zle n; pozorovani. Parametry Bg;, 815,00 > 0
odhadujeme.

Vsechna data lze zapsat maticové

Y11 1 T11 e O O
Y12 1 T12 e O O
: S R Bor
Ylnl 1 :Elnl cee O O ﬁll
=t . D +e (4.19)
Yn o 0 - 1 =zn for
_ . _ Bir
Yin, 0 0 1 zpp,
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Nékolik prfimek 4.5

kde ndhodny vektor e mé rozdéleni N(0,021).

Z blokoveé diagonalni struktury regresni matice je zifejmé, ze odhady pfimek
jsou nezavislé, ze rezidualni soucet ¢tverci v modelu je souctem rezidualnich soucti
¢tvercti u jednotlivych pfimek. Snadno lze z blokové struktury matice X'X odvodit,
7e jeji determinant je roven soucinu determinanti jednotlivych diagonélnich blokt

I Uz
det(X'X) = [[n: > (wie — 7).
1=1 t=1

Odtud plyne, Ze matice modelu bude mit linedrné nezavislé sloupce pravé tehdy,
kdyz pro kazdou pfimku mame pozorovani aspoinl ve dvou rtznych bodech z;;.

Testujme podmodel, ktery vyjadiuje predpoklad, Ze smérnice vSech piimek jsou
shodné, tedy pfimky jsou rovnobézné. Podmodel znamené, Ze plati

YH 1 e 0 11

Ylg 1 e 0 Xr12
: : o : Bo1

Yin, 1 - 0 zp, .
. =1. . . . . +e, (4.20)
: . : Bor

Y1 0 -+ 1 zn b1

Ylnz O e ]. :L'[nI

Ze jde o podmodel je ziejmé z toho, Ze sloupce nové regresni matice lze snadno ziskat
z puvodni: sloupce s jednickami a nulami ponechdame, ostatni sloupce secteme.
Pokud vychozi matice méla tplnou hodnost, nova matice mé stejnou vlastnost.
Podrobnéji je hodnost této regresni matice vysetiena v prikladu 2.2.

Priklad 4.2 (listy) Vsimejme se nyni opakovaného méfeni délky prvnich tii
listt rostlinky psSenice. Na obrazku 4.1 jsou znézornéna data a prislusné regresni
pfimky. Odhady ve vychozim modelu jsou (List je faktor, nechali jsme standardni
nastaveni kontrastii v R na contr.treatment — viz str. 59)

> summary(a.obec<-1m(delka~den*List,data=Listy))

Call:
Im(formula = delka ~ den * List, data = Listy)

Residuals:
Min 1Q Median 3Q Max
-0.91073 -0.17127 -0.05549 0.22735 0.92575

Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|t])
(Intercept) -2.57660 0.79354 -3.247 0.007 **
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4, Regresni funkce s jedinou nezavisle proménnou

den 1.20319 0.07261 16.570 1.24e-09 *x**
List2 -36.20834 1.92114 -18.847 2.79e-10 *xx*
List3 -48.81182 2.30132 -21.210 7.02e-11 *x*x
den:List2 1.55845 0.12236 12.737 2.48e-08 *x**
den:List3 1.45131 0.11210 12.947 2.07e-08 *x*x

Residual standard error: 0.5322 on 12 degrees of freedom
Multiple R-Squared: 0.9951, Adjusted R-squared: 0.9931
F-statistic: 488.2 on 5 and 12 degrees of freedom, p-value: 1.996e-013

Jednotlivé pfimky maji rovnice (konfrontujte s odhady regresnich koeficientit)

y=—2,577+ 1,203z 1. pfimka
y = (—2,577 — 36,208) + (1,203 + 1,558)x 2. piimka
y = (—2,577 —48,812) + (1,203 + 1,451)x 3. pfimka

Zkusme vySettit podmodel, v némz jsou vSechny tii pfimky rovnobézné:
> summary(a.rovno<-lm(delka~den+List,data=Listy))

Call:
Im(formula = delka ~ den + List, data = Listy)

Residuals:
Min 1Q Median 3Q Max
-3.877 -1.516 0.284 1.588 3.004

Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|t])
(Intercept) -11.4217 2.3175 -4.928 0.000222 **x*
den 2.0399 0.2039 10.003 9.31e-08 *x*x*
List2 -14.6604 1.9469 -7.530 2.75e-06 x**x*
List3 -24.4989 3.2289 -7.587 2.52e-06 #**x*

Residual standard error: 2.25 on 14 degrees of freedom
Multiple R-Squared: 0.898, Adjusted R-squared: 0.8761
F-statistic: 41.08 on 3 and 14 DF, p-value: 3.449e-07

O podmodelu rozhodneme pomoci F' testu

> anova(a.rovno,a.obec)
Analysis of Variance Table

Model 1: delka ~ den + List
Model 2: delka ™ den + List + den:List

Res.Df RSS Df Sum of Sq F Pr(>F)
1 14 70.883
2 12 3.399 2 67.484 119.14 1.215e-08 *xx*
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Nékolik prfimek 4.5

delka

den

Obrazek 4.1: Zavislost délky listu na dobé pro jednotlivé listy

Po shlédnuti obrazku 4.1 neptekvapi, ze jsme hypotézu o rovnobéznosti zamitli.
Jinak by to dopadlo s testem nulové hypotézy, podle které se nelisi rychlosti riistu
druhého listu a tfetiho listu. Tato hypotéza méa svoje biologické zdivodnéni, na-
vic souvisi s pivodni otazkou experimentatora, totiz, zda jsou konstantni ¢asové
odstupy mezi okamziky, kdy jednotlivé listy dosahuji predem zvolené pevné délky
20 mm.

> summary (a.rovno23<-lm(delka~den+List+(List!=1) :den,data=Listy))

Call:
Im(formula = delka ~ den + List + (List != 1):den, data = Listy)

Residuals:
Min 1Q Median 3Q Max
-0.86854 -0.26686 0.03317 0.23346 0.93341

Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|t])
(Intercept) -2.57660 0.78357 -3.288 0.00588 **
den 1.20319 0.07170 16.781 3.43e-10 **x
List2 -35.13203 1.38800 -25.311 1.91e-12 *x*x*
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4, Regresni funkce s jedinou nezavisle proménnou

List3 -49.96907 1.79745 -27.800 5.76e-13 **x*
den:List != 1TRUE 1.49730 0.09592 15.610 8.43e-10 ***

Residual standard error: 0.5255 on 13 degrees of freedom
Multiple R-Squared: 0.9948, Adjusted R-squared: 0.9932
F-statistic: 625.8 on 4 and 13 DF, p-value: 1.021e-14

Za predpokladu, ze pfimky pro druhy a tfeti list jsou rovnobézné, dostavame jejich
odhady

y=—2,5774 1,203z 1. pfimka
y = (—2,577— 35,132) + (1,203 + 1,497)x 2. piimka
y = (—2,577 —49,969) + (1,203 + 1,497)x 3. pfimka

> anova(a.rovno,a.rovno23,a.obec)
Analysis of Variance Table

Model 1: delka ™ den + List
Model 2: delka ~ den + List + (List != 1):den
Model 3: delka ~ den * List

Res.Df RSS Df Sum of Sq F Pr(>F)
1 14 70.883
2 13 3.590 1 67.293 237.6015 2.845e-09 *x**
3 12 3.399 1 0.191 0.6755 0.4272
Signif. codes: O ‘**x’> 0.001 ‘**’ 0.01 ‘x> 0.05 ‘.’ 0.1 ¢ > 1

Posledni tabulka je ukazkou testi popsanych ve vétach 3.1 a 3.2. Z vysledku je
patrné, Ze se problémum zpusobenym nerovnobéznosti pfimek nevyhneme. Druhou
a tfeti pfimku lze povazovat za rovnobézné, prvni ma vsak prikazné mensi sklon.

O
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5. ldentifikace

Tato kapitola se tyka linearnitho modelu, v némz regresni matice X nema tuplnou
hodnost. Budeme se zabyvat zpiisoby, jak z nekone¢né mnoha moznych feseni nor-
malni rovnice zvolit jediné feseni. Je sice pravda, ze kazdy linedrni model s netpl-
nou hodnosti lze reparametrizovat tak, aby regresni matice méla linearné nezavislé
sloupce (mohli bychom pouzit jiz nékolikrat zminénou ortonormdlni bazi Q), ale
mnohdy bychom si zkomplikovali samotny model a predevsim interpretaci zjisté-
nych zavért. To plati zejména o modelech analyzy rozptylu.

5.1. Nejkratsi feSeni normalni rovnice

Nejprve uvedeme pékné teseni, které je spise zajimavé, nez aby bylo praktické.

Pfipometime, 7e Mooreova-Penroseho pseudoinverze X' k matici X vyhovuje
vztahtim XXX = X, XTXX" = X, pficemz matice X*X a XX jsou symetrické
(viz naptiklad (Rao, 1978, odst. 1b. 5 (VIII))) a ze X je déna jednoznac¢né.

Véta 5.1. Vektor b¥ = XTY je jedingm nejkratsim feSenim normalni rovnice
X'Xb = X'Y.

D i k a z: Nejprve dosadime b™ do levé strany normalni rovnice:

X'Xbt = X'XX1Y
= X'(XXT)Y (ze symetrie XX 1)
= (XXTX)'Y (ale plati XXTX = X)
=X'Y,
coz dokazuje, ze b™ je feSenim normalni rovnice.

7 teorie linedrnich rovnic je znamo, ze vektor b je feSenim normadlni rovnice,
pravé kdyz plati b = b' + a, kde je X’Xa = 0, coz je ale totéz, jako Xa = 0.
Provedme pomocny vypocet

abt =a'XTY =a' (X X)XTY
= a/(XTX)XtY = (@X)Xt'XTY = 0.
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5. Identifikace

Nyni mtzeme zdola omezit ¢tverec délky vektoru b:
[bl|* = [|b™ +al|* = [Ib™]|* + 2a’b™ + [|a]|* > [[b|?
s rovnosti pravé, kdyz je b =b™. a

Poznamka Matici X" lze zkonstruovat pomoci rozkladu podle singuldrnich hod-
not (A.6) X = U°DV® jako XT = V°D~'U"". Snadno se ovéii, #e jsou splnény
vSechny ¢tyfi pozadavky na Mooreovu-Penroseho matici. V prostiedi R lze vektor
Xt pocitat pomoci procedury ginv() knihovny MASS nebo pomoci nésledujici
zjednodusené procedury:

mp.inv <- function(X,eps=sqrt(.Machine$double.eps)){

a <- svd(X)

nn <- a$d>eps*a$d[1]

if (any(nn)) a$v[,nnl%+*%(t(a$ul,nnl)/a$d[nnl) else t(X)*0
}

K vysvétleni funkce mp.inv() je tfeba poznamenat, ze funkce svd () da v pro-
stfedi R vSechny t¥i matice z rozkladu podle singuldrnich hodnot (A.8), pficemz
diagonala a$d matice D (tedy singuldrni hodnoty) tvofi nerostouci posloupnost (a
matice U%, V® maji odpovidajicim zptisobem uspofadané sloupce).

Priklad 5.1 (méd) Na péti mistech bylo nepfimo hodnoceno znecisténi reky
tak, ze vzdy nu sedmi vylovenych ryb byl zjistén logaritmus koncentrace médi. Data
jsou uvedena v knizce Zvara (1998). Jedn4 se o tlohu analyzy rozptylu jednodu-
chého tfidéni. Pouzijeme-li parametrizaci EY;; = p + «; z (2.18), nejsou hlavni
efekty ag, ..., as odhadnutelné. K vypoctu nejkratsiho feSeni normélni rovnice pro
odhady parametra p, aq, ..., as pouzijeme pravé zavedenou funkci mp. inv.

> attach(Med)

> X <- 1; for (m in levels(Misto)) X <- cbind(X,Misto==m)

> print(b.plus <- as.vector(mp.inv(X)%*%1lnCu))

[1] 0.30230952 0.26611905 0.18126190 0.19297619 -0.36502381 0.02697619

Snadno lze zjistit (napf. pomoci sqrt(crossprod(b.plus))), Ze je ||bT|| =
0,605, kdezto pfi standardni parametrizaci R vyjde ||b|| = 0,889.

5.2. ldentifika¢ni omezeni

Pfipometime, %e pro M(T') € M(X') jsou v modelu Y ~ (X3, 0?1) slozky vektoru
T3 odhadnutelné, takze pozadavkem na splnéni netrividlni konzistentni soustavy
linearnich rovnic T@ = ¢ jsme v oddilu 3.3 urcili podmodel. Lze ocekavat, ze
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k novému ucelu (urceni jediného FeSeni normalni rovnice) musime pouzit né&jaka
jina linearni omezeni. Jist&, podle véty 2.4 by inkluse M(T’) C M(X') znamenala,
7e vektor Th by byl pro vSechna feseni norméalni rovnice X’Xb = X'Y stejny.
K urceni jediného reSeni normalni rovnice takovou matici T pouzit nemizeme.

Uvazujme jako uréujici (identifikacni) omezeni vektoru 3 soustavu linedrnich
rovnic. Rekneme, 7e omezeni (tzv. reparametrizacni rovnice)

A3 =0 (5.1)

identifikuje vektor 3 v modelu Y ~ (X8, o21), kdyZ ke kazdému pu € M(X) existuje
jediny vektor 3, ktery spliiuje soucasné

p=XB3, AB=0.

Véta 5.2. (Scheffého) Omezeni A3 = 0 identifikuje vektor 3 pravé tehdy,
kdyz plati

M(A) N M(X) = {0}, (5.2)
h(X) + h(A) = k + 1.

D 1 k a z: Prvni pozadavek zajistuje existenci 3, druhy jeho jednoznacénost.
Zagneme existenci (omezeni na 3 nesmi byt piilis silné). Pro kazdé p € M(X) musi

mit rovnice v 3
XN s _pa_ (M
()=00-(5)

néjaké feseni. Pro kazdé B € R*¥*! tedy musi platit

{(Xoﬁ> :,BeR“l} C M(D),

coz je postupné ekvivalentni se vztahy

L
M(D)L - {(Xoﬁ) :B c Rk-ﬁ-l} ’
(vi,v5) D =0 = (vi,v}) (Xoﬁ) =0 pro vSechna 3,
ViX=—-v,A=viX=0.

Posledni implikaci lze interpretovat tak, ze kazdy vektor, ktery je soucasné v M(X")
a M(A'), musi byt nutné nulovy, coz je presné pozadavek (5.2).

Pozadavek na jednoznacnost je pozadavkem na hodnost matice D. Protoze
fadky matice X hodnosti r jsou také fadky matice D, musi platit h(A) > k+ 1 —r.
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5. Identifikace

Protoze ale linearni obaly fadkf matic X', A’ maji spole¢ny pouze nulovy vektor,
musi nutné platit (5.3). O

Prakticky si mtuzeme predstavit hledani jediného feSeni normaélni rovnice jako
feSeni soustavy rovnic

X'Xb = X'Y
A’'Ab = 0,

nebot druhd rovnice je ekvivalentni se vztahem Ab = 0. ReSeni soustavy musi
vyhovovat také rovnici D’'Db = XY, takZe vyjde

b= (D'D)"'X'Y. (5.4)

Uvedeny postup lze prakticky zafidit tak, Ze regresni matici X rozsifime o fadky
matice A na matici D a soucasné vektor Y rozsifime o stejny pocet nul.

Priklad 5.2 (jednoduché tfidéni) Model jednoduchého tfidéni jsme zavedli jiz
v (2.18). Pfislusnou matici planu X jsme uvedli v (2.19). Jako reparametriza¢ni
podminku (umoziujici uréeni jediného FeSeni normalni rovnice) lze pouzit kazdé
omezeni

I
aop + Z a;a; =0,

i=1

jehoz leva strana neni odhadnutelny parametr, tedy nemd tvar (2.20). Nesmi tedy
byt
21'1:1 a; = ag. Tomu odpovidaji naptiklad nasledujici matice a odpovidajici pod-

minky:
I
A:(O,l,...,1)<—>2ai:0, (5.5)
1=1

I
A:(Ovnlv"'vnl) <_>Zniai :07
1=1

A:f<

; < a; = 0 pro zvolené j. (5.6)

Jak uvidime v p¥isti kapitole, omezeni (5.5) a (5.6) lze v prostfedi R uplatnit. O

Piiklad 5.3 (méd) Omezeni (5.6) pro j = 1 dostaneme pomoci matice A =
(0,1,0,0,0,0). Navazeme na piiklad 5.1.

> attach(Med)

> D <- rbind(X,c(0,1,0,0,0,0))

> print(as.vector(b.1 <- solve(t(D)%*%D)%*%t (X)%*%1nCu))

[1] 5.684286e-01 1.729283e-15 -8.485714e-02 -7.314286e-02 -6.311429e-01
[6] -2.391429e-01

> c(as.vector(crossprod(1lnCu-X%*%b.1)) ,deviance (a<-1m(1lnCu~Misto)))
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5.2

[1] 2.284876 2.284876
> summary(a)
Coefficients:

Estimate Std.

(Intercept) 0.56843 0
MistoB -0.08486 0
MistoC -0.07314 0
MistoD -0.63114 0
MistoE -0.23914 0

F-statistic: 5.896 on 4 and 30 DF,

Error t value Pr(>ltl|)

.10431  5.449 6.55e-06
.14752 -0.575 0.569416
.14752 -0.496 0.623625
.14752 -4.278 0.000177
.14752 -1.621 0.115452
p-value: 0.001265

Je ziejmé, ze opravdu piehled summary() pouzity na model analyzy rozptylu
jednoduchého tridéni d& bodové odhady totozné s odhady urcenymi identifikacni
podminkou s matici A = (0,1,0,0,0,0).

O
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6. Analyza rozptylu

6.1. Jednoduché tridéni

Pripomenime si model analyzy rozptylu jednoduchého tiidéni, ktery jsme zavedli jiz
v 2. kapitole. Pfedpoklddame, Ze mame nezavislé ndhodné veli¢iny Yi1,..., Y10, -
Yr,...,Ym,, pro které plati Y;; ~ N(ui,JQ). Jde tedy o I nezavislych vybéru
z normalniho rozdéleni, pricemz u kazdého vybéru pfipoustime obecné jinou stiedni
hodnotu, rozptyl je ve vSech vybérech stejny.

Ulohu miizeme zapsat jako normalni linedrni model Y ~ N(Xg3,02l), kdyz
zvolime

Y, 1,, 0 ... 0 1
Y2 0 177,2 e 0 1253
Y = . 5 X = . . . } ﬁ = . ’ (6 1)
Y] 0 0 e lnI 1224
kde vektor Y; = (Yi1, ..., Yin,)" obsahuje pozorovani z i-tého vybéru. Ziejmé vyjde

b; = Yie (primér v i-tém vybéru) a tedy rezidudlni soucet ¢tvercti je roven
I n;
$5.= > (Yie —Ya)”.
i=1 t=1

Bézné testovana hypotéza Ho : u1 = ... = puy vede k podmodelu, ktery je dan
regresni matici Xo = 1,, kde n = Zfil n;. Tentokrét vyjde by = Y (prumér ze
vSech n pozorovani). Odtud je celkovy soucet ¢tverct roven

SSt = XI: i(yit ~-Y)%

i=1 t=1
Snadno lze spocitat také
(5/1' - Y)lﬂl
d=Y -Y,= : :
(}710 - Y)lnl

93



6. Analyza rozptylu

odkud snadno vyjde
I
[d||> = SSa = SS7 — SSe = Y _ni(Yie — Y)?, (6.2)
i=1
kdy?Z jsme zavedli ¢asto pouzivané oznaceni SS4 pro soucet ¢tvercl vysvétleny (zde
jedinym) faktorem A.

Uvedme explicitné rozklad souctu ¢tverctt v analyze rozptylu jednoduchého t¥i-
déni (celkovd variabilita=variabilita uvnit¥ vybért+variabilita mezi vybéry), ktery
vznikne tpravou (6.2)

I n; I n; I
ZZ(Yz‘t*Y)QZZZ(}Qt*E.VJer(Yi *Y)Q, (6.3)
i=1 t=1 i=1 t=1 i=1 :

5SSt =SS, + S5a.
O nulové hypotéze rozhodujeme pomoci statistiky (3.10) z véty 3.1:
_SS4/(I—1)  MSy
- SS./(n—1) MS,’
Vypocet se casto vyjadiuje pomoci tabulky analyzy rozptylu, jejiz schéma je uvedeno
v tabulce 6.1.

F

Tabulka 6.1: Tabulka analyzy rozptylu jednoduchého tiidéni

variabilita | stupné | soucet prumeérné Flp
vol. ¢tverci Ctverce
osetfeni I-1 SS 4 MSa=SSa/(I-1) | F|p
rezidudlni | n—1 SSe MS. =5S5./(n—1) | - | -
celkova n—1 SST - - -

Piiklad 6.1 (kofeny) Student zjisfoval hmotnost kofenového systému rost-
lin péstovanych v zivnych roztocich s riznymi koncentracemi cukru (viz obrazek
6.1 ziskany pomoci plot (hmotnost~“Procento,data=Koreny,col="yellow")). Po-
moci funkce anova() uplatnéné na vysledek procedury 1lm() dostaneme tabulku
analyzy rozptylu

> anova(lm(hmotnost~Procento,data=Koreny))
Analysis of Variance Table

Response: hmotnost

Df Sum Sq Mean Sq F value Pr(>F)
Procento 3 0.312687 0.104229 28.568 6.641e-11
Residuals 50 0.182422 0.003648

z niz je patrné, Ze rozdil mezi roztoky je priikazny. Identicky vysledek by dala
procedura: summary (aov(hmotnost“Procento,data=Koreny)). O
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Obrazek 6.1: Zavislost hmotnosti kofenové ¢asti na procentu cukru v zivném roztoku

6.1.1. Kontrasty

Uvazujme nyni klasickou parametrizaci EY;; = p + «; tlohy jednoduchého tridéni.
Vektor parametrtt ma tvar 3 = (u, ')’ = (u, a1, ..., ar)’, regresni matice pak X =
(1,F), kde F je jiné oznaceni pro matici X zavedené v (6.1). Matici F budeme jesté
opakované pouzivat. Pfipomenme zjisténi prikladu 2.1, podle kterého je v tomto
modelu parametr t'3 odhadnutelny, kdyz vektor t ma tvar t = (1'c,c’). Specialni
piipad odhadnutelného parametru, kdy je to = 1'c = Y_ ¢; = 0, se nazyva kontrast.
Je ziejmé, ze kontrast zavisi pouze na efektech «; jednotlivych oSetfeni, nikoliv na
-

Zabyvejme se nyni odhadem kontrastu. Ozna¢me D = F'F = diag {n1,...,ns}
an=(ny,...,nr). Matice X'X ma nyni tvar

n/
X'x=("
(n D) ,
neni sice regularni, ale snadno se ovéri, k jejim pseudoinverzim patii také
xx)- = (0 O
—\0 D))"

Ozna¢me b = (m, a’)’ jakékoliv FeSeni normalni rovnice v modelu analyzy rozptylu
jednoduchého tfidéni. Pro odhad c’a kontrastu (0,c¢’)3 = c’a tedy podle (2.24)
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6. Analyza rozptylu

véty 2.4 plati

o oo / 2./~ 1q) — d v o2 - i)
ca~ N(ca,0?c'D™'c) N<;czaz,a ;m .
Kovariance odhadtl kontrastid danych vektory ¢ q d je rovna
2 /-1 2 - cids
ccD " 'd=o ; e

Kontrasty dané vektory c a d se nazyvaji ortogondlni kontrasty, kdyz jsou vektory
¢, d ortogondlni. V piipadé, ze model analyzy rozptylu je vyvaZeny, tj. plati ny =
...=ny =T, budou pak odhady c’a a d’a ortogonalnich kontrastfi nutné nezavislé
(viz tvrzeni f) véty 2.6).

6.1.2. Test linedrni hypotézy pomoci kontrasti

Vénujme se nyni testovani nulové hypotézy Hy : a3 = ... = ay. Pomoci I — 1
kontrasti
Q] —ay, 6 —Aar,...,0y-1 — Qy,

lze souhrnné zapsat tuto nulovou hypotézu jako pozadavek (viz oddil 3.3)

Ca=0, (6.4)
kde jsme pouzili oznaceni
1 0 0
0 1 ... 0
c=|: T (6.5)
o o0 ... 1
-1 -1 ... -1

V prostiedi R je tato matice C oznacovana jako contr.sum(I). Rozhodovéani o hy-
potéze Hy (o nezévislosti Y na sledovaném faktoru) pomoci testovani ovéfitelné
linedrni hypotézy (6.4) s matici C podle (6.5) spo¢ivd v porovnani jednotlivych
efekti «; s efektem I-tého oSetfeni oj.

Jinou moznosti, jak vyjadfit Ho ve tvaru linedrniho omezeni (6.4), je pouzit
matici

-1 -1 ... -1
1 -1 ... -1
0 0o ... I—-1
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Jednoduché tridéni 6.1

Tato Helmertova matice (v prostfedi R nazvané contr.helmert (1)) odpovidé po-
sloupnosti omezeni

—a1 + oy =0,

—a1 — a4+ 2a3 =0,

—a1—-—ar—1+ (I —1ay=0.

Postupné porovnavame druhy az I-ty efekt s aritmetickym primérem efektd s niz-
$imi indexy.

Je ihned zfejmé, ze sloupce matice C z (6.5) tvoii kontrasty, sloupce Helmertovy
matice C z (6.6) tvori ortogonalni kontrasty.

6.1.3. Reparametrizace pomoci kontrasti

Pripomenime zjisténi z prikladu 5.2, Zze v modelu analyzy rozptylu jednoduchého
tFidéni mize mit identifikaéni omezeni tvar (0,c¢')(u, ')’ = 0, kde ovSem soucet
1’c slozek vektoru ¢ neni nulovy, nesmi tedy jit o kontrasty. Pfesto vSak vyuZijeme
obé az dosud zavedené matice kontrastti. Prejdeme pfi tom k tloze s mensim poctem
analyzy rozptylu.

Misto vektoru efektti o zavedme vektor a* o I — 1 slozkach predpisem

a=Ca*, (6.7)

kde C je libovolnd matice rorméru I x (I — 1) s linedrné nezavislymi sloupci. Vzhle-
dem k této posledni vlastnosti lze psat

ot = (C'C)"C e (6.8)

Takto je vektor o* linearni funkci vektoru odhadnutelnych parametrii C'av.

Nyni vyjadiime vektor stiednich hodnot E'Y pomoci novych parametr. V Ma-
tici F je v kazdém fadku pravé jedna jednicka, jinak samé nuly. Ziejmé tedy plati
F1 =1 a vektor stfednich hodnot Y lze zapsat jako

EY =1y + Fa = Flu + FCa* = F(1,C) (C’j) . (6.9)

Je zfejmé, ze pfi popisu vSech moznych stfednich hodnot neni tfeba pracovat s ce-
lou matici X, Ze z identickych Ffadkd matice X staci zachovat vzdy pouze jediny.
Takto zjednodusenou regresi matici oznacime X 4. Skute¢nou matici X bychom tedy
z nasi skromnéjsi matice X4 dostali n; nasobnym zopakovanim prvniho radku, ng
nasobnym zopakovanim druhého fadku atd., zkratka ,svislym rozmazanim“ nasi
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6. Analyza rozptylu

zhusténé matice X 4. Jinak dostaneme matici X, kdyz redukovanou matici X4 vy-
nésobime zleva matici F. (Ta je, jak vime, totoznd s matici X z (6.1).) Stejnym
postupem prejde matice F v jednotkovou matici I7. Redukované regresni matici X 4
odpovidad podobny redukovany vektor stiednich hodnot o = E (Y11, Ya1,...,Y71).
Tento redukovany vektor stfednich hodnot 1ze postupné upravit na (nepfehlédnéte,
prosim, rozdil mezi vektorem g na levé strané a skaldrem )

p=1lp+a« (pFipomenime X4 = (1,11))
=1p+ Ca”

=(1.0C) (07) : (6.10)

Abychom zachovali ptivodni prostor stfednich hodnot, musi byt matice (1,C) re-
gularni s hodnosti I. Obé az dosud zavedené matice kontrastti tomuto pozadavku
vyhovuji, navic obé spliiuji C'1 = 0, takze kazdy fadek matice C' urcuje jeden
kontrast. Pfitom efekty o = Ca* vyhovuji omezeni 1'ac = 0 pro odhadnutelnost
parametru (0,c¢")(u, '), tedy (5.5).

Podobné je matice (1, C) reguldrni i pro matici

0 0 0
10 0

c=|01 01, (6.11)
M 0
0 0 1

kterou prostfedi R nabizi pod nazvem contr.treatment(I). Tentokrat nejsou
souéty jednotlivych sloupctt nulové, takze slozky vektoru C'a uz nejsou kontrasty,
nejsou to ani odhadnutelné parametry. Reparametrizace pomoci posledni matice C
vede stale na linedrni model, ktery ma vSechny regresni koeficienty odhadnutelné.
Uvedend matice C odpovidé identifika¢nimu omezeni o; = 0 (viz (5.6)) pouZitému
na o = Ca™* pro j = 1.

Pouzijeme-li zapis stfedni hodnoty E'Y pomoci (6.9), dostaneme varianéni ma-

/.

tice odhadu vektoru (u, a*')':

m ! -t 1 -t
var (a*) = o2 ((C/) F'F (1 C)) = g2 ((C/) D (1 C))
o n DC\"_ L,/n wC\ '
~% \c¢bp1 ¢bc) ~7 \cn CDC

Existuje situace, kdy je tato variancni matice diagonalni, takze v normalnim modelu
jsou slozky odhadu a* vektoru a* nezavislé. Je to v ptipadé, kdy jde opravdu
o ortogonélni kontrasty (plati C'1 = 0 a matice C'C je diagonélni) a kdy je soucasné
model vyvdZeny, (ny =---=ny(=T),tj. n=T1a D =TI).
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6.1.4. Interpretace kontrastii v R

V prostiedi R se pravé popsana reparametrizace standardné pouzije, kdykoliv po-
moci funkce 1m() hledame z&avislost na néjakém faktoru. Odhady slozek vektoru
(M,a*,)’ ziskdme v R, kdyZz na vysledek procedury 1m() pouZijeme summary().
Proberme nyni podrobnéji jednotlivé mozné volby kontrasti, jak jsou dostupné
v R.

contr.treatment

Jedna z trovni faktoru se zvoli jako zékladni a ostatni se s touto irovni porovnavaji.
Identifika¢ni omezeni spociva v tom, ze slozka vektoru a odpovidajici zakladni
arovni faktoru je nulova. Standardné je zakladni trovni faktoru jeho prvni hodnota.
Potom muzeme stfedni hodnoty v jednotlivych vybérech zapsat jako

EYlt:,LL, 1§t§n1,
EYi = p+aj_y, 1<t<n;,2<i<I

Snadno tedy mtzeme porovnat vliv jednotlivych trovni faktoru s vlivem jeho za-
kladni trovné.

Priklad 6.2 (kofeny) Pokrac¢ujme v nasi tloze jednoduchého tfidéni.

> a <- Im(hmotnost~Procento,data=Koreny,
contr=list (Procento = contr.treatment))
> summary (a)

Call:
Im(formula = hmotnost ~ Procento, data = Koreny,
contrasts = list(Procento = contr.treatment))

Residuals:
Min 1Q Median 3Q Max
-0.123667 -0.037121 -0.002733 0.041271 0.114867

Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|t])
(Intercept) 0.21180 0.01560 13.581 < 2e-16
Procento?2 0.17887 0.02339 7.646 5.89e-10
Procento3 0.13633 0.02206 6.181 1.14e-07
Procento4 0.01428 0.02339 0.611 0.544

Residual standard error: 0.0604 on 50 degrees of freedom
Multiple R-Squared: 0.6316, Adjusted R-squared: 0.6094
F-statistic: 28.57 on 3 and 50 DF, p-value: 6.641e-11

Odhad uvedeny v fadku (Intercept) je odhadem stfedni hodnoty v prvnim vy-
béru, soucet zminéného odhadu s odhadem Procento2 da odhad stfedni hodnoty
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ve druhém vybéru atd. Snadno si to ovéfime, kdyz si tyto odhady (tj. vybérové
pruméry) nechdme spocitat p¥imo:
> tapply (Koreny$hmotnost ,Koreny$Procento,mean)

1 2 3 4
0.2118000 0.3906667 0.3481333 0.2260833
> coef(a) [1]1+c(0,coef(a) [-1])

Procento2 Procento3 Procento4

0.2118000 0.3906667 0.3481333 0.2260833

Samoziejmé, odhady stfednich hodnot v jednotlivych vybérech muzeme s po-
moci vztahu @ = Ca™ ziskat také jako
> coef (a) [1]+contr. treatment (4) }*Jcoef (a) [-1] O

Kontrast contr.treatment je standardnim nastavenim v R. Pokud jsme na-
staveni kontrast nezménili, nebylo tfeba parametr contrasts uvadeét.

contr.helmert

(Standardni nastaveni v S+) Pro Helmertovu matici plati C'1 = 0, takZe jednotlivé
slozky vektoru Ca jsou skutecné kontrasty. Dalsim disledkem tohoto vztahu je

I
Zai =1a=1Ca*=0a*=0,

coz je, jak vime z pfikladu 5.2, identifika¢ni omezeni. Dusledkem je vztah p =
>_i ti/I, totéz plati pro odhady. Proto je odhadem p nevézeny prameér priméri
Y;e jednotlivych vybért.
Matice C'C pro Helmertovu matici C z (6.6) je zfejmé diagonalni s prvky i+i? =
i(i + 1) na diagondle. Proto lze snadno vyjadfit slozky a* pomoci a:
a* = (C'C)Ca,
odkud je (proi=1,...,1 —1)

1 ‘ 1 1<
af = — |ty _Zat> = — <ai+1 - TZ%)
i(i+1) ( — i+1 i =
- ey, liEY- (6.12)
T i1 Vi N '

Porovnavame tedy vzdy dalsi efekt s aritmetickym primérem predchozich, resp.
stfedni hodnotu v dalsim vybéru s primérem stiednich hodnot vybéri s mensimi
indexy. Abychom zjistili vyznam parametru p, jeho souvislost s redukovanym vek-
torem stfednich hodnot g, popiSeme inverzni matici k matici (1,C). Ozna¢me

<gl,) — (10" (6.13)
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Snadno se ovéfi, ze pro contr.helmert plati d = (1/I)1, takZe ¢dstecné feSeni
(6.10) lze psét jako

I
1 _
ulzd'M:fE i = -

To znamend, Ze prvni slozka odhadu parametri, ktery dostaneme pomoci funkce
summary (), je primérem z prumeért z jednotlivych vybért, nikoliv primeérem z
hodnot Y;;. Interpretace dalsich parametrii plyne z (6.12).

Priklad 6.3 (kofeny)

> summary (1m(hmotnost~Procento,
contrasts=list (Procento=contr.helmert) ,data=Koreny))

Call:
Im(formula = hmotnost ~ Procento, data = Koreny,
contrasts = list(Procento = contr.helmert))

Residuals:
Min 1Q Median 3Q Max
-0.123667 -0.037121 -0.002733 0.041271 0.114867

Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|t])
(Intercept) 0.294171 0.008271 35.567 < 2e-16
Procentol 0.089433 0.011697 7.646 5.89e-10
Procento?2 0.015633 0.006498 2.406 0.0199
Procento3 -0.022696 0.004949 -4.586 3.05e-05

Residual standard error: 0.0604 on 50 degrees of freedom
Multiple R-Squared: 0.6316, Adjusted R-squared: 0.6094
F-statistic: 28.57 on 3 and 50 DF, p-value: 6.641le-11

Napftiklad v fadku Procento?2 je tedy uvedena tfetina rozdilu primérné hmotnosti
ve tfeti skupiné a (nevazeného!) priiméru z hmotnosti v prvnich dvou skupinéch.

O

contr.sum

Také v tomto piipadé jsou slozky vektoru C'a kontrasty, opét splituji identifikacni
podminku > a; = 0, takze naptiklad odhad p je identicky s odhadem tohoto pa-
rametru pro contr.helmert. Vzhledem k tvaru matice C z (6.5) plati

I *
wmcor= ()= ()
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Kazda ze slozek a* je tedy totozna odpovidajici sloZce a pfi identifikaci pomoci
> a; = 0. Posledni slozku «; bychom dostali tak, Ze secteme jejich prvnich I — 1
slozek a obratime znaménko. Podobné jako u contr.helmert dostaneme i zde,
ze u1 = [, takze prvni slozka vektoru regresnich koeficientd je rovna primeéru
z prumeért jednotlivych vybért. Prostym vynasobenim lze ovéfit, ze plati

1Y 1
1.0 _Y(Jlu’ 1)'

Piiklad 6.4 (kofeny)

> summary (1m(hmotnost~Procento,
contrasts=list(Procento=contr.sum),data=Koreny))

Call:
Im(formula = hmotnost ~ Procento, data = Koreny,
contrasts = list(Procento = contr.sum))

Residuals:
Min 1Q Median 3Q Max
-0.123667 -0.037121 -0.002733 0.041271 0.114867

Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|t])
(Intercept) 0.294171 0.008271 35.567 < 2e-16
Procentol -0.082371 0.013785 -5.975 2.39e-07
Procento?2 0.096496 0.014847 6.499 3.64e-08
Procento3 0.053962 0.013785 3.915 0.000274

Residual standard error: 0.0604 on 50 degrees of freedom
Multiple R-Squared: 0.6316, Adjusted R-squared: 0.6094
F-statistic: 28.57 on 3 and 50 DF, p-value: 6.641e-11

6.1.5. Reparametrizace pro usporadany faktor

Hodnoty uspofadaného faktoru (ordered) jsou uspofddany. V proceduie 1m() se
usporadanému faktoru standardné pfifazuje matice kontrastd contr.poly(I), jejiz
sloupce jsou dany ortogonalnimi polynomy. Napftiklad pro I = 4 je to matice

> contr.poly(4)

L .Q .C
[1,] -0.6708204 0.5 -0.2236068
[2,] -0.2236068 -0.5 0.6708204
[3,] 0.2236068 -0.5 -0.6708204
[4,] 0.6708204 0.5 0.2236068
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Jak uz oznaceni sloupcti naznacuje, souvisi jednotlivé sloupce této matice s linear-
nim, kvadratickym . .. trendem. Pokud je model vyvaZzeny (Getnosti n; jsou shodné),
jsou odhady slozek o nezavislé. Skutecnost, ze sloupce matice C jsou tentokrat or-
tonormalni a zaroven ortogondlni s 1 zpusobi, Ze plati

1,07 ' = (%)

Piiklad 6.5 (kofeny) Teprve nyni bereme v ivahu, Ze tirovné pouzitého faktoru
jsou uspofadany (jsou to procenta cukru v Zzivném roztoku). Jednotlivé slozky vek-
toru a* se tedy snazi zachytit linearni, kvadraticky ¢i kubicky trend. Samoziejmé,
za predpokladu, ze hodnoty uspofddaného faktoru (ordinélniho znaku) jsou od sebe
ekvidistantné vzdalené (ze jde vlastné o intervalové méfitko).

> summary (1lm(hmotnost~Procento,
contrasts=1list (Procento=contr.poly),data=Koreny))

Call:
Im(formula = hmotnost ~ Procento, data = Koreny,
contrasts = list(Procento = contr.poly))

Residuals:
Min 1Q Median 3Q Max
-0.123667 -0.037121 -0.002733 0.041271 0.114867

Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|tl)
(Intercept) 2.942e-01 8.271e-03 35.567 < 2e-16
Procento.L 7.081e-05 1.654e-02 0.004 0.9966
Procento.Q -1.505e-01 1.654e-02 -9.096 3.53e-12
Procento.C 3.173e-02 1.654e-02 1.918 0.0608

Residual standard error: 0.0604 on 50 degrees of freedom
Multiple R-Squared: 0.6316, Adjusted R-squared: 0.6094
F-statistic: 28.57 on 3 and 50 DF, p-value: 6.641le-11

Tabulka analyzy rozptylu je samozifejmé totozna s vypocty pii jinych volbach ma-
tice kontrastd. OvSem z pravé uvedenych vysledkt je ziejmé, co zptsobilo zamit-
nuti nulové hypotézy o nezavislosti hmotnosti kofenovych ¢asti na procentu cukru
v zivném roztoku. Zavislost bude zfejmé blizka kvadratické zavislosti na koncentraci
cukru v zivném roztoku. O
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6.2. Analyza rozptylu dvojného tridéni

Predpoklddame, Ze nezavislé ndhodné veliciny Y;;; maji normalni rozdéleni
N(p + i + B +ij, 07),

pficemz je 1 <t < ny;,1 < i <I,1<j<.J Vedle (hlavnich) efektd se v nasem
modelu vyskytuji také interakce ~;;, které se nékdy znadi jako (af3);;. Interakce
ukazuji, nakolik neni vliv sledovanych dvou faktort aditivni, nakolik neni zavislost
stfedni hodnot zavisle proménné Y na faktoru A stejna pro rtizné trovné faktoru B.
Matice planu je sloZena ze tii ¢asti, které odpovidaji po fadé koeficientim «, 3, .

K tomu, aby bylo mozno s interakcemi pracovat, musime mit vice pozorovani,
nez kolik ¢ini hodnost skutecné regresni matice X, tedy vice nez I - J. Celkovy
pocet pozorovani opét ozna¢ime n = Y n;;. Odhadem stifednich hodnot EY;;; jsou
nepochybné priiméry Y;;e. Odtud je ziejmé, 7e rezidualni soucet ¢tvercil je roven

I J N

S5 =338 (Vi — Yia)®.

i=1j=1 t=1

K identifikaci lze pouzit naptiklad vztahy

I J
dai=0, > B=0,
i=1 j=1

I
Z%j =0 pro vSechna j,
i=1

J
Z vi; =0 pro vsechna .
J=1

6.2.1. Reparametrizace pomoci kontrasti

K reparametrizaci lze znovu pouzit matic kontrasti C4,Cp,Cap = C4 ® Cp.
Redukovany vektor stfednich hodnot (opét vzdy jen pro ¢ = 1) miZeme zapsat
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jako
u
p=1r0l,Lel,1 0l el) g
’y
(1®L)p
CA®1)a*
=(1 1;.1 1;.1 1.1 | ( "
11,511,010, 1;) (1®Cp)B
(CA®CB)‘7*
u
=(1;®1;,,C4®1;,1;®Cp,C4 ®Cp) g*
‘y*

Z poslednich dvou vlastnosti Kroneckerova sou¢inu uvedenych ve vété A.9 plyne,
7e matice uvedend v poslednim faddku ma hodnost stejnou jako matice

(]-I) CA) & (1.]) CB)
Bude tedy regularni, pokud obé matice kontrasti C4,Cp daji s vektorem jedni-
éek regularni matici. Matice C4 a Cp nemusi mit stejné vlastnosti, 1ze kombinovat
naptiklad contr.treatment a contr.sum. K tomu, aby sloupce matice C4p tvo-

fily skuteéné kontrasty staci, aby aspon jedna ze zacCastnénych matic méla tuto
vlastnost. Pak totiz plati

]-/CAB = (1/ X 1/) (CA ® CB) = (I/CA) X (].ICB) =0.
Pokud je pro kazdou kombinaci irovni obou faktort stejny pocet pozorovani, tj.
pokud je n;; =T pro vSechna i a j a pokud obsahuji matice C4 a Cp ortogonalni

kontrasty, zjistime stejné jako u jednoduchého t¥idéni, ze varian¢ni matice odhadt
parametru u, o, 8%, v* je diagonalni.

6.2.2. Interakce

Vénujme se interakcim podrobnéji. Model bez interakci
Yiie = N(u +a; + 55, 02) (6.14)
se od modelu s interakcemi
Yije = N(u+ a; + B + 7ij, 0%) (6.15)
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lisi tim, ze pfedpoklada aditivni vliv obou faktort. Naptiklad vliv i-té trovné fak-
toru A je popsan tymz parametrem «; bez ohledu na troven faktoru B. Na druhé
strané v modelu s interakcemi je pti j-té urovni faktoru B dan vliv i-té Grovné fak-
toru A souctem o; + 7;;. V modelu bez interakei jsou vSechny hodnoty 7;; nulové.
Nazorné si to ukdzeme na ptikladu, v némz je pro kazdou kombinaci rovni obou
faktoru k disposici stejny pocet pozorovani.

Piiklad 6.6 (Howells) W. W. Howels dal na internetu k disposici rozsahly
soubor dat zjiSténych na exhumovanych lebkéch z riznych populaci Zemé (Howells
(1996)). Néas zajima jen ¢ast udajii, kterd se tyka tii mist (rakousky Berg, Australie
a Burjati na Sibifi). Experti ur¢ili u kazdé exhumované lebky nejen pohlavi, ale
také fadu rozméri, z nichZ si vybereme dva: GOL (Glabell-Occipital Length, tj.
nejvétsi délka mozkovny) a OCA (Occipital Angle, tj. tylni thel) (viz téz Zvéara
(1998)). Snadno se piesvédéime, Ze tabulka analyzy roztylu (v p¥istim odstavci ji
oznaéime jako tabulku typu I) d4 pro obé mozné poradi faktort identické vysledky.
Neni to ndhoda?

> anova(lm(oca~Sex*Popul,data=Howells))
Analysis of Variance Table

Response: oca

Df Sum Sq Mean Sq F value Pr(>F)
Sex 1 91.3 91.3 3.6888 0.05599 .
Popul 2 150.9 75.5 3.0497 0.04926 =*
Sex:Popul 2 191.6 95.8 3.8722 0.02216 *
Residuals 234 5789.6 24.7
> anova(lm(oca~Popul*Sex,data=Howells))
Analysis of Variance Table

Response: oca

Df Sum Sq Mean Sq F value Pr(>F)
Popul 2 150.9 75.5 3.0497 0.04926 *
Sex 1 91.3 91.3 3.6888 0.05599 .
Popul:Sex 2 191.6 95.8 3.8722 0.02216 *
Residuals 234 5789.6 24.7
> anova(lm(gol~Sex*Popul,data=Howells))
Analysis of Variance Table

Response: gol
Df Sum Sq Mean Sq F value Pr(>F)

Sex 1 5170.8 ©5170.8 128.5753 <2e-16 *x*x*
Popul 2 5242.1 2621.1 65.1743 <2e-16 ***
Sex:Popul 2 9.6 4.8 0.1198 0.8872

Residuals 234 9410.6 40.2
> anova(lm(gol~Popul*Sex,data=Howells))
Analysis of Variance Table

Response: gol
Df Sum Sq Mean Sq F value Pr(>F)
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Popul 2 5242.1 2621.1 65.1743 <2e-16 ***
Sex 1 5170.8 ©5170.8 128.5753 <2e-16 *x*x*
Popul:Sex 2 9.6 4.8 0.1198 0.8872

Residuals 234 9410.6 40.2
> split.screen(c(1,2))
[11 12
> screen(1) ;interaction.plot(Popul,Sex,oca,legend=FALSE)
> screen(2);interaction.plot(Popul,Sex,gol,legend=FALSE)
> tapply(oca,list(Sex,Popul) ,mean)
AUSTR BERG BURIAT
F 114.800 116.850 117.20
115.025 116.675 113.45
> tapply(gol,list(Sex,Popul) ,mean)
AUSTR BERG BURIAT
F 181.375 170.45 172.175
M 190.375 180.30 181.175
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Obréazek 6.2: Znazornéni interakei (Zeny ¢arkovang)

Na obréazcich je patrné, pro¢ v piipadé proménné gol vysly interakce nevy-
znamné (na vSech mistech je rozdil mezi primérem u muzi a u Zen prakticky
stejny), kdezto u oca jsou interakce pritkazné. P¥i ¢teni téchto dvou grafii je uzi-
te¢né prihlédnout k prumértim spocitanym pro jednotlivé kombinace obou faktort
piikazem tapply(). U proménné gol jsou na vsech tfech mistech rozdily mezi
pruméry pro muzské a pro zenské lebky priblizné stejné, vliv pohlavi se k vlivu
populace pficitd (je aditivni). Na druhé strané u proménné oca jsou u dvou ze tii
populaci priméry u muzu a u Zen prakticky totozné, kdezto na Sibifi vidime mezi
nimi zna¢ny rozdil. Vliv pohlavi je tedy na Sibifi jiny, nez je na zbyvajicich dvou
mistech. O
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6.2.3. Tabulka analyzy rozptylu

Nejprve si pripomerime, jakou informaci nam pfinese funkce summary(), kdyz ji
pouzijeme na linearni model vyjadfujici model analyzy rozptylu. Jednotlivé radky
odpovidaji umélym proménnym vyjadiujicim Grovné jednotlivych faktori (viz ka-
pitolu 6.1.3 o reparametrizaci), pfipadné odpovidaji souc¢inim téchto umélych pro-
ménnych v pripadé interakci. Testova statistika tedy vypovida o testu hypotézy,
Ze koeficient u dané umélé proménné (¢i soucinu takovych proménnych) je nulovy.
Pouze v piipadé, ze faktor (¢i interakce faktort) je takto vyjadfen jedinym sloup-
cem, testuje se rovnou hypotéza, ze dany faktor ¢i interakci muzeme pominout.
V pripadé, Ze jsou v modelu interakce, je i pro dvouhodnotovy faktor s jedinym
takovym sloupcem interpretace takové hypotézy pochybna.

Priklad 6.7 (ICHS) Dlouhodobé byla sledovdna fada muzi stfedniho véku,
u nichz byl pfed zacatkem sledovani zjistén pravé jeden rizikovy faktor ischemické
choroby srdeéni (silné koufeni, vysoky krevni tlak, obezita, rodinna disposice). Za-
jiméme se o moznou zavislost indexu obezity BMI (body mass index) na dosaZeném
vzdélani a na koufeni. Pouzijeme jen tdaje o silnych kutacich a o nekutacich. Pro-
cedura summary () dé nasledujici tabulku:

> summary (1lm(bmi~Vzdel*Kurak,data=IchsN))

Call:
Im(formula = bmi ~ Vzdel * Kurak, data = IchsN)

Residuals:
Min 1Q Median 3Q Max
-5.4694 -1.9660 -0.1745 1.9363 9.8342

Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|tl)
(Intercept) 27.7520 0.7892 35.167 <2e-16 ***
Vzdel2 -0.3216 0.9954 -0.323 0.747
Vzdel3 -1.6068 0.9873 -1.627 0.106
KurakTRUE -1.3586 0.8823 -1.540 0.126
Vzdel2:KurakTRUE -0.5707 1.1636 -0.490 0.624
Vzdel3:KurakTRUE 0.8678 1.2571 0.690 0.491

Signif. codes: O ’xxx’ 0.001 ’*x’ 0.01 ’x> 0.056 >.” 0.1’ ’ 1

Residual standard error: 2.845 on 161 degrees of freedom
Multiple R-Squared: 0.06384, Adjusted R-squared: 0.03477
F-statistic: 2.196 on 5 and 161 DF, p-value: 0.05723

Napiiklad p-hodnota 0,106 uvedend v fddku Vzdel3 (kdyby neslo o model s
interakcemi) by vypovidala o tom, jak by dopadl test hypotézy, Ze u druhé umélé
proménné vyjadiujici vliv vzdélani je nulovy koeficient. Vzhladem k tomu, Ze jsme
pouzili standardni nastaveni reparametrizace pomoci contr . treatment, znamenala
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by tato hypotéza tvrzeni, Ze se vysokoskoléci nelisi od muzi se zdkladnim vzdélanim.

V tabulce analyzy rozptylu jednoduchého tiidéni tab. 6.1 je uveden rozklad
celkového souctu ¢tvercti SST na dva scitance, z nichz prvni udava variabilitu vy-
svetlenou uvazovanou zavislosti a druhy udéva variabilitu nevysvétlenou. Kdyz vsak
vysvétlujeme variabilitu aspon dvéma faktory, lze tabulku zobecnit vice zpusoby.
Pii dalsim vykladu budeme pod élenem rozumét bud faktor nebo interakci. Kaz-
dému ¢lenu odpovida v tabulce analyzy rozptylu jeden fadek. Pod fadem c¢lenu
budeme rozumét ¥ad interakce, pokud je ¢len interakci, nebo nulu, pokud jde o sa-
mostatny faktor (tzv. hlavni efekt).

Procedura anova() v R s jedinym argumentem t¥idy 1m generuje rozklad typu I,
pricemz jednotlivé radky postupné od shora doli udavaji, o kolik se pfidanim da-
ného ¢lenu zmensi rezidualni soucet ¢tverct. Obecné tedy zévisi na poradi, v jakém
se jednotlivé Cleny v tabulce objevuji. Ve sloupci Soucet ctverci je uvedeno, nakolik
dany ¢len (faktor, interakce) pfispél k vysvétleni variability vysvétlované proménné
nad to, co uz vysvétlily ¢leny vySe uvedené. Testova statistika F' (viz vétu 3.2) pak
vznika jako podil piislusného primeérného ¢tverce v daném radku a odhadu rozptylu
S? (prémérného étverce v fadku reziduding, ktery udava RSS nejbohat$iho modelu
tabulky). V kazdém fadku tedy statistika F' (prostfednictvim p¥islugné dosazené
hladiny testu p) vypovidd o tom, zda vysvétlovand proménnd po adjustaci vici
vSem vySe uvedenym ¢lentim zavisi na daném ¢lenu (faktoru, interakcei). Vypovida
0 vyznamnosti té ¢asti variability zavisle proménné, kterou nelze vysvétlit pomoci
vSech vySe uvedenych ¢leni a kterou dany ¢len vysvétluje. Program R ma tu ne-
vyhodu, Ze o poradi jednotlivych ¢lent miZeme rozhodnout jen do jisté miry, jen
v rdmci dané urovné interakci. Ve vystupu se vzdy objevi nejprve zdkladni efekty
(interakce nultého fadu), pak interakce prvniho fadu (dvojic faktort) atd.

Piiklad 6.8 (ICHS) Tabulka analyzy rozptylu s rozkladem typu I postupné
vysvétluje celkovou variabilitu indexu obezity.

> anova(lm(bmi~Vzdel*Kurak,data=IchsN))
Analysis of Variance Table
Response: bmi

Df Sum Sq Mean Sq F value Pr(>F)
Vzdel 2 14.90 7.45 0.9204 0.40044
Kurak 1 61.82 61.82 7.6356 0.00639
Vzdel:Kurak 2 12.17 6.09 0.7516 0.47324
Residuals 161 1303.44 8.10

Vsimnéme si, ze zména poradi faktord vede k jiné tabulce:

> anova(lm(bmi~Kurak*Vzdel,data=IchsN))
Analysis of Variance Table
Response: bmi

Df Sum Sq Mean Sq F value Pr(>F)
Kurak 1 41.01 41.01 b5.0651 0.02577
Vzdel 2 35.71 17.86 2.2057 0.11349
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Kurak:Vzdel 2 12.17 6.09 0.7516 0.47324
Residuals 161 1303.44 8.10

Je jisté snadno vysvétlitelné, pro¢ u posledniho ptriddvaného ¢lenu, jimz je v
obou pripadech ¢len interakéni, je mezi tabulkami shoda, stejné jako je shoda v
fadcich nazvanych Residuals. O

Rozklad typu ITI hodnoti pfinos daného ¢lenu po adjustaci vici vsSem ostatnim
¢lentim bez ohledu na jejich fad. Pro tento rozklad je obtizné hledat interpretaci,
protoze hodnoti vzrist rezidualniho souctu ¢tverct zptusobeny vylouc¢enim daného
¢lenu, kdyZz v modelu zistanou (je provedena adjustace vi¢i nim) vSechny ostatni
Cleny véetné pripadnych interakci, v nichz je ¢len obsazen. Vysledné statistiky ne-
zalezi na tom, v jakém poradi jsme uvedli faktory v definici modelu. Na druhé
strané vysledné statistiky obecné zalezi na kontrastech pouzitych k vyjadieni fak-
torl, tedy na zvolené parametrizaci. Tabulka s rozkladem typu III je obdobou
tabulky ziskané prikazem summary (). Od pfimého pouziti summary () se lisi tim, ze
nehodnoti vliv vylouceni jedné pomocné proménné, ale vliv soucasného odstranéni
vSech umélych proménnych vyjadiujicich dany faktor ¢i vliv odstranéni soucinu
umélych proménnych vyjadiujicich interakci. Zménu rezidualniho souctu ctverci
zpusobenou vylou¢enim daného ¢lenu z modelu lze také vycist z toho, co da funkce
drop1().

Priklad 6.9 (ICHS) Nyni k souc¢tu ¢étverct typu III. Pomoci procedury drop1 ()
standardni knihovny stats dostaneme:

> drop1(1m(bmi~Vzdel*Kurak,data=IchsN), “Vzdel*Kurak,test="F")
Single term deletions

Model:
bmi © Vzdel * Kurak

Df Sum of Sq RSS AIC F value Pr(F)
<none> 1303.44 355.15
Vzdel 2 28.23 1331.67 354.73 1.7436 0.1782
Kurak 1 19.20 1322.64 355.59 2.3713 0.1256
Vzdel:Kurak 2 12.17 1315.61 352.70 0.7516 0.4732

Potvrzuje se to, co vime z obou jiz uvedenych tabulek, totiz ze rezidualni soucet
¢tverct pro uplny vySetfovany model je roven 1303,44 a ze vylouceni interakci by
zvy$ilo rezidudlni soucet ¢tvercti o hodnotu 12,17, a to na hodnotu 1315,61 (coz
doposud z tabulek vidét nebylo. Zbyvajici dvé hodnoty ve sloupci Sum of Sq. jsme
jesté v tabulkach nezaznamenali. Nejprve si je ukadzeme v tabulce analyzy rozptylu
s rozkladem typu III a teprve pak si je spocitdme sami.

Knihovna car umozni spocitat

> Anova(lm(bmi~Vzdel*Kurak,data=IchsN),type="III")
Anova Table (Type III tests)
Response: bmi

Sum Sq Df F value Pr(>F)
(Intercept) 10012.2 1 1236.7032 <2e-16 **x*
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Vzdel 28.2 2 1.7436 0.1782
Kurak 19.2 1 2.3713 0.1256
Vzdel :Kurak 12.2 2 0.7516 0.4732
Residuals 1303.4 161

Chceme-li ovéfit, odkud pochdzi soudet ¢tvercti pro jednotlivé éleny (Vzdel,
Kurak, Vzdel:Kurak), musime si trochu pomoci. Vytvofime matici X naseho mo-
delu (zobrazime jen prvni ¢tyfi fadky) a postupné budeme pocitat podmodely, které
dostaneme vyloucenim sloupct matice X, které odpovidaji jednotlivym ¢lentim mo-
delu, tedy vyloucenim pfislusnych umeélych proménnych. Rezidualni soucty ¢tverci
modelu a ptislusného podmodelu, jejich rozdil, testovou statistiku F' i s dosazenou
hladinou poskytne procedura anova().

> model.matrix(1m(bmi~Vzdel*Kurak,data=IchsN))[1:4,]
(Intercept) Vzdel2 Vzdel3 KurakTRUE Vzdel2:KurakTRUE Vzdel3:KurakTRUE

1 1 0 0 0 0 0
3 1 0 0 1 0 0
4 1 0 1 0 0 0
5 1 0 0 1 0 0

> anova(lm(bmi~X[,-(2:3)]1-1),1m(bmi~X-1))
Analysis of Variance Table

Model 1: bmi ~ X[, -(2:3)] - 1

Model 2: bmi ~ X - 1

Res.Df RSS Df Sum of Sq F Pr(>F)
1 163 1331.67
2 161 1303.44 2 28.23 1.7436 0.1782

> anova(lm(bmi~X[,-4]1-1),1m(bmi~X-1))
Analysis of Variance Table

Model 1: bmi ~ X[, -4] - 1

Model 2: bmi ~ X - 1

Res.Df RSS Df Sum of Sq F Pr(>F)
1 162 1322.6
2 161 1303.4 1 19.2 2.3713 0.1256

> anova(lm(bmi~X[,-(5:6)1-1) ,1m(bmi~X-1))
Analysis of Variance Table

Model 1: bmi ~ X[, -(5:6)] - 1

Model 2: bmi ~ X - 1

Res.Df RSS Df Sum of Sq F Pr(>F)
1 163 1315.61
2 161 1303.44 2 12.17 0.7516 0.4732

Nakonec si jeste ukazeme, jak zalezi na volbé kontrasti u rozkladu souctu
¢tverct typu III. Misto prednastavenych pseudokontrastti contr.treatment po-
uzijeme u proménné Vzdel contr.helmert. Dostaneme

> Anova(1lm(bmi~Vzdel*Kurak,contr=1list(Vzdel="contr.helmert"),
data=IchsN),type="III")

Anova Table (Type III tests)

Response: bmi
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6. Analyza rozptylu

Sum Sq Df F value Pr(>F)
(Intercept) 39879 1 4925.8226 < 2e-16 x***

Vzdel 28 2 1.7436 0.17818

Kurak 54 1 6.6237 0.01096 *

Vzdel :Kurak 12 2 0.7516 0.47324

Residuals 1303 161

Signif. codes: O ’*xx’ 0.001 ’*x’ 0.01 ’x> 0.056 >.” 0.1’ ’ 1

Vsimnéme si, ze se zménil zejména soucet ¢tvercu v radku Kurak, u néhoz se
dokonce objevila hvézdi¢ka indikujici, Ze tento faktor hodnotu BMI ovliviiuje. ()

Rozklad typu II podobné hodnoti pfinos daného ¢lenu (faktoru, interakce) po
adjustaci vici vSem ostatnim clenim, které jej neobsahuji. Z ptivodniho (tplného)
modelu nejprve vylou¢ime dany ¢len a vSechny ¢leny, které tento ¢len obsahuji jako
soucast néjaké interakce. Zjistime pak, o kolik se zmensi reziduédlni soucet ¢tvercti,
kdyz testovany clen pridame zpét do modelu. Tento rozdil pfifadime jako soucet
¢tvercu k vysSetfovanému ¢lenu. Jako odhad rozptylu pouzijeme tplny vychozi mo-
del, ktery jsme uvedli pii volani funkce 1m(). Vysledné statistiky opét nezalezi
na tom, v jakém pofadi jsme uvedli faktory v definici modelu. Rozklad typu II je
ur¢itym kompromisem mezi rozklady typu I a III.

Priklad 6.10 (ICHS) Zbyva uvést rozklad typu II:

> Anova(1lm(bmi~Vzdel*Kurak,data=IchsN))
Anova Table (Type II tests)
Response: bmi

Sum Sq Df F value Pr(>F)
Vzdel 35.71 2 2.2057 0.11349
Kurak 61.82 1 7.6356 0.00639
Vzdel:Kurak 12.17 2 0.7516 0.47324
Residuals 1303.44 161

V rozkladu typu II jsou soucet ¢tverci, F' statistika i dosazené hladina u pro-
ménné Kurak totozné s odpovidajicimi statistikami v té tabulce typu I, v niz je
tento ¢len uveden jako posledni z ¢lenti daného fadu. Podobné 1ze shodu ovéfit
u ¢lenu Vzdel. O
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7. Nasledky nesplnéni
predpokladu

V linearnim modelu jsme predpokladali, ze zndme prostor moznych stfednich hod-
not, ze vSechna pozorovani maji stejny rozptyl, Ze jsou nekorelovani (resp. nezé-
visld) a Ze maji normélni rozdéleni. Nyni se pokusime popsat nésledky, které ma
nesplnéni nékterého z uvedenych predpokladi.

7.1. Prostor stfrednich hodnot

Predpokladejme, Ze plati
Y=X3+Zy+e, e~ (077, (7.1)
prestoze my predpokladame platnost modelu Y ~ (X3, o21).

Ozna¢me G = (X,Z) a 6 = (B',7')" a veskeré statistiky vztazené k modelu
Y ~ (G4, 0?1) oznacime dolnim indexem g. B&Zny odhad vektoru EY je tedy

Y, =G(G'G) G, (7.2)

coz je, jak vime napf. z (3.12), primét Y do M(X,Z) = M(X,MZ). S pouzitim
druhého vyjadieni dostaneme

N XX 0\ /X
Yy = (X’MZ)< o Z’MZ> <Z’M> Y

= X(X'X)"X'Y + MZ(Z'MZ)~Z'MY
=Y +MZ(ZMZ)~Z'u (7.3)
= Xb, + Zc,, (7.4)

kde b, a ¢, jsou obecné néjaka feSeni prislusné normalni rovnice.
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7. Nasledky nesplnéni predpokladi

Kdy7 prepiSeme (7.4) tak, aby bylo patrné jakou linedrni kombinaci sloupcii
matic X, Z je vektor Y, (co mohou byt vektory by, c,), dostaneme po tpravé (vy-
jaddiime M pomoci X)

Y, = X(b— (X'X)"X'Z¢,) + Zc,, (7.5)

kdyz jsme oznacili
¢, = (Z’MZ)~Z'u. (7.6)

Mtzeme tedy psat
b, =b— (X'X)"X'Zc,, (7.7)

odkud je zfetelny zejména vztah mezi b a by.
Z (7.3) plyne, ze rozdil rezidudlnich sou¢tt ¢tverc mezi uvaZovanym modelem
Y ~ (X3, 021) a skute¢né platngm modelem Y ~ (G4, c?l) je

RSS — RSS, = |[MZ(Z'MZ)~Z'u|?
= [|MZc, 2. (7.8)

Porovnejme jesté stfedni hodnoty obou rezidualnich souctd ctvercd. Protoze
plati model (7.1), je ziejmé E RSS, = (n — h(X,Z))o?. Jinak to dopadne u rezi-
duélniho sou¢tu étverci RSS z (nespravné) predpokladaného modelu. Postupnymi
Upravami dostaneme

ERSS = E||MY|> = E|[M(XB + Zv + e)||> = E||MZ~ + Me||?,
tedy (s ohledem na Ee = 0)
ERSS = ||MZ~|]? + E ||Me||?
= |IMZ~||* + (n — h(X))o?. (7.9)
Vratme se k odhadu Y. Jeho stfedni hodnota je rovna
EY = H(X3 + Zvy) = X3 + HZ~.
Obecné tedy neni nestrannym odhadem pro EY, mé vychyleni
biasY =EY —EY = X3 +HZy — (XB+Zy) = —MZ~. (7.10)

Shriime vlastnosti odhadu klasického modelu.
Véta 7.1. (Vychyleni odhadu, plati-li $irsi model) Necht plati Y ~ (X8+
Z~, 0?1). Pro statistiky odvozené z modelu Y ~ (X3, o%1) plati

bias Y = —MZ~, (7.11)
MZ~||2
bias S = % (7.12)
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Prostor strednich hodnot 7.1

Porovnejme nyni varianéni matice odhadt Y a Y. Snadno dostaneme

N X'X (0} /X
varY = O’Z(X, MZ) ( 0 Z’MZ) (Z’M)

=0’ (H+MZ(Z'MZ)"Z'M). (7.13)

Je-li matice MZ nenulové, bude matice varYg —varY pozitivné definitni, takze
vychyleny odhad je co do rozptylu lepsi. Vychylené odhady vsak neporovnavame
pomoci jejich rozptylu ¢i varianéni matice, ale pomoci stfedni ¢tvercové chyby.
Stredni ¢tvercova chyba odhadu T parametru @ je definovana jako

MSE (T) = E(T — 6)(T — )’
= var (T) + bias (T)bias (T)".

Stfedni ¢tvercovou chybu Y jako odhadu pro EY lze tedy psat
MSEY = varY + (bias Y)(biasY)' = °H + MZ~~'Z'M. (7.14)

Protoze Yg je nestrannym odhadem EY, plati MSE Yg = var Yg.
Porovnejme stiedni ¢tvercové chyby Y, a Y jako odhadt vektoru EY:

MSEY, — MSEY = 0% (MZ(Z'MZ)~Z'M — MZ~~'Z'M/5?) .

Nyni staci pouzit tvrzeni véty A.7 pro A = MZ a ¢ = «/0, abychom zjistili, zZe
rozdil stfednich ¢tvercovych chyb da pozitivné semidefinitni matici, pravé kdyz je
|Ac||? = [[MZ~/c||? < 1. Dosli jsme tak k tvrzeni nasledujici véty.

Véta 7.2. (Kdy je vychyleni malé) Necht plati Y ~ (X3 + Z~, c?l). Pro
Y, z tohoto modelu a pro Y z modelu Y ~ (X3, c?l) plati ekvivalence

MSEY, > MSEY <= |bias Y| < o2 (7.15)

Pri pfedpovédi budouciho pozorovani tedy je vyhodnéjsi pouzit mensi model,
kdyz je vychyleni zpiisobené touto volbou dostatecné malé.

Véta 7.3. (Dusledek) Necht plati Y ~ (X8 + Z~, o2l), necht 6§ = p'B + s'~v
je odhadnutelny parametr v tomto modelu. Necht b je libovolné feSeni normélni
rovnice X’Xb = X'Y. Potom je parametr 7 = p’3 odhadnutelny také v modelu
Y ~ (X3, 02l) a plati

MSE§ > MSE 7 <= ||[MZ~|? < ¢°.
D 1 k a z: Pfedevsim je tfeba dokazat, ze 7 je odhadnutelny parametr. Odhad-
nutelnost 0 je podle véty 2.4 ekvivalentni s existenci vektoru q € R”, pro ktery plati

q'(X,Z) = (p’,s'). Specialné to tedy znamen existenci q, pro ktery plati ¢'X = p/,
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7. Nasledky nesplnéni predpokladi

tedy podle téze véty odhadnutelnost parametru 7 v mensim modelu. Porovnani
stfednich ¢tvercovych chyb plyne z pouziti tvrzeni véty 7.2, kdyz se vezme ohled
na MSE7 = q'(MSEY)q a MSEf = q/(MSEY,)q. O
Poznamka TotéZ dostaneme, pokud v modelu Y ~ (X3 + Z~, 0?l) je odhadnu-
telny parametr 6* = p’3+ 0"y = p’B. Néco jiného vyjde, kdy# plati mensi model, a
my pouzueme model vétsi, i kdyz jen k odhadu odhadnutelné funkce p’'B. Pak jsou
oba odhady Tg* = q’Y a 7* = q'Y nestranné. O vztahu obou st¥ednich &tverco-
vych chyb pak rozhoduje porovnam rozptylt. Z Gaussovy-Markovovy véty plyne,
ze odhad 7* je nejlepsi, takZe 7; nemiize mit rozptyl mensi. Pouzijeme vyjadreni
(7.13) pro rozptyl odhadu 7

var7; = q'(varY,)q
— var?* + ¢ MZ(Z'MZ)~Z'Mq

coz ukazuje, do jaké miry je odhad ve zbytec¢né bohatém modelu méné presny.

7.2. Pripad s Gplnou hodnosti

Piedpoklddejme nyni, Ze matice G = (X, Z) m4 linedrné nezavislé sloupce. Odtud
plyne, 7e také matice X a Z maji linedrné nezavislé sloupce, takze X'X a Z'Z jsou
regularni. Regularni musi byt také matice Z’MZ, nebot prostor M(MZ) musi mit
stejnou dimenzi jako prostor M(Z). MuZeme tedy v tomto piipadé psat (viz (7.7),
(7.6))
b, =b — (X'X)"'X'Zc,, (7.16)
¢y = (Z’'MZ)"'Z'u. (7.17)

Ze vztahu (7.16) mtizeme snadno zjistit vychyleni odhadu b:
biasb = (X'X)'X'Z~. (7.18)

Invertovanim matice rozdélené na pole (viz napiiklad (Andél, 1978, kap. IV, véta 9))
dostaneme

b\ o (XX X'Zz\!
e, ) 77 Xz zZ
o2(X'X - X'2(Z'Z)~1Z'X) ! «
:( ( i ) ) 02(2’MZ)1) (7.19)

kdyZ jsme hvézdickou oznacili matice kovarianci, jejichz explicitni vyjadieni nyni
nepotfebujeme.
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P¥ipad s tplnou hodnosti 7.2

Zavér Pro model Y ~ (X8 + Z~,0?1) s tiplnou hodnosti plati:
a) Je-li X'Z = O, pak plati b, = b (se vSemi disledky).
b) Je-li X'Z # O, pak je odhad b vychylenym odhadem (3, plati viak
varb, > varb. (7.20)
Tvrzeni o varian¢nich maticich plyne z toho, Ze je
X'X-X'Z2(Z2'2)7'Z'X < X'X,
pak staci pouzit vétu A.5 z appendixu o porovnani kvadratickych forem.
Piiklad 7.1 (dva regresory) Necht plati regresni model se dvéma nezavisle pro-
ménnymi
y=po+Pr+~z
=B+ Bz —T) +(z - 2)

kdezto my uvazujeme pouze zavislost na nezavisle proménné x. V takovém pripadé
pouzivame odhad parametru (3; tvaru

b— Z?ﬂglxi —2)(yi — ¥) _ Ty

> i (@i — Z)? Too

s rozptylem
varb = 02 /Ty

Odhadem parametru 35 je Y s rozptylem o2 /n.
Ve skutecnosti jsme méli pouzit odhad zaloZzeny na

bg _ Tzz TIZ -t sz
Cg o sz Tzz sz ’

coz po uprave vede k odhadu

_ Tzszy - Tzszy

bg B TIITZZ - Tz2z
1- T%z ’

kde 72, je vybérovy korelacni koeficient mezi veli¢inami x,z. Rozptyl odhadové
statistiky b, mizeme zapsat jako

2 Tzz
Tzszz - T2
2 1 1

o
Tpwl—12, 1—1r2

varby = o
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7. Nasledky nesplnéni predpokladi

Odtud je vidét zietelné, ze rozptyl b, nemize byt nikdy mensi, nez rozptyl b. Nao-
pak, pfi podobné se chovajicich veli¢indch x a z bude rozptyl b, mnohem vétsi.
Ze vztahu (7.18) o stfedni hodnoté b zde specidlné dostaneme vychyleni od-

hadu b
biasb = Tm'y =4/ .. Tz

O
7.3. Varianéni matice
Predpokladejme, ze ve skutecnosti plati
Y ~ (X8,0°W™ 1), (7.21)

kde W > 0 je znama pozitivné definitni matice. Mozné odhady jsme popsali v oddilu
2.8. Zde se pokusime zjistit nasledky toho, ze vychazime z pfedpokladu

Y ~ (X3,0°%1). (7.22)

Nagim hlavnim cilem je zjistit, kdy je takto ziskany bézny odhad Y totozny s op-
timalnim odAhadem Yw.
Odhad Y je i za platnosti modelu (7.21) nestrannym odhadem EY:

EY = HX3 = X3.
Varianéni matici odhadu Y dostaneme také snadno:
varY = varHY = Ho?W™'H = ¢’HW'H.

Vyjdeme ze zndmé ortonormélni matice P = (Q, N), kde Q je takova matice,
ze plati M(X) = M(Q). Zavedeme-li pracovni oznaceni

Too = QWQ, (7.23)
Tov = QWN, (7.24)
Tyy = N'WN, (7.25)
mizeme matici W zapsat jako W = PP’'WPP’, tedy
I
W = (Q,N) (T’Zi Iﬁf;) (ﬁ,) (7.26)
=QT4oQ + QTonN + NT,H,Q' + NTyyN'. (7.27)

Podobné lze vyjadiit matici W™ jako
W =QT%Q + QT N + NTVQ' + NTVVN'.
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Varianéni matice 7.3

7.3.1. Totozné odhady

Zajima nas, kdy jsou odhady Yw a Y totozné. Je to pravé tehdy, kdyz jsou obé
projekéni matice totozné, tedy kdyz plati (viz téz vétu 2.8)

X(X'X)™X" = X(X'WX)~X'W. (7.28)

K maticim X a Q existuje matice C typu r x (k + 1) takova, ze je X = QC (jsou
to soufadnice jednotlivych sloupcii matice X v bazi Q). Protoze fadky matice C
musi byt linedrné nezavislé, existuje jeji prava inverzni matice C~. Kdyz pouzijeme
vyjadieni X = QC, dostaneme s pouzitim (7.27) a vlastnosti matice P

X'WX = C'Q'WQC = C'TqC.

Odtud je snadno matice CfTééQCJ néjakou pseudoinverzni matici matice X'WX.
Dosadime-li do (7.28), dostaneme s vyuzitim (7.26)

QQ' = QC(C T iCc)c'Qw
= QTéé(TQQQl + TonN')
=QQ' +QT,,TonN".
Uvéazime-li ze matice Q a N maji linedrné nezavislé sloupce, dosli jsme k tvrzeni
nasledujici vety:
Véta 7.4. Odhady YwayY jsou totozné, prave kdyz plati

0 =Tgny = QWN, (7.29)
coz je ekvivalentni s podminkou

0=T9 =QW"!N. (7.30)

D i k a z: K dokonceni ditkkazu staci ukazat ekvivalenci obou podminek. Staci
si vSak uvédomit, ze inverzni matice k blokové diagonalni matici je opét blokoveé
diagonalni. a

Totoznost obou odhadti je tedy zajisténa, kdyz ortogonalni skupiny sloupcti
matic Q, N jsou viuci sobé ortogonalni také v prostoru deformovaném matici W.
(McElroy (1967))

7.3.2. Odhad rozptylu

Jsou-li splnény klasické predpoklady, je S? nestrannym odhadem rozptylu o2. Dilkaz

byl zaloZen na tom, Ze v klasickém linedrnim modelu plati E RSS = (n — r)o?.
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7. Nasledky nesplnéni predpokladi

Zachovame-li oznaceni z 2. kapitoly, mizeme psat
RSS = |lu®> = [NN’e||* = |N'e|*,

kdyz jsme pouzili ortonormalitu sloupcti matice N. Ma-li ndhodny vektor Y a tedy
nahodny vektor e varianén{ matici o2W ™!, ma ndhodny vektor N'Y nulovou st¥edni
hodnotu a varianéni matici

varN'e = 62 N'W~ !N
_ O_ZTNN

Dosli jsme k nésledujicimu tvrzeni:
Véta 7.5. V modelu Y ~ (X3, 0°W™!) je statistika S? nestrannym odhadem
rozptylu o2 pravé, kdyz plati tr NNW™IN =n —r.

Z4dame tedy, aby varianéni matice vektoru N"Y méla stejnou stopu, at uz plati
model Y ~ (XB,02W™") nebo model Y ~ (X3, 21).

7.3.3. Test podmodelu

Tentokrat musime predpoklddat normalni rozdéleni Y ~ N(Xﬁ, O’ZW_l). Pozada-
vek EY = X083, urél podmodel uvazovaného modelu, kdyz plati M(X,) € M(X)
a soucasné 0 < h(Xp) =ro < h(X) =r.

O platnosti podmodelu se rozhoduje pomoci F statistiky z véty 3.1, tvrzeni d).
V porovnani se zminovanou vétou tentokrat ma ndhodny vektor Y jinou variané¢ni
matici. Tvrzeni vSak ztstane v platnosti, pokud ndhodny vektor

QI
(W)

ma rozdéleni N(O, 0’2|). K tomu staci, aby bylo soucasné

QW 'Q, =1 (7.31)
QW IN=0 (7.32)
N'W™IN=1. (7.33)

Véta 7.6.(Jeyaratnam (1982)) KdyZ existuje matice D tak, Ze plati
W' =1+ XD’ + DX, (7.34)

a plati podmodel, pak statistika F' z (3.10) ma rozdéleni F,_,; —p.

D d k a z Je tfeba dokédzat, Ze plati vztahy (7.31)—(7.33). Toho se snadno
doséhne, kdyz se vyuzije vztahit X,N = O a Q} X, = O. O
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Varianéni matice 7.3

7.3.4. Priklady

Zde uvedeme dva modely, které vedou k specidlnim maticim W.

Piiklad 7.2 (ndhodné bloky) Rozsifme tlohu, kterd vedla na jednoduché tiidéni.
Opét chceme porovnat I néjakych oSetfeni. Abychom co mozné nejvice zmensili vliv
variability pokusnych objektl (zvifat, osob, poli¢ek), sestavime nejprve J pokud
mozno homogennich skupin (bloki) po I prvcich (my$i z jednoho hnizda, sourozenci,
velké pole, v némz vydélujeme policka). V daném bloku pak nédhodné ptidélime
kazdému prvku jedno oSetfeni. Vysledny model by mél spliiovat (1 < ¢ < I,1 <
Ji<J)

Yij = p+a; + Bj + eij, (7.35)
kde e;; ~ N(0,02), B ~ N(O,U%) je celkem IJ + J nezévislych nahodnych veli-
¢in. Nezndmé konstanty (parametry) o, se nazyvaji pevné efekty, kdezto B; jsou
nahodné efekty jednotlivych bloku.

Snadno zjistime, ze plati

cov(Yij, Ypq) = cov(B; + eij, By + epg) = 0ipdjq0” + 8405,
coz lze pomoci Kroneckerova sou¢inu (viz (A.21)) zapsat jako
varY = a?(l; @ 1) + o511 @ 1)

= g2 ((l] ® |']) + 2—1223(1]./ ® |'])) (7.36)

ProtoZze v nasem modelu maji jednotlivé slozky vektoru Y stejné stfedni hodnoty,
jako v modelu analyzy rozptylu jednoduchého tfidéni, je stejna i matice X. Matici
P = (Q,N) s ortonormdlni bazi R™ snadno vyjadiime pomoci matice Ng typu
J x (J — 1), pro kterou je (1/(1/J)1,Ng) ortonormalni. Snadno je

Q=(; ®/(1/1), (7.37)
N =1; ® No. (7.38)

Ovéiime, Ze jsou oba odhady Yy = Y v modelu nahodnych blokii totozné.
Podle véty 7.4 sta¢i ovéfit podminku (7.30):

QW !N = \/g(lf ®1") ((II ®1y) + Z—%(ll’ ® IJ)) (I ® Np), (7.39)

1 2
= \/; ((Il ® 1'Ng) + Z—’;(ll’ ® 1'N0)) : (7.40)
=0, (7.41)
nebot je 1'Ng = 0'.
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7. Nasledky nesplnéni predpokladi

DAl se snadno zjisti, ze je tr (I; ® NgNg) = I(J — 1) = n — I, takZe odhad S>
je nutné kladné vychylenym odhadem o2. Podobné se da ukazat, Ze matici w!
nelze pro test hypotézy, Ze pevné efekty jsou totozné, zapsat ve tvaru (7.34) z véty
7.6, nebot druhy séitanec ve vyjadieni W™ mé pro o > 0 hodnost J — 1, kdezto
matice podmodelu mé hodnost zfejmeé jen 1. O

Piiklad 7.3 (adjustace) Mé&Fici piistroj je tieba nejprve adjustovat, nastavit na
ném nulu. K tomuto ucelu se provadi ng méfeni Y znamého etalonu s hodnotou
1o, & pak se k nastaveni stupnice pouzije zjistény primér Yy ~ N(u0,02 /no).
Vlastni méfeni (vyjddfené na stupnici pfed nastavenim nuly) vyhovuje modelu
Y ~N (53 + x.03, 02) pro i =1,...,n. Ve skutecnosti vSak porovnavame zjisténou
urovenl méfené veliciny s primérnou hodnotou Yy u etalonu, takze dal budeme
zpracovavat ndhodné veli¢iny Y; vyhovujici modelu

= (85 — po) +xiB + (e} — &)

= o +x;B + ei,
kde e*,e7, ..., e}, jsou nezavislé ndhodné veli¢iny. Protoze plati

cov(Y;,Y;) = cov(e; — &, e; — &)
= (SijO'Z 4+ 0'2/7’Lo,

mizeme varianéni matici psat ve tvaru

varY = o” (1+ (1/no)11") (7.42)
Kazd4 slozka vektoru Y mé rozptyl ((ng+1)/n¢)o? a kazdé dvé riizné slozky stejnou
kovarianci (1/ng)o?.

Lze snadno ukazat, ze v popsaném modelu jsou odhady Y a Yy totozné, také
odhad S? rozptylu 02 je nestranny. Je-li podmodelem EY ~ (17, 02W71), je také
splnén ptredpoklad (7.34) véty 7.6.

K popsané tloze se dojde naptiklad pfi méreni fluorescence, které je vlastné
méfenim relativnim. Nezname totiz multiplikativni konstantu, ktera udava pomér

mezi naméfenym elektrickym signalem a skutecné vyzarenou energii. K aditivnimu
modelu, jako v nasem piikladu, dojdeme po logaritmovani. O

7.4. Typ rozdéleni

Nakonec pojednédme o vlivu nesplnéni pfedpokladu normalniho rozdéleni. Budeme
piedpokladat model Y ~ (X3, ?l), pfi¢emz ndhodné veli¢iny jsou Y7, ...,Y;, ne-
zavislé, maji stejné rozdéleni s Sikmosti v, a Spicatosti vo (pro uréitost: vo =
E(ei/o)* —3).
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7.4.1. Optimalita odhadu rozptylu

Zavedli jsme odhad S? rozptylu o2, zjistili jsme (2.12), Ze je nestranny. Nezabyvali
jsme se vSak otazkou, zda je tento odhad nejlepsi. Pro jednoduchost budeme od-
hadovat nasobek parametru o2, parametr § = (n — r)o?, pro ktery je nestrannym
odhadem statistika RSS. V dalsim budeme zjistovat, za jakych pfedpokladu je ve
zvolené t¥idé odhadd odhad RS'S nejlepsim odhadem 6.

Necht A je libovolna pozitivné semidefinitni matice typu n x n. VySetfujme
vlastnosti statistiky 7 = Y'AY, kter4 je vzhledem k pfedpokladu A > 0 nezéporna.
Ma-li byt tato statistika nestrannym odhadem parametru 6, musi pro vSechna 3 a
o? > 0 platit:

ET=EY'AY = trAEYY' = trA((EY)(EY) +varY)
= trA (XBB'X + %) = BX'AXB+ o’ trA = (n—1)o”.
Vzhledem k pozadované pozitivni semidefinitnosti matice A je nestrannost T ekvi-
valentni s dvojici pozadavki

AX =0, (7.43)
trA=n—r. (7.44)

Pozadavek (7.43) umo#iiuje misto Y'AY psat e Ae. Podle véty A.11 dostaneme
varY'AY = ¢ (72 Z a?i + 2tr AZ) .

ProtoZe je nasim cilem konfrontovat odhad T'= Y'AY s odhadem RSS = Y'MY,
zavedeme matici D = A — M. Pozadavek (7.44) ptejde v pozadavek

trD =0, (7.45)

podobné pozadavek (7.43) znamend O = (M 4+ D)X = DX. Je tedy nutné (nezapo-
metime, Ze matice D je symetrickd) M(D) C M(M), tedy

MD = D. (7.46)

Nyni budeme minimalizovat rozptyl kvadratické formy s matici A = M + D.
K tomu budeme potiebovat druhou mocninu matice A. S vyuzitim (7.46) a (7.45)
dostaneme

A? = (M + D)(M + D)
=M + 2D + D2,
trA? = (n —r) 4+ trD%
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Proto nakonec vychézi
varY'AY =o' (13 (3o m2 +2 mudis + 3 &%) +2(n — 1) + 2t D?)
= ot (72 Z m? + 2(n — r))
+20" (12> /2 + " madii) + trD?)
=varY'MY + 20%¢(D),

kde jsme zavedli
9(D) =2 (Z d3 /2 + Zmiidii) + trD%.
PopiSeme dvé situace, v nichz funkce g(D) minimélni pravé pro D = O.

P¥ipad 72 = 0. Tento predpoklad spliiuje zejména normalni rozdéleni. Funkce
g(D) = tr D? je nezaporné, minimélni je pravé pro D = O.

Pf¥ipad m;; = m. Pokud jsou vSechny diagonalni prvky matice M stejné, musi byt
rovny hodnoté (n — r)/n, nebot stopa matice M je rovna n — r. Proto lze funkeci
g(D) postupné (pouzij (7.45)) upravit na vyraz

g(D) = szd?z-/? + szzzj
= (y2/2+1)> di+2) > dz.

i<j

Vyraz je minimalni op&t pro D = O, nebot obecné plati vo > —2.
Shrneme-li sva zjisténi, dostaneme nasledujici tvrzeni.
Véta 7.7.(Atiqullah (1962)) Jestlize plati néktera z podminek

2 =0, (7.47)

potom je odhad S? nejlepsim kvadratickym nezdpornym nestrannym odhadem roz-
ptylu o2. Je-li spInéna podminka (7.48), potom plati

varSQZE 1+En—r
2 n '

D 1 k a z: K dikazu staci si uvédomit, ze plati h;; = 1 — m;;, zbytek dikazu
plyne z tivah uvedenych pred znénim tvrzeni. O

Spliiuje-li linedrni model podminku (7.48), fikdme, Ze je to kvadraticky vy-
vazeny model. Mezi kvadraticky vyvaZzené patii zejména mnohé modely analyzy
rozptylu.
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7.4.2. Test podmodelu

Snadno se lze pfesvédéit, ze v normélnim linedrnim modelu lze statistiku F' (3.10)
pro testovani podmodelu EY = X3, vyjadfit jako podil dvou nezavislych ne-
strannych odhadt rozptylu (pro zjednodusSeni ozna¢ime Qo = N, pfislusné stupné
volnosti jsou fi =r—rga fo=n—r)

B Y'Q:Q\Y/f1

F= NO AN £
Y Q:Q,Y/f

pficem? pozitivné semidefinitni idempotentni (projekéni) matice Q;Q’; maji hod-
nosti h(Q;Q)) = h(Q;) = f; a plati Q1Qy = 0. V dalsim budeme aproximovat
prvni dva momenty logaritmu statistiky F' a pokusime se vymezit, kdy budou tyto
aproximace stejné, jako v pripadé normalniho linedrniho modelu s klasickou vari-
anéni matici.
Oznac¢me vektor diagonalnich prvkd matice Q; Q; symbolem q;. Potom pro j-ty
odhad rozptylu
57 =Y'Q;Q)Y/f (7.49)

s pouzitim véty A.11 plati E 5]2- =02 a také
2 04 / -
VarSj = F(’}Qq]q] + 2fj)’ J = 1,2,
J

4
g
cov(S7,53) = E’mq/ﬁh-

K nekorelovanosti obou odhadt rozptylu zdanlivé neni nutné v, = 0 (napf. nor-
malni rozdéleni), stacila by ,ortogonalita“ diagonalnich prvki matic Q; Q] a Q2 Q5.
Tyto matice jsou vSak pozitivné semidefinitni, takze vektory q;, q, maji nezdporné
prvky. K ortogonalité by se tedy musel sejit kazdy nenulovy prvek jednoho vektoru
s nulovym prvkem druhého vektoru. Pfitom pfinejmensim u diagonalnich prvki
matice Q2Q5 = M jsou v rozumnych piipadech nulové prvky vylouceny (viz vétu
8.1).

Misto F budeme d&l vySetifovat rozdéleni Z = (1/2) log F, nebot i v normalnim
modelu je rozdéleni statistiky Z mnohem vice symetrické, lépe aproximovatelné
normalnim rozdélenim. Pomoci Taylorova rozvoje

2 _ 52

S 1 (85?072 1
2 - 2 J J
log S5 =logo” + TR + 51 (_04)

dostaneme
var S?
E log S7 =logo” — 2043 (7.50)
1 V2
=logo? — — — —=.q'q,, (7.51)
fioo2f2
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7. Nasledky nesplnéni predpokladi

takze pro E Z dostaneme aproximaci

EZi%(EIOgSffElogsg)
1/1 1 4w [(1, » ))
— ___+_ . _
2 (f2 f1 2 ( 22q2q2 12Q1CI1
RN S
=3 (f2 i + 2722 (f192 — f2q1)"(f19, +f2q1)) )

Podobné pomoci aproximace log S7 = logo® + (5% — ¢°)/0? dostaneme

L1/1 1 2
varZ = 3 (E + E) (1 + m(ﬁ% — f2q1)(f195 — f2Q1)) :

Zavér je nasnadé. Aproximované prvni dva momenty statistiky Z nezavisi na hod-
noté s, kdyz plati
f1ay = faqy. (7.52)

Jednou ze situaci, kdy je tato podminka splnéna, je piipad kdy model i pod-
model jsou kvadraticky vyvazené. Pak je totiz q; = (f;/n)1 a podminka (7.52) je
bezpecéné splnéna.

Poznamka. V ¢lanku Box, Watson (1962) je vySetfovan specialni podmodel EY =
13y. Technikou permutacnich momentt je ukazano, Ze rozptyl testové statistiky
nezavisi na 7y, v pfipadé, Ze se fadky matice X (nebereme v ivahu sloupec 1, jehoz
pritomnost v X se pfedpoklddd) chovaji jako ndhodny vybér z mnohorozmérného
normalniho rozdéleni.

7.4.3. Priklady

Ukazme si priklad kvadraticky vyvazeného modelu.
Piiklad 7.4 (dvojné tfidéni) V oddilu 6.2 jsme zavedli model pro

Yijg =p+ao;+ 08 +vij+ey, 1<t<n;,1<i<1,1<5<J,

piicemz nahodné veli¢iny e;;; ~ N (07 02) jsou nezavislé. Vysvétlili jsme, Ze je

1 o
Yijt = Yije = — g Yijt-
Mij i1

Je tedy hijeije = 1/n;j;, takze o kvadraticky vyvazeny model pijde v ptipadé, ze
pocty opakovéani n;; budou shodné, tj. kdyz bude n;; = T' pro vSechna 1, j.
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Kdyz testujeme nulovou hypotézu, podle které je vliv faktora A, B aditivni,
ovéfujeme vlastné podmodel dany omezenimi v;; = 0 pro vSechna ¢, j, tedy plati

Yij=p+oai+8j+ey, 1<t<n;1<i<I1<5<J

V piipadé n;; = T pro vSechna ¢,j bude v podmodelu odhadem stfedni hodnoty
EY;;: vyraz
YO 5_/1'.. + ?ojo - 5_/.00

ijt —

1 1 1
= 7= ;Yijw + ﬁ;Yi’jt’ ~ T Z Yirjur,

it

takZe tentokrat je
0 1 1 1

po. o = )
it = 77 I T TUT
Vektor q, z odstavce 7.4.2 (diagonala matice Q;Q}) ma tedy kazdém misté prvek

1 11 1 (I-1)(J-1)
hiiviie —ho, == — | — 4 — - — | = — 2~/
bt Mgtagt = <JT I IJ) 1IJT
Ukéazkou kvadraticky vyvazeného modelu je priklad 6.6. O
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8. Rezidua

V této kapitole se budeme vénovat podrobné slozkdm u; vektoru u a jednotlivym
jejich ,vylepSenim“. Zavedeme dvoji upravena rezidua, vhodné zejména pro tes-
tovani odlehlosti jednotlivych pozorovani. Proto bude uziteéné vysetfit vlastnosti
odhadi po vynechani jednoho pozorovani.

8.1. Vynechani jednoho pozorovani

Zvolime pevné index t a budeme se snazit vySetfit model bez tohoto pozorovani
(nazveme jej model vynechaného pozorovani). PouZzijeme pii tom oznaceni zavedené

na zacatku appendixu:
Y_ i ~ (X_tef3,0°0). (8.1)

Odhady v modelu (8.1) budeme porovnavat s jinym modelem, kde naopak pfidame
jednu nezavisle proménnou, specifickou pro jediné, t-té pozorovani (nazveme model
odlehlého pozorovdni).

Y ~ (X8 + 0. (5.2
V tomto druhém piipadé jde o specidlni pFipad rozsifeného modelu (7.1), proto sta-

tistiky vztazené k tomuto modelu oznac¢ime dolnim indexem g. Nejprve se budeme
zajimat o predpoklady, které zajisti odhadnutelnost parametru ~.

Véta 8.1. Nasledujici tii tvrzeni jsou ekvivalentni:

h(X) = h(X_ta), (8.3)
My > 0, (84)
~ je v modelu (8.2) odhadnutelné. (8.5)

D 1 k a z: Plati ekvivalence
my = j;Mj, =0 < Mj, =0 & j, € M(X).

To znamené, ze my; = 0 pravé tehdy, kdyz existuje a € R” tak, ze je Xa = j,. Jinymi
slovy pravé tehdy, kdyz existuje vektor a, ktery je kolmy na vSechny fadky matice

89



8. Rezidua

X s vyjimkou ¢-tého. Posledni tvrzen{ viak lze psat také tak, ze M(X')* je vlastni
podmnozinou M((X_se)’)*, coZ je opét ekvivalentni s tvrzenim, ze M((X_s)’) je
vlastni podmnozinou M (X'), coz je uz naposled ekvivalentni s tvrzenim h(X_;,) <
h(X). Protoze nutné plati h(X_) < h(X), dokédzali jsme tak ekvivalenci (8.3) a
(8.4).
Vénujme se nyni odhadnutelnosti parametru v v modelu (8.2). Ta je ekvivalentni
s existenci vektoru q spliujictho (0',1) = q'(X,j,), tedy 1 = q'j, = ¢; a soucasné
g'X = 0. Druhy vztah je ekvivalentni s tvrzenim (x;e)’ = (—q_,;)'X_te. Je tedy
Xte € M((X_te)'), coz je koneéné ekvivalentni s (8.3). O
Nyni vyjadiime v naSem specidlnim pfipadé feSeni ¢, normalni rovnice modelu
(8.2) podle (7.6)
¢y = (iMi,) Jju.
Je-li my > 0, je parametr v odhadnutelny a vyjde
g = —t (8.6)

Myt
Podobné podle (7.7) vyjde v tomto piipadé

Ut

b, =b (X'X) ™ xse (8.7)

Myt
a také
Yg = Xby +jicg = X (b - (X/X)_lxljtcg) +icq
=Y+ (1= XX'X)"X)j, = Y+ ——my.
Myt Myt

Protoze je d = Yg — Y, dostaneme jesté

2 2
RSS — RSS, = [|d[|2 = £ (m,s)'mype = —. 8.8
= I = 2 (e, = (53

Vratme se ke vztahu modelt (8.1) a (8.2). Odhady v modelu (8.1) oznacime
dolnim indexem [—te].

Véta 8.2. (Ekvivalence dvou modela) Vektor b, je feSenim normélni rov-
nice modelu (8.1) pravé, kdyz je spolu s ¢y = Y; — (xte)'b, FeSenim modelu (8.2).
Rezidualni soucty ¢tverct jsou v obou modelech stejné. Je-li my > 0, pak plati

Ut Ing\ —
bi_yel = b — 2 (X'X) " xpe, .

[—te] mtt( )Xt (8.9)

up
RSS|_jq = RSS — L (8.10)

Mgt

52 a2
Cte] BT 7% (8.11)

S2 n—r—1"
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kde jsme oznacili
Ut

- S\/mtt-

vy (8.12)

D 1 k a z: Dtkaz plyne ze vztahu
1Y =XB =i = 1Yt = XoaBI1* + (Ve = (x00)'B — 7). (8.13)

Je zfejmé, ze pro kazdé 3 lze zvolit v tak, aby se posledni ¢len na pravé strané
anuloval. Vztahy (8.9) a (8.10) plynou pak bezprostfedné z (8.7) a (8.8). Vztah
(8.11) dostaneme postupnou upravou zalozenou na S[th.] = RSS[_4e)/(n—1—7).
O

Statistika v; se nazyva normované reziduum (nékdy také studentizované, ale
toto oznaceni pouZijeme pozdéji pro ponékud jinak definovanou statistiku). V pro-
stfedi R lze spocitat tato rezidua pomoci funkce rstandard(a), kde a je vysledek
pouziti funkce 1m(). Jednoduchym dtsledkem vztahu (8.11) je ekvivalence

St e < 5% & Jur] > 1. (8.14)
Véta 8.3. (Vlastnosti normovaného rezidua) V normalnim linedrnim mo-

delu splnujicim my; > 0 plati Evy = 0 a varv, = 1.
D 1 k a z: Statistiku v, lze psat jako

GGNY(N'Y) /n—r oj;NU [n—7r
Ut = 7 = )
[INTY]| my o|[U]] Y my
kde je U = NY ~ N(0,1) (viz (2.23)). ProtoZe se zifejmé v; nezméni, kdyZ misto

U pro ¢ > 0 pouzijeme cU, podle véty A.12 jsou ndhodné veli¢iny S a v; jsou
nezavislé. Odtud plyne

0= Eut = E(vtS\/mtt) = (Evt)(ES)\/mtt = EUt =0

a podobné

myo” = Euj = (Ev})(ES*)my = myo®Evy = Evf = 1.

8.2. Studentizovana rezidua

Jak jsme zjistili, pokud plati my > 0, je parametr v v modelu (8.2) odhadnutelny.
Pozadavek v = 0 urcuje podmodel, v némz plati Y ~ N (Xﬁ7 0’2|). Testovani pod-
modelu lze testovat pomoci F statistiky, jednodussi bude v modelu (8.2) testovat
hypotézu Hg : v = 0 pomoci t-statistiky (2.25) z véty 2.6.
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Odhad parametru vy zndme z (8.6). Dale snadno zjistime, Ze je

Ut O'2mtt O'2
varcy, =var | — | = = —.

2
Myt My Myt

Parametr 02 odhadneme pomoci S[th.], kteryzto odhad je identicky s odhadem
rozptylu v modelu (8.2). Musime v8ak pozadovat n — r > 1. Proto mé ¢-statistika
Ut

v = ————— 8.15
! S[—to]\/mtt ( )

za platnosti hypotézy rozdéleni t,,_,_;. Statistika v} se nazyva studentizované re-
ziduum.

Zkusme pouzit model (8.1) k tomu, abychom odhadli nezndmé parametry a pak
ovérili, zda t-té pozorovani klasického modelu Y ~ N(Xﬁ, azl) vyhovuje stejnému
modelu.

Odhadnéme nejprve stiedni hodnotu EY; = (x4 )’3 pomoci modelu (8.1), ktery
ndhodnou veli¢inu Y; neobsahuje. Parametrickd funkce (x:s)'3 je nutné v tomto
modelu odhadnutelnd, nebot predpoklad my > 0 je podle véty 8.1 ekvivalentni
s tim, Ze matice X a X_;s maji stejnou hodnost, takZe parametr (x:)'3 je od-
hadnutelny. Rozdil mezi skuteénym pozorovanim a odhadem jeho stfedni hodnoty
Y: — (xte)'bj_1q] je podle ditkazu véty 8.2 roven pravé c,. Lze tedy definici stu-
dentizovaného rezidua (8.15) interpretovat jako porovnani pfedpovédi zaloZzené na
modelu (8.1) se skuteénou hodnotou Y3, co je typické pro postupy nazyvané jackk-
niffe. Proto se nékdy naSe studentizovana rezidua nazyvaji také jackkniffe rezidua.
Samotny rozdil ¢, se v pocitacovych vystupech ¢asto nazyvé deleted residual. V R
se studentizovana rezidua pocitaji pomoci funkce rstudent (a), kde a je vysledek
pouziti 1m().

Véta 8.4. (Vlastnosti studentizovanych rezidui) Nechf pro dané ¢, 1 <
t < n, v normélnim linedrnim modelu Y ~ N(X@3,02l) plati my > 0, necht je
n—r > 1. Potom m4 studentizované reziduum v; Studentovo t-rozdélenis n—r—1
stupni volnosti a plati

je-lin —r>2 pak Evf =0, (8.16)
n—r—1

je-lin —r >3, pak varv; = et (8.17)
n—r—

D 1 k a z: K dokonceni dikazu sta¢i pfipomenout vlastnosti Studentova rozdé-
leni, viz naptiklad (Andél, 1998, odst. 4.5). O

Posledni tivahou jsme vlastné sledovali smysl modelu odlehlého pozorovani (8.2).
Parametr -y slouzi k tomu, aby stfedni hodnota t-tého pozorovani mohla byt zcela in-
dividualni, nezavisla na stfednich hodnotach ostatnich pozorovani. Pouze v pripadé
v = 0 je pouzity model pro vSechna pozorovani stejny. Odtud dostavame nejcastéjsi
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pouziti studentizovanych rezidui, kdy pomoci v; testujeme, zda t-té pozorovani je
odlehlé, tj. ma stredni hodnotu jinou, nez urcuje model.

Uvedeny postup je adekvéatni v pfipadé, Ze index ¢ (které pozorovani ma byt
odlehlé) zname predem, nezavisle na ndhodném vektoru Y. Na hladiné « oznacime
t-té pozorovani (¢ pfedem déano) za odlehlé, kdyz plati |vf| > t,,—r—1(c).
vani by mohlo byt odlehlé. Z odlehlosti podeztivame takové pozorovani, které mé
v absolutni hodnoté nejvétsi reziduum, pripadné v absolutni hodnoté nejvétsi stu-
dentizované reziduum (nebo normované reziduum, co# je totéz). Resen4 tiloha patii
k mnohonasobnym srovnanim.

Pro 6 € (0,1) a pro i = 1,...,n zavedme ndhodné jevy W;(0) = {|vf| >
tn—r—1(6)}. Nékteré z n pozorovani bychom méli na hladiné nejvyse a oznadit
za odlehlé, pokud plati P(UP; W;(d)) < «a. Problém jak zvolit § pomuzZe vyfesit
Bonferroniho nerovnost (viz téz A.13 z appendixu pro A; = W;(d)). Zvolime-li
d = a/n, bude zajisténo

n

P(UL,Wi(a/n)) <Y P(Wi(a/n)) = a.

i=1

Prakticky to znamena pouzit kritickou hodnotu ¢,,_,_1(a/n). Soudobé programové
vybaveni je schopno udat ke kazdému studentizovanému reziduu v; hodnotu p; =
P(|Th—r—1| > v}), kde T},——1 je ndhodna veli¢ina s rozdélenim t,,_,_;. Za odlehlé
pak oznacime kazdé pozorovani, pro které vyjde p; < a/n, coz je totéz, jako |vf| >
ty—r—1(a/n).

Ponékud jemnéjsi Holmovu metodu mnohonasobnych srovnani Ize nalézt u Ha-
vrénka (1993) od str. 174. Jesté jemnéjsi postupy obsahuje knihovna multcomp
v procedurdch simint () a simtest().

8.3. VIliv jednotlivych pozorovani

Pfipomenime vyznam dolniho indexu [—te] (zavedeno na str. 185), ktery oznacuje
odhad ziskany z modelu (8.1) bez t-tého pozorovéni, at uz jej pouzijeme k jaké-
mukoliv tcelu. Symbolem Y[_t.] tedy oznacime odhad celého n-clenného vektoru
EY.

O vlivu jednotlivych pozorovani vypovidaji rezidua. Dalsi pohled dostaneme,
kdyz porovname odhady konstanty EY;, pfipadné vektoru 3, zaloZené na vsSech
pozorovanich s odhady ziskanymi po vylouceni jediného pozorovani. Zpravidla se
pfi tom predpoklada, ze vylouceni jednoho pozorovani nesnizi hodnost regresni
matice X, tedy Ze pro pfislusné ¢ plati mys > 0.
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8. Rezidua

Nejprve se budeme zabyvat citlivosti odhadd na pfipadné vylouceni ¢t-tého po-
zorovani.

8.3.1. Diagonéla H

Predevsim pripomenme, ze v tomto textu uvazujeme model s absolutnim ¢lenem,
takovy, ze prvni sloupec matice X je tvoren jednickami. Pouzijme oznaceni

X = (l,x.l,--- 7x.k).

Symbolem x,; tedy znacime hodnoty j-tého regresoru a symbolem Z; oznacime
prameér tohoto regresoru. Symbolem X oznac¢ime matici s centovanymi k sloupci

X= (xol - i'll,X.Q - i‘217 crr oy Xek T i‘kl) .

Plati zfejmé M(X) = M((1, X)), takze projekéni matici H lze zapsat také ve tvaru

n B ~/

/
~ ~ ]_ ~ o~ ~
H=(1,X s 1,X) =11 + X(X X)™X.
1% (5 yg) @K =110+ XXX)
Je tedy
]. _ _ VA — — /
htt:ﬁ+(xt1—z1,...,:ctk71'k)(XX) (1 — T1s - T — Tie),

takze t-ty diagondlni prvek matice H mtizeme interpretovat jako o éislo 1/n zvét-
(Ctenat jists sam zjisti, pro¢ je hodnota hy déna jednoznaéné). Samotna hod-
nota hy je v pocitacovych vystupech uvadéna pod oznacenim leverage. Pozorovani
s velkou hodnotou hy mohou zna¢né ovlivnit odhad parametru 3, zpravidla se za
mezni hodnotu povazuje hodnota 2r/n, coz je pravé dvojnésobek priameéru z hodnot
h1i1, ..., hnp. Erkova funkce influence.measures () povazuje za mezni az hodnotu
3r/n.
Pro regresni pfimku (viz (4.3)) plati

(z: — @)

1
hiyt = — _
ST S P

Nejvice tedy ovliviiuji odhad parametri regresni pfimky ta pozorovani, jejichz ne-
zavisle proménné je nejdale od priméru této proménné.
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Vliv jednotlivych pozorovani 8.3

8.3.2. DFBETAS

Abychom mohli porovnavat dva odhady vektoru 8, musime zajistit jeho odhadnu-
telnost. Proto zde pfedpokldddme tiplnou hodnost matice X. Podle (8.9) z véty 8.2
plati (pouzijeme opét oznaceni V = (X'X)™1)

u
b— b= m—Lth.. (8.18)

Tyto rozdily ukazuji zmény v odhadech jednotlivych regresnich koeficienti zpu-
sobené vynechanim t-tého pozorovani. Castéji se uvedené rozdily skaluji tak, ze
jsou vydéleny odhadem stfedni chyby pfislusné slozky vektoru b, takze j-ta slozka
skalovaného rozdilu je rovna

bj — bj[—te)
S[—t.] Vi3

Uvedené rozdily byvaji oznacovany jako DFBET AS. Neskalovanou verzi rozdilu
uvedenou v (8.18) bychom pak ozna¢ili jako DFBET A.

N (8.19)

8.3.3. DFFITS

Podobné se miizeme zajimat o odhad parametrické funkce p; = (xte)'3, kterd je
vzdy odhadnutelna. Predpoklad my; > 0 zajisti, Ze je odhadnutelna i po vynechani
t-tého pozorovani. Proto bez ohledu na hodnost matice X plati

N . _ U
Yrt[fto] = (xto)/b[fto] =Y - (Xt.)/(X/X) xto—t
Mt
- h
=Y - iUt
Mt
Rozdil odhadi stfedni hodnoty EY; lze tedy vyjadrit jako
- - h
Vi = Vijote] = —2uy. (8.20)
Myt

Uvedeny rozdil byva nékdy oznacen jako DF FIT. Podobné jako u rozdilu odhadi
regresnich koeficienttt provedeme skalovani, pficemz pouzijeme varY; = 02hy. Po-
stupnymi ipravami dojdeme k vyjadreni pomoci studentizovaného rezidua

N(EY;) = Y Vi R
VvarY; Mt S|_te)V htt Mt S[—te]/ Tt
hut
=/ v 8.21
Myt ! ( )

Pro tuto statistiku se pouziva oznaceni DFFITS.
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8. Rezidua

8.3.4. Cookova vzdalenost

Pokusme se vyjadrit vliv ¢t-tého pozorovani na odhad celé stfedni hodnoty EY
pomoci jediného ¢isla tak, ze zjistime ¢tverec délky rozdilu obou odhad:

IV = Y awlP = [1Xb = Xby_qay[* = [[X(b — bi_pa))|I
= (b~ bl X'X(b ~ by_ys))

= () X (o)

Myt Myt
2

U
t

- —2 htt-
My

Drobnou modifikaci (nap¥. abychom dostali bezrozmérnou charakteristiku) dosta-
neme odtud Cookovu vzdalenost

1 A N 9 9 he 1
D, = @HY — Y _4l]* = v; pr— (8.22)

Cookova vzdélenost je tedy soucinem t¥i ¢lenti. Prvni z nich ukazuje nakolik se
stfedni hodnota zavisle proménné Y; odlisSuje od stfedni hodnoty dané modelem.
Druhy ¢len je monotonni funkci hy, kterazto hodnota ukazuje, jak daleko je fadek
hodnosti matice X) ¢tverci statistiky A(EY;), jen je pouzito normované reziduum
v; na misto rezidua studentizovaného v}.

8.3.5. COVRATIO

Nyni budeme hodnotit vliv vynechani ¢-tého pozorovani na presnost odhadt re-
gresnich koeficientd. Budeme tedy opét predpokladat model s tplnou hodnosti.
Abychom misto odhadu varian¢éni matice dostali jednorozmeérnou charakteristiku,
pouzijeme determinant tohoto odhadu. Statistika COV RATIO je dana podilem
téchto determinantti, pficemz v citateli se determinant odkazuje na odhady s vy-
nechanim ¢-tého pozorovani.

Dfive nez uvedeme vzorec, pomoci ¢asto pouzivané identity pro determinanty
(viz napf. (Andél, 1978, Véta IV. 4), (Andél, 2005, Véta A. 4)) najdeme vztah mezi

determinanty dvou souvisejicich matic:

X/X Xte

oy 1| = XX = () (X)) = (XX

=1- }X/X — Xt.(Xt.)/} = |(X,t.)/X,t.|.
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Nabidka prostredi R 8.4

Hledany podil je tedy

- k41
|Var b[—to] | _ S[Z—to] |XIX|
|varb| S2 [(X_te) X_te]

g2 k+1 .
_ ([ Ziztel
( = ) . (8.23)

1 n—k—1-—v? k1
B Mt n—k—2 '
Piesnost odhadu regresnich koeficienti se tedy po vynechéni t-tého pozorovani

zlepsi napiiklad tehdy, kdyZ je jeho studentizované reziduum pfili§ velké (daleko od
nuly).

8.4. Nabidka prostredi R

V prostfedi R je k disposici zejména funkce influence.measures(), kterou lze
pouzit na objekt t¥idy lm. Vysledkem je objekt tiidy infl, ktery je slozen ze tii
prvkl: infmat, is.inf, call.

V matici nazvané infmat jsou soustiedény hlavni diagnostické statistiky. Kazdy
fadek odpovida jednomu pozorovani, tedy jednomu fadku matice (Y, X). Prvnich
k+1 sloupct tvofi matici statistik DFBET AS, jejiz (¢, j)-ty prvek je ddn vztahem
(8.19). Tyto sloupce jsou nazvany dfb., kde za teckou nésleduje (nékdy pFimé-
Fené zkraceny) ndzev piislusného regresoru. Nésleduje sloupec statistik DFFITS
oznaceny dffit. Dalsi sloupce, nazvané cov.r, cook.d, hat obsahuji odpovidajici
statistiky COV RATIO, D; a hy;.

Matice is.inf mé stejny rozmér jako infmat. Jednotlivé prvky odpovidaji
prvkiim matice infmat, jsou TRUE, pokud pfislusny prvek ukazuje na problém, t;j.
pokud piekracuje (mnohdy velmi arbitrarné) zvolenou mez. Je to tehdy, kdyz

[2:(85)] > 1, (8.24)

k+1
|AW(EYY)| > 1 (8.25)

k+1
1—-COVRATIO| >3——— 8.26
| >3 At (8.26)
Fri1n—t-1(Dt) > 0,5, (F je distr. funkce F' rozdéleni) (8.27)
k+1
hee > 3oL (8.28)
n
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8. Rezidua

V pripadé statistik, které 1ze spocitat, i kdyz nema regresni matice linedrné nezavislé
sloupce (DFFITS, hy) je hodnota k + 1 nahrazena hodnosti regresni matice.

Pokud tiskneme matici infmat funkci print (), nejprve se pfipomene tvar vy-
Setfované zavislosti ulozeny v call. Pak se tiskne matice infmat, pficemz na konec
kazdého fadku je doplnéna bud hvézdi¢ka nebo mezera podle toho, zda je v daném
Ffadku matice is.inf aspon jednou TRUE ¢i nikoliv. Vystup pomoci summary obsa-
huje pouze ty fadky, které v bohatsim vystupu pomoci print obsahuji hvézdicku.
Hvézdicky jsou tentokrat umistény u prislusné statistiky.

Normovana rezidua lze v R spocitat, kdyz se na objekt tfidy 1m pouzije funkce
rstandard. Podobné lze spocitat vektor studentizovanych rezidui pomoci funkce
rstudent, a dal$i statistiky pomoci funkci dffits, dfbetas, covratio,
cooks.distance, které se vSechny pouzivaji na objekt tf¥idy 1m. Podobné lze spoci-
tat diagonalni prvky regresni matice pomoci funkce hatvalues, jejimz argumentem
je objekt tfidy 1m, resp. pomoci funkce hat, jejimz argumentem je regresni matice.
Tu mizeme ziskat funkci model.matrix uplatnénou na objekt t¥idy lm.

Priklad 8.1 (procento tuku) VySetiuje se zavislost procenta tuku u mladych
muzi v zavislosti na jejich vysce a hmotnosti.

> summary (f.hw<-1lm(fat~height+weight))

Call:
Im(formula = fat ~ height + weight)

Residuals:
Min 1Q Median 3Q Max
-6.40111 -2.94819 -0.02106 2.30723 7.29683

Coefficients:
Estimate Std. Error t value Pr(>ltl)
(Intercept) 16.55309 15.24621 1.086  0.2831
height -0.24362 0.09728 -2.504 0.0158 *
weight 0.50418 0.05095  9.896 4.49e-13 *¥x*
Residual standard error: 3.731 on 47 degrees of freedom
Multiple R-Squared: 0.714, Adjusted R-squared: 0.7018
F-statistic: 58.66 on 2 and 47 degrees of freedom, p-value: 1.681e-013

> anova(f.hw)
Analysis of Variance Table

Response: fat

Df Sum Sq Mean Sq F value Pr(>F)
height 1 270.06 270.06 19.398 6.096e-05 x**x*
weight 1 1363.26 1363.26 97.922 4.490e-13 **x*
Residuals 47 654.33 13.92
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Nekorelovana rezidua 8.5

> summary (f.hw.infl<-influence.measures(f.hw))
Potentially influential observations of
Im(formula = fat ~ height + weight)

dfb.1_ dfb.hght dfb.wght dffit cov.r cook.d hat

2 -0.43 0.60 -0.98 -1.02_% 1.30_*% 0.34 0.30_x*
4 0.01 -0.01 0.01 -0.01 1.22_x% 0.00 0.12
6 -0.60 0.52 0.10 0.79_*% 0.98 0.20 0.14

8.5. Nekorelovana rezidua

Dvé az dosud uvedené modifikace rezidui odstranuji jeden z problému klasickjch
rezidui, totiz jejich nestejné rozptyly. Nemohou vsSak odstranit dalsi nedostatek
rezidui v porovnani s chybovym ¢lenem e, totiz jejich vzajemnou zavislost. Vektor
rezidui u lezi v podprostoru M (X)L, jehoz dimenze je nutné mensi, nez pocet
jeho slozek n. Budeme-li tedy hledat skutecné nekorelovand (v normalnim modelu
nezavisld) rezidua, musime zmensit jejich pocet.

Klasické rezidua mizeme pomoci jakékoliv matice N, jejiz sloupce tvori orto-
normalni bazi prostoru M (X)+ (tj. ktera spliiuje N'N = I, NN’ = M), psat v tvaru

u=N(N'Y) = Nn.

Slozky vektoru n nazveme nekorelovand rezidua. Jsou to tedy koeficienty jedno-
znacné urceného vektoru u vyjadireného v nékteré z nekonec¢né mnoha ortonormal-
nich bézi prostoru M(X)+. Snadno zjistime, e n ma mnohorozmérné normalni
rozdélenti:

n ~N(N'X3,0°N'N) = N(0,0°1,,_,).

V normaélni linedrnim modelu jsou tedy slozky vektoru n nezavislé, maji nulové
stfedni hodnoty a stejné rozptyly o2.

Volbou riiznych bazi prostoru M(X)+ dostaneme rtizné nekorelovana rezidua.
Zajimavou interpretaci maji rekurzivni rezidua. Tato rezidua zavisi na poradi radk
matice X, tedy zpravidla na poradi, v jakém data ziskdavame.

Vyjdeme z prvniho fadku matice X a postupné budeme piidavat jednotlivé
fadky. V kazdém kroku, kdy se nezvysi hodnost postupné rozsifované matice, spo-
¢itame rozdil mezi nové pridanou hodnotou Y; a predikei jeji stfedni hodnoty spoci-
tanou pomoci vSech jiz diiv zavedenych pozorovani (s mensimi indexy). Tento rozdil
jesté normujeme tak, aby vznikla statistika méla rozptyl rovny o2. Pfedpokladejme,
Ze jsme takto do modelu zavedli prvnich ¢ fadkd matice (Y, X), oznacme je jako
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8. Rezidua

(Y, X;) a ze pii zavedeni dalsiho pozorovani (Yi41,(Xi+1,e)") se hodnost matice
regresorti nezvysi. Tuto hodnost oznadime jako r; (tj. plati h(X:) = h(X¢p1) = 7).
Reseni norméalni rovnice, kterd pouziva prvnich ¢ pozorovani ozna¢me jako b;. Po-

tom bude ,
Yit1 — (Xe+1,0)'by

Nt—yr,4+1 = ; .
\/1 + (Xer1,0) (XiXi) "Xt 41,0

Stfedni hodnota EYi11 = (x¢11,6)'b: je odhadnutelnym parametrem podle véty
2.4, nebot jsme predpokladali, ze pfidanim (¢ + 1). fddku hodnost matice regresort
nevzrostla. Vyraz v éitateli i ve jmenovateli (8.29) je proto jednoznaény pro kazdé
feSeni normélni rovnice.

Podle (8.29) dostaneme postupné statistiky ni,...,n,—_,, které maji dilezitou
vlastnost. Kazda z nich je nekorelovana se vSemi statistikami s niz§im indexem. Pro
7 =1,...,t totiz plati

(8.29)

cov(Yigr — (Xe41,0)'be, Yig1—j — (Xe41—j.0)'br—y)
= cov(Vi1 — (Xet1,0) (XiXe) " X{ Y,

Yiri—j = (Xer1-j.0) (Xt Xe—j) "X Yey)
= 2(0 =0 = (xe1,0) (XiX0) " Xiji 1,

_ | P _
+ (xe41,0) (X X)X} <0t J,> Xi—j (X} X—j) Xt+1—j,-)
tXyg
=0’ (—(xt+1y.)’(X§Xt)*xt+1,j,.
- (Xer1,0) (XX 7K X (X Xim)) X1 )

= 02 (= (X410 (XIX0) X010+ (Xe1,0) (XX0) "Xe415.0)
=0.

Rekurzivni rezidua maji interpretaci, pokud mé smysl uspofadani fadkd matice

. zuji, n i $i pozorovani vida m u ujicimu vsechn
Y, X). Ukazuji, nakolik dalsi pozorovani odpovidd modelu obsahujic Sechna
ptredchozi pozorovani. Proto se pouzivaji tam, kde se zajimame o stabilitu zavislosti.

8.6. Parcialni rezidua

Také parcidlni rezidua budeme pouzivat tam, kde se budeme zajimat o spravnost

zvoleného modelu. Tentokrat ptijde o vhodnost zafazeni toho kterého regresoru.
Zvolme pevné index j sloupce matice X takovy, Ze plati h(Xe—;) = r — 1.

V takovém pripadé je parametr §3; odhadnutelny, nebot pseudoinvertovanou matici
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Parcialni rezidua 8.6

v (7.6) je zfejmé nenulové ¢&islo (pouzili jsme Xo_; misto X a X.; misto Z, takze na
misté Z'MZ mame ||[M,_;1Xq;]|?, coz vzhledem k poZadavku na vztah hodnosti je
nutné kladné ¢islo). Zavedme vektor parcidlnich rezidui ul®*=7) se slozkami

’U,E._j] = U; + ZL'Z'jbj. (830)
Protoze lze psat ‘
e
v#j

lze vektor ul®*~J interpretovat jako tu slozku vektoru hodnot zavisle proménné,
kterou se nepodafilo vysvétlit pomoci ostatnich regresorti, tedy jako tu slozku, jejiz
vysvétleni zbylo na j-ty regresor X,;.

Parcialni rezidua jsou uZitecna predevsSim pfi grafickém vyjadfeni, v némz se
znazortiuji body o soufadnicich [z;;, u£°_] ]]. Témito body se prokldd4 bézna regresni
primka. UZitetné je zjisténi, Ze smérnice této piimky je rovna pravé odhadu b;
parametru 3;. Plati totiz

lul* =7 = xay 812 = (Y = Xarjby) = xe; 8]
> ||Y — Xb|*.

Jen je tfeba opatrné interpretovat tésnost rozmisténi bodu kolem piimky, nebot
grafické znézornéni odpovida forméalné modelu ul*=7 ~ (x,;3,0%1), v némz ma
odhad pro 3 obecné mensi rozptyl, nez je skuteény rozptyl odhadu b; v piivodnim
modelu Y ~ (X3, 021).

Neékteré programy pii grafickém znazornéni pouzivaji vektor

ul=I 4 (Y - b;3;)1 (8.31)

misto ul*=7l| coz ma smysl, jen kdyz je 1 € M(X). Graf potom opravdu pfipomina
,0CiSténou zavislost® Y na j-tém regresoru, nebot primér soufadnic na svislé ose
jeroven Y.

V prostiedi R (zédkladni knihovna stats) dostaneme u linedrniho modelu a ma-
tici jisté modifikace parcidlnich rezidui piikazem residuals(a,type="partial").
Od definice (8.30) se lisi tim, Zze maji vzdy nulovy praumér, ¢ehoz se dosdhne tim,
ze se odeCte b;X,;. Parcidlni rezidua podle (8.31) dostaneme, kdyz ke vSem prv-
kiim uvedené matice pricteme primeér hodnot zévisle proménné, napiiklad pomoci
ptikazového radku
> pr <- residuals(a,type="partial"); pr[,] + attr(pr,"constant")

Knihovna car obsahuje parcidlni rezidua jako funkci cr.plot () resp. funkce ji
vyuzivajici. Nazev je odvozen od alternativniho pojmenovani component + residual
plot. Vylepseni grafu parcialnich rezidui dé funkce ceres.plot (). V tomto grafu je
kromé pfimky znazornén také jisty neparametricky odhad tvaru parcidlni zévislosti
EY na zvoleném regresoru. Postup navrhl Cook (1993), oznaceni je zkratkou za
Combining conditional Expectations RESiduals.
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8. Rezidua

8.7. Grafy rezidui

Rezidua poskytuji fadu moznosti, jak diagnostikovat poruseni toho kterého z pred-
pokladi, na nichz je linedrni model zaloZen.

Pri diagnostice nespravného tvaru zdvislosti jsou uzitecné diagramy znazornu-
jici body [Yi,Yi], [}A/Z-,ui], [xij,u;] pro nezéavisle proménné, které jsou v matici X
nebo body [z, u;] pro potencialni nezavisle proménné, které v matici X zahrnuty
nejsou. Velmi pouzivana jsou také parcialni rezidua ul®=7) pro jednotlivé nezavisle
proménné z matice X resp. prve zminény ceres.plot(). Podobny vyznam jako
diagram parcialnich rezidui mé diagram tzv. parcidlni regrese, v némz znazorni
body, jejichz prvni soufadnice je ddna reziduem zavislosti zvoleného regresoru na
vSech ostatnich regresorech, kdezto druha soufadnice je rovna reziduu vyvétlované
proménné na vsech regresorech s vyjimkou onoho zvoleného.

Pri diagnostice nekonstantniho rozptylu jsou uzitecné diagramy pro [YZ, w;,
[Vi,u?] nebo pro [xi;,u;] resp. [z, u2] pro v regresni matici X uplatnéné & [z, u]
resp. [z;j, u7] pro neuplatnéné nezdvisle proménné.

Pti diagnostice nenormdiniho rozdéleni chybového ¢lenu se pouziva zejména
normdlni diagram, ktery zndzoriuje [g;,u(;)], pfipadné [u(;, g;]. PTi tom je g; =
EZu), kde Z1,. .., Z, je ndhodny vybér z rozdéleni N(0, 1). Zavorky u indext ten-
tokrat klasicky odkazuji na to, Ze rezidua jsou uspofadana.

Hodnoceni je zaloZeno na predstavé, ze kdyby byl Uy, ..., U, ndhodny vybér
z rozdéleni N(/L,O’Z), platilo by EU;y = p + 0g;. To znamend, ze body [gi, U]
by mély nadhodné kolisat kolem pfimky y = u + ox. Pokud body [g;, U(;)] nazna-
¢uji konkavni zavislost, je to znamka zaporné Sikmosti rozdéleni nadhodné veli¢iny
U (tedy jeji nenormality). Konvexni pribéh je zndmkou kladné Sikmosti. Naproti
tomu esovity priibéh naznacuje Spicatost jinou, nez predpokldddme u normélniho
rozdéleni. Mensi, nez primeérny rist v okrajovych ¢astech naznacuje Spicatost spis
mensi, kdezto vétsi rist v okrajovych ¢astech naznacuje spis vétsi Spicatost.

Uvedeny postup se pouziva pro rezidua uy, . . ., u, presto, Ze ta nejsou nezavisla
a obecné nemaji stejny rozptyl. Upozortiuji na to, ze nékteré programy (napiiklad
STATISTICA) zaménuji pofadi obou os. Potom musime odpovidajicim zptisobem
upravit také interpretaci normalniho diagramu.
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Na rozdil od posledni ¢asti predchozi kapitoly se budeme zabyvat moznostmi oveé-
fovat splnéni predpokladti linearni regrese statistickymi testy, nikoliv jen moznosti
jejich nesplnéni dodatecné diagnostikovat.

09.1. Tvar zavislosti

9.1.1. Opakovana pozorovani

Podstatnym (a ¢asto nesplnitelnym) pozadavkem pro fadu testl je to, Ze pro stej-
nou hodnotu vsSech nezévisle proménnych mame nékolik pozorovani. Tomu také
prizptsobime oznaceni. Méjme tedy n mezdvislych ndhodnych veli¢in, které splnuji

Yij=pite;, 1<j<n, 1<i<lI, (9.1)

kde e;; jsou nezavislé ndhodné veli¢iny s rozdélenim N(O, 02). Jde vlastné o mo-
del analyzy rozptylu jednoduchého tfidéni. Jak vime, rezidudlni soucet ¢tvercu je
v tomto modelu roven

I n;
RSS =) " (Vi — Vi)’ (9:2)
i=1 j=1

a ma celkem f = n — I stupiii volnosti.

Pro testovani zvoleného tvaru zavislosti uvedeme zobecnéni postupu, ktery je
uveden v IX. kapitole knihy prof. Andéla (1978) nebo v odst. 10. 8 knihy Andél
(2005). Pfedpoklddany tvar zavislosti udava podmodel

L

Yi; = Zgz(ti)w +eij = (8(t:)'y + ey, 1<j<n;, 1<i<I.  (93)
=1

Pfitom ge(t) jsou pro £ = 1,...L, L < I, zndmé funkce, jejichz argumentem je
vektor nezavisle proménnych. Funkéni hodnoty lze nazyvat pro odliseni jako re-
gresory. Nékolik regresori (napf. mocnin) lze ziskat z jediné nezévisle proménné.
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Predpokladejme, ze matice

g(ty)
G= :
g(tr)

maé linedrné nezavislé sloupce, tedy hodnost L. Vektor regresnich koeficienti p
modelu analyzy rozptylu jednoduchého tiidéni mtuzeme zapsat pomoci novych re-

gresnich koeficientt jako p = G~y. Dosadime-li tento vztah do znamého maticového
zapisu modelu

Y, 1 0 --- 0
v=|:|=("1 " Y0eyre
Y 0o 0 --- 1
dostaneme maticovy zapis podmodelu ve tvaru
Y, 1(g(t1))’
Y=|:|= : v +e.
Y, 1(g(ts))’

Je zfejmé, Ze sloupce regresni matice podmodelu jsou linedrni kombinaci sloupcti
matice modelu, koeficienty piislusnych linedrnich kombinaci tvofi hodnoty g(t;).
Stejnou hodnost jako G mé také regresni matice podmodelu. Test podmodelu je
podle (3.10) zaloZen na statistice

(RSSo — RSS)/(I — L)

F= RSS/(n—1) :

(9.4)

kde RSSj je rezidualni soucet ¢tverct v podmodelu.

Uvedeny postup je velmi Gc¢inny, ale hrozi nebezpeci nespravného pouziti v pfi-
padé, Ze pozorovani pro pevné t; (tedy pro pevné i) nejsou nezavisla. Potom snadno
dé pouzity model velmi podhodnoceny odhad rozptylu o2 a tudiz nadhodnocenou
hodnotu statistiky F'.

Priklad 9.1 (brzdnd drdha) Zajimame se o brzdnou drédhu 63 automobilt v z4-
vislosti na vychozi rychlosti. K disposici je celkem n = 63 méfeni, pficemz pro
vétSinu z I = 29 riznych vychozich rychlosti mame k disposici vice nez jedno po-
zorovéani. (Ezekiel, Fox (1959))

Pro model linearni zavislosti veli¢iny draha/rychlost na veli¢iné rychlost
provedeme test dobré shody podle (9.4):

> anova(a.ANOVA1<-1m(draha/rychlost~factor(rychlost)))
Analysis of Variance Table

Response: draha/rychlost
Df Sum Sq Mean Sq F value Pr(>F)
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factor(rychlost) 28 25.7720 0.9204 4.0678 7.096e-05 **x*
Residuals 34 7.6932 0.2263

> anova(a.kvadrat<-lm(draha/rychlost~rychlost))
Analysis of Variance Table

Response: draha/rychlost

Df Sum Sq Mean Sq F value Pr(>F)
rychlost 1 21.1640 21.1640 104.95 6.994e-15 ***
Residuals 61 12.3012 0.2017

> anova(a.kvadrat,a.ANOVA1)
Analysis of Variance Table

Model 1: draha/rychlost ~ rychlost

Model 2: draha/rychlost ~ factor(rychlost)
Res.Df Res.Sum Sq Df Sum Sq F value Pr(>F)

1 61 12.3012

34 7.6932 27 4.6080 0.7543 0.7728

Vyslednd testova statistika F' = 0,7543 s dosazenou hladinou p = 0,7728
nikterak nesvédci proti predpoklddané zavislosti. O

9.1.2. Testy o parametru

Typickou situaci je model
Vi = (xie)' B+ 79 (Xie) + e, (9.5)

kde g(x) je néjakd zndma funkce. Testujeme pak nulovou hypotézu v = 0. Nej-
Castéji je g(x) funkei jediné slozky vektoru x. Pokud funkei g(x) nezname, volime
néjakou aproximaci, naptiklad polynom. Tento postup je Gc¢inny zvlasté tehdy, kdyz
je skute¢nd funkce g(x) konvexni nebo konkavni funkci pouze skalarniho x.

Piiklad 9.2 (kofeny) Vratme se k piikladu o zavislosti hmotnosti kofenové ¢asti
rostliny na obsahu cukru v zivném roztoku. Tentokrat se zajimame o zavislost na
podilu cukru v Zivném roztoku (vyjadfeném v procentech). Porovname zévislost
kvadratickou a linearni.

> summary (a<-1lm(hmotnost~“procento+I(procento**2)))

Call:
Im(formula = hmotnost ~ procento + I(procento~2))

Residuals:
Min 1Q Median 3Q Max
-0.1410511 -0.0352009 -0.0006059 0.0508703 0.1219806
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Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)
(Intercept) 0.218106 0.015640 13.945 < 2e-16 **x*
procento 0.111677 0.012900 8.657 1.38e-11 *x*x
I(procento~2) -0.018610 0.002119 -8.784 8.85e-12 **x*

Residual standard error: 0.06197 on 51 degrees of freedom
Multiple R-Squared: 0.6044, Adjusted R-squared: 0.5889
F-statistic: 38.97 on 2 and 51 degrees of freedom, p-value: 5.355e-011

Zavér je nepochybny, bez kvadratického ¢lenu (nebo jiného konkévniho) se neobe-
jdeme. O

9.1.3. Pouziti rekurzivnich rezidui

Harvey a Collier (1977) navrhli pouzit rekurzivni rezidua k ovéfovéni linearity zavis-
losti na zvolené nezévisle proménné proti alternativé, ze je tato zavislost konvexni
¢i konkavni, tento test nazvali ¢-test.

Predem je tfeba pozorovani usporadat tak, aby zminéna nezavisle proménna,
feknéme j-ta, spliiovala pozadavek z1; < x2; < ... < ;. Pokud je skutecna
zéavislost na j-té nezavisle proménné napiiklad konvexni, pak lze ocekavat, ze re-
kurzivni rezidua budou spise kladna. Testova statistika tedy spociva v testovani
nulové hypotézy, ze stfedni hodnota rekurzivnich rezidui je nulova.

V knihovné 1mtest prostiedi R je tento test uveden jako funkce harvtest ().

9.1.4. Durbiniiv-Watsoniv test

Durbintv-Watsoniiv (viz oddil 9.4) test je ptivodné uréen k testovani hypotézy
o nezavislosti jednotlivych pozorovani. Testova statistika je citlivad pfi testovani
nulové hypotézy Ho : v = 0 v modelu (9.5), kdyz je funkce g(x) konvexni nebo
konkavni funkci nékteré slozky x. K smysluplnému pouziti je vSak tfeba, aby funkéni
hodnoty x; byly monotonni vii¢i pofadi pozorovanti i.

V knihovné 1mtest prostiedi R je tento test uveden jako funkce dwtest ().

9.1.5. Chowiv test

Naésledujici postup (viz naptiklad (Andél, 1998, kap. 12.5)) lze pouZit v mnoha
variantach, vzdy jde o efektivni pouziti uméljch proménnych.

Zakladni myslenkou testu je ovérit stabilitu parametru 3, jeho pfipadnou za-
vislost na néjaké doprovodné veli¢iné. Data rozdélime na dvé az tii disjunktni pod-
mnoziny dat. Déleni provedeme tak, aby ve skupiné I byly velké hodnoty této do-
provodné proménné, ve skupiné II naopak jeji malé hodnoty. Zbyvajici skupina ITT
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obsahuje pozorovani s ,prostfednimi“ hodnotami doprovodné veli¢iny, muze byt
i prazdna. Odhadneme stejnou regresni zavislost ve skupinach I a II. Statistiky
vztazené k jednotlivym skupindm oznacime piislusnym indexem. Pro jednoduchost
predpokladejme, ze ve skupinach I a IT mé regresni matice aplnou hodnost rovnou
k+1.

D4l pracujeme se skupinami I a IT bud jednotlivé (model) nebo spojenymi
(podmodel). Reziduélni soudet ¢tvercit v modelu bude RSS = RSS; + RSSir.
Pouzijeme-li data z obou skupin dohromady a odhadneme parametry, dostaneme
vysledny rezidualni soucet ¢tvercti v podmodelu RS'Sy. Testujeme tak nulovou hy-
potézu, ze parametry v obou ¢astech dat jsou totozné.

Rozhodujeme pomoci statistiky

RSSy — (RSS] + RSS[[) ny+n—2k—2
RSS; + RSSir k+1 ’

ktera ma na platnosti nulové hypotézy rozdéleni Fy i1 n;4n;,—2k—2.

F =

9.2. Rozptyl

V tomto oddilu se budeme zabyvat ovéfovanim predpokladu homoskedasticity, tedy
predpokladu konstantniho rozptylu zavisle proménné. Kdyz uvedeny predpoklad
neni splnén, nastava heteroskedasticita.

9.2.1. Opakovana pozorovani

Predpokladejme opét, Ze plati model (9.1), tentokrét je vak e;; ~ N(0,02). Zna-
mena to tedy, ze pfipoustime jakoukoliv regresni funkci s libovolnymi parametry. Je
tfeba rozhodnout o shodé vsech rozptyli o2, tedy o nulové hypotéze
Ho:0? =... =0} (=0?).

Rada pouzitelnjch testti je pomoci simulaci porovnana v ¢lanku Conover et al.
(1981). Uvedme nejprve klasicky Bartlettiv test, ktery je modifikaci testu pomérem
vérohodnosti. Ozna¢me odhady rozptylu pro jednotlivé stfedni hodnoty zévisle pro-

ménné symbolem
n;

Z(sz - 5_/1'0)2'

j=1

1

Tlifl

S2 —

K2

Odhadem spole¢né hodnoty rozptylt o je rezidualni rozptyl v modelu

I

1 I n,; B 171
§ =g DD Yy Vi) = 3 S sE,

i=1 j=1 i=1
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coz je mnepochybné vazeny prumér odhadt jednotlivich odhadd s vahami
(n; —1)/(n — I). Testova statistika Bartlettova testu mé tvar

B= % ((n —Dlog§* = (n; —1)log Sf) (9.6)

i=1
I
n—1 n; — 1
= ——[logsS?—) ———1logs?|.
- (ogS ;n—l ogSZ>

Je ziejmé, Ze test je zalozen na porovnani logaritmu vazeného priméru odhadt
rozptylu pro jednotliva i s vazenym primeérem logaritmi téchto odhadi. Konstanta
C je dana vztahem

I
1 1 1
¢ +3(Il)< n; —1 nI)’

i=1

je zpravidla jen nepatrné vétsi nez 1.

Rozdéleni statistiky B lze za platnosti nulové hypotézy pfi dostatecné velkych
Cetnostech aproximovat rozdélenim y? ;. Udavé se, Ze tuto vlastnost lze pouzit,
plati-li pro vSechna i nerovnost n; > 7. Nulovou hypotézu pak zamitame, je-li
B> X%71(0‘)-

Véaznou nevyhodnou Bartlettova testu je jeho velka citlivost na pfipadné poru-
Seni predpokladu o normélnim rozdéleni. V knihovné stats je prostiedi R vedle
Bartlettova testu (bartlett.test) implementovan také test Flignertiv-Killeentv
(fligner.test)), ktery je robustnéjsi vi¢i poruseni pfedpokladu normality. Po-
stup vychézi z hodnot |Y;; — ﬁ.|, kde Yo je medidn Vi1, ..., Yin;. Takto ziskdme
celkem n veli¢in, které usporddame. Necht R;; je pofadi |V — f’l.| Veli¢iny

aig =71 (1/2+ (Rit/2(n + 1))

se zpracuji podobné, jako samotné poradi v Kruskalové-Wallisové testu. Pouzije se
tedy statistika
I " 2 .92
Q= Die1 o4ty ai)” /ni —n(a)

Va

kde v, je vybérovy rozptyl hodnot a;:. Za platnosti nulové hypotézy (rozptyly jsou
shodné) ma statistika Q asymptoticky rozdéleni x? ;.

Priklad 9.3 (kofeny)

> bartlett.test (hmotnost,procentoF)
Bartlett test for homogeneity of variances

data: hmotnost and procentoF
Bartlett’s K-square = 2.872, df = 3, p-value = 0.4118
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> fligner.test (hmotnost,procentoF)
Fligner-Killeen test for homogeneity of variances

data: hmotnost and procentoF
Fligner-Killeen:med chi-square = 2.6522, df = 3, p-value = 0.4484

Je patrné, ze homoskedasticitu mizeme predpokladat. O

9.2.2. Leveneuv test

V posledni dobé je Bartlettiv test nahrazovan postupem, ktery navrhl Levene.
Zakladni myslenkou je vlastnost normalniho rozdéleni, kterou pro nase nezavislé
nahodné veli¢iny Y;; s rozdélenim N(ui, O’?) miizeme zapsat jako

2
EIYij — il = \/;Ui-

Spocitaji se pomocné veliCiny Y7 = |Yi; — Y;e| a potom se s nimi provede bé&zna
analyza rozptylu jednoduchého tfidéni. Nulovou hypotézu, podle které jsou rozptyly
o? stejné, tedy zamitneme, kdy# klasické F statistika vyjde vyznamna.

Neékdy se pouziva (naptiklad NCSS) modifikace, kterou navrhli Brown a Forsy-
the. Misto s Y% se pracuje s veli¢inami V7" = |Y;; — Vie|, kde Yis je opét medidn
veli¢in Yi1, ..., Yin,.

Priklad 9.4 (kofeny) Veli¢iny hmotnost.l a hmotnost.2 obsahuji hodnoty
zévisle proménné zmensené o pramér (medidn) zjistény v dané skupiné.

> hmotnost.mean <- hmotnost-tapply(hmotnost,Procento,mean) [Procento]
> anova(1lm(abs (hmotnost.mean) “"Procento))
Analysis of Variance Table

Response: abs(hmotnost.mean)
Df Sum Sq Mean Sq F value Pr(>F)
Procento 3 0.003552 0.001184 0.9306 0.4329
Residuals 50 0.063613 0.001272
> hmotnost.median <- hmotnost-tapply(hmotnost,Procento,median) [Procento]
> anova(1lm(abs(hmotnost.median) “Procento))
Analysis of Variance Table

Response: abs(hmotnost.median)

Df Sum Sq Mean Sq F value Pr(>F)
Procento 3 0.003652 0.001217 0.8302 0.4836
Residuals 50 0.073319 0.001466

Je ziejmé, Zze zaddna z variant Leveneova testu neukazuje na heteroskedasticitu. ()
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9.2.3. Goldfelduv-Quandtiv test

Tento postup je v mnohém podobny Chowovu testu.

Testujeme nulovou hypotézu, podle které je rozptyl Y;; konstantni proti al-
ternativni hypotéze, ze rozptyl je monotonni funkci pofadového indexu. Ma-li byt
monotonni funkci néjaké doprovodné veli¢iny, musime nejprve data prislusnym zpu-
sobem usporadat.

Postup je zalozen na porovnani dvou nezavislych odhadu rozptylu. Nejprve vy-
délime asi tfetinu pozorovani s malymi indexy a zde provedeme odhad parametriu
stejného linedrniho modelu, jako jsme pouzili pro vSechna data. Zejména spocitame
odhad rozptylu S%. Podobné odhadneme rozptyl z posledni tfetiny dat, takto zfs-
kédme odhad S?%;. Za platnosti nulové hypotézy m4 statistika F' = S%/5%, rozdéleni
F

nr—rr,nrr—rir-
Goldfelduv-Quandttv test lze povazovat za zobecnéni klasického F' testu shody
rozptyld, jen ponékud jinak ziskdme dva nezévislé odhady rozptylu.

9.2.4. Skoérovy test

Nejprve popiseme pomérné obecny model pro nekonstantni rozptyl, v dalsich oddi-
lech jej konkretizujeme na dtlezité specidlni pripady. Postup je zalozen na metodé
maximalni vérohodnosti a to na pouziti skéri (viz Cook, Weisberg (1983)). Ne-
vyzaduje tedy odhad parametrt vyjadiujicich nestejné rozptyly, ale pouze odhady
v podmodelu, tedy za pfedpokladu stejnych rozptyld.

Uvazujme model (speciélni pfipad modelu z oddilu 2.8)
Y ~ N(XB,0*W™), (9.7)
kde W je diagonalni matice s diagonalnimi prvky w;, pficemz

wt = w; = wi(B, ). (9.8)

K2

Pripoustime tedy, Ze prostiednictvim zndmych funkci w; muze rozptyl zaviset na
nezndmém parametru B (ktery slouzi k popisu stfednich hodnot) a na néjakém
dalsim parametru A. Pro stru¢nost zapisu budeme v dalsim nékdy argumenty funkci
w; vynechévat. Vérohodnostni funkci modelu (9.7) 1ze zapsat jako

0B,0% ) = —g log(27) — i log(o?) — %zn:logwi — %i (YZ_(QX—")/W
i=1

2 , o?w;
=1
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Odtud plyne (po upravé a s oznacenim e; = Y; — (x;0)'3)

oY

1 ¢ 1 & e; 2 0logw;
- -1 ,
3 02;%" +QZ<<U\/@) ) 03

=1
ﬁ _ 1 - €i ’ 1
do2 202 — N ’
a1 e\ dlog w;
I —1 .
OA ZZ ((O’ wi) ) OA

Oznacime-li symbolem Dg matici typu n x (k+ 1) parcidlnich derivaci 0logw;/00;
a podobné symbolem Dj matici parcialnich derivaci 0logw;/0\; a uvazime-li, ze
plati (1 <4,j <mn)

(i) ) (i) ) ==

bude vysledna Fisherova informac¢ni matice rovna

or ol or ol or ol
oBog  9B002  0BON
oe or or ol oe ol
90705 007007 00N
or or ov ol or or
oZ0F  ONDT  OADN

J(B.0% ) =E

1 1 1 )

1 _, n 1 _,
1 1 1
§D'/\Dg ﬁDl/\l §D’/\DA.

Testova statistika je podle (A.34) rovna kvadratické formé
or ol ol N N /A /AN
=z = = 2 ) s = .
<8ﬁ do2 8)\)5,0*27:\(.](670’ )) <8ﬂ do2 ax)MZ,;
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9.2.5. Zavislost na stfedni hodnoté

Velmi ¢astym piipadem poruseni pfedpokladu o konstantnim rozptylu (tedy pfipa-
dem heteroskedasticity) je monotonni zavislost rozptylu na stfedni hodnoté Y. Od-
vodime testovou statistiku, ktera je zaloZena na metodé skért (viz Appendix A.3).
Predpokladejme, Ze je w; = exp(A(xje)'3). Potom je Dg = AX a Dy = Xg.
Konstantni rozptyly (homoskedasticitu) zaru¢i nulova hypotéza Ho : A = 0. Za
platnosti Hy je tedy Dg = O a D) = X3. Odtud je informac¢ni matice rovna

%X’X 0 0
n 1
J(ﬁ,O’Z,O) = 0/ ﬁ T‘QI/Xﬁ
1

0’ B'X'1 %5’x’x5

202
Kdyz pocitame odhady metodou maximalni vérohodnosti za nulové hypotézy, do-
staneme 3 = b, 02 = RSS/n a samoziejmé A = 0. Odtud vyjde

ot

— 0

90 - 0

n

— = 1 o
%, 202 > (uf o),
ﬁ B, _2.’:\ =1

Kdyz jesté vezmeme v tivahu, ze odhad qNQ je prmérem hodnot u? a kdy?z ozna-

¢ime prameérnou hodnotu z Y; symbolem Y, miizeme jeding obecné nenulovy prvek
vektoru parcidlnich derivaci logaritmické vérohodnostni funkce zapsat také jako

2
20 34

Kdyz také do Fisherovy informac¢ni matice dosadime odhady za nulové hypo-
tézy a vysledek dosadime do (A.34), po Gpravé (nezapomeiite invertovat matici
J(b,02,0)) dostaneme statistiku

(S - 1))

Sy = > .
() STy

(9.10)

Podle obecné teorie by za platnosti nulové hypotézy méla mit statistika Sy asympto-
ticky rozdéleni x3. Statistiku Sy lze nalézt v citovaném ¢lanku Cook, Weisberg
(1983), avsak jde o modifikaci postupu z Anscombe (1961).
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Pokusme se nalezenou statistiku néjak nazorné interpretovat. Az na dvojnaso-
N2
bek ¢tverce odhadu rozptylu 2 (02) je statistika Sy formélné rovna regresnimu

souctu ¢tvercii u linedrni zévislosti u? na Y;. Nebo jinak, je to polovina regresniho
souc¢tu ¢tvercil zavislosti u?/ 02 na Y;. Uvdzime-li, Ze v této pomocné tvaze sta-
tistika u? nahrazuje veli¢inu e?, kterd m4 rozptyl 20*, miiZeme povaZovat vyraz
2(1;2)2 za odhad tohoto rozptylu. Statistika Sy tedy vypovida o nulovosti smérnice
regresni primky zavislosti u2 na Y;.

Program R obsahuje popsany test v knihovné car jako funkci ncv.test(),
kde je také odkaz na dvojici autort Breusch, Pagan (1979), ktefi navrhli také po-
stup popsany v nasledujicim odstavci. Inicialy pravé zminénych autortt ma ve svém
oznaceni funkce bptest() z knihovny lmtest. Aby tato procedura testovala ho-
mosedasticitu pravé proti monotonni zavislosti na stfedni hodnoté, je treba jako
druhy argument uvést vektor Y, jak je patrno nize z ptikladu.

Ukazuje se vSak, ze popsany test je velmi citlivy na splnéni pfedpokladu o nor-
malnim rozdéleni (nap¥. Lyon, Tsai (1996)). Zv1asté pii pochybnostech o normalité
rozdéleni je vhodné pouzit modifikaci, kterou navrhl Koenker (1981). Uprava spo-
¢iva v tom, Ze se vyraz 20 nahradi odhadem rozptylu veli¢in e? pomoci

n

_1 2 \2
w—nZ(ui 0?).

i=1

Neni obtizné zjistit, ze Koenkerovu variantu statistiky S 1ze vyjadfit pomoci vybé-
rového korela¢niho koeficientu mezi vektorem druhych mocnin rezidui a vektorem
Y jako

Sf,Koenker = n(Tufﬁf/i)Q-

Na misté je také zjednoduSend varianta statistiky Sy, totiz ctverec testové ¢
statistiky k testu hypotézy o nulové smérnici v uvazované pomocné regresni tloze.

Priklad 9.5 (brzdna driha)

> summary (a<-lm(draha~rychlost+I(rychlost~2) ,data=Draha))

Call:
Im(formula = draha ~ rychlost + I(rychlost"2), data = Draha)

Residuals:
Min 1Q Median 3Q Max
-22.499 -5.468 -0.425 3.932 28.106

Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|t])
(Intercept) 1.83871 5.06085 0.363 0.718
rychlost 0.36935 0.54943 0.672 0.504
I(rychlost™2) 0.06664 0.01287 5.177 2.76e-06
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Residual standard error: 9.891 on 60 degrees of freedom
Multiple R-Squared: 0.9137, Adjusted R-squared: 0.9108
F-statistic: 317.7 on 2 and 60 DF, p-value: < 2.2e-16

> ncv.test(a)

Non-constant Variance Score Test

Variance formula: ~ fitted.values

Chisquare = 23.08760 Df =1 p = 1.547860e-06

> bptest(a, fitted(a),studentize=FALSE)
Breusch-Pagan test

data: a
BP = 23.0876, df = 1, p-value = 1.548e-06

> bptest(a, fitted(a),studentize=TRUE)
studentized Breusch-Pagan test

data: a
BP = 17.8588, df = 1, p-value = 2.379e-05

Vysledek bylo lze ocekavat, kdyz si prohlédneme zévislost rezidui na vyrov-
nanych hodnotach znazornénou na obrazku 9.1. Jesté nahofe zminéna priblizna
varianta testu:

> anova(lm(resid(a) "2~ fitted(a)))
Analysis of Variance Table

Response: resid(a) 2

Df Sum Sq Mean Sq F value Pr(>F)
fitted(a) 1 400923 400923 24.133 7.077e-06 ***
Residuals 61 1013399 16613

9.2.6. Zavislost na doprovodnych veli¢inach

Predpokladejme nyni, Ze heteroskedasticita je zptisobena monotonni zavislosti roz-
ptylu na linearni kombinaci néjakych doprovodnych veli¢in, mezi néz mohou patfit
i nékteré pouzité regresory.

Piedpokladejme, Ze je w; = exp(A'z;.), kde z;e je i-ty fddek matice zndmych
konstant s linedrné nezavislymi sloupci Z. Pro matice derivaci evidentné plati
Dg = 0 a Dy = Z, a to at uz nulova hypotéza Hy : A = 0 plati nebo neplati.
Vektor parcidlnich derivaci vérohodnostni funkce mé za platnosti nulové hypotézy
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resid(a)'2
400
\
0

o 20 40 60 80 100 120

fitted(a)

Obrazek 9.1: Zavislost rezidui na vyhlazenych hodnotach v modelu kvadratické
zavislosti brzdné drahy na rychlosti

(po dosazeni odhadii za nulové hypotézy) opét prvni dva bloky nulové. Nenulova
je pouze derivace 9¢/9X. Po dosazeni zminénych odhadt dostaneme podobné jako
v predchozi kapitolce vyraz

n
ol 1 2( 2)
—_— = —= U; (Zie — Z).
OX 9524
=1
Odpovidajici prvek inverzni matice k Fisherove informa¢ni matici je inverzni matice

k matici i
5(Z -1Z")(Zz - 17'),

takze vyslednd statistika metody skérii typu (A.34) je

n / n

Som—t g (Z 03 (zia — z)) (z-12)(Z-12)" (Z W3 (zia — z)) .
2 (02) i=1 i=1

Plati-li nulova hypotéza (homoskedasticita), mé statistika S, asymptoticky rozdé-

leni x2, kde ¢ je pocet slozek vektoru A.

Interpretace statistiky S, je podobnd, jako u Sy. Lze ji chépat jako miru tés-
nosti z4vislosti ¢tverci rezidui u? na nezdvisle proménnych obsaZenych v matici Z
(v modelu, ktery kromé nich obsahuje také absolutni ¢len). I zde si lze predstavit
zjednodusenou variantu a k rozhodovani pouzit tabulku analyzy rozptylu mnoho-
nasobné regrese (s absolutnim ¢lenem) ¢tverct rezidui na regresorech z matice Z.
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Samoziejmé, na misté doprovodnych proménnych Ize pouzit také nékteré nebo
vSechny nezavisle proménné z matice modelu. Specidlné, kdyz u regresni pfimky
budeme vySetfovat zavislost rozptylu na (jediné) nezdvisle proménné, musi vyjit
presné stejna testova statistika jako pfi testovani zavislosti na stfedni hodnoté,
tedy S, = Ss.

Také tato varianta testu homockedasticity je implemetovana v R v knihovnach
car (funkce ncv.test() s parametrem var.formula) a Ilmtest (funkce bptest ()
s parametrem varformula).

Priklad 9.6 (brzdna driha)

> ncv.test(a,var.formula="rychlost)

Non-constant Variance Score Test

Variance formula: ~ rychlost

Chisquare = 23.44439 Df =1 p = 1.285769e-06

I tento vysledek bylo lze ocekavat, kdyz si prohlédneme zavislost rezidui na
vyrovnanych hodnotach znazornénou na obrazku 9.1. O

0.3. Normalita

V pripadé testovani normality v linedrnim modelu nastava zajimavéa situace. Exis-
tuji sice testové statistiky, jejichZ rozdéleni za platnosti nulové hypotézy (normal-
niho rozdéleni) bezpeéné zname, ale takové testy maji slabou silu. Mnohem uzi-
tecnéjsi je aplikovat nékteré priblizné postupy, které pouziji klasickd rezidua wu;.
Pouziti normovanych nebo studentizovanych rezidui vede ke snizeni sily testu (viz
napi. diplomku Mgr. Stefka (1994)).

Casto se pouzivaji sikmost a $picatost, vidy poéitané z béznych rezidui. Velmi
uziteéné jsou transformace, které navrhl D’Agostino a které jsou pouzitelné pro
pomérné malé pocty pozorovani. Transformovanou Sikmost Z3 lze pouzit jiz pro
n > 9, transformovanou Spicatost Z4 jiz pro n > 20. Podrobné jsou transformace
popsény napiiklad v Andélové (1998) knizce.

V kapitolce 8.7 jsme se jiz sezndmili s diagramem normality, ktery znazornuje
body o soufadnicich [g;,u(;], kde g; je stfedni hodnota i-té potadkové statistiky
prostého ndhodného vybéru z rozdéleni N(0, 1). Kdyz pfedpokladdme bézny linedrni
model s absolutnim ¢lenem, potom je soucet rezidui nutné nulovy, takze pak lze
Ctverec vybérového korelacniho koeficientu psat jako

(X0, giuy)®

W/ = n n
Dlim1 97 Xim1 UGy

: (9.11)
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Gardiner (1997) uvadi pfiblizné kritické hodnoty pro vybérovy korelaéni koeficient
VW'

0,1288 0,6118 i 1,3505
vn n n?
0,1371  0,3682 i 0,7780
vn n n?
Postup zalozeny na korela¢nim koeficientu W'’ byva uvadén jako Ryanuv-Joineriv

test. Statistika W' je zjednoduSenou alternativou k ptivodni statistice Shapira a
Wilka, ktera ma tvar

1,0063 —

pro a =5 %,

1,0071 — pro a =10 %.

| (2 2

i=1

Koeficienty a;, jsou odvozeny ze stfednich hodnot a varian¢ni matice poradko-
vych statistik prostého ndhodného vybéru z N(0, 1) rozsahu n. Spolu s kritickymi
hodnotami jsou tabeloviny napf¥. v knize Hahn, Shapiro (1967).

Uvedeny test je v R soucasti standardni knihovny ctest jako shapiro.test.

Priklad 9.7 (brzdna driha)
> shapiro.test(resid(a))
Shapiro-Wilk normality test
data: resid(a)
W = 0.9744, p-value = 0.2126
> skewness.test(resid(a))

D’Agostino skewness normality test

data: resid(a)
Z3 = 1.1535, p-value = 0.2487

> kurtosis.test(resid(a))
D’Agostino kurtosis normality test

data: resid(a)
Z4 = 1.2584, p-value = 0.2082

> omnibus.test(resid(a))
D’Agostino omnibus normality test

data: resid(a)
Chi2 = 2.9143, df = 2, p-value = 0.2329
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Casto se pouziva test Kolmogoroviiv-Smirnoviv, ktery porovnava empirickou
a teoretickou distribu¢ni funkci. Protoze jde o testovani slozené hypotézy (nulova
hypotéza urcuje pouze tvar rozdéleni, nikoliv jeho parametry), je t¥eba pracovat
s modifikaci Kolmogorovova-Smirnovova testu, kterd znama jako test Lillieforsiv.
Rozdil je pouze v pouzitych kritickych hodnotéch.

Pozor, dostupné programové vybaveni je tfeba pouzivat opatrné. Jinak zaji-
mavy program NCSS pouziva zminénou Lillieforsovu modifikaci automaticky a bez
upozornéni, kdezto Statistica udava dvoji hodnoceni zjisténé statistiky Kolmogo-
rova-Smirnova. V knihovné stats systému R procedura ks.test () predpoklada
u jednovybérového testu nulovou hypotézou jednoznacné urcenou distribuéni funkci.
Knihovna nortest obsahuje pét dalSich testti normality, mezi nimi také variantu
testu Lillieforsova (1illie.test()).

Normal Q-Q Plot
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-2 -1 6] 1 2

Theoretical Quantiles

Obrazek 9.2: Normélni diagram rezidui
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Nezavislost 9.4

Piiklad 9.8 (kofeny) Opét se budeme vénovat zndmému piikladu. Zaénéme
normalnim diagramem rezidui (obrazek 9.2).

> u <- resid(lm(hmotnost~Procento,data=Koreny))
> shapiro.test(u)

Shapiro-Wilk normality test

data: u
W = 0.9794, p-value = 0.476

> lillie.test(u)
Lilliefors (Kolmogorov-Smirnov) normality test

data: u
D = 0.0762, p-value = 0.606

> dagostinoTest (u)

skewness kurtosis omnibus
statistics -0.7077626 -0.5144408 0.7655772
p-value 0.4790927 0.6069438 0.6819570
>

Vsechny pouzité testy naznacuji totéz, co normalni diagram. Neni divod ne-
predpokladat v modelu analyzy rozptylu normalni rozdéleni. Pilnému ¢tenafi dopo-
rucuji vyzkouset si testy normality na stejnych datech, ovSem v modelech linearni
a kvadratické zavislosti na obsahu cukru. O

9.4. Nezavislost

Problém se stochastickou zavislosti pozorovani se vyskytuje zejména tehdy, kdyz
data ziskdvame postupné, takze hodnoty zavisle proménné tvori ve skutec¢nosti ¢aso-
vou fadu. Kazdopadné musi mit pofadi pozorovani né€jaky vyznam, aby mélo smysl
formalné se zabyvat ovéfovanim predpokladu nezévislosti jednotlivych pozorovani.
Méjme opét ndhodné veli¢iny Y; = (x;o)'3 + €;, kde e; ~ N(0,0?). Tentokrat
pripoustime, Ze nahodné veliCiny ey, ..., e, jsou zavislé, specidlné, Ze tvori autore-
gresni proces prvniho fadu e; = pe;—1 + €;, v némz ¢; jsou jiz nezavislé. Pro p =0
dostaneme klasicky normalni linearni model.
Statistika Durbina a Watsona ma tvar
Z?;ll (uiJrl — ’LLZ')2 u’Au
d= —— =—, (9.13)
Do Ul u’u
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kde matice
1 -1 0 0 0
-1 2 -1 0 O
A=| 0 -1 2 0 O
0 0 o --- -1 1

je zFejmé symetrickd a pozitivné semidefinitni (vyjadfuje nezdpornou kvadratickou
funkci z Citatele, soudet Ffadkt d4 nulovy vektor).

Zajima nas rozdéleni statistiky d za platnosti nulové hypotézy Hy : p = 0.
Pripomenime, Ze je u = Me. Pfitom matici M lze vyjadfit pomoci mnohokrat
pouzité ortonormalni baze jako M = NN'. Kdy# zavedeme nahodny vektor

1
t=—Ne~N(0,1I,_,),
~N'e ~ N(O,I,.—,)

mizeme statistiku d prepsat jako

t'N’ANt
d=—.
t't

Nyni najdeme k pozitivné semidefinitni matici N'’AN jeji spektralni rozklad
QAQ’, kde Q je néjaka ortonormalni matice fadu n — r a A je diagonalni matice
s diagonédlnimi prvky A; > ... > \,_, > 0. Zavedme nyni ndhodny vektor Z = Q't.
Snadno zjistime, ze je Z ~ N(0,1,,_,.), takze statistika

_ZAZ YAz

/ n—r
Z Z Zi:l Z’L2

je podilem linedrni kombinace ndhodnych veli¢in s rozdélenim y? a souctu téchto
nahodnych velicin.

Problémem je, Ze koeficienty linearni kombinace (konstanty \;) zévisi na vychozi
regresni matici X. Nastésti lze podle Poincarého véty (viz vétu A.10 v Dodatku)
tato vlastni ¢isla omezit pomoci vlastnich ¢isel matice A. Predpokladejme, Ze plati
1 € M(X) (napfiklad v modelu existuje absolutni ¢len). Potom plati N1 = 0 a pro-
toze je 1 vlastnim vektorem matice A odpovidajicim jejimu nejmensimu vlastnimu
¢islu, mizeme pouzit nerovnosti (A.22) a (A.24). Uvazime-li, Ze v naSem p¥ipadé
je hodnost mensi matice rovna ¢ = n — r, mizeme zminéné nerovnosti prepsat jako

A <oy 1<i<n—n,
Qg —j S)\n—r—j-l-l 1§j§n—7‘

Nyni ve druhé nerovnosti provedeme zaménu i = n—r, pfi¢emz novy scitaci index se
bude pohybovat ve stejném rozmezi jako piivodni index j. Dostaneme tak omezeni
pro \; shora i zdola ve tvaru

Qipr—1 <N <o 1<i<n-—r,
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takze pro kazdé vlastni ¢islo A\; médme rozmezi, v némz se musi nachazet a jehoz
sifka (co do vzdalenosti mezi «;) zavisi na hodnosti matice X. Uvazime-li nyni, ze
s jednotkovou pravdépodobnosti jsou viechny ndhodné veli¢iny Z? kladné, dosta-
neme horni a dolni omezeni pro d ve tvaru

n—r 2 n—r 2 n-—r 2
L Qi 14 NI L
dy, = 22121 i+r—144 —d; <d= 531:1 Gk I 221:1 144 ::dU-

Y 22 PO D 44
Rozdéleni nadhodnych veli¢in dy,dy zavisi jiz pouze na n a r. Existuji tabulky
kritickych hodnot pro ndhodné veli¢iny dr,, dyy, napf. Likes, Laga (1978).

Pri testovani nulové hypotézy Hp : p = 0 proti alternativni hypotéze H; : p > 0
pak ve prospéch alternativni hypotézy budou svédcit spise malé hodnoty statistiky
d (sousedni rezidua jsou spi§ podobna). Nulovou hypotézu zamitneme, kdyZ bude
platit d < dp(«), nezamitneme ji v ptipads, ze vyjde d > dy(a).

Ve zbyvajicich ptipadech (dr(a) < d < dy(«)) rozhodnout takto snadno nelze.
Pak je mozno skutecné rozdéleni statistiky d/4 aproximovat pomoci beta rozdéleni
s takovymi parametry, aby se shodovaly prvni dva momenty. O moznostech apro-
ximaci rozdéleni d pojednava podrobné prehledny ¢lanek autord metody Durbin,
Watson (1971). V posledni dobé se stile ¢astéji pouzivaji k hodnoceni statistiky d
simulace. Vysledkem je pak pfiblizna dosazend hladina testu (p hodnota).

Snadno se zjisti, Ze statistika d tésné souvisi s odhadem koeficientu p: d =
2(1—p).

K diagnostice problémt s nenulovym autokorela¢nim koeficientem p se pouziva
diagram, ktery znézoriiuje n — 1 bodi [u;—1,u;]. P¥i kladném parametru p maji
body tendenci sdruzovat se podle primky y = z, pfi zdporném p pak podle primky
Y= —zx.

Predpoklddejme, Ze data jsou uspoiradéna tak, Ze hodnoty nezévisle proménné
rostou s porfadovym indexem pozorovani. Kdyz se vysetfuje kvadraticka zavislost na
nezavisle proménné a pouzije se pouze zavislost linedrni, vysledna sousedni rezidua
maji tendenci byt si blizka, coz je podobna situace, jako pti kladném autokorela¢nim
koeficientu p. Proto lze Durbintiv-Watsonuv test pouzit nékdy také k diagnostice
nespravného tvaru regresni funkce.

V R lze najit Durbiniv-Watsontv test ve dvou knihovnach. V 1lmtest pod
nzvem dwtest je funkce tfidy htest (v niz jsou klasické testy jako napf. ¢-testy).
Urdéi vlastni éisla Aq,..., A\p—r a p-hodnotu pak pocitd pomoci algoritmu AS153
(Farebrother, 1980, 1984) pro vypocet pravdépodobnosti P(d < dp). Procedura
durbin.watson umisténd v knihovné car pocitd p-hodnotu simulovanim, udava
také odhad p.

P¥iklad 9.9 (porodnost) Uvazujme porodnost v Ceské republice od roku 1946
do roku 2002. Nepochybné 1ze ocekavat, ze pfi pfedpokladané linearni zavislosti na
case piijde o silnou autokorelaci.

> summary(a<-1m(birthsM~year))

Call:
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Im(formula = birthsM ~ year)

Residuals:
Min 1Q Median 3Q Max
-4.4783 -1.4620 0.1959 1.1766 4.5895

Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)
(Intercept) 405.57541  34.05868 11.91 < 2e-16 **x
year -0.19785 0.01725 -11.47 3.3e-16 ***

Residual standard error: 2.143 on 55 degrees of freedom
Multiple R-Squared: 0.7051, Adjusted R-squared: 0.6997
F-statistic: 131.5 on 1 and 55 DF, p-value: 3.297e-16

> durbin.watson(a)
lag Autocorrelation D-W Statistic p-value
1 0.9276123 0.1291842 0
Alternative hypothesis: rho != 0
> plot(resid(a) [-length(resid(a))],resid(a) [-1])
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Obrézek 9.3: Diagnosticky diagram pro autokorelaci
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10. Multikolinearita

Ve vlastni regresi se zpravidla pfedpoklada, Ze regresni matice X ma linearné ne-
zavislé sloupce. Teoreticky matice ma nebo nema linearné zavislé sloupce. Ovsem
u redlnych matic je nékdy obtizné rozhodnout, kterd z obou moznosti opravdu
nastala.

O multikolinearité tedy hovorime tehdy, kdy matice X ma sice linedrné nezavislé
sloupce, ale v néjakém smyslu jsou tyto sloupce témér linedrné zavislé. O zptsobech,
jak multikolinearitu odhalit, pojedname postupné.

10.1. Teorie

Nejprve uvedeme dvé dtlezité vlastnosti odhadt v linearnim modelu.
Véta 10.1. V modelu Y ~ (X3, o21) plati

E[[Y|* = [IX8]* + o*h(X). (10.1)
Ma34-1i matice X linedrné nezavislé sloupce, pak plati

Elbl[* = IBI* + o* tr (X'X) " (10.2)

Dtk az Vyraz E ||XA(' — X3||? miizeme upravit dvéma zptisoby. Jednak je to

trE(Y — XB8)' (Y — XB)
= trvarY = o?trH = a?h(X),

E(Y - XB)' (Y — XB)

a také

EI[Y — X8| =E[[Y[|* - 28'X'EY +||XB||?
=E[|Y]]* - [|XB3]*
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10. Multikolinearita

Tvrzeni (10.1) dostaneme porovnanim obou vyjadfeni. Druhé tvrzeni véty dosta-
neme podobné, kdyZ dvéma zplisoby vyjadiime vyraz E||b — B||?:

Ellb—3|> = trvarb = o%tr(X'X)"!
= E|b||* —[|B]*. O

Ze vztahu (10.1) je zfejmé, Ze stfedni hodnota ¢tverce délky odhadu vektoru
EY zavisi pouze na skutecné hodnosti matice X, nikoliv na tom, jak ,dobfe“ jsou
jeji sloupce linearné nezavislé. Multikolinearita tu tedy nehraje zadnou roli. Totéz
vsak neplati pro odhad vektoru regresnich koeficient 3. Pfi tom praveé tento vektor
udavé, ktera linedrni kombinace sloupcti matice X tvori jednoznacné urceny vektor
Y. Je zajimavé vsimnout si, ze hodnota, o kterou se lisi stfedni hodnota ctverce
délky odhadu od ¢tverce délky odhadovaného parametru, je rovna souctu rozptyla
odhadi jednotlivych slozek odhadovaného parametru.

D4l budeme v této kapitole predpokladat, ze plati h(X) = k + 1. Necht X'X méa
spektralni rozklad podle (A.5) (s vlastnimi ¢isly A1,..., Agq1) tvaru:

k+1
X'X =" \ia,q;. (10.3)
i=1

Potom plati
k+1

1
E|lbl|* = |87 +022;-
i=1 "

Mal4 vlastni &sla se tedy projevi velikou neshodou mezi E ||b||? a ||3]|2.
Predpokladejme, ze vlastni ¢isla jsou oznacena indexy tak, aby platilo

)\12---2)%-{-1 >0,

kdyz posledni nerovnost plyne z naseho predpokladu o hodnosti matice X. O ne-
bezpedéi multikolinearity do znaéné miry vypovida ¢islo podminénosti matice X'X,
které je definovano jako A1/Agt1. Podobné ¢islo podminénosti matice X je rovno
VA1/Akt1. Podrobnéjsi informaci daji indexy podminénosti matice X'X
nj:ﬁ, 1<j<k+1.
Aj

Cislo podminénosti matice X'X je rovno 7,1 a ¢&islo podminénosti matice X je

rovno ./mMi+1-

Je tfeba upozornit na jednu velmi nepiijemnou vlastnost vlastnich ¢isel, totiz
jejich zavislost na zvoleném métitku. Porovnejme dvé matice:

30 2 1 30 0,02 1000
A=12 30 5|, B=/[002 00030 50
1 5 10 1000 50 10000000
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Regrese standardizovanych velicin 10.2

Miize jit o dvé matice typu X'X, které se lisi pouze méiitkem, v jakém jsou vyjadiena
data. Matice X mé tfi sloupce, z nichZz prvni obsahuje jednicky (pro absolutni
¢len). Druhy sloupec obsahuje délkové tidaje vyjadiené v centimetrech (matice A)
nebo v metrech (matice B), tf¥eti sloupec obsahuje tdaje o hmotnosti vyjadieni
v kilogramech nebo v gramech. Jedna se tedy vlastné o stejnou tlohu, ovsem ¢isla
podminénosti matice X'X jsou velmi rfizna: nx41(A) = 3,730 je pomérné malé,
kdezto ng+1(B) = 3,646 - 10°.

Neékdy se tedy, dfive nez se spocitaji vlastni ¢isla, matice X normuje tak, aby
vSechny jeji sloupce mély stejnou délku (viz program NCSS). M4 to vyznam zejména
tehdy, kdyz méame interpretaci pro absolutni ¢len modelu.

Druhym pouzivanym normovanim je prechod ke korela¢nim koeficienttim, jak
to provedeme v nésledujici kapitolce. Tento postup vsak nelze pouzit tehdy, kdyz
ma ve vySetfovaném modelu absolutni ¢len vlastni vécnou interpretaci.

10.2. Regrese standardizovanych velicin

Mnohé programy nabizeji diagnostické prostfedky, které jsou zalozeny na standar-
dizovanych veli¢inach a jejich kovariancich, tedy na korela¢nich koeficientech.
Uvazujme linedrni model s regresni matici

X = (15x017"' 7x0k)a

kterd ma linearné nezavislé sloupce. Pak lze psat

k
Y; :boJrZZEijijrUi 1<i<mn, (10.4)
j=1
kde nezavislé nahodné veli¢iny ey, ..., e, maji rozdéleni N (0, 02). Oznacme

a zavedme standardizované velid¢iny

V-7 i — 7
A
To T}
pro které plati
n n n n
Yo Ywten Ym0 Yot
=1 =1 1=1 =1
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10. Multikolinearita

Ozna¢me déle
n
. * *
Tjt = E :xz] Ligs rjo = E zij}/i .
i=1

Snadno nahlédneme, Ze r;, 7.0 jsou vybérové korelacni koeficienty. Nyni vyjadiime
) gty g
puvodni pozorovani pomoci odhadt

k
Y;=Yi+u = b0+z$ijbj+ui
=1

k k

Z qu— )b + u;
k_ —
qu— )b + s,

kdyz jsme vyuz1h skutecnostl ze v modelu 8 absolutmm ¢lenem prochézi odhadnuta
Posledni vztah vyjadfime pomoci standardlzovanych veli¢in oznacenych hvéz-
dickou, dostaneme tak standardizovany model

k

Y,-Y Tii — T T U;
yr — 2 _ ij Jtj b i
* To Z T, Tp T To

j=1
= Z x3;0% + u;

kdyz jsme zavedli standardizované koeficienty b = (Tj;/To0)b; a rezidua standardi-
zovaného modelu u} = u;/Ty. Rezidudlni soucet ¢tverct standardizovaného modelu
RSS* zfejmé tésné souvisi s koeficientem determinace

2
. Z Z u;\* RSS RSS ,

Pokusme se vyjadiit hledani odhad regresnich koeficientti. Kdyz shromazdime
standardizované veli¢iny x7; a ¥;* do matice X* a vektoru Y*, bude vektor b* =
(b3, ...,b5) FeSenim normalni rovnice (standardizovany model ma absolutni ¢len
identicky nulovy)

(X* X*)b* = XY+,
Oznacime-li matici korela¢nich koeficientt r;; jako Ry, a podobné vektor korelac-
nich koeficientti 79 symbolem r,,, mizeme posledni vztah vyjadrit také jako

*
Ryzb™ =ryy.
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Regrese standardizovanych velicin 10.2

Vyjadiime jesté odhad varianéni matice statistiky b*:

RSS* oy 1-R* .,

varb® = §*2R-l = P2 gt ST

Pouzijeme-li bézné oznaceni prvkd inverzni matice pomoci hornich indext, dosta-
neme vyjadreni
— 1— R2

varb* = ———— 97,
J7oon—k-1
V dalsim bude uzite¢né dalsi vyjadieni koeficientu determinace. Postupné upra-
vime inverzni matici k vybérové korela¢ni matici velicin Y*, z7,...,z} (kterd je
totoznd s korelaéni matici veli¢in Y, z1,...,zg):

1 o _
1 rlzy — (1 - rlxy Rmxlrivy) o
rzy Rug * *

_ <(Y*'Y* — Y X (X X)Xy *)

(s ) (0o

Nyni vyjadiime jemnéji j-ty diagonélni prvek matice R;ml. Predstavme si nyni,
Ze na misté veliciny Y je jedna z veli¢in x;. Ozna¢me symbolem RJQ- koeficient de-

terminace zavislosti x.; na ostatnich veli¢inach, tedy na veli¢inach Xe1, ..., Xe(;—1),
Xe(j+1)s- - - s Xek- Z Tvahy o inverzni matici ke korela¢ni matici zfejmé plyne, Ze plati
i — 1
1-R?

Mizeme tedy vyjadiit odhad rozptylu odhadu b} ve tvaru

_— 1— R2 1
b = . 10.
varvs n—k—11-R; (10.6)

Nejmensi mozny rozptyl dostaneme, kdyz je R? = 0, s rostouci hodnotou R? se
rozptyl odhadu b} zvétsuje. Charakteristika 17Rj2- se zpravidla nazyva tolerance, jeji
pfevracend hodnota se oznacuje VIF; (Variance Inflation Factor) a ukazuje, kolikrat
se zhorsi rozptyl odhadu b} v dusledku korelovanosti j-tého regresoru s ostatnimi
regresory.

Ukazme jesté souvislost s ptivodnimi parametry. Protoze je b; = (To/T})b;,
plati

— 1-R? 1 Ty 2
Tn—k-11-RI\T;)
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10. Multikolinearita

Posledni pozndmka patfi testovani nulovosti regresnich koeficienti ;. Testovou
statistiku lze vyjadrit nasledovné:

b; (To/Ty)b; b

Jvart,  \JEH(To/T)E) et
. In—k—1
=i\ T VIR

Rozhodovat lze tedy bud v ptivodni nebo v upravené (hvézdickové) parametrizaci.
Dale je zfejmé, jak zavisi na vnitini zavislosti mezi regresory. Mala tolerance (velky
infla¢ni faktor VIF;) vyzaduje vétsi hodnotu [b}] k tomu, abychom mohli prokdzat
nenulovost parametru (3;.

Ve vystupu programu NCSS lze koeficienty b} nalézt v oddilu nazvaném Re-
gression Coefficient Section pod nazvem Standardized Coefficient. Program STA-
TISTICA uvadi tyto odhady ve sloupci nadepsaném BETA. V R si mizeme pomoci
procedurou scale(), ktera provadi normovéni (pfechod od x;; k x7;).

Priklad 10.1 (méfeni IQ) Pouzijme data, zjisténa na velké skole pii pedagogic-
kém vyzkumu. Pro kazdého ze 111 zaku zname jeho pohlavi, primérny prospéch
v pololeti sedmé a osmé tiidy a hodnotu IQ. Nasim cilem je ovéfit moZnost od-
hadovat IQQ neprimo, ze znamych priumérnych znamek, pfipadné s prihlédnutim
k pohlavi, kdy divky jsou kdédovany jednickou a hosi nulou. Vybérové korelacni
koeficienty zjistime snadno:

> cor(cbind(iq,divka,zn7,zn8))

iq divka zn7 zn8
iq 1.0000000 0.1217568 -0.6887396 -0.6571046
pohlavi 0.1217568 1.0000000 -0.3666488 -0.3802419
zn7 -0.6887396 -0.3666488 1.0000000 0.9545902
zn8 -0.6571046 -0.3802419 0.9545902 1.0000000

Pii vypoctu odhadi standardizovaného modelu b7 ponechame prednastavené
parametry funkce scale (ode¢te primér, vydéli smérodatnou odchylkou). I kdyz
je ve standardizovaném modelu absolutni ¢len identicky nulovy, my jej v popisu
zévislosti ponechdme, abychom zachovali sprévny pocet stupiit volnosti (absolutni
¢len je v upraveném modelu pouze skryt).

> summary (1m(scale(iq) “scale(pohlavi)+scale(zn7)+scale(zn8) ,data=Iq))

Call:
Im(formula = scale(iq) ~ scale(pohlavi) + scale(zn7) + scale(zn8))

Residuals:
Min 1Q Median 3Q Max
-1.47790 -0.50164 -0.02892 0.47855 1.76069
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Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>ltl|)
(Intercept) -1.455e-16 6.844e-02 -2.13e-15 1.00000
scale(pohlavi) -1.528e-01 7.434e-02 -2.055 0.04232 *
scale(zn7) -6.989e-01 2.308e-01 -3.029 0.00308 **
scale(zn8) -4.800e-02 2.321e-01 -0.207 0.83658

Residual standard error: 0.721 on 107 degrees of freedom
Multiple R-Squared: 0.4943, Adjusted R-squared: 0.4801
F-statistic: 34.87 on 3 and 107 degrees of freedom, p-value: 8.882e-016

Pro srovnani uvedme také klasické odhady b;:
> summary (1m(IQ~pohlavi+zn7+zn8,data=Iq))

Call:
Im(formula = IQ ~ pohlavi + zn7 + zn8)

Residuals:
Min 1Q Median 3Q Max
-22.1677 -7.5243 -0.4338 7.1780 26.4095

Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|t])
(Intercept) 142.785 3.869 36.909 < 2e-16 *xx*
pohlavi -4.563 2.221 -2.055 0.04232 *
zn7 -16.767 5.5636 -3.029 0.00308 **
zn8 -1.149 5.5657 -0.207 0.83658

Residual standard error: 10.81 on 107 degrees of freedom
Multiple R-Squared: 0.4943, Adjusted R-squared: 0.4801
F-statistic: 34.87 on 3 and 107 degrees of freedom, p-value: 8.882e-016

Vsimnéme si pfedevsim stejnych hodnot jednotlivych ¢-statistik a odpovidajich
dosazenych hladin testu v bézném a standardizovaném modelu. Totéz plati pro
koeficient determinace i pro adjustovany koeficient determinace.

Ponechme zatim stranou velkou dosazenou hladinu u priméru z 8. t¥idy, ktera
svedc¢i o tom, ze tento regresor bychom mohli vynechat. O multikolinearité svédéi
velky korela¢ni koeficient mezi obéma primérnymi zndmkami: Absolutni ¢len tento-
krat nemé v modelu vlastni vyznam, proto pfi hodnoceni multikolinearity vyjdeme
z korela¢ni matice. Indexy podminénosti a dalsi charakteristiky odvozené z kore-
la¢ni matice spocitame jednoduchou procedurou

VIF <- function(lmobj)

# polCitd diagnostické statistiky souvisejici s multikolinearitou
# zaloZené na koreladni matici

# predpoklada absolutni ¢&len

{

if (!is.null(weights(1lmobj)))
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10. Multikolinearita

stop("requires unweighted model")

if (! (any(names(coefficients(lmobj))=="(Intercept)")))
stop("requires model with intercept")

X0 <- scale(model.matrix(lmobj)) [,-1] # standardizace regresord
nam <- labels(terms(1lmobj)) [-1]

yO <- scale(lmobj$model[,1]) # standardizace regresandu
1lmobjO <- 1m(y0~X0) # standardizovand regrese

VIF <- diag(solve(cor(X0)))

tol <- 1/VIF; R2 <- 1-tol

b.star <- coef(1lmobj0) [-1]

out <- cbind(b.star,VIF,R2,tol)

rownames (out) <- term.names(lmobj)[-1]

return(out)

}
Vysetfovany model dal tyto vysledky:

VIF(Im(iq~divka+zn7+zn8,data=Iq))

b.star VIF R2 tol
divka -0.15275544 1.169230 0.1447359 0.85526408
zn7 -0.69892795 11.268657 0.9112583 0.08874172
zn8 -0.04799886 11.402400 0.9122992 0.08770084

Samotné hodnoty VIF; lze spocitat pomoci procedury vif () z knihovny car
nebo z knihovny Design. Druhd ze zminénych knihoven si ovSem sama natdhne
knihovnu Hmisc a zméni vyznam fady funkci.

Sloupec nazvany b.star obsahuje odhady b7. Ve sloupci R2 jsou uvedeny koefi-
cienty determinace R? v regresnich modelech, kdy se snazime vysvétlit regresor x;
jako linearni funkci vSech ostatnich regresori.

Ukazuje se, ze vzajemna zavislost nékterych regresort zvétsila rozptyl odhadt
koeficienti u standardizovanych prameérti vice nez desetkrat (VIF). Velikost vza-
jemné zavislosti charakterizuji velké koeficienty determinace. Naptiklad prameér
v 8. t¥idé lze vysvétlit vice nez z 90 % pomoci ostatnich regresorti.

Pro zajimavost, kdyz odstranime z modelu primeér znamek z 8. tfidy, jsou obé
infla¢ni ¢isla VIF rovna 1,155 (Proc¢pak jsou obé inflacni ¢isla stejna?):

> VIF(1m(iq~divka+zn7,data=Iq))

b.star VIF R2 tol
divka -0.1510784 1.155310 0.1344313 0.8655687
zn7 -0.7441323 1.155310 0.1344313 0.8655687

Vsimnéme si také odhadt regresnich koeficientti.

> summary (1m(iq~divka+zn7,data=Iq))

Call:
Im(formula = iq ~ divka + zn7, data = Iq)

Residuals:
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Min 1Q Median 3Q Max
-21.9606 -7.4290 -0.1927 7.0047 26.5244

Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|t])
(Intercept) 142.607 3.755 37.982 <2e-16 ***
divka -4.513 2.198 -2.054 0.0424 x*
zn7 -17.852 1.765 -10.116 <2e-16 ***

Residual standard error: 10.77 on 108 degrees of freedom
Multiple R-Squared: 0.4941, Adjusted R-squared: 0.4848
F-statistic: 52.74 on 2 and 108 DF, p-value: < 2.2e-16

Je jisté patrné, jak byla kratkozraka interpretace velké dosazené hladiny u proménné
zn8. Vilbec neznamenala, ze by hodnota IQ) nesouvisela se zndmkovym primérem.
Pouze tento pramér neumél Fici nic podstatné nového o IQ), co bychom nevédéli

z proménnych divka, zn7.

Jesté k charakteristikAim podminénosti. Nejvétsi index podminénosti 48,330
z modelu s obojimi primérnymi zndmkami zalozeny na zhodnoceni korela¢ni matice

(absolutni ¢len nas nezajima) se zmensi na 2,158 u zjednoduseného modelu:

> ind.podm <- function(A) {e <- eigen(A); e$val[1l]/e$vall}

> ind.podm(cor(cbind(pohlavi,zn7,zn8)))
[1] 1.000000 2.859583 48.330483

> ind.podm(cor(cbind(pohlavi,zn7)))

[1] 1.000000 2.157806
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11. Hledani modelu

V nésledujici kapitole uvedeme nékteré charakteristiky a postupy, které lze pou-
7it v souvislosti s hleddnim modelu. Nepochybné neni na skodu pfipomenout, zZe
nejlepsi je situace, kdy model je odvozen z predstavy o fungovani vysetfovanych
déja. Je-li to mozné, takovému postupu je treba vzdy dat prednost. To se tyka také
planovéni pokusu (pro jaké hodnoty nezévisle proménné zjistovat hodnotu zavisle
promeénné).

11.1. Dvé kritéria

Nejprve provedeme dvé obecné uvahy o praktickych moznostech srovnani modelu
a podmodelu jinak nez testem podmodelu.

11.1.1. Silné kritérium

Pripomenme si vétu 7.2. Tehdy jsme pfi porovnévani standardniho modelu s néja-
kjch obsahlejsim modelem zjistili, Ze mensi klasicky model ned4 horsi stiedni ctver-
cové chyby, pokud je ¢tverec délky vychyleni nejvyse roven rozptylu (tj. ||bias Y| |2 <
02). Pfredpokladejme nyni, Ze vektory parametrtt 3, jsou oba odhadnutelné, coz
je zaruceno naptriklad tim, ze matice X a MZ maji linearné nezavislé sloupce, tj.
plati h(X) = &+ 1 a h(MZ) = m. Pod m si miZeme pfedstavovat poéet novych
regresortl v matici Z.

Podle (7.10) vyjadiime vychyleni odhadu Y jako —MZ~ a do tohoto vyrazu za
~ i za 0? dosadime bé&zné odhady, dostaneme silné kritérium

IMZc,||* < S2. (11.1)

Nyni tuto nerovnost vyjadiime prakti¢téj$im zptisobem. ProtoZze podle (8.8)
plati RSS—RSS, = ||MZc,||?, m4 testova statistika podmodelu (zde je jim klasicky
model) tvar
_[IMZe, |2/m

F
5

(11.2)
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Silné kritérium je tedy ekvivalentni s pozadavkem

F<t (11.3)
m
V béZném regresnim vystupu méame vedle odhadt jednotlivych regresnich ko-
eficientt uvedeny ¢ statistiky. MiZeme je néjak v souvislosti s ovéfovéanim (11.3)
pouzit?
Pfipomenme, ze plati (7.19), takze varianéni matici odhadu ¢, mizeme odhad-
nout pomoci varc, = SZ(Z'MZ)~!. Proto plati

_[IMZe | _

mkF.
55

(cg)’ (\ﬁ;i\rcg)_l Cg = %(cg)/ (Z/MZ) Cy
7
Se silnym kritériem je ekvivalentni nerovnost c;, (var cg)_1 ¢, < 1. Podle véty
A.8 je tato nerovnost ekvivalentni s tim, Ze matice varc, — c,Cy je pozitivné semi-
definitni. K tomu je ale nutné (ale nemusi stacit), aby vSechny diagonalni prvky
této matice byly nezaporné, tedy aby pro vSechny ¢ statistiky pro testy hypotéz, ze
je v; = 0, platilo

¢4 ¢4
T, = = <1 (11.4)
Y Jare,).. SEl(eq)
73

Odtud plyne uziteény zaveér: mezi kandiddty na ,zbytecneé“ regresory ve smyslu sil-
ného kritéria mohou patrit jen takové, u nichZ je t-statistika nejvyse rovna jednicce.

11.1.2. Slabé kritérium

KdyZ se nebudeme zajimat o v8echny linearni funkce parametrti 3, (s tim je
ekvivalentni vySetfovani Y), ale jen o kombinace ,,vyzkousené“ v datech, mizeme
porovnat stfedni ¢tvercové chyby odhadd (xie)'b a (Xie)'bg + (Zie)'cy pro linearni
funkce parametrti (x;o)' 3 + (zie)'v, kde i = 1,... ,n.

Zajimé nas tedy, kdy bude splnén pozadavek (slabé kritérium)

iMSE(YZ—) < iMSE(Ygi). (11.5)

Uvedena nerovnost vlastné porovnavé stopy matic MSE (Y) a MSE (Y ). Vzhledem
k (7.14) a pfedpokladané linedrni nezavislosti sloupct matice (X, Z) dostaneme na
levé strané

tr (0°H + MZy~'Z'M) = 62(k 4 1) + ||MZ~|? (11.6)

a na pravé strané podobné o2(k + 1 + m), tedy

o?(k+1) + |[MZ~|? < o?(k + 1 +m).

134



Porovnani modelu a podmodelu 11.2

Vysledkem je nakonec pozadavek
IMZy|* < ma?, (11.7)

ktery nahradil podobny pozadavek (11.1) silného kritéria. Protoze se ob& nerovnosti
lisi pouze koeficientem m na pravé strané (11.7), je zfejmé, Ze nerovnost (11.3)
mizeme v pripadé slabého kritéria nahradit pozadavkem F' < 1 a nutnou podminku
(11.4) slabsim pozadavkem |T,| < y/m.

Mezi kandiddty na ,zbytecné” regresory ve smyslu slabého kritéria mohou patrit
jen takové, u nich? je t statistika nejvyse rovna /m.

11.2. Porovnani modelu a podmodelu

Zde shrneme zpravidla jiz znama tvrzeni o moznostech porovnani kvality modelu a
podmodelu. V podstaté se snazime mérit velikost shody dat se zvolenym modelem.
Neékteré z dale uvedenych ukazateli se pouzivaji i pro porovnani modeli, které
nejsou navzajem modelem a podmodelem.

11.2.1. Rezidudlni soucet Ctverci RSS
Podle (8.8) vime, ze plati
RSS, = RSS — ||[MZc,||> < RSS,

takze rezidudlni soucet ¢tverctt v podmodelu je zdola omezen rezidudlnim souc-
tem Ctvercd v modelu. Pfejdeme-li k podmodelu, nemuze rezidualni soucet ¢tverctu
klesnout.

11.2.2. Koeficient determinace R?
Vzhledem ke vztahu mezi RSS, a RSS plati

32:1fL‘?921fR75‘_g:R2_

[ G TR S G R
Pfi zjednoduseni modelu na podmodel nemiize koeficient determinace vzrust. Uspo-
rfadani posloupnosti do sebe viazenych podmodelu podle klesajiciho koeficientu de-
terminace je stejné, jako usporadani tychz podmodeld podle rostouciho rezidualniho
souctu ¢tverct.
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11. Hledani modelu

11.2.3. Reziduélni rozptyl S?

Nejprve vyjadiime pozadavky silného a slabého kritéria pomoci nestrannych od-
hadid rozptylu v modelu a podmodelu. Pomoci obou rezidualnich souctt ¢tvercu
miizeme statistiku F' ze vztahu (11.2) upravit postupné jako

_ RSS—-RSSyn—k—1-—m

F
RSS, m
- (n—k-1)S*-(n—k—-1-m)S?
B msS?
n—k—-1, o 9
= — 1 11.
s? (5% =52)+1, (11.8)

takze pozadavek slabého kritéria lze zapsat jako S? < S;.
Podobné pozadavek silného kritéria F' < 1/m vede k nerovnosti

(n—kz—l)S’Q—(n—kJ—l—m)S;SS;,

ktera je ekvivalentni s nerovnosti

—k—m
2 o1 2
S < n_k_ng. (11.9)

O mozZnostech splnéni posledni nerovnosti vypovi nasledujici ivaha. Nerovnost
RSS, < RSS je ekvivalentni s nerovnosti (n —k —1—m)S? < (n—k—1)S5?, ktera
d4 omezeni zdola pro odhad rozptylu 52, které je téméf totozné s omezenim shora
uvedenym v (11.9). Plati-li silné kritérium, musi byt soucasné splnény nerovnosti

n—k—1—-m 4 9 _n—k—m ,
_— < < - .
n—k—1 Sg_S_n—k:—lsg

Je vidét, zZe silné kritérium dava jen velmi malo ,svobody“ pro mozné hodnoty
reziduélniho rozptylu S2.

2

11.2.4. Adjustovany koeficient determinace 12,

Klasicky koeficient determinace R? lze vyjadfit pomoci odhad® rozptylu metodou
maximalni vérohodnosti v modelu a ve specidlnim podmodelu, ktery ma pouze
absolutni ¢len, totiz EY = 1+, jako

RSS/n 52

B=losyvem &
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Porovnani modelu a podmodelu 11.2

KdyZz nyni nahradime odhady metodou maximélni vérohodnosti ptislusnymi
nestrannymi odhady, dostaneme adjustovany (upraveny) koeficient determinace
RSS/(?:L—k:—l) 1 n—1 (
SO -V -1 n-k-1
Protoze 1ze tento koeficient vyjadrit jako monotonni funkci vybérového rozptylu
S? (82 je odhad rozptylu v podmodelu)

Ry =1- 1-R?).

S2
S_ga
je usporadani posloupnosti do sebe vnorenych podmodeli podle klesajiciho upra-
veného koeficientu determinace stejné, jako podle rostouciho vybérového rozptylu.

RZdj =1-

11.2.5. Mallowsovo C),

Myslenka statistiky C), je zaloZena na porovnani odhadu celkové stiedni ¢tvercové
chyby z (11.5) s ,bezpeénym* odhadem rozptylu.

Necht plati ,bezpecny“ model Y ~ (XB+Z~, o?l). Pouzijeme-li stfedni hodnotu
ERSS ze vztahu (7.9), dostaneme v predpoklddaném modelu s tplnou hodnosti
vztah

ERSS = (n—k —1)o? + |[|[MZ~|2.

Kdyz vyjadiime celkovou stfedni ¢tvercovou chybu podle (11.6), dostaneme
D> MSE (Vi) = (k + 1)0” + ||[MZ~]|>.
i=1

Kdyz ze dvou poslednich rovnic vylou¢ime neznamy c¢tverec délky vychyleni
|IMZ~]|? a celkovou stiedni &tvercovou chybu podélime rozptylem, dostaneme

1 & . (k+1)0?+ERSS — (n—k —1)0? ERSS
5z D MSE (7)) =
i=1

5 =2(k+1) —n+——.

g g

Nahradime-li nyni nezndmy rozptyl o jeho nestrannym odhadem S? a stfedni
hodnotu statistiky 2SS jeji skute¢nou hodnotou, dostaneme Mallowsovo C,,

RSS
5
Zbyva ukazat souvislost s nahofe uvedenym slabym kritériem. Pouzijme vyjad-
feni F' statistiky podle (11.8). Snadnou tpravou dostaneme
n—k—1,_, 9 RSS
q2 (S -5 ) = S2
g 7

g
Slabé kritérium F' < 1 je tedy ekvivalentni s nerovnosti C}, < k+ 1. Protoze je dale

Cp=2(k+1)—n+ (11.10)

m(F—1)=

—(n—k—-1)=Cp—k—1.

1
F—-—)=C,—-k—-2
m( m) P +m,

je silné kritérium F' < 1/m ekvivalentni s pozadavkem Cp, < k+ 2 —m.
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11. Hledani modelu

11.2.6. Priimérny rozptyl predpovédi

Nasledujici Gvaha jiz neni zalozena na porovnani modelu a podmodelu, uz se ne-
snazime model zjednodusit vylu¢ovanim nékterych regresort. Tentokrat se budeme
zamyslet nad presnosti predpovédi budoucich pozorovani,

Pro kazdy fadek matice X mame pfedpovidat nové pozorovani Y (x;e ), nezévislé
na téch, s jejichz pomoci jsme odhadli vSechny parametry. Bodovym odhadem bude
samoziejmé Y;. Oviem rozptyl chyby predpovédi V; — —Y (x;e) bude 02h;;+02. Primér
téchto rozptylt je tedy roven vyrazu

kE+1
—Za 1+hy)=0 (l—i— )
n
Kdyz jesté neznamy parametr o2 nahradime jeho nestrannym odhadem S2, dosta-

neme statistiku et 1
Jy, = 2 (1+L), (11.11)
n

kterd na rozdil od samotného rozptylu penalizuje pocet parametri pouzitych v mo-
delu.

11.2.7. Akaikeho informacni kritérium

V posledni dobé se k porovnani riznych modelt ¢asto pouziva funkce zalozena na
logaritmu odhadu rozptylu zvétSeném o penalizaci po¢tu odhadovanych parametri
(viz Andél (1998, str. 187)). Akaikeho informaé¢ni kritérium bylo navrzeno jako

AIC = —20(0) + 2q,

kde ¢ je logaritmicka vérohodnostni funkce a ¢ je pocet slozek maximalné vérohod-
ného odhadu . V piipadé linedrniho normalniho modelu se zndmgm rozptylem o?
po dosazeni do logaritmické vérohodnostni funkce dostaneme

AIC =

coz se az na konstantu velice podobd Malowsovu C,.
Pokud odhadujeme také rozptyl o2, dostaneme (funkce AIC() v R)

AIC =n (1 + log(2m) 4 log(RSS) — log(n)) +2(r + 1) (11.12)

=n (1 + log(2ﬂ';5)) +2(r+1),
kde o2 je odhad ¢? metodou maximalni vérohodnosti a r je hodnost matice X.
V ptipadé modelu s tplnou hodnosti a s absolutnim ¢lenem tedy na konci (11.12)

pfi¢itame vyraz k + 2 (nezapometime na to, Ze i 02 je pak odhadovanym paramet-
rem).

138



Sekven¢ni postupy 11.3

11.2.8. Odhad stupné polynomu

Necht je zavislost EY na nezdvisle proménné x popséana polynomem Sy + Sz +
...+ Bra®, pficemz plati B, # 0. Mame k disposici n > k+ 1 nezavisljch pozorovani

k
Y; = Zﬂjxi + e,

J=0

kde e; ~ N(O, 02). Predpokladame, ze stupen k polynomu nezname, Ze je dalSim
nezndmym parametrem. V parametru k je tloha nelinedrni. V tomto odstavci po-
piSeme nékteré metody, které vedou ke konzistentnimu odhadu tohoto parametru.

Pfipomertime vztah (7.12) z véty 7.1, podle kterého rezidualni rozptyl nadhod-
nocuje skuteény rozptyl v pfipadé, Ze pouzity model opomiji nékteré regresory,
které skutecné ovliviiuji stfedni hodnotu zavisle proménné. Na druhé strané, kdyz
pouzijeme nékteré regresory zbytec¢né, odhad rozptylu zistane nestrannym.

Zdalo by se tedy, ze staci odhadovat regresni modely postupné s rostoucim stup-
ném a skondit tehdy, kdy# rezidudlni rozptyly (oznac¢ime je S7) piestanou klesat,
kdy zac¢nou kolisat kolem néjaké konstanty. Tento postup ale nevede ke konzistent-
nimu odhadu stupné polynomu. Je tfeba néjak penalizovat pocet parametri.

Kupodivu, i kdy?z statistika Jj z (11.11) se o takovou penalizaci snazi, nestaéi to,
minimalizace Jj pres stupen polynomu nevede ke konzistentnimu odhadu. Podobné
nemusi vést ke spravné hodnoté ani Akaikeho kritérium z (11.12) (Andél, 1998, odst.
12. 3.).

Ke konzistentnim odhadim vede minimalizace fady funkci, napiiklad

A(k)=S; (1 +c(k+1)n™*), a € (0,0,5),¢> 0, (11.13)
1
SR(k) = log S2 + (k + 1) 05”, (11.14)

loglogn
n )

HQ(k) =log S? 4 2¢(k + 1) c>0. (11.15)

11.3. Sekvencni postupy

Bézné pouzivané programové vybaveni zpravidla nabizi také automatizovany vybér
regresoril z mnoziny moznych regresori, kterou urci uzivatel. K tomu se pouzivaji
v zasadé dva postupy a zejména jejich kombinace.
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11. Hledani modelu

11.3.1. Sestupny vybér

Nejprve se spocita nejbohatsi model, pak se jednotlivé regresory postupné z mo-
delu vylucuji. V kazdém kroku se vylucuje takovy regresor, ktery v daném modelu
nejméné prispiva k vysvétleni. Oznac¢me symbolem ¢; hodnotu ¢ statistiky pro test
hypotézy, Zze v daném modelu je koeficient u j-tého regresoru nulovy. Zpravidla
k rozhodovani se pouziva Ctverec této statistiky F; = t?. Kondéi se tehdy, kdyz
vSechny tyto F' statistiky pro vylouceni jsou vétsi, nez néjaké predem zvolené kri-

tické ¢islo F**. Nékdy se nevoli pfimo toto ¢islo, ale spis ¢islo a**, z néhoz se kritické
¢islo odvodi jako kritickd hodnota F™** = Fy ,,_p_1 (o).

11.3.2. Vzestupny vybér

Jde o pravy opak predchoziho postupu. Vyjde se z ,prazdné“ mnozZiny regresori,
do niz se pak v kazdém kroku pfida vzdy ten z jesté nezarazenych regresori, ktery
v daném kroku co mozna nejlépe zlepsi vysvétleni zavisle proménné. Predstavme si,
ze bychom zkusili jeden regresor vlozit a jako F; oznacime ¢tverec t statistiky pro
jeho vylouceni. V daném kroku vlozime takovy regresor z dostupnych kandidatu,
u néhoz je hodnota F' nejvétsi. Skoncime, kdyz toto F' neni dost velké, kdyz je
mensi, nez predem zvolené F*. Také zde lze postup nékdy ridit volbou a*, z néhoz
se vlastni kritické ¢islo odvozuje jako F* = Fy ,_j_1(a®).

11.3.3. Krokova regrese

Krokové (stepwise) regrese kombinuje oba praveé popsané postupy. Vzestupny vybér
je v kazdém kroku kombinovan pokusem o zjednoduseni pomoci sestupného vybéru.
Kdyby ovsem bylo F* < F** mohlo by se stat, zZe dojde k zacykleni algoritmu, kdy
bude pravé vlozeny regresor okamzité vyloucen, poté znovu vlozen, vyloucen atd.
Musi tedy byt F* > F**, coz je ekvivalentni s pozadavkem o™ < a**.

Kazda z popsanych metod muze dat jiny vysledny model, kromé jiného zavisi
také na volbé kritickych cisel F*, F** resp. a*, a™*. Vysledny model lze povazovat
nejvyse za doporuceni, nikoliv za néjaky dikaz. Zejména u krokové regrese se do-
porucuje najit nékolik témér optimalnich modeld a pokusit se najit mezi nimi ten,
ktery ma nejlepsi interpretaci.

11.3.4. Krokova volba modelu v R

V programu R je k dispozici procedura step (), ktera hledd model s nejmensi hodno-
tou AIC. Ve vystupu je vSak uvddéna hodnota AIC z (11.12) zmensena o konstantu
n+nlog(2m)+ 2. Jako ukdzku hledejme v piikladu procento tuku nejlepsi vysvétleni
procenta tuku pomoci dostupnych veli¢in:
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> a<-step(lm(fat™1),
scope=list(lower="1,upper="react+height+weight+pulse+diast))

Start: AIC= 193.16
fat ~ 1

Df Sum of Sq RSS AIC
+ weight 1 1546.01 741.65 138.84
+ height 1 270.06 2017.60 188.88
+ react 1 129.92 2157.74 192.24

<none> 2287.66 193.16
+ pulse 1 21.06 2266.59 194.70
+ diast 1 0.57 2287.09 195.15

Step: AIC= 138.84
fat ~ weight

Df Sum of Sq RSS AIC
+ pulse 1 111.52 630.14 132.70
+ height 1 87.32 654.33 134.58
<none> 741.65 138.84
+ diast 1 2.92 738.73 140.65
+ react 1 2.87 738.79 140.65

- weight 1 1546.01 2287.66 193.16

Step: AIC= 132.7
fat ~ weight + pulse

Df Sum of Sq RSS AIC
+ height 1 101.53 528.61 125.91
<none> 630.14 132.70
+ diast 1 7.52 622.62 134.10
+ react 1 0.55 629.59 134.65
- pulse 1 111.52 741.65 138.84
- weight 1 1636.46 2266.59 194.70

Step: AIC= 125.91
fat ~ weight + pulse + height

Df Sum of Sq RSS AIC
<none> 528.61 125.91
+ react 1 0.94 527.66 127.82
+ diast 1 0.78 527.82 127.84
- height 1 101.53 630.14 132.70
- pulse 1 125.73 654.33 134.58

- weight 1 1485.84 2014.44 190.80
> summary (a)

Call: lm(formula = fat ~ weight + pulse + height)
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Residuals:
Min 1Q Median 3Q Max
-5.17474 -2.89827 0.09504 1.47482 7.63024

Coefficients:
Estimate Std. Error t value Pr(>|tl)
(Intercept) 6.66934 14.17048 0.471 0.64011

weight 0.55847 0.04911 11.371 5.85e-15
pulse 0.12020 0.03635 3.307 0.00184
height -0.26330 0.08858 -2.973 0.00469

Residual standard error: 3.39 on 46 degrees of
freedom Multiple R-Squared: 0.7689, Adjusted
R-squared: 0.7539 F-statistic: 51.03 on 3 and 46
DF, p-value: 1.126e-14

Z vypisu je patrné, jak se algoritmus v kazdém kroku pokusil pfidat postupné
kazdou proménnou mimo stavajici model a také ubrat kazdou proménnou ze stéa-
vajicitho modelu. Skoncil tehdy, kdyz zadna takova jednokrokovd zména nevede ke
zmenseni AIC. Standardné ma totiz parametr direction hodnotu "both". Lze
v8ak nastavit pouze vzestupny ("forward") i pouze sestupny ("backward") vybér.

Je tfeba upozornit, ze dosazené hodnoty u jednotlivych proménnych v modelu
ziskané pomoci summary (a) je tfeba interpretovat velice opatrné. Kdybychom do-
kazali vzit v avahu cestu, jakou jsme dosli v vyslednému modelu, byly by tyto
hodnoty nepochybné vétsi.

11.4. Praxe hledani modelu

Pokud hledame pouze moznost predikce hodnot zavisle proménné, zpravidla ndm
dobfte poslouzi ten nejbohatsi model. Zde je vhodné pfipomenout tvrzeni véty 10.1,
podle které je velky rozdil v presnosti odhadt Y ab.

Castéji nas vSak zajima vliv zvoleného regresoru nebo chceme modelovat vza-
jemné vztahy veli¢in. Potom je nasim cilem odhadnout néktery regresni koeficient
¢i nékteré regresni koeficienty.

11.4.1. Hierrarchicky dobie formulované modely (HWF)

S kazZdou mocninou veliciny musi byt v modelu vSechny mocniny nizZsiho stupné, se
soucinem velicin musi byt v modelu také vsechny slozky tohoto soucinu.
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Divod k tomuto pozadavku na hierarchicky dobfe formulované hypotézy (Hie-
rarchically Well-Formulated) je prosty. Zajistime tak nezdvislost na parametrizaci
tlohy. Ukazme to na jednoduchém ptikladu. Model kvadratické zavislosti

y = Bo + prz + [aa?

vyjadiime pomoci nové nezdvisle proménné t zavedené vztahem x = 6(t — ). Po
dosazeni postupné dostaneme

y = Po+ Bro(t — ) + B (5(t — ¢))°
= (Bo — 10 + B26207) + (510 — 2026%0)t + P20t
=0 + it + yat®.

Kdybychom v ptvodni parametrizaci pfipustili model pouze s kvadratickym cle-
nem, bez ¢lenu linearniho, tj. s §; = 0, potom by se po netrivialni linearni trans-
formaci nezavisle proménné tento ¢len v modelu znovu objevil. Podobnou tvahu
bychom mohli udélat pro soucin nezévisle proménnych.

11.4.2. Vyjadreni nominalni veliciny s vice nez dvéma hodnotami

Pokud stredni hodnota zavisle proménné muiize byt zavisla na hodnoté né&jakého
nomindlniho znaku (faktoru), zpravidla v regresnim modelu pouzivdme umélé pro-
ménné. U dvouhodnotového faktoru vystacime s jedinou nula-jednickovou veli¢inou,
u faktoru s ¢ riznymi hodnotami pouzijeme ¢ — 1 umélych proménnych, z nichz
j-t4 je rovna jedni¢ce préve, kdyz faktor nabyl své (j 4 1). hodnoty. Koeficient u j-
té umélé proménné interpretujeme jako opravu absolutniho ¢lenu, ktery popisuje
zévislost pro zékladni hodnotu faktoru (neptislusi mu z4dna uméld proménnd) na
absolutni ¢len pro zavislost pfi j-té hodnoté faktoru.

Ctenaf si jisté uvédomil, Ze jsme pravé pouzili reparametrizaci zalozenou na
contr.treatment, kterd je u béznych faktord v prostiedi R nastavena standardné.
Analogicky bychom mohli pouZit i jinou z nabizenych reparametrizaci.

Pri hledani modelu je treba dodrzovat pravidlo, ze v modelu jsou a nebo nejsou
soucasné zafazeny bud vSechny umélé proménné k jednomu faktoru nebo zadnd
z nich.

11.4.3. Interakce a confounding

Velmi Casto je pfi vySetfovani zavislosti n€jaké veli¢iny y na regresoru x tieba
vzit v Gvahu také dalsi veliciny, které budeme v tomto odstavci znacit symbolem
z. Jde-li o pldnovany pokus, zpravidla jej lze usporadat tak, ze bezpecné mizeme
odligit vliv zvoleného regresoru. Casto se vSak musime spokojit s Setvenim, kdy se
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hodnoty regresord nastavi nezavisle na nasi vili. Je pfi tom tfeba rozliSovat dveé
rlizné situace.

Interakce (effect modification) je takova situace, kdy skuteéna hodnota velic¢iny
z ovliviiuje zavislost y na x. Interakce v tom nejjednodussim pripadé vyjadiuji
pomoci soudinu z - z (v R ov8em symbolicky piSeme, i pro faktory, « : z). P¥ikladem
by mohlo byt naptiklad vysetfovani zavislosti platu na délce praxe, kdyz se zjisti,
Ze smérnice prislusné piimky je jind u muzd a jind u zen. Kdyby byly primky
rovnobézné, byl by vliv veli¢in délka praze a pohlavi aditivni. Kazdy rok praxe
by v prumeéru pridal stejnou ¢astku k platu muzim i zenadm. Vliv délky praxe by
naopak byl modifikovan proménnou pohlavi, kdyby tyto prumérné prirtistky byly
u muzi a u zen razné.

Jina situace se popisuje anglickym slovem confounding. K takovému mateni
dochazi tehdy, kdyz vedle nezévisle proménné = a zévisle proménné y existuje jina
(matouci) veli¢ina z, kterd ovlivituje y nezavisle na hodnoté x, pfi¢emz sama z také
souvisi s z. Neexistuje vSak pri¢inny retézec x — z — y. Pfikladem miize byt vyskyt
rakoviny jicnu y (méfeny napiiklad po¢tem onemocnéni na 100 000 obyvatel), ktery
je ovliviiovan podilem x kuidkt v populaci a soucasné spotiebou alkoholu z. Tyto
dvé doprovodné veli¢iny spolu nepochybné také souvisi.

Jinym piikladem je tolikrat zminovana zavislost procenta tuku o muzt y v za-
vislosti na vysSce z a hmotnosti z. D& se ocekavat, ze pro kazdou zvolenou hmot-
nost z bude s rostouci vyskou procento tuku klesat, takze jisté nejde o interakci.
Ovsem, kdyz vySetfujeme zavislost procenta tuku na vysce bez ohledu na hmotnost,
skuteCna zavislost procenta tuku na vysce bude ,prekryta“ zavislosti procenta na
hmotnosti, protoze hmotnost s vyskou souvisi také.

O néjaké veli¢iné zacneme uvazovat jako o matouci teprve tehdy, kdyZ jsme
vyloucili moznost interakci.

Skutecnost, ze se prihlédlo k zavislosti na dalsi veli¢in€ ¢i veli¢inach se vyjadiuje
slovy, ze zavislost byla adjustovina viéi néemu (adjusted for), Ze bylo pfihlédnuto
k zavislosti . ..

11.4.4. Tii faze (Kleinabaumuv postup)

Podle Davida G. Kleinbauma (1994) se pti hleddni vhodného modelu pouziji po-
stupné t¥i faze: najde se dobry vychozi model, vylouci se nékteré interakce, pii
vylucovani dalsich nezavisle proménnych se identifikuji matouci proménné. P¥i zjed-
nodusovani modelu se dodrzuji obé dosud zminénd pravidla: pravidlo hierarchicky
dobfe definovaného modelu a pravidlo o umélych proménnych.

Pred provedenim prvniho kroku se samoziejmé nechame inspirovat vSemi do-
stupnymi modely, které se pokusily osvétlit vySetfovanou zavislost.

V prvnim kroku zafadime do modelu vSechny dostupné proménné, které by
mohly prispét k vysvétleni variability zavisle proménné. Vedle proménné z, jejiz
vliv na stfedni hodnotu zavisle proménné nas zajima, do modelu zafadime také
jeji druhou mocninu, pokud pfipoustime moznost nelinearni zavislosti na x, dale
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Transformace 11.5

vSechny dalsi doprovodné veli¢iny z, pfipadné také souciny typu z - z, které mode-
luji mozné interakce. Vyjimecné se uvazuji také mocniny veli¢in z, pfipadné souciny
typu « - 22. Pfi tom vSem je tieba dbat na to, aby vysledek pfili§ neovlivnila mul-
tikolinearita. Dalsi moznosti, jak sestavit vhodny vychozi model, je pouzit vhodné
transformace zévisle proménné y a zejména z a z.

Ve druhém kroku se snazime eliminovat interakéni ¢leny, tedy ty Cleny, které
obsahuji x a néktera z. PTi tom pouzivame standardni statistické testovani. Dopo-
rucuje se nejprve se pokusit vyloucit naraz vsechny takové ¢leny.

Po ukonceni druhého kroku si poznamename odhady regresnich koeficientti u z
a interaké¢nich ¢lend - z a jejich stfedni chyby. Cilem tfetiho kroku je dal co nejvic
zjednodusit model, zmensit stfedni chyby odhadi koeficienti u x a x - z, ale jen tak,
aby se bodové odhady regresnich koeficientii u x resp. u - z ¢iselné pfili§ nezménily.
protoze prili§ zavisi na hodnotach doprovodné proménné z z interakéniho ¢lenu.
Abychom se dostali k minimalizaci jedné stfedni chyby, zvolime , typickou“ hodnotu
veli¢in x a z z interakéniho ¢lenu a zajimame se o odhad stfedni hodnoty y pro tuto
hodnotu.

Za ptijatelnou zménu se povazuje zména do péti az deseti procent vysledného
odhadu z druhého kroku. Pfi vlastnim zjednodusovani modelu ve tfetim kroku se
vitbec nezajimame o statistickou vyznamnost vyluc¢ovanych ¢lenti, zejména nechame
v modelu ty ,nevyznamné“ cleny, po jejichz vylouceni by doslo k velké zméné
bodovych odhada.

11.5. Transformace

Pfi préci s redlnymi daty se mnohdy musime uchylit k transformacim. Pokud uci-
nime bohat$i mnozinu moznych stfednich hodnot tak, Ze jako regresor pouzijeme
funkci nékteré nezavisle proménné, nejde o novy problém. Ostatné polynomy patii
mezi takové funkce také. Kvalitativné velmi odlisna situace nastane, kdyz transfor-
mujeme zavisle proménnou.

11.5.1. Boxova-Coxova transformace

Boxova-Coxova transformace je pro kladné y definovana predpisem

A
wn_ ] W =1)/A A#0,
voo= { logy A=0. (11.16)

Snadno se ovéF, ze funkce yM) je spojitou funkei proménné X i v bodé 0.
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11. Hledani modelu

Vektor se slozkami y?‘) oznadime symbolem yM. B&ny linearni model modifi-

kujeme tak, Ze predpoklddame (aspoii pfibliznou) platnost
YN ~ N(XB,o21). (11.17)

Vsechny parametry modelu (vedle 3 a o2 také \) odhadneme metodou maxi-
malni vérohodnosti. Uvazime-li, ze plati

d
) _ ,A—1
dyy Yy )

je logaritmicka vérohodnostni funkce netransformovaného ndhodného vektoru Y
rovna

n

(8,07 ) =~ log(2m0?) - (Y~ (x)8) "+ n(r ~ 1)log ¥

202 <
=1

kde Y je geometricky primér hodnot Yi,...,Y,. Pro pevné A minimalizuje tuto
funkei odhad metodou nejmensich &vercit b v modelu (11.17).

Pokusme se vsak o ponékud jiné vyjadreni, kde by v logaritmické vérohodnostni
zmizel (nestandardni) posledni ¢len. Abychom jej zafadili do prvniho &lenu se o2,
musime tento rozptyl nahradit vyrazem

()

“ P s . C o e A ) s
Tomu ovSem odpovida tprava souctu ¢tverct pomoci veli¢in ZZ-( ) = YZ-( ) /Y AL g

nového vektoru parametris v(*) = (I/Y)"l)ﬁ()‘). Piejdeme tedy pro dané A for-

malné k modelu )
ZX ~ N(XV(A), < 7 ) |>
yA-1

a provedeme pouze jednorozmérnou minimalizaci rezidudlniho souc¢tu C¢tverct
RSSz(A) v poslednim modelu. Reziduélni soudet étvercit puvodniho modelu je
dén jednoduchym vztahem

RSSy(\) = Y2ADRSS,(N),

ktery vyplyva napiiklad ze zvolené transformace z Y M na Z(WV. Kdyz pouzijeme
asymptotickou vlastnost odhadu A metodou maximalni vérohodnosti a vyjadiime-
li hodnotu vérohodnostni funkce pomoci rezidualniho sou¢tu étverci (viz (A.28)),
miizeme hledat feSenim nerovnosti

RSSz(X) < RSSz(A)exp(xi()/n),
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Transformace 11.5

kde x?(«) je kritickd hodnota rozdéleni y?, pfiblizny interval spolehlivosti pro \.

Piiklad 11.1 (procento tuku) V piikladu 8.1 jsme se zabyvali zavislosti procenta
tuku v téle mladych muzi na jejich vysce a hmotnosti. pfi podrobnéjsi analyze feseni
narazime na mozné problémy, kdy je zavislost rozptylu na vysce témér prikazna.
Zkusme tedy hledat vhodnou mocninu procenta tuku, kterou bychom vysvétlovali.
Pouziti funkce boxcox (lm(fat~height+weight,data=Police),lambda=11) (kde
11<-seq(0,1.2,length=101)) z knihovny MASS d4 obrazek 11.1, z néhoz usuzu-
jeme, Ze vhodnou volbou bude A = 0,5 (odmocnina z procenta tuku), i kdyZ hodnota
A = 1, kterd znamend identickou transformaci, patfi také do 95% intervalu spoleh-
livosti. Zminéné knihovna MASS doprovazi velmi péknou knihu Venables, Ripley

(1997). O

-162

log-Likelihood

-164

I IZ I |3 I I : I
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2

lambda

Obrazek 11.1: Maximalné vérohodny odhad parametru A Boxovy-Coxovy transfor-
mace s vyznacenym 95% intervalem spolehlivosti

11.5.2. Zeb¥ik transformaci

Pii hledani vhodné transformace pro zavislost zavisle proménné s kladnymi hodno-
tami na jediné nezavisle proménné s kladnymi hodnotami je uZitecnou pomuickou
posloupnost mocninnych transformaci

oy =12 1)z, —1/vx,logx, VT, 22,
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11.

Hledani modelu

Po tomto zebiiku transformaci se miizeme pohybovat bud nahoru (k vy$$im mocni-
nam) nebo dolt. Cilem je pfedevsim linearizace zdvislosti. Kdyz dosdéhneme pohy-
bem po zvoleném Zebfiku (na ose z nebo ose y) pfiblizné linedrni zavislosti, potom
souCasnym pohybem po obou Zebficich se pokusime také o stabilizaci rozptylu.
Pfi volbé sméru pohybu, ktery ma vést k linedrnimu pribéhu, je uziteény ob-
razek 11.2. Naptiklad kdyz je zévislost konvexni a rostouci, k linearizaci vede zvy-

Sovani mocnin proménné x nebo snizovani mocnin proménné y.

© nahoru
proy
<
~
dolu nahoru
> © 7 prox pro x
N
I
< _|
I
dalu
¢ proy
T T T T T T T
-6 -4 -2 0 2 4 6

Obrézek 11.2: Linearizujici transformace
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12. Model nelinearni regrese

A7 doposud jsme se zabyvali linedrnim modelem, tedy takovym piipadem, kdy je
mnozina vSech moznych stfednich hodnot vektoru Y linearni. Pfedpokladali jsme
dokonce, 7e je EY € M(X), i kdyZ v zdsadé jsme mohli pfedpokladat, ze plati
EY — pu € M(X) pro néjaké pevné zndmé p.

12.1. Uvod

Ne vzdy dokazeme popsat stfedni hodnotu vysvétlované proménné tak, aby na
odhadovanych parametrech zavisela linearné. Napiiklad ve farmakokinetice se vy-
skytuje zavislost tvaru (kompartmentovy model)

f(IE, O‘vﬂv’y) =7 (eﬁz - eam) ) (121)

a—f
kde se predpokladad = > 0 a «, 3, 7y jsou neznamé kladné parametry, a # 3. Uvedend
funkce je zfejmé linearni pouze v parametru v, ve zbyvajicich dvou linearni neni.

Tato regresni funkce ma i dalsi zajimavou vlastnost, s nize se nemizeme setkat
u linedrniho modelu. Po malé Gpravé lze zaménit smysl parametra a a 3

fraaon = (1) 32 o)

a) f—a«a

Pro dveé rizné kombinace parametri dostavame identicky pribéh funkce proménné
x. Takto nardzime na potfebu zajistit identifikovatelnost, kdy jednomu pribéhu
funkce odpovida jedina hodnota vektorového parametru.

Podobné regresni funkce (Michaelistiv-Menteniv model)

911’
92 +£L',

f(l’;el,eg) = (12.2)

definovana pro = > 0, je také v jednom z parametru linearni.
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12. Model nelinearni regrese

Model s touto druhou regresni funkci je linearizovatelny pfechodem k prevra-

cenym hodnotam:
1 1 0> 1

y 60 6a
Tato moZnost mé jen omezené vyuziti, nebot plati-li aditivni model
Y: = f(xi;61,02) + e, e; ~ (0,02), e; nezavislé, 1<i<n,

pak pro 1/Y; uz podobny model platit nemize. PfestoZe linearizaci modelu nelze
vyuzit bezprostiedné, je tato moznost uziteéna pri hledani vychozi aproximaci pro
itera¢ni vypocet odhadu. Prvni z uvedenych regresnich funkci moznost linearizace
postrada.

V linearnim modelu byla mnozina moznych stfednich hodnot linedrni. Se dvéma
moznymi vektory stfednich hodnot tam lezela kazda jejich linearni kombinace. Pro
nelinedrni model to jiz neplati. Napfiklad na obrazku 12.1 je pro n = 2 znazornéna
¢ast mnoZiny moznych stfednich hodnot v modelu s regresni funkci (12.2), v niz
jsme zvolili z; = 0,1, z2 = 10,67 = 2 a 05 probiha interval (0, 1). Je zfejmé, Ze nejde
o line4drni mnozinu. Na obrazku jsou vyznaceny dva body, které vyznacuji stiedni
hodnoty pro vektory parametrt (2,0,05) resp. (2,0,75).

y2
190 195 200
| |

1.85
\

0.5 1.0 1.5 2.0

yl
Obrazek 12.1: Mozina stfednich hodnot pro Michaelisiv-Mententiv model

Jak jsme vidéli v prvnich kapitolach, lze v linearnim modelu rozdélit odhad
parametru vyjadiujicich stfedni hodnotu EY do dvou krokt: odhad vektoru EY a
vyjadieni tohoto odhadu pomoci linearni kombinace sloupci matice X, tedy odhad
vektoru (3. Podobné lze chapat odhad v nelinedrnim modelu. Pritom ovSem kazdy z
vyjadfeni Y = HY, kdeito v linedrnim modelu obecns ptjde o minimaliza¢ni Glohu
resp. numerické FeSeni soustavy nelinearnich rovnic. Navic zpravidla neni zaruceno,
ze nalezené lokalni minimum je také minimem globalnim.
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Predpoklady 12.2

12.2. Predpoklady

V dalsim budeme predpokladat, ze plati:

a) Y = f(8°) + e, kde e ~ N(0,021) a f(8) = (f(z1,0),..., f(zn,0)), piicems
f(z,0) je zndma regresni funkce,

b) 6" € Q, kde parametricky prostor 2 € R* je oteviena konvexni mnozina,

c¢) funkce f;(z,0) = 6%1_]‘(30,0) a fi(z,0) = #z,&f(x,@) jsou pro vSechna z € X

spojitou funkci 9,

d) matice prvnich derivaci regresni funkce typu n x k dand vztahem F(0) =
(f;(z4,0)) mé pfinejmensim v okoli spravné hodnoty parametru 8" hodnost k.

Zavedme funkci .

S0)=>" (Vi — f(2:,0))>.

=1

Odhad metodou nejmensich &tverct t je takovy prvek Q, ktery minimalizuje S(6).
Jako odhad rozptylu pouzijeme (podobné jako u linedrniho modelu)

Protoze jsme predpokladali normalni rozdéleni, je t odhadem metodou nejmensich
¢tverct a S? je asymptoticky ekvivalentni s odhadem rozptylu metodou maximalni
vérohodnosti danym S(t)/n.

V bodé t, ktery minimalizuje na oteviené mnoziné {2 funkci S(0), by mél byt
vektor parcialnich derivaci nulovy, coz vede k normdlni rovnici

F(0) (Y — £(0)) = 0. (12.3)

Je dobré porovnat tuto rovnici s normalni rovnici (??) pro logistickou regresi, kde
rozdil Y — EY je nasoben matici konstant X', kdezto zde matice F(6) je funkci
odhadovaného parametru. Stejné jednoduchou rovnici jako v pfipadé logistické re-
grese dostaneme v kazdém zobecnéném linedrnim modelu s kanonickou spojovaci
funkci (viz (?7)).

V literatufe lze nalézt diikazy konzistence odhadu metodou nejmensich ¢tverci,
vyzadujici splnéni dalsich ¢i modifikovanych predpokladi. Zpravidla se napriklad
predpoklada, ze parametricky prostor Q2 je kompaktni mnozina, urcité predpoklady
musi spliiovat také posloupnost {z;}. Elegantni dikaz a systém predpokladt zfor-
muloval Jennrich (1969). Nézorngjsi pfedpoklady, avSak s mélo prehlednym duka-
zem uvadi Malinvaud (1980) resp. Malinvaud (1970), ktery v podstaté pozaduje,
aby posloupnost hodnot {z;} byla takovd, Ze empirickd distribu¢ni funkce téchto
hodnot konverguje s jednotkovou pravdépodobnosti k néjaké distribu¢ni funkci.
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12. Model nelinearni regrese

Pii pfedpoklddaném normalnim rozdéleni (a zndmém o?) je logaritmicka véro-
hodnostni funkce rovna )
£(0) = konst — —5(8). 12.4
(6) = koust — =—5(6) (12.9)
Proto odhad metodou nejmensich ¢tvercti je totozny s odhadem metodou maximalni
vérohodnosti. Snadnym vypoctem dostaneme

P o
a06(0) ;F(O) (Y —(0)) (12.5)
a déle
02 1 1 — 02
mf(e) = *E(F( t2 ; (Yi — f(x:; 0 )8080’ f(zi;0)  (12.6)

Protoze pii 8" = 0 je stfedni hodnota druhého céitance na pravé strané nulova, je
Fisherova informac¢ni matice rovna

3(6) = ~F(6)F(8). (12.7)

= —F(t)F(t). (12.8)

12.3. Linearni aproximace

Jak jesté uvidime, vypocet odhadu t je iteracni a byva zaloZen na opakované li-
nearizaci tlohy. Stejnou myslenku, tj. linearizaci, pouZijeme pro prvni aproximaci
chovani tohoto odhadu coby ndhodné veli¢iny.

Pro 60, které je dostateéné blizko spravné hodnoty 6, dovoluje pifedpokladana
hladkost regresni funkce pouzit aproximaci

f(6) = + F*(6 — 6"), (12.9)
F(0) = F*, (12.10)

kdyz jsme zavedli strucny zapis
= f(6"), F* =F(0").
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Testovani jednoduché hypotézy o 0 12.4

Dosadme uvedené aproximace do normalni rovnice

0=F"'(Y - f —F*(t - 6)
=F'(e-F(6-9)),

takZze dostaneme
t=6" + (F'F) 'Fe.

Proto jako aproximaci pro rozdéleni odhadu t pouzijeme
£~ N (0", 2(FF) )
resp. po dosazeni konzistentniho odhadu varianéni matice
t <~ N(0",0((F(t))'F(t)™1). (12.11)
Pro rezidudlni soudet ¢tverct S(t) dostaneme podobné

St) =Y —f — F(t—6")|
= || = F*(FF)IF)e|? ~ a2x2_,.

Za velmi obecnych pfedpokladi jsou t a S(t) asymptoticky nezdvislé a tak rozdéleni
vyrazu

tj — 03
P — (12.12)
S‘ /Vjj

aproximujeme pro kazdé j = 1,...,k, rozdélenim t,,_;. Pfi tom jsme pouzili ozna-

Geni V = (F(t)'F(t))~L.

12.4. Testovani jednoduché hypotézy o 0

Vénujme se nyni testovani hypotézy 0 = 0°, ktera aplné urcuje vektor regresnich
koeficientti. V souvislosti s tim nalezneme konfiden¢ni mnoziny pro tento vektor.
Pouziti aproximaci zpiisobi, Ze testy i konfiden¢éni mnoziny budou pouze priblizné.

Pokud je regresni funkce f(z,6) linedrni v 6, jsou déle uvedené konfidenéni
mnoziny Ky, Krr totozné s konfidenéni mnozinou (2.28).
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12. Model nelinearni regrese

Walduv test

Waldtv test je zaloZen na hodnoceni toho, nakolik odhad t metodou maximalni
vérohodnosti vyhovuje omezeni 8* = 0°, které klade testovana hypotéza.
Z pfedchoziho vykladu (zejména z (12.11)) plyne, Ze za platnosti nulové hypo-
tézy ma statistika
(t— 6°)F(t)F(t)(t — 6°)
kS? ’

priblizné rozdéleni Fy, ,,_. Proto je pfiblizny kriticky obor dan nerovnosti

(t—0°YF(t)F(t)(t — 8°) > k S?*Fn_i(a).
Odpovidajici pfiblizna konfiden¢éni mnozina mé tedy tvar
Kw={0€Q:(0—-t)Ft)F(t)(0 —t) <k S°Fyn_r(a)}. (12.13)

Pro kazdé t jde o elipsoid se stfedem v bodé t.
Waldiv test i konfidenéni mnozinu Ky lze takto pouzit, jen kdyz je nelinearita
tlohy dostateéné zanedbatelna.

Test pomérem vérohodnosti

Test pomérem vérohodnosti porovnava hodnotu vérohodnostni funkce pro t a pro
0°. K testovani hypotézy pouzijeme vlastnost testu pomérem vérohodnosti, podle
které (pii znamém rozptylu o) ma rozdil 2(¢(t) —£(8°)) asymptoticky rozdéleni x7.
Nyni pouzijeme misto neznamého o2 jeho odhad S?, takZe za platnosti testované
hypotézy ptiblizné plati
S(0°) — S(v)
kS?

Proto je priblizny kriticky obor dan nerovnosti

~ Frn—k.

S(0°) > S(t) + kS%Fy ().

Kdyz navic vyjadiime odhad S? pomoci S(t), dostaneme piibliznou konfidenéni
mnozinu ve tvaru

Krr = {0 €N:850) <S8t (1 + - ﬁ ka’"k(a)> } . (12.14)

Tato konfidenéni mnozina mé obecné slozity tvar. Obsahuje takové hodnoty
0, pro néz funkéni hodnota S(0) pfili§ nepiekracuje minimalni moznou hodnotu
S(t). Dovolené prekroceni je uréeno vyrazem v kulaté zavorce v (12.14). Porovnani
konfiden¢nich mnozin Ky a Kz hodné napovi o vlivu nelinearity tlohy na kvalitu
odhadd.
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Testovani jednoduché hypotézy o 0 12.4

Presny test

Pokusme se hledat nejprve skérovy test, ktery hodnoti, nakolik se ndhodny vektor
parcialnich derivaci logaritmické vérohodnostni funkce (12.5) po dosazeni 8° lisi od
nuly. Za platnosti nulové hypotézy by mélo platit (viz (A.34))

w= (%) v (%, )
(o ﬂ@)(ﬁgﬂw»Tw%>l(§rWWYﬂm>

- % Y —£(6°))H(Y — £(6°)) ~ x7,

kde matice
H® = F(6°) (F(6°)'F(6°)) " F(6°)

ma vlastnosti podobné matici H z linearniho modelu. Je symetricka, idempotentni,
ma hodnost k. Mohli bychom, podobné jako jsme to ucinili uz dvakrat, nahradit
neznamou hodnotu o2 nahradit odhadem S? a nulovou hypotézu zamitat, kdykoliv
dostaneme

(Y — f(8°))H(Y — £(0°)) > kS?Fy.n_i(a).

Dostali bychom test s ptfibliznou hladinou «a.
Mizeme vsak spocitat hodnotu testové statistiky

(Y — F(6°)HO(Y —£(6°)) n—k
|

i = TR0 AO (Y —Re%) kO

kterd ma za platnosti nulové hypotézy presné rozdéleni Fy ,,_j.
Postup lze vSak zobecnit, staci, kdyz H je néjakd pevna idempotentni matice
typu n x n hodnosti k. Potom ma vyraz

Fy =

(Y —f(6"))H(Y —f(6")) n—k
(Y —(6) (1= H)(Y — f(6%) *
rozdéleni Fy ,,—j. Je vSak tieba, aby matice H byla zvolena tak, aby test mél také
co nejveétsi silu.

Jednou z moznosti je nezdvisle na Y zvolit vektory 6, ..., 0" tak, aby matice

- (f(el) —£(8°),....f(6") — f(ao))
méla hodnost k. Potom méa matice
H = X(X'X)"!X’
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12. Model nelinearni regrese

poZzadované vlastnosti. Statistiku Fy lze upravit na tvar

_ [H(Y — f(6°)IP? _
1Y — £(6°)||2 — |IH(Y — f(6%))||>

Fy

Je-li skuteéna hodnota parametru rovna 67, ma vektor Y — f(6°) stiedni hodnotu
f(67) —£(8°), kterou by oviem matice H promitla samu na sebe, takze lze ocekavat,
ze v takovém pripadé nabude statistika Fi velké hodnoty. Proto bude test zalozeny
na Fy citlivy vaéi alternativam 0 = 7, j =1,..., k.

12.5. Testovani slozené hypotézy

Rozdélme nyni parametr 6 na dvé slozky jako 8 = (v,8’)". Testujeme nulovou
hypotézu & = 8°, kde 8° € RY je pevny vektor.

Prvni feseni zalozime na Waldové postupu. Podobné jako 6 rozdélme odhad
metodou nejmensich étvercti t = (¢/,d’)’ a také piibliznou varianéni matici odhadu

o2V = o2 ((|:(t))’F(t))‘1 = o? GI/Z: \\;Z;S) '

Specidlnim pfipadem piiblizného rozdéleni t z (12.11) jed ~ N (5, 0‘2\/55) a zejména
pfiblizné konfiden¢éni mnozina pro § (protéjsek eliptické konfidenéni mnoziny podle
(12.13))

{6:(d—8)Vs(d—0) < qS?Fyn_ir(a)}. (12.15)

Specidlnim pfipadem pro ¢ = 1 jsou priblizné intervaly spolehlivosti
(tj - S, /’Ujjfn_k(a), tj + 5, /’Ujjﬁn_k(a))

zaloZené na pfimém pouziti (12.12).

Poznamka

Pfi povrchnim uvaZzovani by se mohl popsany postup vedouci k mnoziné (12.15)
zjednodusit. Pro¢ invertovat podmatici V55 inverzni matice k matici F(t)'F(t), kdyz
by zdanlivé stacilo modifikovat nerovnost definujici konfidenéni mnozinu Ky pro
cely vektor 8 na podobnou nerovnost s odpovidajici podmatici Fs(t)'Fs(t) matice
Fs(t)'Fs(t) pro podvektor d vektoru t tvaru

(6 —d)'Fs(t)Fs(t)(6 —d) < ¢S*F, ().
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Testovani slozené hypotézy 12,5

Dalsi mozné teSeni, které vychézi z testu pomérem vérohodnosti, je vypocetné

N

(€(8)’,8"). Plati-li nulova hypotéza & = §°, pak mé statistika

2 (U(t) — (E0") = — (SEO") - S(¥)

asymptoticky rozdéleni xi- Pouzijeme-li opét konzistentni odhad S? parametru o2,

dostaneme pfiblizny kriticky obor
S (t(8%) > S(t) + ¢S*Fyp—i(c)

tj.

S (£(8%) > S(v) (1 + ﬁFq,n_k(a)) .

Konfidenéni mnozina by tedy byla

{5 L S (€(6)) < S(b) (1 + ﬁFq,nk(aO } .

Specidlné pro ¢ = 1 ozna¢me t;(6) vektor parametrii, ktery minimalizuje S(0)
za podminky, ze §; = 6. Potom mé vyraz
S(t;(0)) — S(v)

7;(0) = 5

sign(6 — t;)

priblizné rozdéleni t,,_;. V normalnim linedrnim modelu s iplnou hodnosti to plati
presné, jak plyne z (3.20).

Odtud lze opét nalézt pfiblizny interval spolehlivosti pro ¢;. Mira nelinearity je
patrnd z profilového diagramu, ktery zndzoriuje body [0, 7, ()] (pfipadné [0, |7;(6)]])
v okoli bodového odhadu ¢; parametru 6;.

Priklad 12.1 Farmakolog vySetfuje u dat zndzornénych na obrazku 12.2 z4-
vislost tvaru

fz;8,v) = % (4 (625 — x) (1 — exp(Bz/(625 — x)))) . (12.16)

Vypocet pomoci standardni knihovny stat programu R dal

> a.Kan<-nls(y~ (x+(625-x)*(1-exp(-b*x/(625-x)))) /c,start=1ist (b=5,c=10))
> summary(a.Kan)

Formula: y ~ (x + (625 - x) * (1 - exp(-b * x/(625 - x))))/c
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12. Model nelinearni regrese

100
|

40 60

20

0 50 100 150

Obrazek 12.2: Farmakologicka zavislost s regresni funkci podle (12.16) a s pfimkou
vedenou pocatkem

Parameters:
Estimate Std. Error t value Pr(>lt])
b 2.417 1.317 1.836 0.07629 .
c 3.881 1.081 3.591 0.00116 =*x*
Signif. codes: O ‘**x’> 0.001 ‘**’ 0.01 ‘x’> 0.05 ‘.’ 0.1 ¢ > 1

Residual standard error: 13.34 on 30 degrees of freedom

Correlation of Parameter Estimates:
b
c 0.9883

> plot(profile(a.Kan,1))
> plot(profile(a.Kan,2))

7 vystupu je vidét, Ze je-li platna pouzita linearni aproximace, parametr 3 neni

prikazné nenulovy. Za hypotézy 8 = 0 bychom dostali pfimku prochézejici pocat-
kem. O pripadné silné nelinearité se mtizeme presvédcit na profilovych diagramech
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(obr. 12.3), které jsme pfipravili poslednimi dvéma piikazy. Z grafii je patrné, 7 see
v tuloze silné projevuje nelinearita. Napiiklad intervaly spolehlivosti pro v budou
velmi nesymetrické vzhledem k bodovému odhadu. (Na obrazku jsou znazornény
intervaly spolehlivosti se spolehlivosti po fadé 99 %, 95 %, 90 %, 80 % a 50 %).

Obrazek 12.4: Profilovy diagram pro parametr § = 1/~

O hypotéze, ze § = 0 mizeme rozhodovat také pomoci priblizného F-testu,
ktery porovna rezidudlni soucty c¢tverct.

> ap.Kan<-nls(y~x/c,start=list(c=1) ,data=In.Kan)
> summary (ap.Kan)

Formula: y ~ x/c

Parameters:
Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)
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c 1.34890 0.05897 22.87 <2e-16 **x*

Signif. codes: 0 ‘#*%x’> 0.001 ‘*%’ 0.01 ‘*’ 0.05 ‘.’ 0.1 ¢ ’ 1
Residual standard error: 13.71 on 31 degrees of freedom

> anova(ap.Kan,a.Kan)
Analysis of Variance Table

Model 1: y ~ x/c

Model 2: y ~ (x + (625 - x) * (1 - exp(-b * x/(625 - x))))/c
Res.Df Res.Sum Sq Df Sum Sq F value Pr(>F)

1 31 5829.6

2 30 5341.0 1 488.6 2.7447 0.108

Jak je patrno, pfimka je moznym modelem pro nase data.

Plvodné byla tloha parametrizovana jinak, misto «y byl v definici regresni funkce
parametr § = 1/, takZe regresni funkce byla v § linedrni. Pfesto bylo chovani
odhadt 6 mnohem méné linearni, jak naznacuje obrazek 12.4. O

12.6. Inverzni predikce

V kapitole 4.4 jsme se zabyvali ilohou nalézt k dané hodnoté zavisle proménné
odpovidajici hodnotu (v modelu jediné) nezévisle proménné. S podobnym pozadav-
kem se lze setkat i v nelinearni regresi, ovSem za predpokladu, ze regresni funkce
je monotonni v jediné nezavisle proménné. Nejspis se s takovou tlohou setkdme
u kalibrace.

Na obrazku 12.5 jsou zndzornény casové odezvy na rizné koncentrace zkoumané
latky. Méritka byla zvolena tak, aby hodnoty zavisle proménné mély ptiblizné kon-
stantni rozptyl a zavislost byla priblizné linearni. Na diagramu rezidui se snadno
ukéze, ze i po téchto transformacich nebude zavislost linearni. Mirné esovity pribéh
vedl k modifikované logistické funkeci

fa
1+ exp(B3z + fBa)

f(@;8) =61+ (12.17)

Abychom mohli pouzit funkci nls(), definovali jsme nejprve odpovidajici re-
gresni funkci pfikazem

> regfd <- deriv(“b1+b2/(1+exp(b3*x+bd)),
c("x","b1","b2","b3","b4") ,fun=function(x,bl,b2,b3,b4){}).

Vysledny model dal ptikaz
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log(cas)
+

sart(kone)

Obrézek 12.5: Zavislost logaritmu ¢asu na odmocniné koncentrace

g.nls <- nls(logCas”c(regf4(sqrtKonc,bl,b2,b3,bd)),
start=c("b1"=4.5,"b2"=4.5,"b3"=-1,"b4"=1),
data=d, subset=soubor==0)

Podrobnosti o odhadu udéva

> summary(g.nls)
Formula: logCas ~ c(regf4(sqrtKonc, bl, b2, b3, b4))

Parameters:

Estimate Std. Error t value Pr(>|t])
bl 11.87310 0.35612 33.340 < 2e-16 *x**
b2 -8.04184 0.44667 -18.004 < 2e-16 *x*x*
b3 -1.30171 0.07204 -18.069 < 2e-16 *x*x*
b4 0.89198 0.11811 7.552 1.68e-10 **x*

Residual standard error: 0.04184 on 66 degrees of freedom

Correlation of Parameter Estimates:
bl b2 b3

b2 -0.9955

b3 0.9783 -0.9919

b4 -0.9988 0.9925 -0.9768

Odhadnutou zavislost pouzijeme k urceni neznamych koncentraci, u nichz jsme
zjistili ¢asové odezvy. Jde tedy o odhad hodnoty nezéavisle proménné pii zndmé
realizaci zavisle proménné. V ptivodni tiloze Slo navic o porovnani placeba se sku-
teénym 1é¢ivem. Na obrazku 12.6 jsou zndzornény zejména priblizné 95% intervaly
spolehlivosti pro hledané logaritmy koncentraci.
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logistic model

|og(time)
1
|

Obrazek 12.6:

T T T T
o.5 1.0 1.5 2.0

sart(concentration)

Intervaly spolehlivosti pro nezndmé koncentrace



13. Parametrizace v NLR

V nelinearni regresi se setkdme s novym jevem v porovnani s regresi linearni. Kdyz
pouzijeme aproximace jemné&jsi nez linedrni, zjistime, ze odhad vektoru parametrt
6 obecné neni nestranny a ze jeho vychyleni zavisi na tom, jak jsme regresni funkci
vyjadrili pomoci parametri.

13.1. Oznaceni

Rozsifme oznaceni zavedené v odstavci 12.3. Symbolem F(0) ozna¢ime trojrozmeér-
nou matici typu n x k x k danou vztahem

(0) = 0 f(0) (13.1)
- (#i"(a))izl,...,n - (ajazo’f( )> . (13.2)

. 92
= (f.j7-(0))j77-:1,___7k = (Wf(e))]r_l vvvvv i . (133)

Matici F(0) si mizeme piedstavit jako trojrozmérny objekt se ¢tvercovou zakladnou
a vyskou n, jehoz i-ta vrstva je tvofena matici Fl.. a jr-ty sloupec vektorem f.jr

Podobné jako diive oznacime F(8*) symbolem F
Nyni pouzijeme kvadratickou aproximaci regresni funkce

1 82
- 0 0* !
3009 565
Stejnou aproximaci vektoru f(&) pro vSech n slozek vektoru f(8) pomoci trojrozmér-
ného pole F(0) a s vyuzitim zkraceného zapisu pro hodnoty pro 8 = 8" zapiseme
jako

oo (@070~ 0°)

f(0) = + F* (efe*)+%(0fe*)’#* 6—6%). (13.4)
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13. Parametrizace v NLR

Jde o rozsiteni linedrni aproximace (12.10) o kvadraticky ¢len, v ném# se pii néso-
beni trojrozmérné matice F(0) provadi soucin pfes druhy a tfeti rozmeér.
Ukazme si budouci problémy na dvou velmi jednoduchych piikladech.
Pi#iklad 13.1 Mé&jme regresni funkci f(x,0) = e*?. Zvolime-li 3 = e/, mtizeme
stejnou funkci zapsat jako f(z, B) = B*. Je tedy

O @0 = ae = 2f(2,0),

B @0) =a% = 22f(a.6),

sy @) et = i),

o2 SN
s @) =tz — 152 = L2 fs ),

Zvolime-li 1 = 0, 2 = 1, bude

Zvolime 6* = 0, ¢emuz odpovida $* = 1. Vysledné linedrni aproximace jsou

10 =(0)= (1) (0)o=(120)
0= (3)-()+()e-n-()

Zatimco v prvnim piipadé€ jde skutecné o aproximaci, ve druhém pfipadé mame
misto aproximace identitu. Zvolime-li § # 0 a odpovidajici 3 = e, budou vektory
f(0) a f(ﬂ) neshodné. Déle stoji za povSsimnuti, Ze mnozina aproximujicich vektort
je v obou pripadech stejné. O

Piiklad 13.2 Zvolme nyni pro stejné funkce f, f jako v pikladu 13.1, ale 2 = 1
a x9 = 3, dostaneme ponékud jiné matice

)= (). F0) = (s ) £0) = (g )

f(8) = (gé) : F(5) = (3}3) : F(9) = (a%)

a také jiné aproximace
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Odhad vychyleni 13.2

Na obréazku 13.1 jsou znézornény ¢asti mnozin moznych stfednich hodnot. Zv1ast
jsou vyznaéeny stiedni hodnoty pro linedrné se ménici parametry 6 (vlevo) a
(vpravo). Vsimnéte si, Ze odstupy téchto bodid nejsou stejné, na pravém obrazku
se tolik neméni. Déale je zajimavé porovnat, jak si navzajem odpovidaji dvojice
bodl na kiivce (mnoZina moznych stiednich hodnot) a na aproximujici pfimce.
Parametrizace pomoci 8 vypada lépe, vzdalenosti mezi sobé odpovidajicimi body

nejsou tak veliké. O
o o
n — n —
— —
o o
o - o -
— —

o~ | N o ]

> U
o o -
o o
n — n —
! T T T 1 I T T T 1

1.0 15 20 25 1.0 15 20 25
y 1 y 1

Obrazek 13.1: Mnoziny moznych stfednich hodnot z ptikladu 13.2

13.2. Odhad vychyleni

Nyni se pokusime vyjadrit vychyleni odhadu t. U¢inime to nepfimo tak, ze porov-
name linearni a kvadratickou aproximaci.

Dalsi postup zalozime na néasledujicim predpokladu: Stredni hodnota primétu
vektoru f(t) do teéné nadroviny k mnoziné mozngch stednich hodnot v bodé f(0™)
je rovna f(0%).

Pouzijme nyni kvadratickou aproximaci (13.4) na odhad t a vyndsobme rozdil

/ -1,
f(t) — £(0*) matici H* = F* (F* F*) F*'. Aplikujeme-li na tento soucin stiedni
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hodnotu, dostaneme
1 . %
OiF*biast—i—EH*E (t—0"'F (t—0%). (13.5)

Spoéitejme nyni i-tou slozku vektoru E (t — 8%)'F~ (t — 6%).

*

E (t - 0*)/ IE:OO

(t—0")=Etr (t—0")F,, (t—0%)
= trF,,,E (t—6%) (t— 6"
ok ’ -1
= trF 0% (F'F)
ok ’ -1
= o?trfy,, (FFY)
2

= o0 m;.

Vyraz — (02 /2)m udéva stfedni hodnotu rozdilu mezi linedrni a kvadratickou apro-
ximaci vektoru vyhlazenych hodnot f(t). Vztah (13.5) jsme tedy upravili na

1 ’ /
0 = Fbiast + S F"(F" F)"'F"m.

Vezmeme-li v tivahu pfedpoklddanou linedrni nezavislost sloupctt matice F*, mti-
zeme vyslednou aproximaci pro vychyleni zapsat jako

0.2

/ -1 ’
biast = —- (F* F*) F*'m. (13.6)
Priklad 13.3 (pokracovéani) Pokra¢ujme v pfikladu 13.1. Postupné spocitame

*! % * * —20* 0
FPF=e®,  m0")=e? <e(,*),

takze vychyleni odhadu ¢ je dano vztahem

2
biast = — 220"
2
Pro nage 0* = 0 vyjde biast = —0? /2. Parametrizace pomoci 3 vede k nestrannému
odhadu parametru  bez ohledu na jeho hodnotu, nebot je nutné m = 0. O

Piiklad 13.4 (pokracovani) Pokrac¢ujme v piikladu 13.2. Snadno zjistime, Ze
je
FF R = e 9%
a také o
x 1 e
m(6") = e20" + 9eb9” (9639*) ’
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takze nakonec aproximace pro vychyleni je dana vztahem

) o2 629* + 27669*
biast = B ——————
2 (629* + 9669*)

Specialné pro 0* = 0 vyjde
o? 28

biast = —71—00

Analogické vypocty pro regresni funkci parametrizovanou pomoci 3 vede k aproxi-
maci vychyleni
2 *3
o 18
biasb = —— L
2 (1+98)

coz pro * =1 vede k aproximaci vychyleni

biasb = 70_&
2 100°

13.3. Dvoji parametrizace

V obou prikladech jsme porovnévali dvé parametrickd vyjadieni téze regresni fun-
kce. Provedme tuto ttvahu obecnéji.

Necht 3 = g(0) je regularni a prosté zobrazeni jednoho parametrického prostoru
na druhy. To znamena, 7e existuje také inverzni zobrazeni @ = g=1(3) a 7e ¢tvercova
matice fadu k 9

wg(e)

je regularni. Souvislost mezi dvéma parametrickymi vyjadienimi lze zapsat pomoci

f(x,G) = f(‘r’gil(ﬂ) = f(x,ﬁ) = f(l’,g(e))

Souvislost derivaci podle parametrti v obou parametrickych vyjadienich je dana
vztahem

G(6) =

0 0 -
20, (z,0) = G—%f(x,g(é'))
k
:Z 3 f(z,B) Ggr( )-
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Pro matice prvnich parcidlnich derivaci pro 8 = g(0) odtud dostavame
F(6) = F(B)G(9). (13.7)

Linedrni obaly matic F(6) a IE(,B) jsou tedy totozné, totozné tedy budou také tecné
nadroviny k {f(0) : 6 € Q} v bodu f(#) = f(3), kde 3 = g(0).

Odhad vektoru B metodou nejmensich étvercl je zfejmé roven b = g(t). Po-
dobné jako v (13.4) pouzijeme kvadratickou aproximaci a dostaneme

9°g(6")
9000’

og(6")
00’

(t—07%).

b=g(t) =g0")+ 20 (107 + 5 (k-0

Kdyz aplikujeme na obé strany operator stiedni hodnoty a pouZijeme vlastnost
stopy matice, dostaneme po tpravach

biasb = G(0") biast + B

o O0ul6)

9006’ vart

Priklad 13.5 Tentokrat budeme vysSetfovat tlohu, klasicky feSenou dvouvybé-
rovym ¢t testem. Méjme regresni funkci

f(z,0) =012+ 02(1 — ),

priemz 61 # 0 a
_ L 1<i<m,
i 0, m+1<i<n.

Mame vlastné dva nezavislé vybéry z normalniho rozdéleni se stfednimi hodnotami
01 a 65. Uvazujme vedloe toho jesté jiné parametrické vyjadreni, totiz

02

B = 91(91792) =0 B2 = 92(91,92) = 0.
1

Matice prvnich derivaci transformaé¢nich funkei g1(0), g2(0) ma tedy tvar

G@ﬁﬂ=(9bﬁlﬁj'

Vektory moznych stfednich hodnot maji tvar

0= () - (25)
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Protoze vektory prvnich parcidlnich derivaci jsou

() (),

mizeme matice prvnich parcidlnich derivaci zapsat jako

0= (5 1) FO= (4 1)

Snadno se ovéfi, ze nas predpoklad #; # 0 staci k tomu, aby obé posledni matice
generovaly tyz prostor.

Pokusme se nyni uré¢it aproximaci pro vychyleni odhadu b parametru 3 metodou
nejmensich ¢tverct. Vyuzijeme pfitom vlastnosti odhadu 6, ktery je v nasi Gloze
nestranny, jeho dvé slozky jsou stochasticky nezdvislé po fadé s rozptyly o%/m a
0?/(n —m). Snadno zjistime, Ze je

9%q1(0) (0 0 g2(0)  [20,/03 —1/62
0006’  \0 0/’ 0006’ — \-1/61> 0 )°

Nas zajima jesté vypocet

92 1 1
203 —o3 — 0
tr 9; o1 g2 | m = 202 02
-1 0 1 mo3’
6? n—m

takZe aproximace pro vychyleni odhadu b je rovna

2 *
. .o 0
bias (1) = 22 (0)
b2 m 91‘3 1
Je zajimavé vSimnout si, jak zména méritka méfeni muze ovlivnit odhadnuté vy-
chyleni. Staéi si predstavit posledni odhad pro 8* = (30,40)". KdyZ tuto hodnotu

ve stupnich Celsia pfevedeme do absolutni teplotni stupnice, hodnota odhadu pro
vychyleni podstatné klesne. O

13.4. Miry kfivosti

Kfivost (nelinearitu) je tfeba méfit. Uvedeme tedy miry k¥ivosti a popiSeme jejich
tésné spojeni se skuteénou spolehlivosti konfidenénich mnozin (12.13) a (12.14).
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Vlastni méfeni kiivosti spo¢iva v porovnani linedrni a kvadratické aproximace.
Pro malé vektory h uvazujme vektor stfednich hodnot v bodé f(@+7h). Porovnejme
tento vektor s jeho linearni a kvadratickou aproximaci:

f(0 + 7h) = f(8) + TF(8)h + ;h’if(e)h

. 2..
=f(0) + 7f, + %fh, (13.8)

kde jsme zavedli oznaceni pro vektor oprav linearni a kvadratické aproximaci. Oba
vektory zavisi na volbé nenulového vektoru h.

Poznamka Udélejme malou odboc¢ku a pfipomenme eliptickou pfibliznou konfi-
denéni mnozinu pro 6 (12.13) zaloZenou na Waldové testu. Linedrni aproximace
vektoru st¥ednich hodnot p = f(6) pocitana v bodé fi = f(t) m4 tvar

f(0) = f(t) + F(t)(0 —t).

Rozdil f(0) — f(t) je tedy pfiblizné roven F(t)(6 — t), takZe zminénou pfibliznou
konfiden¢ni mnozinu (lezi v parametrickém prostoru) lze p¥iblizné vyjadiit také
jako

[l = Bll* = [1f() — f(t)||* < kS Frn—k(a). (13.9)

Body wu vybérového prostoru tedy lezi uvniti m-rozmérné koule s polomérem
S\/ ka,nfk (a)

Vydélme obé strany rovnice (13.8) konstantou ¢ = Vko tak, abychom dostali
kouli o poloméru y/F n—r (). Pouzili jsme popula¢ni charakteristiku o, abychom
zavedli na datech nezavislou charakteristiku. P¥i redlném vypoctu samoziejmé ne-
znamé o nahradi jeho odhad S. Dosahli jsme toho, ze model nezavisi na fyzikalnim
rozméru proménné Y.

VysSetfovand aproximace ma nyni tvar

1 . 1 T . 7‘2 .

Cf(0+¢h) = Cf(e) + th + 2th.
Vratme se k porovnani linedrni a kvadratické aproximace. Hodnotu konstanty 7
zvolme tak, aby v linedrni aproximaci byly body (1/¢)f(@ 4+ 7h) a (1/¢)f(€) byly od
sebe v jednotkové vzdalenosti, tj. zvolme

c
T=—.
[Ifs |
Dvojnasobek opravy kvadratické aproximace vici linearni aproximaci bude tedy

2

1.. . L ..
< © > 2f, = —C ) = U.\/;fh
[Ifnll /€ [|fn] [|fn]
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Miry kFivosti 13.4

Rozlozime jej do dvou slozek, z nichz jedna je ortogonalni viici teéné nadroviné
(oznadend hornim indexem N) a rovnobézné s touto nadrovinou (oznaéend hornim
indexem T). Po dosazeni za ¢ dostaneme

a\/E-t;N o k-f-T

AR AT
LAl LAl

Velikosti téchto slozek nazveme po fadé jako wvnitini kfivost (intrinsic curvature)
ve sméru h (viz Bates, Watts (1980))

N ovk N
Ky = ||f ||2|| n

a jako parametrickd kiivost (parameter-effects curvature) ve sméru h

KT = ZYE
h h
L

Pracuje se zpravidla s maximalnimi hodnotami téchto kfivosti
KY = max K}, KT = max K[,

kde se hledd maximum pies vSechny nenulové vektory h. Druhou moznosti, jak se
zbavit zavislosti na volbé sméru h, je spocitat primérnou hodnotu pres vSechny
smeéry:

1
Kl K})2dC,
Now = [ (D)

1
Kl K)2dC,
S = [ D)

kde C}, je velikost povrhcu jednotkové koule v R* a integruje se pfes povrch této
koule.

Kdyz si uvédomime, ze f, je linearni funkci vektoru h, kdezto f, je kvadratickou
funkci tohoto vektoru, je ziejmé, Ze staci hledat maximum pres vSechny vektory
spliujici ||h|| = 1.

Z diferencialni geometrie je zndmo, ze ||th|| je imérnd prevracené hodnoté
poloméru oskulaéni kruznice ke kiivce f(@ + 7h v bodé 7 = 0 a Ze tento polomér
nezévisi na parametrickém vyjadieni kfivky. Proto také hodnota vnitini kiivosti je
na parametrickém vyjadreni nezavisla.

Velikost kiivosti se nékdy hodnoti porovnanim s hodnotou (Fj ,—x(c))
coz odpovida volbé standardniho poloméru ovky/Fg () koule v (13.9). V roz-
sahlém simula¢nim experimentu zalozeném na datech z realnych tloh zjistili Do-
naldsonova a Schnabel (viz Donaldson, Schnabel (1987)), Ze skuteénd spolehlivost
elipsoidické konfidenéni mnoziny (12.13) tésné souvisi s hodnotou

—1/2
K
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13. Parametrizace v NLR

log(KT\ / Fkyn,k(oa)).

Pro parametrickou kfivost K7 vétsi, nez uvedend mezni hodnota, skuteéna spo-
lehlivost této eliptické konfiden¢ni mnoziny velmi rychle klesé s rostouci hodnotou
parametrické kiivosti (viz obr. 13.2). Na druhé strané spolehlivost konfidenéni mno-
Ziny zaloZené na poméru vérohodnosti se zda byt blizkd nominalni (obr. 13.3).

a 1,0
= NP . e ...95%
e tle . .. 90%
. B — 857
o ] . .
8% s :
g 5 "B
We : .
84 ; .
g e y
Eo : .
RS : i e
4 :
5 | . s
Zo
~g{ ¢ DATASETS FROM MONTE CARLO STUDY R x
o
X COOK, TSAI, AND WEI DATASET
2 :
S T T =TT T T T T T T T TTTTm
10 o g i 10 1 10’
SCALED PARAMETER—EFFECTS CURVATURE
Figura 5. Linearization Method Confidence Region Observed Coverage Versus Parameter Effects Curvature Scaled by (F .-, 0s) ™'
TECHNOMETRICS, FEBRUARY 1987, VOL. 29, NO. 1

Obrézek 13.2: Souvislost odhadnuté spolehlivosti elipsoidické konfiden¢éni mnoziny
s vnitini kfivosti

Priklad 13.6 Vratme se k piikladu 13.1, ale zvolme x; = 2,25 = 8. Zvolime-li
ddleoc =1/ V2, dostaneme v bodé # = —0,3 vnitini kiivost 2,1 a parametrickou kii-
vost 2,9. Prejdeme-li k druhé parametrizaci, vyjde parametrické kfivost 2,1, vnitini
kfivost zistane stejnd. Na obrazku 13.4 je znézornén rozklad vektoru druhych de-
rivaci. Je patrné, ze ve druhém parametrickém vyjadieni je primét tohoto vektoru
do te¢né nadroviny krats$i. Te¢nd nadrovina se dotyka mnoziny moznych stfednich
hodnot v bodé A. Linearni aproximaci bodu D je bod B, jeho kvadratickou aproxi-
maci bod C. Vektor BC je rozlozen na dvé slozky: BCt lezi v tecné pifimce, tsecka
BCn je na tuto pfimku kolma. O

Priklad 13.7 Navazme na priklad 13.4 a spocitejme i v tomto pfipadé miru
kfivosti pro obé parametricka vyjadieni. Zvolme pfitom 6 = §* = 0 resp. 8 = 3* =
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Analyza rezidui
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Obrazek 13.3: Souvislost odhadnuté spolehlivosti elipsoidalni konfiden¢éni mnoziny

s vnitini kiivosti

1. Dostaneme postupné

R O T L DT
O U1 O R

takze hledané kiivosti jsou (pro jednoduchost o = 1)

14

3

KT =210 N =10
50 ’ 50

- 9 N 3

KT =210 KN = =10
50 ’ 50

Neprehlédnéte, ze vnitini kfivost opravdu vysla v obou pfipadech shodna.

13.5. Analyza rezidui

ollw ol w
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13. Parametrizace v NLR

theta beta
© _| D Q0 _|
o o D
NI ] (o NI ] C
< L <
> 3 A Cn + Ct > 3 A Cn + Ct
- A B — B
o _| o _|
© T T T T T T 1 © T T T T T T 1
0.0 0.4 0.8 1.2 0.0 0.4 0.8 1.2
y 1 y 1

Obrazek 13.4: Mnoziny moznych stfednich hodnot a rozklad vektoru druhych deri-
vaci z prikladu 13.6
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14. Vypocet odhadi v NLR

I kdyZ vy¢cisleni odhadu t patii spiSe do numerické matematiky, statistik by mél
mit aspon ramcovou pfedstavu o této tloze. Odhad metodou nejmensich ¢tverci,
tedy bod minima funkce

S(0)=>_ (Yi— f(x:,0)),

i=1

hleddme mezi staciondrnimi body funkce S(), tedy takovymi prvky parametrického
prostoru 2, které splnuji pozadavek

VS(tY) = (%;ﬂ) 0. (14.1)

Zpravidla se konstruuje posloupnost aproximaci vektoru t™ tvaru
t D =) 4 5 d®), (14.2)

kde vektor d*) urcuje smér opravy, hodnota p, urcuje velikost kroku. K rozhodo-
vani o ukonceni iteraci se poziva nékolik algoritmti. Hodnoti se naptiklad relativni
velikost opravy p,,d(”) nebo relativni velikost poklesu S(t**1) — S(t™*)), pokud
viitbec k poklesu dojde.

Bates a Watts (Bates, Watts, 1981) navrhli rozhodovat o ukonceni iteraci ve
chvili, kdy je vektor rezidui Y — f(t()) kolmy na te¢nou nadrovinu k regresni plose
v bodu f(t*)).

Zabyvejme se nejprve obecné volbou sméru opravy. Snadno zjistime, ze plati

o )
8—p5(0 + pd) = d'VS(6). (14.3)

Rekneme, Ze vektor d uréuje v bodé @ pripustny smeér, kdyz je derivace (14.3)
zaporna, takze aspon pro malé kladné p funkce S klesa. Neni-li bod 6 stacionérni,
pak mnozinu vsech pfipustnych smérd lze charakterizovat pomoci nésledujicitho
tvrzeni:

Véta 14.1. Je-li VS(0) # 0, pak je smér d v bodé 0 pfipustny, pravé kdyz
existuje pozitivné definitni matice A spliujici d = —AVS(0).
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14, Vypocet odhadii v NLR

D i k a z: O pfipustnosti vektoru d = —AVS(0) se presvédéime snadno, kdyz
spocitame ptislusny skalarni soucin a vyuzijeme skutecnost, Ze matice A je pozitivné
definitni

—d'VS(0) = —(VS(0))AVS(0) < 0.
Nyni ovéfime, ze matice

. , 1 /
A= s VO VO s

ma pozadované vlastnosti.
Pfimym vypodtem se presvédcime, ze je —AVS(0) = d, okamyzité je také vidét,
Ze je matice A symetrickd. Vezméme nyni libovolny nenulovy vektor x. Plati

(X'VS0)* | (xd)’

IA — 2_
A= X" = GsEE T —avse)

= s (MPITSO? - vs©)7) +

/)2

AT gy
—d'VS§(0)
Prvni scitanec je podle Cauchyovy nerovnosti nezaporny, totéz plati pro predpokla-
dany pripustny smér i pro druhy séitanec. Zbyva dokéazat, ze prava strana nemuize
byt ani nulova. K tomu by musely byt nulovi oba sé¢itanci. Rovnost v Cauchyové
nerovnosti nastava pravé tehdy, kdyz je jeden z vektorti nasobkem druhého, tedy
kdyz existuje (nutné nenulové) A, pro néz je x = AVS(0). V takovém piipadé je
ovsem

x'd = M'VS(6) # 0,

takze druhy sc¢itanec uz nulovy byt nemtze. O

Zvolime-li vektor d pfipustny v bodé 6, pak zbyva fesit podstatné jednodussi
ulohu jednorozmérné minimalizace funkce S(6 + pd) proménné p. Zpravidla staci
najit takové kladné p, pro které plati S(t™) 4 pd™)) < S(t™). Naptiklad procedura
nls knihovny stats vychdzi z hodnoty v = 1, kterou podle potieby (opakované)
nasobi hodnotou 0,5. Armijo (1966) navrhl nasledujici jemnéjsi postup: Zvolme
konstanty «, 3,7 (napf. « = 04, 8 € (0,5;0,8), v = 1). Jako p pouZijeme prvni
z hodnot A = v, 87, %7, ..., pro kterou plati

SEW) +Ad™) < SEW) + ard'VS(E™M).

Hleda tedy hodnotu A, ktera zaruc¢i pokles mensi, nez je dolni jeho hranice dana
ponékud pomaleji klesajici pfimkou, nez je tecna k funkci S(6 + Ad) proménné .
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Zobecnéna Newtonova metoda 14.1

14.1. Zobecnéna Newtonova metoda

Zobecnénou Newtonovu metodu dostaneme, kdyz je smér oprav dan vztahem

d=-D(0)VS(6) (14.5)
— 2D(0)(F(6))' (Y — f(6)). (14.6)

kde D(0) je matice, jejiz prvky jsou spojitymi funkcemi 8. Jak vime, je-li matice
D(0) pozitivné definitni, pijde o pfipustny smér oprav.

Nejjednodussi je gradientni metoda uréenéd volbou D(8) = I. Efektivnost gra-
dientni metody silné zavisi na volbé délky kroku. Prakticky nepfijatelna je volba
p =1, nejvhodnéjsi je néjaka robustni metoda jednorozmérné minimalizace.

Bezprosttedni aplikace Newtonovy metody feSeni soustavy nelinedrnich rov-
nic by vyzadovala druhé parcidlni derivace funkce S(8), které by vytvofily matici
(D(6))~L. Prvek jr této matice je roven

gz(;;)r = 2_2 fi(@i, 0)fr (i, 0) — 2; (i = f(x4,0)) fjr (2, 0). (14.7)

Pro skuteénou hodnotu parametru 8 = 0* je stfedni hodnota druhého ¢lenu na
pravé strané nulova. Lze tedy oCekavat, ze pro hodnoty 6 blizké jeho skutecné hod-
noté, zvlasté pii malém rozptylu o2, bude druhy élen v porovnani s prvnim ¢lenem
zanedbatelny, takze vznikld matice D(@) bude pozitivné definitni. Itera¢ni proces
to vSak nezarucuje, takze se pouziti této Newtonovy metody prilis nedoporucuje.

Obé dosud popsané metody maji zajimavou geometrickou interpretaci v para-
metrickém prostoru. Pfedstavme si ,vrstevnici funkce S prochazejici bodem t(*),
tedy mnozinu hodnot 6 takovych, ze je S(8) = S(t*)). Smér opravy gradientni
metody je kolmy k tecné nadroviné v bodé t(*). Newtonova metoda vychazi z kva-
dratické aproximace zminéné mnoziny v bodé t*). Ta méa rozumny tvar, jen kdyz
je matice D(t(”)) pozitivné definitni. Pak jde o elipsoid a smér opravy sméfuje
do jeho stiedu. Jak jsme se uz zminili, pozitivni definitnost matice D(t(*)) neni
u Newtonovy metody zarucena.

14.2. Gaussova metoda

Vratme se k (14.7). KdyZ vynechdme druhy s¢itanec, ktery by mél mit pro spravné
6 = 0" nulovou stfedni hodnotu, dostaneme Gaussovu metodu s pozitivné defi-
nitni matici (D(8))~! = (F(t))’F(t). Pfedpis pro itera¢ni vypocet odhadu metodou
nejmensich ¢tvercu je pak

D =) 4 (FE))F@™)) 7 (™)) (Y — f(£)). (14.8)
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14, Vypocet odhadii v NLR

Vlastné opét pracujeme s kvadratickou aproximaci mnoziny {0 : S(8) = f(t*))},
tentokrat zaloZenou na linedrni aproximaci regresni funkce. Ptislusna matice kvad-
ratické formy je tentokrat pozitivné definitni.

Casto vystac¢ime s trividlni volbou p, = 1, pfi¢emz itera¢ni postup s touto
volbou miizeme odvodit i jinak. Mame-li aproximaci t(), kterou se snazime vylepgit
na t*) 4 d, a pouzijeme-li linedrni aproximaci regresni funkce v bodé t*), budeme
hledat opravu d, kterd bude minimalizovat

1Y — £t +d)[|* = ||Y — (™)) — F(t))d)| .

Vzpomeneme-li si na odhad parametru 8 v linedrnim modelu s Gplnou hodnosti,
okamzité miizeme napsat feSeni:

d = ((FE)FE®)) (FEO)Y (Y — )

coz je pravé (14.8) pro p, = 1.

V praxi se casto stava, ze je matice F(t(”)) $patné podminénéd. Sméry urcené
Gaussovou a gradientni metodou byvaji témér ortogonélni. Pak se pouziva po-
stup zvany Marquardtiv kompromis. V porovnani s Gaussovou metodou se posiluje
hlavni diagonala matice (F(t*)))'F(t()), takze se smér oprav uréuje pomoci

d = ((FO)YFD) + A, diag (FE)FE)) T (D) (Y — ),

kde )\, je malé &islo zvolené podle specialniho itera¢niho algoritmu. Cim je hodnota
parametru A\, vetsi, tim je smér d blizsi sméru gradientni metody.

Priklad 14.1 Mséjme regresni funkci
f(z,0) = 01 exp(z62).

Pro jednoduchost budiz x = (-1,0,1),y = (0,1,2)". Jako vychozi aproximaci
zvolme t(©) = (2,2)'. N&kolik prvnich iteraci je zndzornéno na obrazku 14.1. V pii-
padé Newtonovy metody byla matice D pozitivné definitni az p¥i vipoctu t().
Délka kroku p byla u Gaussovy metody vzdy rovna 1, u ostatnich metod byla
provedena jednorozmérna minimalizace. O

Implementace v R

V knihovné stat prostfedi R je nelinedrni regrese implementovana funkci nls().
Uzivatel ma moznost volby mezi tfemi minimaliza¢nimi procedurami. Vedle stan-
dardni Gaussovy metody je tu implementovan specialni postup pro regresni funkce
v nékterych parametrech linearni (plinear) a adaptivni postup NL2SOL, ktery vy-
uzivéa také aproximaci hessidnu zaloZzenou na diferencich prvnich derivaci (Dennis,

Gay, Welsch, 1981).
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Gaussova metoda 14.2

== Gauss
gradient

--- Newton

o ]

N

w0 |

—

o |

—

©v 2

o

Obrazek 14.1: Ttera¢ni vypocdet odhadu v nelinedrni regresi (pro nazornost je zna-
zorfiovan logaritmus funkce S)

Standardni Gaussova metoda za¢ina v prvni iteraci jednotkovym krokem, ktery
pak v ptipadé pottfeby zkracuje na polovic, dokud nenajde ve zvoleném smeéru rezi-
dudlni soucet ¢tvercth mensi. Pokud by délka kroku méla byt mensi nez minFactor
se standardni hodnotou 2719, ohl4si se problém s konvergenci. Ve druhé a dal-
Sich iteracich se za¢ina dvojnasobkem délky kroku z predchozi iterace, pripadné od
jednicky, pokud byla v pfedchozim kroku tspésna jednotkové délka kroku.

O konvergenci se rozhoduje podle velikosti relativni chyby

1Y —fe@NTI]  [H (Y — ft@))]]
(Y = fEDNE{[(1 = H) (Y = f(E))]]
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14, Vypocet odhadii v NLR

kde projekéni matice
H, = F(£) ((F()) () 7 (FE)
zprostfedkuje promitani na tecnou nadrovinu. V Citateli je tedy vyraz
(Y = £(&)YFE) (F® )Y FE®) 7 FE™) (Y - f2*))] = |[(dV) VS @™,

ktery by mél byt v pfipadé ortogonality sméru oprav a teéné nadroviny nulovy.
Tterace se ukoncuji, je-li popsané relativni chyba mensi nez konstanta tol, stan-
dardné rovna hodnoté 10~°. Pokud konvergence nenastane béhem maxiter iteraci,
vypocet skonc¢i prislusnym chybovym hlasenim. VSechny tii zminéné parametry lze
upravit pomoci nls.control().

Vypocet se jisté urychli a zpfesni, kdyz regresni funkci pfedem pfipravime
vcetneé jejiho gradientu pomoci funkce deriv. V opa¢ném piipadé

14.3. Metody nevyzadujici vypocet derivaci

Nékdy muze byt problémem potfeba vypoctu derivaci regresni funkce. Bud je tato
funkce pFilis slozitd nebo ani nemé explicitni vyjadfeni, nebot je napiiklad Fesenim
soustavy diferencidlnich rovnic, které se méni podle hodnoty néjakého parametru.
Pak je mozno derivace aproximovat numerickym vypoc¢tem, kdyz se pro malé ¢
pouzije

5 [0+ 5i,) — [(2,0)
nebo

89j 2¢e

Nemaé-li regresni funkce v nls () atribut gardient, pocitaji se prvni derivace podle
prvniho z uvedenych vzorct, kde se voli ¢ = |0;]-,/€g pro nenulové §; resp. € = /2.
Symbolem g¢ jsme oznacili nejmensi hodnotu, pro niz je 1 + gy rozlisitelnd od
jednicky.

Numerickému derivovéni se vyhnuli Nelder, Mead (1965), ktet{ navrhli simplexo-
vou metodu, jez je velice robustni, takze dokaze konvergovat i z velmi nevhodnych
hodnot vychozi aproximace pro t*, byt ponékud pomaleji. Naptiklad procedura
optim() knihovny stats programu R standardné pouziva pravé tuto proceduru, i
kdyZ nabizi (R verze 2.4) jesté ¢ty¥i dalsi algoritmy.

Vychozi aproximaci budiz t(g). Zvolme jesté k dalsich aproximaci takovych, ze
(k + 1)-tice t(o), t(1), - - -, tx) tvoii v k-rozmérném euklidovském prostoru simplex.
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Metody nevyZadujici vypocet derivaci 143

To znamend, Ze napiiklad vektory t(1y — t(o),- - -, t(r) — t(p) jsou linedrné nezavislé.
Predpokladejme, Ze aproximace jsou ocislovany tak, ze plati

S(t(o)) < S(t(l)) <...< S(t(k)). (14.9)
V nésledujicim kroku je tieba aproximaci t(;) nahradit novou aproximaci t(a) tak,
aby hodnota S(t(a)) byla co mozné nejmensi a nové (k+1)-tice opét tvofila simplex.

vvey

Standardnim krokem je urcit tézisté t aproximaci t(g),...,tx—1) a pfesunout

Vv

k

M

_ _ _ 1
ta) =t+a(t—t(k)), t= T t-

J

Il
=]

Vv

se stat, ze nékdy je tfeba zvolit a < 0, abychom hodnotu funkce S dokézali snizit.

Popsany postup lze zdokonalit tak, Ze ziskame také aproximaci asymptotické
varianéni matice odhadu t. Takovou metodu DUD (Doesn’t Use Derivatives) navrhli
Ralston, Jennrich (1978).

Podobné jako u simplexové metody pouZijeme aproximace t(g,t(1);---,tm),
které tvofi simplex a které jsou ocislovany tak, aby spliiovaly (14.9). Pfedpokla-
dejme, ze jde o vysledny simplex, kdy jsme uz postupné tupravy ukoncili. Kazdy
prvek parametrického prostoru lze vyjadrit ve tvaru

0= t(o) + Ta(B),

kde matice
T=(ta) —to) - tw —to)

je nutné regularni, nebot predpoklddame, Ze aproximace t(g), t(1), - - - , t(x) tvoii sim-
plex. Je tedy

a(0) =T (6 —t()). (14.10)
Jako linearni aproximaci vektoru stfednich hodnot f(8) pouzijeme vektor

fL(a(B)) = f(t(o)) + Ba(0), (14.11)

kde matice B typu n x k ma na misté ij prvek f(z;,t(;)) — f(zi,t()). K danému

vektoru Y je vektor fr,(a(0)) nejblize, kdyz misto a(0) zvolime Feseni a rovnice
B'Ba =B’ (Y —f(t(y)) .
Novou aproximaci odhadu t je pak vektor
ta) =t + Ta. (14.12)
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14, Vypocet odhadii v NLR

Touto aproximaci nahradime nékterou aproximaci t(gy,t(1), -, tx) tak, aby nova
matice B'B byla i v pif$tim kroku co mozna dobie podminéna.
Dosadme nyni feSeni z (14.10) do linedrni aproximace fr,(«(80)). Dostaneme tak
vyjadieni
fL.(a(0)) = f(t) + BT ' (8 —t(g)) ,

takze (viz napiiklad (12.9)) mizeme matici BT ™! povazovat za aproximaci matice
prvnich derivaci F(t()). Proto se jako aproximace asymptotické varianéni matice
odhadu t nékdy pouziva matice

S2(T'B'BT ) =S>T(B'B) ' T

14.4. Linearizace zavislosti

Na rozdil od linedrni regrese potiebujeme k zahéjeni iteracniho vypocétu odhadu t
vychozi aproximaci t(®). Obecny postup tu neexistuje, ale pro nékteré pouzivané
regresni funkce lze doporuceni uvést. Uéinna byvéa napiiklad transformace regresni
funkce, kterd vede na funkci v (novych) parametrech linearni. Ukazme si postup na
prikladech.

Michaelisiv-Mententiv model

Jiz v avodu 12. kapitoly jsme si ukdzali, ze zavislost tvaru y = 612/(02 + z) lze
vyjadrit jako

1 1 621

Yy o 91 91 IL'-
Pokud ovSem ve vychozim modelu byla ndhodné slozka aditivni, tedy

o 91$
- 92+1‘

+ e, eNN(O,U2),

bude mit prevracena hodnota Y slozité rozdéleni. Pokusme se o linearni aproximaci

funkce .
o 91$ B - 92 —+x
)= (92+x+e) 01+ (O + )’

’ 91$ -2
o)== (g re)

Ziejmé je
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Linearizace zavislosti 14.4

4
1 . 92 + X 2
var — = o
Y 911‘ ’
coz znamena, ze rozptyl zavisi nejen na odhadovanych regresnich koeficientech,
ale zejména na nezavisle proménné x. Pokud bychom chtéli pracovat s linedrnim

modelem zaloZenym na regresi 1/Y na 1/z, méli bychom pouzit vdZzenou regresi a
iteracim se stejné nevyhneme.

odkud méame priblizné

Kompartmentova analyza

Vstiebavani znamé davky farmaka a jeho vylucovani popisuji farmakologové pomoci
regresni funkce (z < 0)

D Ka ( —Kez

—Kqx
_ — a 14.1
= % : i e e ) s ( 3)

Y

kde D je znamé velikost davky, V' je ,distribuc¢ni objem®, K,, K. jsou absorp¢ni
a elimina¢ni konstanta. Vychazeji z predstavy, Ze cela davka farmaka se najednou
vlozi do prvniho kompartmentu, odkud se postupné vstfebava do druhého kom-
partmentu, jehoz objem je V. Pribéh vstfebavani je popsan linearni diferencialni
rovnici prvniho fadu dw(x)/dx = —K,w(x). Rychlost vstfebavani je tedy tmérna
okamzité koncentraci. Farmako se z druhého kompartmentu dostava podbné, jen je
rychlost vylucovani dana konstantou K.. Koncentrace y v druhém kompartmentu
je pak popsana rovnici (14.13). Pfedpokldda se, ze plati K, > K., coz umoziiuje
identifikaci odhad.

Pri velkych hodnotach x se povazuje vliv ¢lenu e za zanedbatelny. Z téchto
hodnot se odhadne konstanta K., coz umozni odhad ,.elimina¢ni slozky“ pozorovani
pro malé hodnoty z. Ozna¢me tento odhad ¢. Absorpéni konstantu pak ptiblizné
odhadneme z nékolika prvnich pozorovani, opravenych o . Priblizné by mélo platit

—Kex

.D K,

- = —Kaz; .
=V K, — Kee + €;.

Yi -
Pt tomto urcovani vychozich aproximaci pro odhady parametri K,, K. pak uva-
Zovanou zavislost zsamoziejmé logaritmujeme. Nalézt vychozi aproximaci odhadu
objemu V je pak jednoduché, mizeme vyjit z absolutnich ¢lenti obou linearizova-
nych zavislosti.

Je mozna i jiné parametrické vyjadreni nasi regresni funkce, kdy misto klad-
nych konstant K,, K. zvolime jejich logaritmy. Takové vyjadieni pouziva erkova
funkce 8Sfol (). Misto objemu V je jako parametr pouzit vyraz In(V - K.). Navic,
stejné jako Fada dalsich funkci, jejich oznaceni za¢ind dvojici pismen SS (zkratka
za Self Start), tato funkce si sama hleda vychozi aproximaci pro odhad regresnich
parametru.
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A. Pomocna tvrzeni, oznaceni

Zde jsou uvedena nékterd tvrzeni (napiiklad o maticich), uziteénd v ostatnich ka-
pitolach.

A.1. Tvrzeni o maticich

Chceme-li oznaéit j-ty sloupec (i-ty fddek) matice A, pouZijeme symbol a,; (aj,)
Chceme-li vyjadrit, Zze matice vznikla z A vynechanim jejiho j-tého sloupce, na-
piSeme A,_;, kdyz vznikla vynechénim i-tého faddku, pak piSeme A_;,. Je tedy
napiiklad

A= (as,A.1) = (:3;_) (A.1)

Specialné r-ty sloupec jednotkové matice | oznac¢ime symbolem j,., vektor ze
samych jedni¢ek symbolem 1, pfipadné 1,,, pokud chceme explicitné vyjadrit pocet
slozek.

Necht X,,«x je pevna matice. Symbolem M (X) ozna¢ime podprostor R™ tvoreny
vSemi linedrnimi kombinacemi sloupctt matice X. Tento prostor, nazgvany linearni
obal sloupcu matice X, vlastné spliiuje

M(X) = {Xt:t € RF}.

Je-li matice X néjakd matice typu n X k, pak pseudoinverzni matice k ma-
tici X je libovolnd matice X~ typu k X n, kterd vyhovuje vztahu XX~ X = X.
Pseudoinverzni matice obecné neni dédna jednoznacné.

Jednoznacné je vSak ddna Mooreova-Penroseho pseudoinverzni matice,
ktera musi vyhovovat pozadavktm:

XXX = X, XFXXT = X+, (A.2)
(XXH) = XXt (XTX) = XtX. (A.3)



A. Pomocna tvrzeni, oznadeni

Véta A.1. (Spektralni rozklad) Necht A je symetrickd matice fadu n. Potom
existuji ortonormalni matice Q a diagonalni matice A s diagonalnimi prvky A; >
... > )\, tak, Ze plati

A =QAQ. (A.4)

Je zfejmé, ze A; jsou vlastni ¢isla matice A a Ze sloupce q,, matice Q jsou od-
povidajici ortonormalni vlastni vektory s jednotkovou délkou. Matici A lze vyjadrit
ve tvaru

A= Z Aille; G- (A.5)
i1

Véta A.2. (SVD — rozklad podle singularnich hodnot) Necht X,,xx, kde

je n > k je matice s kladnou hodnosti . Potom existuji matice s ortonormalnimi

sloupci U VY a diagonalni matice D° . s redlnymi ¢isly d; > ... > d, > 0 na
diagonale tak, ze plati
X = Uu°DoVv”’ (A.6)
D @ k a z: Uvazujme ziejmé pozitivné semidefinitni matici X'X s vlastnimi
ésly di > ... >d? > d2,, = ... =d; =0 a jim odpovidajicimi ortonormalnimi
vlastnimi vektory vi,...,vg. Pro 1 < ¢ <r zavedme vektory
1
d;

Snadno zjistime, ze tyto vektory jsou ortonormalni:

ol = 4 sy 10 proi#j,
did;

v _
v; X' Xv,; =

J
—V.V;, =
didj e 1 proi:j.

Vztah z (A.7) lze pfepsat jako

u;d; = Xv;,
a to dokonce pro vSechna 1 < ¢ < k, kdyz libovolné pridame vektory u,41,...,ug
tak, aby sloupce matice U = (uq,...,u;) méla ortonorméalni sloupce. Zavedeme-li
jesté ¢tvercovou matici V = (vy,...,vy) a diagondlni matici D s diagonalnimi prvky
di,...,d,, miZzeme vSech k vztahi souhrnné zapsat jako UD = XV. Odtud pfimo
plyne vztah
k r
X=UDV' =) diuyv = diuv}. (A.8)
i=1 i=1

Pfitom je vidét, ze vystac¢ime s prvnimi r sloupci matic U, D, V. Oznadime-li hornim
indexem 0 odpovidajici podmatice, dostaneme vztah (A.6). |
Véta A.3. (QR rozklad) Nechf X, je matice konstant. Potom existuji
matice Q,«x s ortonormalnimi sloupci a horni trojuhelnikova ¢tvercova matice R

radu k tak, ze plati
X =QR. (A.9)
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Tvrzeni o maticich A.l

0

nxr S ortonormalnimi sloupci a

Je-li hodnost r» matice X kladnd, existuji matice Q
matice R? s r fadky a k sloupci takova, Ze je rioj =0 pro ¢ > j a ze plati

X = Q°R’. (A.10)

Je-li hodnost matice X rovna poctu jejich sloupcti, pak existuje jedind matice R
splitujici (A.9), kterd m4 kladné diagonalni prvky, nazyva se Choleského faktor.

Existence rozkladu (A.9) je dokdzana v oddilu 1b.2 (VII) knihy Rao (1978).
V jednotlivych sloupcich matice R jsou souradnice odpovidajicich sloupcti matice
X v ortonormalni bazi tvofené sloupci matice Q. Pokud nemd matice X linedrné
nezavislé sloupce, pak se v sou¢inu (A.9) nesmi projevit nékteré sloupce matice Q.
To je zajisténo, kdyz jsou odpovidajici fadeky R nulové. Jednoznacnost R v piipadé
matice X s linedrné nezdvislymi sloupci lze dokazat indukei ((Zvara, 1989, véta
12.1)). Z jednoznacnosti R plyne v tomto pfipadé také jednozna¢nost matice Q.

Véta A.4. (Odmocninova matice) Necht A je pozitivné semidefinitni matice.
Pak existuje pozitivné semidefinitni matice C takové, ze plati

A =CC.

D 1 k a z: Necht A = QAQ’ je spektralni rozklad matice A. Pozitivni semide-
finitnost A je ekvivalentni se stejnou vlastnosti A. Ozna¢me jako Al/? diagonalni
matici, kterd ma na diagonale odmocniny ze stejnych prvkt matice A. Snadno se
ovéri, Ze matice C = QA2Q’ ma pozadované vlastnosti. O

Pozitivné semidefinitni matice budeme znacit A > 0, podobné zapis A > B
znamena, ze matice A — B je pozitivné semidefinitni. Analogicky pouzijeme symbol
> k vyjadreni pozitivni definitnosti.

Véta A.5. (Porovnani kvadratickych forem) Necht A, B jsou dvé pozitivné
definitni matice. Potom plati

A>BsB '>ATY (A.11)

A>B<=B'>A"l (A.12)

Véta A.6. (Projekce do podprostoru) Necht X, je matice, jejiz hodnost
r je kladné. Potom

a) rozklad y = y; +y,, kde y; € M(X) a y, LM(X), je dan jednoznacéns;
b) necht P = (Q, N) je ortonormélni matice takovd, ze je M(X) = M(Q). Projekéni
matice Hy a My, které zajistuji priméty y;,y,, jsou dany jednozna¢né a plati

Hy = QQ’, (A.13)
My = NN'. (A.14)
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A. Pomocna tvrzeni, oznadeni

c) Plati

Hy = X(X'X)~ X/, (A.15)
My =1 — X(X'X)"X/; (A.16)

d) matice Hy, Mx jsou symetrické a idempotentni.
e) Plati

tr(Hx) =, (A.17)
tr(Mx)=n—r. (A.18)

Véta A.7. (Porovnani délky vektoru s jedni€kou) Pro matici A, x, a
vektor ¢ € R™ plati nerovnost ||Ac||? < 1 pravé tehdy, kdyZ je matice

A(A'A)"A’ — Acc'A’ (A.19)

pozitivné semidefinitni.

D 1 k a z: Pro Ac = 0 je tvrzeni trivialni. Necht je tedy Ac # 0. Potom plati
M(Ac) C M(A), takze rozdil projekénich matic na M(A) a na M(Ac) je projekéni
matici na ortogonalni doplnék M (Ac) prostoru M(A). Pozitivné semidefinitni je
tedy

0 <A(A'A)"A" — Ac(c’A’Ac) 'c'A. (A.20)

Ptedpoklad ||Ac||? < 1 je vSak ekvivalentni s —(c/A’Ac)~! < —1, takze pravou
stranu nerovnosti (A.20) mtizeme shora omezit matici A(A’A)~A’ — Acc’A’, kterd
je tedy nutné pozitivné semidefinitni a je dokdzana implikace jednim smérem.

Obrécené, necht je matice (A.19) pozitivné semidefinitni. KdyZ ji vyndsobime
zprava vektorem Ac a zleva transpozici tohoto vektoru, dostaneme po malé apravé
(pouzitim definice pseudoinverzni matice)

0 < [|Ac||* — | Ac|* = ||Ac]*(1 — ||Ac||?),

coZ je ekvivalentni s dokazovanou nerovnosti ||Ac||? < 1. O

Véta A.8. (Porovnani délky vektoru s jedni¢kou*) Necht V je pozitivné
definitni matice ¥adu &, nechf b € R* je libovolny vektor. Potom plati nerovnost
b'V~'b < 1 pravé tehdy, kdy# je matice V — bb’ pozitivné semidefinitni.

D @ k a z: Pozitivng definitni matici V™! lze zapsat pomoci symetrické a re-
gulédrni odmocninové matice (viz vétu A.4) jako V™' = AA. Kvadratickou formu
b'V~'b lze tedy piepsat jako

b’AAb = ||Ab||.
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Tvrzeni o maticich A.l

Podle véty A.7 je tedy nerovnost b’V ™'b < 1 ekvivalentni s tim, Ze je pozitivné
semidefinitni matice

A(A'A)"'A — Abb'A = A (V — bb') A.
Protoze je matice A regularni, je ona nerovnost ekvivalentni s pozitivni semidefi-
nitnosti matice V — bb’, coz bylo dokézat. a
KdyZ pracujeme s vektory oznacenymi dvojitymi indexy (napiiklad v modelech
analyzy rozptylu dvojného t¥idéni), je uziteény pojem Kroneckerova souéinu.
Jsou-li A typu m xn a B typu p X ¢, pak oznac¢ime jako A ® B matici typu mp x ng,
jejiz blok (7, j) je roven a;;B, tedy

anB  appB - a1,B
0,21B a22B e QQnB

ARB= . . . . . (A.21)
amlB am2B e amnB

Nasledujici vlastnosti 1ze snadno dokazat.
Véta A.9. (Vlastnosti Kroneckerova soufinu) Pro Kroneckeriiv sou¢in
plati

O®A=AR0 = O,

(A1 +Az)®B = (A1 ®B)+ (A2 ® B),

A® (B;+B2)=(A®B;)+ (A®By).
cA ® dB = cd(A ® B),

A A; BBy = (AL ® B1)(A; ® By),

(A®B)"'=A"1'®@B™! pokud inverze existuji,
(A®B)” =A" @B, pro libovolné pseudoinverze,
(A@B) —A' B,
(A,B)C=(A®C,BxC),
po vhodném pierovnani sloupct jsou matice (A ® C,A® D) a A ® (C, D) shodné.

Véta A.10. (Poincaréova véta o separaci) Necht R je matice typu n x ¢

s ortonorméalnimi sloupci, nechf a; > ... > «, jsou vlastni ¢isla n&jaké symetrické
matice A, nechf A\ > ... > )\, jsou vlastni ¢isla matice R’'AR. Potom plati

)\i S (67 1 S ) S q, (A.22)

)\q,iJrl Z Op—i+1, 1 S ) S q. (A23)

Plati-li navic pro vlastni vektor q,, matice A odpovidajici jejimu vlastnimu ¢islu o,
vztah R'q,, = 0, 1ze nerovnost (A.23) upravit na

)\q,iJrl Z Ap—q, 1 S ) S q. (A24)

Tvrzeni lze nalézt v 1. kapitole knihy Rao (1978) resp. ve cvifenich 1.4, 1.5
2. kapitoly knihy Zvara (1989).
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A. Pomocna tvrzeni, oznadeni

A.2. Nékteré vlastnosti nahodnych velicin

Véta A.11. (Vlastnosti kvadratické formy) Necht ej,..., e, jsou nezdvislé
nahodné veli¢iny se stejnym rozdélenim, necht Ee; = 0,Ee? = 02, Eef = 0% (12+3).
Necht A je symetrickd matice. Potom plati

Ee'Ae = o%trA, (A.25)
vare’Ae = o (’}/2 Z aZ +2tr A2) : (A.26)

Véta A.12. (Vlastnost normalniho rozdéleni) Necht méfitelna funkce T'(x)
splituje T'(ex) = T'(x) pro kazdé ¢ > 0 a pro kazdé x € R"™. M&-li ndhodny vektor X
rozdéleni N,, (0, 521), pak jsou ndhodné veli¢iny T'(X) a ||X|| nezavislé.

D @ k a z: Staci pfejit k polarnim soutfadnicim. Potom vzdalenost ndhodného
bodu od pocatku a jeho smér od pocatku jsou nezavislé. OvSem vzdalenost od
pocatku je rovna ||X]| a funkéni hodnota T'(X) je vzhledem k pozadované vlastnosti
zéavisi pouze na sméru od pocatku. a

Véta A.13. (Bonferroniho nerovnost) Pro ndhodné jevy Aq,..., A, plati
P(UfL14) <) P (A,
i=1

P(Nit14i) >1— zn: (1—P(4)).

i=1

A.3. Metoda maximalni vérohodnosti

Necht mé ndhodny vektor X hustotu fy(x), kterd zavisi na parametru 8 € Q,
pficemz (2 je parametricky prostor. V pfipadé diskrétniho rozdéleni minime pod
hustotou pravdépodobnostni funkei (hustotu viéi ¢itaci mife). Jako logaritmickou
vérohodnostni funkci oznac¢ime funkci

£(8) = log(fo(X)), (A.27)

je tedy pro kazdé @ ndhodnou veli¢inou.
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Metoda maximalni vérohodnosti A.3

Odhad 6 metodou maximalni vérohodnosti je takovy prvek parametrického
prostoru, v némz je logaritmickéd vérohodnostni funkce maximalni. Napftiklad v li-
nearnim modelu Y ~ N (Xﬁ, JZI) da metoda maximalni vérohodnosti odhady

B=hb, UA2ZR_SS_

n

Logaritmické vérohodnostni funkce je rovna

0B, 02) = —g - glog(%r) - glog(RSS/n). (A.28)

Pokud bychom povazovali rozptyl 02 za znamy (neodhadovany), vysla by logarit-
mické vérohodnostni funkce

n 2 1
L(B) = 3 log(2mo*) — FRSS (A.29)

Jsou-li splnény podminky regularity, potom lze dokdzat mnohé uzitené vlast-
nosti odhadu 0. Asymptoticky mé rozdéleni N(B, J_l), kde J je Fisherova infor-
macni matice s prvky

L _0U0)060) _ 5*4(6)
Tnl®) =E 5= 50 = ~E 5, (A.30)

Ke zminénym podminkdm regularity patii pozadavek, aby mnoZina {x : fp(x) >
0} nezavisela na parametru € nebo pozadavek, aby parametricky prostor byl ote-
viend mnozina.

Podmodel je urc¢en vlastnim podprostorem w C 2. Odhad 0v podmodelu je
takovym prvkem w, ktery maximalizuje logaritmickou vérohodnostni ¢ na w. Tes-
tovani podmodelu lze zalozit na nékteré ze tii statistik, které maji vsechny stejné
asymptotické rozdéleni. Je jim rozdéleni xg, kde ¢ je rozdil dimenze prostora €2 a
w, resp. pocet nezavislych omezeni, jejichz aplikace vede k ndhradé parametrického
prostoru {2 parametrickym prostorem w.

Test pomérem vérohodnosti (Wilksuv test) porovnava hodnoty logarit-
mické vérohodnostni funkce pro 0ab pomoci statistiky

LR =2 (E(é) - e(é)) . (A.31)

Plati-li podmodel, pak za predpokladu splnéni podminek regularity ma statistika
LR asymptoticky rozdéleni xi-

Walduv test predpokladd, ze se od € dostaneme k w tak, Ze pozadujeme,
aby parametr @ vyhovoval omezenim g¢;(8) = 0,5 = 1,...,q. Tato omezeni lze
psat vektorové jako g(@) = 0. Myslenka je zaloZena na zjisténi, nakolik odhad 0
vyhovuje uvedenym omezenim.
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A. Pomocna tvrzeni, oznadeni

Ozna¢me jako A(@) matici parcidlnich derivaci 9g(6)/06’. Asymptotickd vari-
an¢ni matice vektoru g(8) je rovna vyrazu A(0)J(8) 1 A(0)’. Prakticky sem musime
za neznamy parametr dosadit jeho odhad. Asymptoticky ma vyraz

W =g(8) (A©)IO)AG))  gb) (A32)

rozdéleni x?.

Metoda skéru (Lagrangeova multiplikdtoru) vyuziva na rozdil od Wal-
dova testu pouze odhad v podmodelu. Maximalné vérohodny odhad, protoze ma-
ximalizuje logaritmickou vérohodnostni funkci, musi anulovat vektor parcidlnich
derivaci 9¢/06. Vyzkousime tedy, nakolik také odhad v podmodelu 0 anuluje tento
vektor.

Zavedme nahodny vektor (vektor skdri)

U(é):%é):w

20 20 (A.33)

Plati-li podmodel, ma tento vektor nutné nulovou stfedni hodnotu, takze jeho va-
rian¢ni matice je pravé rovna Fisherové informacni matici, jak je zfejmé z definice
(A.30) prvka této matice. Proto mé, plati-li podmodel, statistika

LM =

dU(O) . =\~ dUB)
50 (J(O)) 20 (A.34)

asymptoticky rozdéleni x2.
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B. Prostredi R

V této ¢asti shrneme nékteré informace spisSe technického charakteru o programo-
doporucuji pfedevsim internetovou adresu http://www.r-project.org/, kde lze
nalézt program, jednotlivé knihovny i manudly. Pro zacatek je velmi instruktivni
projit si ukazkovou lekci.

B.1. Procedura 1m()

V prostiedi R metodé nejmensich ¢tvercit odpovida procedura 1lm, vénujme se ji
podrobnéji. Vidéli jsme, Ze metodu nejmensich ¢tvercd muzeme do znacné miry
vyjadfit pomoci ortogonalniho rozkladu regresni matice. Zakladem procedury 1m()
je rozklad matice X na soucin matice Q s ortonormélnimi sloupci a horni troju-
helnikové matice R, ktera obsahuje ,soufadnice“ jednotlivych sloupcti matice X,
vyjadienych pomoci sloupcti matice Q:

X = QR. (B.1)

Existence tohoto QR rozkladu je dokdzéna napiiklad v oddilu 1b.2 (VII) knihy
Rao (1978). Samotny vypocet je zaloZen na Householderovych transformacich, kdy
matice P = (Q, N) vznikd jako souéin ortonormalnich matic tvaru | — 2qq’, kde
g je vhodny vektor jednotkové délky. Zajimavy vyklad poskytne oddil 2.7 knihy
Antoch, Vorlickova (1992).

V pfipadé, Ze matice X nema linedrné nezavislé sloupce, neni matice Q z QR
rozkladu totoznd s matici Q z vodu této kapitoly, jejiz sloupce tvori ortonormaélni
bézi prostoru M(X), nybrz generuje vétsi linedrni prostor. Abychom dostali z QR
rozkladu skutecnou bézi M(X), musime z matice Q pouzit jen ty sloupce, jimZ
odpovidajici fadky matice R jsou nenulové. To znamend pouzit rozklad (A.10).
Algoritmus QR rozkladu v R je modifikaci procedury DQRDC souboru programi
LINPACK.

Mozno Fici, ze matice Q (piesné&ji by to byla matice Q° z (A.10)) vypovida o li-
nedrnim prostoru M (X), kde se hled4 odhad Y. Tato matice rozhoduje o varianéni
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matici zminéného odhadu. Na druhé strané matice R (ptesnéji R? z (A.10)) zachy-
cuje vztahy mezi sloupci matice X, rozhoduje tedy o rozptylu kazdé odhadnutelné
funkce (3, v pfipadé uplné hodnosti o varianéni matici b.

Ukazme si funkci 1m() na primitivnim pfikladu s nasledujicimi daty:

1 -3 9 -9 1
1 -1 1 —11 1

X = 1 1 1 :(1 Xa)7 y= e w=|,1 (B.2)
1 3 9 19 1

pricemz diagonalni matice W mé na diagonale prvky vektoru w. Za¢neme vsak bez
vazeni, tedy bez W resp. w.

B.1.1. Uloha bez vah

Provedeme-li standardni Gramovu-Schmidtovu ortogonalizaci sloupci matice X a
pridame zbyvajici vektor, dostaneme ortonorméalni matici, jejiz sloupce tvori bazi
R%. Je tieba mit na paméti, Ze tato matice neni ddna jednozna¢né, ze kdyz napiiklad
vynasobime nékteré (nebo vSechny) sloupce konstantou —1, dostaneme matici se
stejnymi vlastnostmi. Nasledujici vyjadfeni ma znaménka zvolena tak, aby bylo
konzistentni s vysledkem programu R.

—~1/2 3/v/20 1/2 1/4/20
—-1/2 1/4/20 ~1/2 —3/4/20
-1/2  -1/v20 -1/2|’| 3/v20
-1/2  -3/V/20 1/2 —~1/4/20

Souradnice jednotlivych sloupcti matice X obsahuje matice R

P=(QN)=

-2 0 —10
R=QX=1]0 —/20 0 (B.3)
0 0 8

Soufadnice vektoru y v bazi tvorené sloupci matice P jsou dany vztahem

0 0
Py — —-96/v20 | [ —21,466253
y= 10 - 10
8/4/20 1,788854

Odtud je pomoci prvnich t¥i slozek vektoru P’y
—-1/2 3/v/20 1/2 —9,4
ool -1/ _ 96 1//20 410 —1/2 -9.8
Y="-1/2| ~ a0 | -1/v20 ~1/2| 7 | -02
—-1/2 —3/v/20 +1/2 194
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a podobné s pouzitim posledni slozky P’y

1/v/20 0,4
8 [=3/v20| | -1.2

ProtoZe sloupce matice P maji jednotkovou délku a v nasem pripadé je vektor
rezidui u nasobkem jediného (posledniho) sloupce matice P, je koeficient 8//20
nutné roven odmocniné S rezidualniho rozptylu S2.

Snadno ovérime, ze vektor y mizeme vyjadrit jako

9.4 -3 9

1

. [-98] |1 -1 1 ;62’3%5

Y=1-02 O N A e
19.4 1 3 9 :

takze je b = (—6,25,4,8,1,25)".

Misto matice X pfi vyvolani funkce a <- 1m(y~Xa) pouzijeme pouze X,, pro-
toze absolutni ¢len je do modelu vkladan standardné. Kdybychom chtéli pouzit
celou matici X, zvolili bychom piikaz a <- 1lm(y~X-1), abychom zabréanili stan-
dardnimu pfidavani absolutniho ¢lenu. (Pozor, objekt X resp. Xa musi byt matice!)

Vysledkem je objekt a, ktery je slozen z fady polozek. Jejich ndzvy lze ziskat
prikazem names(a):

> names(a)

[1] "coefficients" "residuals" "effects" "rank"
[5] "fitted.values" "assign" "qr" "df .residual"
[9] "xlevels" "call" "terms" "model"

V polozce a$qr je uloZen zasifrovany QR rozklad matice X, soufadnice P’y
vektoru y v ortonorméalni bazi obsahuje a$effects. Vektor rezidui u je ulozen
v a$residuals, vektor y vyrovnanych hodnot je v a$fitted.values. Koeficienty
vyjadieni y pomoci sloupcti matice X jsou v a§coefficients. Pokud by matice X
neméla sloupce linedrné nezavislé (plati a$rank<ncol(X)), nebudou nékteré sou-
fadnice tohoto vektoru definovany — sta¢i tam doplnit nuly. Matice vstupnich dat
(y, X,) je soucasti objektu a jako a$model. Nékteré z uvedenych statistik lze z ob-
jektu a ziskat pouzitim funkci coefficients(a), effects(a), residuals(a) a
fitted.values(a). Existuji i zkracenéd volani, jako napt. coef (), resid() nebo
fitted().

Pouzijeme-li pfikaz print (a), dostaneme text:

Call:
Im(formula = y ~ Xa)

Coefficients:
(Intercept) Z2 Z3
-0.625 0.500 0.125

195



Prostredi R

V fadku coefficients jsou uvedeny slozky vektoru b. Piikaz summary(a) vy-

vz

tiskne podrobnéjsi informaci o linedrnim modelu:

Call:
Im(formula = y ~ Xa)

Residuals:
1 2 3 4
0.4 -1.2 1.2 -0.4

Coefficients:

Estimate Std.

(Intercept) -6.2500
Xal 4.8000
Xa2 1.2500

Signif. codes: 0 ‘¥*x%’

Error t value Pr(>|tl|)

1.4318 -4.365 0.1434
0.4000 12.000 0.0529 .
0.2236 5.590 0.1127

0.001 ‘x*x’ 0.01 ‘%’

Residual standard error: 1.789 on 1 degrees of freedom

Multiple R-Squared: 0.9943,

F-statistic: 87.2 on 2 and 1 degrees of freedom,

Adjusted R-squared: 0.983
p-value: 0.07532

V odstavci Coefficients je vidy vedle bodového odhadu b; uvedena stfedni
chyba tohoto odhadu S, /v;;, testova statistika T; podle (2.27) pro test nulové hypo-
tézy Ho : B; = 0 a odpovidajici dosazen hladina testu pfi oboustranné alternative.
Pripadna vyznamnost testovych statistik je oznacena béznym zpusobem pomoci
hvézdicek. Pod oznacenim Residual standard error je statistika .S, dédle nasle-

duji koeficient determinace R? a upraveny koeficient determinace R

adj’

o kterych

bude Te¢ pozdéji. Pozdéji podrobnéji uvedeme testy podmodelu, k nimz se vztahuje
také F statistika a dosazena hladina testu.
Abychom vypsali rozklad matice X na souc¢in QR, pouzijeme piikaz a$qr:

X.3

> a$qr
$qr

X.1 X.2
1 -2.0 0.0000000 -1.000000e+01
2 0.5 -4.4721360 -8.881784e-16
3 0.5 0.4472136 8.000000e+00

4 0.5 0.8944272 -9.296181e-01

$qrattr(,"assign")
[11 111

$qraux

[1] 1.500000 1.000000 1.368524

$pivot
[11 123
$tol

[1] 1e-07
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$rank
[11 3

Zcela stejny vysledek bychom dostali pomoci funkce qr (cbind (1,Xa)) nebo qr (X).
Pod oznacenim $qr jsme dostali matici stejného rozmeéru jako X, jejiz horni troja-
helnikové ¢ast obsahuje horni trojihelnik matice R. Zbytek matice spolu s vektorem
$qraux obsahuje informaci potfebnou k rekonstrukci matice Q. Zjisténa hodnost
matice X uvedena jako $rank. Tato hodnota do jisté miry (v piipadé Spatné pod-
minénosti matice X) zavisi na volbé tolerance $tol.

Matice Q a R ziskdame, kdyz na kompaktni zapis pouzijeme funkce qr.Q() a
qr.RQ):

> qr.Q(a$qr)
[,1] [,21 [,3]
[1,] -0.5 0.6708204 0.5
[2,] -0.5 0.2236068 -0.5
[3,] -0.5 -0.2236068 -0.5
[4,] -0.5 -0.6708204 0.5
> gr.R(a$qr)
X.1 X.2 X.3
1 -2 0.000000 -1.000000e+01
2 0 -4.472136 -8.881784e-16
3 0 0.000000 8.000000e+00

Lze si nechat spocitat celou ¢tvercovou ortonormélni matici P. Staci ve funkci
gr.Q() nastavit volitelny parametr complete=T:

> gr.Q(qr(X),complete=T)

[,1] [,21 [,3] [,4]
[1,] -0.5 0.6708204 0.5 0.2236068
[2,] -0.5 0.2236068 -0.5 -0.6708204
[3,] -0.5 -0.2236068 -0.5 0.6708204
[4,] -0.5 -0.6708204 0.5 -0.2236068

Vratme se jesté k piikazu summary.1lm(). Vysledkem je objekt, slozeny z dalsich
zajimavych informaci:

> names (s<-summary (a))

[1] "call™ "terms" "residuals" "coefficients"
[6] "sigma" "df" "r.squared" "adj.r.squared"
[9] "fstatistic" "cov.unscaled"

Upozornuji zejména na informace o odhadech regresnich koeficienti

> s$coefficients
Estimate Std. Error t value Pr(>ltl)

(Intercept) -6.25 1.4317821 -4.365189 0.14336634
Xal 4.80 0.4000000 12.000000 0.05292935
Xa2 1.256 0.2236068 5.590170 0.11269007
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a na (odhadnutou) varian¢ni matici téchto koeficientt:

> s$cov.unscaled

(Intercept) Xal Xa2
(Intercept) 6.406250e-01 1.551584e-17 -7.812500e-02
Xal 1.551584e-17 5.000000e-02 -3.103168e-18
Xa2 -7.812500e-02 -3.103168e-18 1.562500e-02

B.1.2. Uloha s vahami

V oddilu 2.8 jsme ukazali, jak prevedeme linedrni model Y ~ (X,@, 02W71) s obec-
néjsi varianéni matici na model s varianéni matici o21. Procedura 1m s parametrem
weights=w pouZije QR rozklad matice X*. Proto dostaneme ponékud jiné bodové
odhady, nez v modelu bez vah

> summary(a.w <- 1lm(y~Xa,weight=w))

Call:
Im(formula = y ~ Xa, weights = w)

Residuals:
1 2 3 4
0.6038 -1.8113 0.9057 -0.6038

Coefficients:
Estimate Std. Error t value Pr(>|tl)
(Intercept) -5.4858 1.1680 -4.697 0.1335
Xal 4.8679 0.4773 10.198 0.0622 .
Xa2 1.1651 0.2326 5.009 0.1255
Signif. codes: 0O ‘**x*’ 0.001 ‘*x’> 0.01 ‘x> 0.05 ‘.’ 0.1 ¢’ 1

Residual standard error: 2.198 on 1 degrees of freedom
Multiple R-Squared: 0.9915, Adjusted R-squared: 0.9744
F-statistic: 58.06 on 2 and 1 degrees of freedom, p-value: 0.0924

Samoziejmé, dostaneme ponékud jiny QR rozklad:

> gr.Q(a.w$qr)
[,1] [,2] [,3]
[1,] -0.3779645 -0.7357672 0.4902222
[2,] -0.3779645 -0.3065697 -0.2896767
[3,] -0.7559289 0.2452557 -0.4456565
[4,] -0.3779645 0.5518254 0.6907676
> gr.R(a.w$qr)
XX1 XX2 XX3
-2.645751 -1.133893 -8.693183
0.000000 4.659859 -1.471534
0.000000 0.000000 9.447918

W N =
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ProtoZze méame

10 0 0 1 -3 9 1 -3 9
. iy |01 0 0 1 -1 1| |1 -1 1
X*WX*OO\/ZO 1 1 1] |2 2 2]

00 0 1 1 3 9 1 3 9

vyjde skuteéné napiiklad normovanim prvniho sloupce matice X* prvni sloupce
matice Q jako

1 0,377964
1|1 0,377964
i\ﬁ 2| =F 0,755929
1 0,377964

Porovnadme-li nyni vektory fitted (aw) a X%*%coefficients(aw)), zjistime, ze
jsou totozné:

> cbind(fitted(a.w) ,X%*%coefficients(a.w),y-residuals(a.w))

[,1] [,2] [,3]

1 -9.6037736 -9.6037736 -9.6037736
2 -9.1886792 -9.1886792 -9.1886792
3 0.5471698 0.5471698 0.5471698
4 19.6037736 19.6037736 19.6037736

Je tedy zfejmé, ze vyrovnané hodnoty odpovidaji modelu s vahami, jsou vyjadiené
v ptivodnim modelu, nikoliv v modelu s hvézdickami.

B.2. Vlastni procedury

Zde uvedeme souhrnné drobné vlastni procedury, které si autor pripravil sam.

B.2.1. Inverzni predikce

fieller.int <- function(x,y,y0,fixed=F,approx=F,alpha=0.05){

vypocet intervalu spolehlivosti pro xO,

ktere odpovida danemu yO

X,y data, z nichz odhadnuta primka

fixed zda je yO pevna hodnota (F) &i realizace nah. vel. (T)

# approx =zda se pozaduje priblizne (T) nebo Fiellerovo (F) reseni
x <- x[complete.cases(x,y)]

y <- ylcomplete.cases(x,y)]

bl <- coef(a<-1m(y~x)) [2]

H H OB H
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S2 <- deviance(a)/a$df.residual
n <- length(x)
x.bar <- mean(x); y.bar <- mean(y)
Txx <- sum((x-x.bar)"2)
t2 <- qt(l-alpha/2,n-2)"2
x.Hat <- x.bar+(yO-y.bar)/bl
if (approx==F){
A <- b172-82*t2/Txx
B <- -2*b1x(yO-y.bar)
C <- (yO-y.bar) 2-S2*t2*((fixed==F)+1/n)
if (A>0) {
diskr.sqrt <- sqrt(B"2-4*AxC)
xL <- x.bar+(-B-diskr.sqrt)/2/A
xU <- x.bar+(-B+diskr.sqrt)/2/A
} else {
xL <- -Inf; xU <- Inf
T
} else {
xL <- x.Hat-sqrt(S2*t2*((fixed==F)+1/n+(x.Hat-x.bar) ~2/Txx))/abs(bl)
xU <- x.Hat+sqrt(S2*t2*((fixed==F)+1/n+(x.Hat-x.bar) "2/Txx))/abs(bl)
}
out <- c(x.Hat,xL,xU)
names (out) <- c("x.Hat","xL","xU")
return(out)

}

B.2.2. D’Agostinovy testy normality

DAgostino.test <- function(x)
{
DNAME <- deparse(substitute(x))
x <- x[complete.cases(x)]
n <- length(x)
if (n<6) stop("sample size must be at least 6")
meanX <- mean(x)
s<- sqrt(mean((x-meanX)**2))
a3 <- mean((x-meanX)**3)/s**3
a4 <- mean((x-meanX)**4)/s*x4
SD3 <- sqrt(6*(n-2)/((n+1)*(n+3)))
SD4 <- sqrt(24*(n-2)*(n-3)*n/((n+1)**2* (n+3) *(n+5)))
U3 <- a3/SD3
U4 <- (a4-3+6/(n+1))/SD4
b <= (3% (n**2+27*n-70) * (n+1) * (n+3) ) / ((n-2) * (n+5) * (n+7) * (n+9) )
W2 <- sqrt(2*(b-1))-1
delta <- 1/sqrt(log(sqrt(W2)))
a <- sqrt(2/(wW2-1))
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Z3 <- deltaxlog((U3/a)+sqrt((U3/a)**2+1))

B <- (6*(n*n-5*n+2)/((n+7)*(n+9)))*sqrt ((6*(n+3)*(n+5))/(n*(n-2)*(n-3)))

A <- 6+(8/B)*((2/B)+sqrt (1+4/(B**2)))

jm <= sqrt(2/(9%4))

pos <= ((1-2/A)/(1+U4xsqrt(2/(A-4))))*x(1/3)

Z4 <- (1-2/(9%A)-pos)/jm

omni <- Z3*¥2+Z4*x2

pZ3 <- 2*(1-pnorm(abs(Z3),0,1))

pZ4 <- 2*(1-pnorm(abs(Z4),0,1))

pomni <- 1-pchisq(omni,2)

skewness <- c(Z3,pZ3)

kurtosis <- c(Z4,pZ4)

omnibus <- c(omni,pomni)

DA <- cbind(skewness,kurtosis,omnibus)

row.names (DA)<-c("statistics","p-value")

return(DA)
}
skewness.test <- function(x)
{

DNAME <- deparse(substitute(x))

x <- x[complete.cases(x)]

n <- length(x)

if (n<8) stop("sample size must be at least 8")

meanX <- mean(x)

s<- sqrt(mean((x-meanX)**2))

a3 <- mean((x-meanX)**3)/s**3

SD3 <- sqrt(6*(n-2)/((n+1)*(n+3)))

U3 <- a3/SD3

b <= (3% (n**2+27*n-70) * (n+1) * (n+3) ) / ((n-2) * (n+5) * (n+7) * (n+9) )

W2 <- sqrt(2*(b-1))-1

delta <- 1/sqrt(log(sqrt(W2)))

a <- sqrt(2/(wW2-1))

Z3 <- deltaxlog((U3/a)+sqrt((U3/a)**2+1))

pZ3 <- 2*(1-pnorm(abs(Z3),0,1))

names (Z3) <- "Z3"

RVAL <- list(statistic=Z3,
method="D’Agostino skewness normality test",
p.value=pZ3,
data.name=DNAME)

class(RVAL) <- "htest"

return (RVAL)

}
kurtosis.test <- function(x)
{

DNAME <- deparse(substitute(x))

x <- x[complete.cases(x)]

n <- length(x)

if (n<20) stop("sample size must be at least 20")
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meanX <- mean(x)
s<- sqrt(mean((x-meanX)**2))
a4 <- mean((x-meanX)**4)/s*x4
SD4 <- sqrt(24*(n-2)*(n-3)*n/((n+1)**2* (n+3) * (n+5)))
U4 <- (ad-3+6/(n+1))/SD4
B <- (6*(n*n-5*n+2)/((n+7)*(n+9)))*sqrt ((6*(n+3)*(n+5))/(n*(n-2)*(n-3)))
A <- 6+(8/B)*((2/B)+sqrt (1+4/(B**2)))
jm <- sqrt(2/(9%4))
pos <- ((1-2/A)/(1+U4xsqrt(2/(A-4))))**(1/3)
74 <- (1-2/(9%A)-pos)/jm
pZ4 <- 2*(1-pnorm(abs(Z4),0,1))
names (Z4) <- "Z4"
RVAL <- list(statistic=Z4,
method="D’Agostino kurtosis normality test",
p.value=pZ4,
data.name=DNAME)
class(RVAL) <- "htest"
return(RVAL)
}
omnibus.test <- function(x)
{
DNAME <- deparse(substitute(x))
x <- x[complete.cases(x)]
n <- length(x)
if (n<20) stop("sample size must be at least 20")
meanX <- mean(x)
s<- sqrt(mean((x-meanX)**2))
a3 <- mean((x-meanX)**3)/s**3
a4 <- mean((x-meanX)**4)/s*x4
SD3 <- sqrt(6*(n-2)/((n+1)*(n+3)))
SD4 <- sqrt(24*(n-2)*(n-3)*n/((n+1)**2* (n+3) * (n+5)))
U3 <- a3/SD3
U4 <- (a4-3+6/(n+1))/SD4
b <= (3% (n**2+27*n-70) * (n+1) * (n+3) ) / ((n-2) * (n+5) * (n+7) * (n+9) )
W2 <- sqrt(2x(b-1))-1
delta <- 1/sqrt(log(sqrt(W2)))
a <- sqrt(2/(W2-1))
Z3 <- deltaxlog((U3/a)+sqrt((U3/a)**2+1))
B <- (6*(n*n-5*n+2)/((n+7)*(n+9)) ) *sqrt ((6*(n+3)*(n+5))/ (n*(n-2)* (n-3)))
A <- 6+(8/B)*((2/B)+sqrt (1+4/(B**2)))
jm <- sqrt(2/(9%4))
pos <- ((1-2/A)/(1+U4xsqrt(2/(A-4))))**(1/3)
74 <- (1-2/(9%A)-pos)/jm
omni <- Z3**2+Z4**2
pomni <- 1-pchisq(omni,2)
df <- c(2)
names (omni) <- "Chi2"
names(df) <- "df"
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RVAL <- list(statistic=omni,
method="D’Agostino omnibus normality test",
parameter=df,
p.value=pomni,
data.name=DNAME)

class(RVAL) <- "htest"

return(RVAL)
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