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1. p̌rednáška

I úvod, p̌rehled témat

I co a jak zjǐst’ujeme, mě̌ŕıtka, veličina

I histogram, ťŕıděńı

I variačńı řada, pǒrad́ı

I medián, kvartily, percentily

I pr̊uměr, vážený pr̊uměr

I modus
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literatura

I K. Zvára: Základy statistiky v prosťred́ı R, Karolinum,
Praha 2013 (edice Biomedićınská statistika IV)
Karolinum (Celetná 18), Ĺıpová 6, Neoluxor (Václ. nám 41)

I K. Zvára: Biostatistika, Karolinum, Praha 1998, 2000, 2001,
2003, 2006, 2008 (pozor na jiné značeńı)

I Z. Pavĺık, K. Kühnl: Úvod do kvantitativńıch metod pro
geografy, SPN Praha, 1981

I slajdy p̌rednášky na adrese
http://www.karlin.mff.cuni.cz/∼zvara

I může doj́ıt k drobným úpravám slajdů p̌red p̌rednáškou i po ńı
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cvičeńı, zápočet, zkouška

I cvičeńı v poč́ıtačové učebně PUA (suterén Albertov 6)
nebo v učebně B5 (Viničná 7)

I MS Excel funkce Excelu

I volně šǐritelný program R (http://cran.r-project.org/)
funkce R

I (aktivńı účast na cvičeńı, maximálně dvě absence)
& (napsáńı zápočtového testu) ⇒ zápočet

I obsah cvičeńı v́ıce p̌rizpůsoben studovanému oboru

I p̌rednášky jsou formulovány obecněji

I znalosti ze cvičeńı nemuśı u zkoušky stačit!

I zkouška kombinovaná (ṕısemná s poč́ıtačem i ústńı), zápočet
muśı zkoušce p̌redcházet; p̌rihlašováńı ke zkoušce p̌res SIS
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p̌rehled témat
I popisná statistika (mě̌ŕıtka, charakteristiky polohy, variability,

souvislost znak̊u)
I statistika v geografických/demografických/sociálńıch vědách
I pravděpodobnost (základńı kombinatorické pojmy, klasická

definice, podḿıněná pravděpodobnost, nezávislost)
I náhodná veličina (rozděleńı, sťredńı hodnota, rozptyl, hustota,

distribučńı funkce)
I důležitá rozděleńı (normálńı, binomické, Poissonovo)
I statistické usuzováńı (populace a výběr, parametry a jejich

odhady, interval spolehlivosti, volba rozsahu výběru)
I testováńı hypotéz (chyba 1. druhu, chyba 2. druhu, hladina

významnosti testu, śıla testu, p-hodnota)
I některé testy (o populačńım pr̊uměru či pr̊uměrech,

populačńım pod́ılu či pod́ılech, nezávislosti, regresńıch
koeficientech)

I regrese, kontingenčńı (čty̌rpolńı) tabulky
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p̌ŕıklad statistického zjǐst’ováńı I

I zjǐst’ováńı se týká muž̊u sťredńıho věku
(populace, základńı soubor)

I v souboru je 80 kǔrák̊u a 120 nekǔrák̊u (výběr)

I 85 muž̊u má oči modré, 25 hnědé, 90 jiné barvy

I 27 muž̊u má jen základńı vzděláńı, 44 neúplné sťredńı, 65
maturitu, 64 vysokoškolské

I 22 se jich narodilo v roce 1942, 19 v roce 1943, 25 v roce
1944, . . . , 18 v roce 1951

I hmotnosti jednotlivých muž̊u jsou 83, 92, . . . , 63 kg

I výška jednotlivých muž̊u jsou 172, 176, . . . , 178 cm

I dotazy na populaci (základńı soubor):
Co maj́ı tyto údaje společného? Č́ım se údaje v jednotlivých
podskupinách lǐśı? Souviśı koǔreńı a vzděláńı? Souviśı p̌ŕıjem
se vzděláńım? Souviśı váha s výškou? Je tato souvislost stejná,
jako v zemi XY?
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p̌ŕıklad statistického zjǐst’ováńı II

I zjǐst’ováńı se týká p̌ŕıjmů obyvatel

I hodnot́ıme hrubý p̌ŕıjem za rok

I p̌rihĺıž́ıme k ḿıstu trvalého bydlǐstě (velikost obce, který kraj)

I p̌rihĺıž́ıme k vzděláńı (druh, délka školńı docházky)

I p̌rihĺıž́ıme k délce praxe v oboru

I p̌rihĺıž́ıme k věku a pohlav́ı

I Co maj́ı tyto údaje společného? Č́ım se údaje lǐśı?
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co a jak mě̌ŕıme (zjǐst’ujeme)

I mě̌ŕıme na mnoha statistických jednotkách
(osoba, domácnost, obec, okres, stát, pokusné pole . . . )

I mě̌ŕıme (zjǐst’ujeme) hodnoty statistických znak̊u

I zjǐstěnou hodnotu znaku vyjaďrujeme ve zvoleném mě̌ŕıtku
(stupnici)

I na jedné jednotce můžeme mě̌rit několik znak̊u (to umožńı
vyšeťrovat závislost)

I mě̌ŕıme na skupinách jednotek – souborech

I zaj́ımaj́ı nás hromadné vlastnosti ve velkých souborech

I můžeme porovnávat vlastnosti znaku mezi soubory
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mě̌ŕıtka

I nula-jedničkové (muž/žena, kǔrák/nekǔrák)

I nominálńı (země původu, barva oč́ı) jednoznačně dané
hodnoty (úrovně znaku)

I ordinálńı (dosažené vzděláńı, stupeň bolesti) jednoznačně
dané hodnoty, možné hodnoty jsou uspǒrádané

I intervalové (teplota v Celsiově stupnici, rok narozeńı)
konstantńı vzdálenosti mezi sousedńımi hodnotami,
uḿıstěńı nul je jen konvence;
o kolik stupňů je je dnes tepleji, než bylo včera?

I poměrové (hmotnost, výška, HDP, počet obyvatel, věk)
násobek zvolené jednotky
nula = neexistence mě̌rené vlastnosti
kolikrát je A stařśı (vyš̌śı . . . ) než B
kolikrát je dnes tepleji? nedává smysl
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mě̌ŕıtka (stručněǰśı děleńı)

I kvalitativńı: nula-jedničkové, nominálńı, často i ordinálńı

I u kvalitativńıho mě̌ŕıtka se zpravidla udávaj́ı četnosti
jednotlivých hodnot (kolikrát která hodnota nastala)

I kvantitativńı (spojité): intervalové, poměrové, někdy
ordinálńı (neńı spojité)

I hodnoty v kvantitativńım mě̌ŕıtku – č́ısla

I zǎrazeńı znaku k určitému mě̌ŕıtku může záviset na účelu
šeťreńı (nap̌r. barva nominálńı pro biologa,pro fyzika
p̌rinejmenš́ım ordinálńı, možná dokonce poměrové)

Statistika (MD360P03Z, MD360P03U) ak. rok 2013/2014 1. p̌rednáška 7. ř́ıjna 2013 10(226)
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veličina

I č́ıselně vyjáďrený výsledek mě̌reńı (zjǐst’ováńı)

I č ı́selné hodnoty znak̊u v intervalovém a poměrovém mě̌ŕıtku
jsou husté – spojitá veličina

I četnosti hodnot znak̊u v nula-jedničkovém, nominálńım (či
ordinálńım) mě̌ŕıtku – diskrétńı veličina

I pro veličiny máme charakteristiky některých jejich
hromadných vlastnost́ı (charakteristiky polohy, variability,
tvaru rozděleńı)

I charakteristiky (statistiky) maj́ı jedńım č́ıslem vyjáďrit danou
vlastnost

I Kdo je vyš̌śı – dvanáctilet́ı hoši nebo dvanáctileté d́ıvky?
(poťrebujeme výšky všech dvanáctiletých hochů
charakterizovat jediným č́ıslem, které má vyjáďrit úroveň
výšek, podobně pro d́ıvky)
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p̌ŕıklad: 100 hodů kostkou

počty punt́ık̊u na kostce coby r̊uzné obrázky – nominálńı znak

kostka A
4 2 5 6 3 1 1 2 2 2
2 4 5 3 1 1 3 5 5 5
4 3 2 5 5 5 2 2 5 2
2 6 5 5 2 3 6 6 4 6
5 4 1 4 2 2 4 5 2 5
5 5 3 3 5 3 6 6 6 5
3 5 4 5 1 1 4 3 2 4
1 2 4 6 6 3 4 6 1 2
6 6 1 2 6 2 4 3 2 3
1 1 6 5 2 6 4 4 6 3

kostka B
1 4 6 2 3 2 6 1 5 2
5 6 5 5 6 4 2 4 5 6
3 6 3 6 5 6 1 3 5 1
6 6 2 1 1 2 6 3 2 3
4 4 1 6 6 2 6 3 2 6
2 6 1 2 6 1 5 5 6 5
6 6 5 1 6 6 6 1 2 6
6 2 5 6 2 6 6 5 6 4
6 1 2 6 2 1 6 6 6 6
6 5 1 5 6 6 1 6 6 6
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zpracováńı četnost́ı (kostka A)
čárkovaćı metoda, absolutńı a relativńı četnosti, barplot pro znak v kvalitativńım mě̌ŕıtku

j
1
2
3
4
5
6

nj fj = nj/n
12 0,12
21 0,21
14 0,14
15 0,15
21 0,21
17 0,17

n = 100 1,00 1 2 3 4 5 6

0
1

0
3

0
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zpracováńı četnost́ı (kostka B)
čárkovaćı metoda, absolutńı a relativńı četnosti, barplot pro znak v kvalitativńım mě̌ŕıtku

j
1
2
3
4
5
6

nj fj = nj/n
15 0,15
16 0,16

7 0,07
6 0,06

15 0,15
41 0,41

n = 100 1,00 1 2 3 4 5 6

0
1

0
3

0
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hody kostkou jako hromadný jev

I chceme n = 100 zjǐstěných hodnot (počt̊u punt́ık̊u) vyjáďrit
názorně, aby vypov́ıdaly o vlastnostech kostky

I nj (absolutńı) četnost [frequency] j-té hodnoty (kolikrát
nastala)

I fj =
nj
n relativńı četnost j-té hodnoty (lze vyjáďrit v %)

v jakém d́ılu mě̌reńı nastala

I nutně plat́ı n = n1 + n2 + . . .+ nk =
∑k

j=1 nj ,
∑k

j=1 fj = 1

I tabulka četnost́ı (absolutńıch, relativńıch)

I grafické vyjáďreńı četnost́ı – barplot (nep̌resně histogram)
(výška obdélńıka je úměrná četnosti)

I rozhodováńı o kvalitě kostky (zda je symetrická) je úlohou
statistické indukce [inference] – bude později
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p̌ŕıklad: věk 99 matek
99 zjǐstěných hodnot – soubor namě̌rených hodnot

26 35 21 25 27 24 24 30 23 18
35 21 25 26 26 19 29 22 21 27
26 30 28 28 27 29 27 26 21 23
24 21 28 25 34 24 21 28 25 28
22 26 32 22 32 25 21 25 24 32
24 22 31 33 23 30 26 27 25 24
24 23 25 23 26 28 24 25 25 26
28 28 22 23 20 20 21 31 24 21
29 28 26 38 20 23 25 37 33 23
27 23 21 25 21 33 22 29 21
I spojité hodnoty pouze zaokrouhleny na celá č́ısla

I Uḿıme něco užitečného z dat vytáhnout?

I Můžeme si rychle udělat p̌redstavu?

I Můžeme tyto údaje porovnat s daty 10 rok̊u starými?

I Uḿıme vhodným č́ıslem charakterizovat úroveň a variabilitu?
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p̌ŕıklad (věk matek): histogram, h =3 (k =7)
histogram pro znak v kvantitativńım mě̌ŕıtku

hist(vek.m,seq(17,38,by=3),col="yellow")

20 25 30 35

0
5

10
15

20
25

30
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ťŕıděńı, ťŕıdńı četnosti
jak jsme k histogramu dospěli

I spojitá veličina s velkým počtem namě̌rených hodnot

I obor hodnot rozděĺıme na k nep̌rekrývaj́ıćıch se ťŕıd
(interval̊u), nejlépe stejné délky (ale ne vždy je to praktické či
možné)

I všechna pozorováńı z daného intervalu nahrad́ıme zástupnou
hodnotou (zpravidla sťredem intervalu) x∗j (x∗1 < . . . < x∗k )

I zjist́ıme (absolutńı) četnosti n1, . . . , nk jednotlivých ťŕıd

I kumulativńı četnost Nj udává počet hodnot v dané ťŕıdě
a ťŕıdách p̌redcházej́ıćıch (1 ≤ j ≤ k) cumsum( )

Nj = n1 + n2 + . . .+ nj =

j∑
i=1

ni
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věk matek – ťŕıdńı četnosti
k = 7, n = 99

interval x∗j nj fj = nj/n Nj Nj/n

do 20 19 5 0,051 5 0,051
21 až 23 22 27 0,273 32 0,324
24 až 26 25 32 0,322 64 0,646
27 až 29 28 19 0,192 83 0,838
30 až 32 31 8 0,081 91 0,919
33 až 35 34 6 0,061 97 0,980
36 a v́ıce 37 2 0,020 99 1,000

celkem – 99 1,000 – –

Jdi k ḿırám polohy věku matek
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p̌ŕıklad (věk matek): histogram, h =3 (k =7)

hist(vek.m,seq(17,38,by=3),col="yellow")
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p̌ŕıklad: tolary
měśıčńı p̌ŕıjmy 99 osob ve fiktivńı měně

11 36 13 20 13 14 11 11 19 32
45 10 19 19 22 21 14 12 14 13
19 14 16 16 17 10 13 24 40 47
12 10 15 12 12 21 13 13 13 14
16 16 11 12 11 11 36 16 20 12
22 10 12 11 22 12 14 11 11 10
10 12 19 21 16 35 26 43 13 11
13 12 12 24 12 15 11 10 17 11
16 18 12 12 12 28 16 21 20 16
27 11 13 15 24 11 17 12 27

velmi nep̌rehledná informace
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p̌ŕıklad: tolary
variačńı řada = hodnoty jsou uspǒrádané

10 10 10 10 10 10 10 11 11 11
11 11 11 11 11 11 11 11 11 11
11 12 12 12 12 12 12 12 12 12
12 12 12 12 12 12 12 13 13 13
13 13 13 13 13 13 13 14 14 14
14 14 14 15 15 15 16 16 16 16
16 16 16 16 16 17 17 17 18 19
19 19 19 19 20 20 20 21 21 21
21 22 22 22 24 24 24 26 27 27
28 32 35 36 36 40 43 45 47

p̌rehledněǰśı informace
budou užitečné četnosti hodnot?
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ťŕıděńı p̌ri nestejně dlouhých intervalech

I někdy jsou data nepravidelně rozḿıstěna

I zpravidla jsou sousťreděna u levého okraje rozmeźı hodnot
(věkové či p̌ŕıjmové složeńı obyvatelstva)

I pak vhodné zvolit nestejně dlouhé intervaly

I je vhodné zvolit délky interval̊u tak, aby deľśı byly násobkem
kraťśıch

I p̌ri nestejně dlouhých intervalech muśı zjǐstěné četnosti
odpov́ıdat plocha, nikoliv výška; na svislou osu se pak nanáš́ı
relativńı četnosti
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p̌ŕıklad: tolary
měśıčńı p̌ŕıjmy 99 osob v tolarech

četnosti

xj 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
nj 7 14 16 10 6 3 9 3 1 5 3

xj 21 22 24 26 27 28 32 35 36 40 43 45 47
nj 4 3 3 1 2 1 1 1 2 1 1 1 1

ťŕıdńı četnosti (hustota = četnost na jednotku délky intervalu/n)

ťŕıda 10 11 12 13–16 17–20 21–30 31–50 celk.
x∗j 10 11 12 14,5 18,5 25,5 40,5

n∗j 7 14 16 28 12 14 8 99

hustota*99 7 14 16 7 3 1,4 0,4
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p̌ŕıklad (tolary): histogram
na svislé ose je hustota (celková plocha obdélńık̊u = 1)
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plocha obdélńıka = délka intervalu × hustota

Statistika (MD360P03Z, MD360P03U) ak. rok 2013/2014 1. p̌rednáška 7. ř́ıjna 2013 25(226)



úvod základńı pojmy nominálńı znak histogram variačńı řada medián ḿıry polohy

variačńı řada, pǒrad́ı

I x1, x2, . . . , xn původńı (neuspǒrádaná) data – hodnoty znaku
uvedené v původńım pǒrad́ı, bez ohledu na p̌ŕıpadná opakováńı

I variačńı řada (uspǒrádaný výběr) sort(x)

x(1) ≤ x(2) ≤ . . . ≤ x(n)

data v mě̌ŕıtku aspoň ordinálńım uspǒrádána tak, aby hodnoty
neklesaly; proto závorky u index̊u

I pǒrad́ı [rank] – uḿıstěńı pozorováńı ve variačńı řadě;
shodným hodnotám dáváme pr̊uměrné pǒrad́ı rank(x)

I p̌ŕıklad
xj 32 25 27 25 31 23 28

pǒrad́ı Rj 7 2,5 4 2,5 6 1 5

I v Excelu má funkce RANK() poněkud jiný význam, lze použ́ıt
opravu na shody (viz nápovědu pro RANK)
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úvod základńı pojmy nominálńı znak histogram variačńı řada medián ḿıry polohy

výběrové charakteristiky polohy: medián

I snaha charakterizovat úroveň č́ıselné veličiny (malé či velké
hodnoty) jediným č́ıslem

I medián je č́ıslo, které děĺı data na dvě stejně velké části:
věťśıch hodnot a menš́ıch hodnot

I medián je ve variačńı řadě uprosťred (prosťredńı hodnota)

I medián [median] označeńı x̃ median(x)

x̃ = x( n+1
2

) pro n liché

x̃ =
1

2

(
x( n

2 ) + x( n
2

+1)

)
pro n sudé

I závorky u index̊u jsou nutné: znamenaj́ı, že hodnoty byly
p̌redem uspǒrádány do variačńı řady

I 5, 3, 4, 9, 6 x̃ = 5 (3 < 4 < 5 < 6 < 9)
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úvod základńı pojmy nominálńı znak histogram variačńı řada medián ḿıry polohy

kvartily, percentily

I dolńı (horńı) kvartil Q1 (Q3) [lower (upper) quartile]
vyděluje čtvrtinu nejmenš́ıch (nejvěťśıch) hodnot od ostatńıch

I percentil [percentile] xp vyděluje 100p % nejmenš́ıch hodnot
od ostatńıch

I konkrétńı výpočet percentilu může být složitý
I 100p nemuśı být celé č́ıslo
I v datech se mohou č́ısla opakovat

I výpočet percentil̊u – mnoho vzorečk̊u (daľśı požadavky)

I kvartil – speciálńı p̌ŕıpad percentilu:
Q1 = x1/4 = x0,25,Q3 = x3/4 = x0,75

quantile(x,probs=c(1/4,3/4))

I medián je také percentil, totiž x0,5, podobně minimum
(p = 0) a maximum (p = 1)

I fivenum(x) podobné p̌ŕıkazu quantile(x,probs=0:4/4)

I 1., 5. a 9. decil jsou vhodné k popisu rozděleńı p̌ŕıjmů
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úvod základńı pojmy nominálńı znak histogram variačńı řada medián ḿıry polohy

výpočet percentil̊u (jako v R), jen pro ilustraci
jedna z možných definic – Gumbel(1939)

I k danému p se najde celé č́ıslo k splňuj́ıćı

k − 1

n − 1
≤ p <

k

n − 1

I tedy k = b1 + (n − 1) · pc (bxc znamená celou část z x)
I provede se lineárńı interpolace mezi x(k) a x(k+1):

q = (1 + (n − 1) · p)− k = {1 + (n − 1) · p}
xp = (1− q) · x(k) + q · x(k+1)

({x} znamená zlomkovou část x , o kolik p̌resahuje celé č́ıslo)
I nap̌r. pro n = 99, p = 0,25 (věk matek) bude

k = b1 + (99− 1) · 0,25c = b1 + 24,5c = b25,5c = 25

q = 25,5− 25 = 0,5

Q1 = x0,25 = (1− 0,5) · x(25) + 0,5 · x(26) = 23
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úvod základńı pojmy nominálńı znak histogram variačńı řada medián ḿıry polohy

krabicový diagram (boxplot)
věk 99 matek

●●

20 25 30 35

x~Q1 Q3minimum maximum

≤ 3 2 ⋅ (Q3 − Q1)

I grafické znázorněńı mediánu, kvartil̊u, minima, maxima,
p̌ŕıpadně

”
odlehlých“ pozorováńı

I tykadlo sahá od kvartilu k co nejvzdáleněǰśımu pozorováńı, ale
takovému, aby délka tykadla byla nejvýše 3

2 (Q3 − Q1)
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úvod základńı pojmy nominálńı znak histogram variačńı řada medián ḿıry polohy

p̌ŕıklad: tolary
x̃ = x0,5 = 14 x0 = 10 x1 = 47 tolary rozpět́ı

p = 3/4, k = b1 + 98 · 3/4c = b74,5c = 74, q = 74,5− 74,
⇒ Q3 = (1− 0,5) · 19 + 0,5 · 20 = 19,5, Q1 = 12
(Q3 − Q1) · 1,5 = 7,5 · 1,5 = 11,25, 19,5 + 11,25 = 30,75

10 10 10 10 10 10 10 11 11 11
11 11 11 11 11 11 11 11 11 11
11 12 12 12 12 12 12 12 12 12
12 12 12 12 12 12 12 13 13 13
13 13 13 13 13 13 13 14 14 14
14 14 14 15 15 15 16 16 16 16
16 16 16 16 16 17 17 17 18 19
19 19 19 19 20 20 20 21 21 21
21 22 22 22 24 24 24 26 27 27
28 32 35 36 36 40 43 45 47

10 20 30 40
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úvod základńı pojmy nominálńı znak histogram variačńı řada medián ḿıry polohy

daľśı ḿıry polohy: pr̊uměr
I pr̊uměr [mean] (kdyby bylo všech n hodnot stejných)

mean(x)

x̄ =
1

n
(x1 + x2 + . . .+ xn) =

1

n

n∑
i=1

xi

I pomoćı četnost́ı vážený pr̊uměr: [weighted mean]

x̄ =
1

n
(n1x∗1 + . . .+ nkx∗k ) =

1

n

k∑
j=1

njx
∗
j =

k∑
j=1

nj

n
x∗j =

∑k
j=1 njx

∗
j∑k

j=1 nj

I obecně vážený pr̊uměr s vahami w1, . . . ,wk hodnot
x∗1 , . . . , x

∗
k (váhy nutně nezáporné: wj ≥ 0,

∑k
j=1 wj > 0)

x̄ = x̄w =

∑k
j=1 wjx

∗
j∑k

j=1 wj
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úvod základńı pojmy nominálńı znak histogram variačńı řada medián ḿıry polohy

p̌ŕıklad: HDP zeḿı V4 v roce 2010
obyvatelé v tiśıćıch, HDP na obyvatele v tiśıćıch PPT (standard kupńı śıly)

země obyvatel HDP součin pod́ıl obyv.

CZ 10 517,247 19,4 204 034,59 16,33 %
HU 9 976,062 15,8 157 621,78 15,49 %
PL 38 441,588 15,3 588 156,30 59,58 %
SK 5 477,038 18,0 98 586,68 8,50 %

celkem 64 411,935 68,5 1 048 399,35

I pr̊uměr (nevážený): 68,5/4 = 17,125

I vážený pr̊uměr (vahami počet obyvatel):
1048399,35/64411,935

.
= 16,276

I vážený pr̊uměr (vahami pod́ıl obyvatel): 16,276

I každý nenulový násobek vah vede ke stejnému váženému
pr̊uměru

I který pr̊uměr vypov́ıdá správně (rozumně)?
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úvod základńı pojmy nominálńı znak histogram variačńı řada medián ḿıry polohy

modus

I modus x̂ [mode] nejčastěǰśı hodnota

I modus lze poč́ıtat také pro nominálńı či ordinálńı mě̌ŕıtko, ale
jako ḿıru polohy jej lze interpretovat jen do jisté ḿıry
u ordinálńıho mě̌ŕıtka

I nap̌r. p̌ŕıjem v tolarech:
xj 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21
nj 7 14 16 10 6 3 9 3 1 5 3 4

xj 22 24 26 27 28 32 35 36 40 43 45 47
nj 3 3 1 2 1 1 1 2 1 1 1 1

I maximálńı četnost 16 nastává pro p̌ŕıjem 12 tolar̊u

I modus je tedy x̂ = 12

I modus nemuśı být určen jednoznačně

I v p̌ŕıkladu nejsou chud́ı, nebot’ nikdo nemá p̌ŕıjem
pod 60 % z mediánu (0,6 · x̃ = 0,6 · 14 = 8,4)
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úvod základńı pojmy nominálńı znak histogram variačńı řada medián ḿıry polohy

p̌ŕıklad (tolary): porovnáńı ťŕı měr polohy
zpravidla je mean≥ median≥ modus
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prů mě r (mean)    17,04
medián (median) 14
modus (mode)     12
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charakteristiky variability charakteristiky tvaru závislost char. polohy v geogr./demogr.

2. p̌rednáška

I vlastnosti charakteristik polohy

I vlastnosti charakteristik variability

I rozptyl, směrodatná odchylka

I sťredńı odchylka, sťredńı diference

I z-skór, standardizace

I šikmost, špičatost

I korelačńı koeficient

I Giniho koeficient koncentrace

I geografický sťred, geografický medián

Statistika (MD360P03Z, MD360P03U) ak. rok 2013/2014 2. p̌rednáška 14. ř́ıjna 2013 36(226)



charakteristiky variability charakteristiky tvaru závislost char. polohy v geogr./demogr.

vlastnosti charakteristik polohy

I charakteristiky (ḿıry) polohy maj́ı mě̌rit úroveň
kvantitativńıho (spojitého) znaku
(velký – malý, hodně – málo, . . . )

I posunut́ı: změńıme-li všechny hodnoty xi tak, že p̌ridáme ke
každé stejnou konstantu a, změńı se o tutéž konstantu také
charakteristika polohy

I změna mě̌ŕıtka: změńıme-li všechny hodnoty xi tak, že je
vynásob́ıme kladnou konstantou b, toutéž konstantou muśıme
vynásobit původńı charakteristiku polohy, abychom dostali
charakteristiku polohy pro upravená data

I obecně pro ḿıru polohy µ(x) plat́ı

µ(a + x) = a + µ(x),

µ(b · x) = b · µ(x), b > 0

I v obou p̌ŕıpadech ḿıra polohy reaguje
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charakteristiky variability charakteristiky tvaru závislost char. polohy v geogr./demogr.

charakteristiky variability

I mě̌ŕı rozptýleńı (nestejnost, variabilitu) hodnot č́ıselné veličiny

I obecně pro ḿıru variability σ(x) by mělo platit:

σ(a + x) = σ(x), (srovnej s µ(a + x) = a + µ(x))

σ(b · x) = b · σ(x), b > 0, (srovnej s µ(b · x) = b · µ(x))

I posunut́ı: p̌ričteńım stejné konstanty a (tj. posunut́ım) se
charakteristika variability nezměńı (nezáviśı na poloze)

I změna mě̌ŕıtka: vynásobeńı kladnou konstantou b znamená,
že stejnou konstantou nutno vynásobit charakteristiku
variability

I rozpět́ı [range] R = x(n) − x(1)

I kvartilové rozpět́ı [quartile range] RQ = Q3 − Q1
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charakteristiky variability charakteristiky tvaru závislost char. polohy v geogr./demogr.

rozptyl (variance)
I (výběrový) rozptyl (variance) [variance] VAR.VÝBĚR var(x)

(nevyhovuje druhému požadavku, plat́ı s2
a+b·x = b2 · s2

x )

s2
x =

1

n − 1

(
(x1 − x̄)2 + (x2 − x̄)2 + . . .+ (xn − x̄)2

)
=

1

n − 1

n∑
i=1

(xi − x̄)2 =
1

n − 1

(
n∑

i=1

x2
i − n · x̄2

)

=
1

n − 1

k∑
j=1

nj(x∗j − x̄)2 =
1

n − 1

 k∑
j=1

njx
∗2
j − n · x̄2


I necht’ x1 = 1, x2 = 3, x3 = 8 (tedy n = 3), pak je

x̄ = (1 + 3 + 8)/3 = 12/3 = 4

s2
x =

1

3− 1

(
(1− 4)2 + (3− 4)2 + (8− 4)2

)
=

26

2
= 13

.
= 3,62
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charakteristiky variability charakteristiky tvaru závislost char. polohy v geogr./demogr.

směrodatná odchylka

I rozptyl mě̌ŕı pr̊uměrný čtverec vzdálenosti od pr̊uměru

I polovina pr̊uměrného čtverce vzájemné závislosti:

s2
x =

1

2n(n − 1)

n∑
i=1

n∑
j=1

(xi − xj)
2

I směrodatná odchylka (standardńı odchylka)[std. deviation]:
odmocnina z rozptylu SMODCH.VÝBĚR sd(x)

sx =
√

s2
x

I zcela vyhovuje požadavk̊um na ḿıry variability

I výhoda směrodatné odchylky:
stejný fyzikálńı rozměr jako původńı data

I výběrový rozptyl poč́ıtaný z ťŕıdńıch četnost́ı
(Sheppardova korekce: maj́ı-li intervaly délku h, odečti h2/12)
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charakteristiky variability charakteristiky tvaru závislost char. polohy v geogr./demogr.

p̌ŕıklad – tolary

I rozpět́ı: R = 47 – 10 = 37

I kvartilové rozpět́ı: RQ = 19,5 – 12 = 7,5

I rozptyl

s2 =
1

98

(
(102 + 102 + . . .+ 452 + 472)− 99 ·

(
1687

99

)2
)

=
1

98

(
(7 · 102 + 14 · 112 + . . .+ 452 + 472)− 99 ·

(
1687

99

)2
)

= 65,080
.

= 8,0672

I směrodatná odchylka je 8,067

Var. řada tolary
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charakteristiky variability charakteristiky tvaru závislost char. polohy v geogr./demogr.

sťredńı odchylka

I sťredńı odchylka [mean deviation]: pr̊uměr odchylek od
mediánu (někdy od pr̊uměru) mean(abs(x-median(x)))

d =
1

n

n∑
i=1

|xi − x̃ |

I sťredńı diference [mean difference]: pr̊uměr vzájemných
vzdálenost́ı všech n2 dvojic mean(abs(outer(x,x,"-")))

∆ =
1

n2

n∑
i=1

n∑
j=1

|xi − xj |

=
2

n2

∑∑
j>i

(
x(j) − x(i)

)
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charakteristiky variability charakteristiky tvaru závislost char. polohy v geogr./demogr.

p̌ŕıklad pro x < − c(1, 3, 8)

I sťredńı odchylka

d = (|1− 3|+ |3− 3|+ |8− 3|) /3 = 7/3
.

= 2,33

mean(abs(x-median(x)))

I sťredńı diference tabulka rozd́ıl̊u:

0 −2 −7
2 0 −5
7 5 0

∆ =
1

3 · 3
(0 + 2 + 7 + 2 + 0 + 5 + 7 + 5 + 0) =

28

9
.

= 3,11

∆ =
2

3 · 3
((8− 1) + (8− 3) + (3− 1)) =

2(7 + 5 + 2)

9
.

= 3,11

Delta = mean(abs(outer(x,x,"-")))
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charakteristiky variability charakteristiky tvaru závislost char. polohy v geogr./demogr.

normované charakteristiky rozptýlenosti

I dosud zavedené charakteristiky variability závisej́ı na volbě
mě̌ŕıtka (nap̌r. délka v m nebo v km)

I hledáme charakteristiky nezávislé na mě̌ŕıtku
I poťrebujeme alespoň poměrové mě̌ŕıtko, kladné hodnoty
I umožńı porovnáńı z r̊uzných soubor̊u
I variačńı koeficient sd(x)/mean(x)

v =
sx
x̄

I (Giniho) koeficient koncentrace reldist::gini(x)

G =
∆

2x̄

(
=

2
∑n

i=1 i · x(i)

n
∑n

i=1 xi
− n + 1

n

)
souviśı s plochou u Lorenzovy ǩrivky
mě̌ŕı nap̌ŕıklad nerovnoměrnost p̌ŕıjmů, velikost́ı územńıch
jednotek . . .
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charakteristiky variability charakteristiky tvaru závislost char. polohy v geogr./demogr.

z-skór, standardizace

I variačńı koeficient v , Giniho koeficient G jsou p̌ŕıklady
bezrozměrných veličin (zásluhou pr̊uměru ve jmenovateli záviśı
G i v na posunut́ı!)

I z-skóry STANDARDIZE(x;průměr(x);smodch.výběr(x))

(x-mean(x))/sd(x) nebo c(scale(x))

zi =
xi − x̄

sx
, i = 1, 2, . . . , n

I dostaneme nulový pr̊uměr (z̄ = 0), jednotkový rozptyl (sz = 1)

I z-skór nezáviśı na posunut́ı ani na změně mě̌ŕıtka

I z-skóry jsou bezrozměrné ⇒ umožńı hodnotit vlastnosti
nezávislé na poloze a variabilitě, nap̌r. tvar rozděleńı

I x1 = 1, x2 = 2, x3 = 3 ⇒ x̄ = 2, sx = 1
z1 = 1−2

1 = −1, z2 = 2−2
1 = 0, z3 = 3−2

1 = 1
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charakteristiky variability charakteristiky tvaru závislost char. polohy v geogr./demogr.

charakteristiky tvaru: šikmost [skewness]

I invariantńı v̊uči posunut́ı i změně mě̌ŕıtka:

γ(a + x) = γ(x)

γ(b · x) = γ(x) b > 0

proto použijeme z-skóry

I šikmost
√

b1 – pr̊uměr z 3. mocnin z-skór̊u
SKEW() mean(scale(x)^3)

√
b1 =

1

n

n∑
i=1

(
xi − x̄

sx

)3

I pro symetrický histogram
√

b1 bĺızké nule

I doprava protažený histogram pro
√

b1 >> 0

I doleva protažený histogram pro
√

b1 << 0
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charakteristiky variability charakteristiky tvaru závislost char. polohy v geogr./demogr.

charakteristiky tvaru: špičatost [kurtosis]

I špičatost b2 – pr̊uměr ze 4. mocnin z-skór̊u
(někdy se odeč́ıtá 3) KURT() mean(scale(x)^4)

b2 =
1

n

n∑
i=1

(
xi − x̄

sx

)4

I někdy se poč́ıtaj́ı odhady populačńı šikmosti a špičatosti jinak
(Excel: sx jinak, Fisherovo g1, g2 – pro zaj́ımavost)

g1 =

√
n(n − 1)

n − 2

√
b1, g2 =

(n + 1)(n − 1)

(n − 2)(n − 3)

(
b2 −

3(n − 1)

n + 1

)
I šikmost a špičatost slouž́ı k hodnoceńı, zda lze p̌redpokládat

normálńı rozděleńı (bude zavedeno později)
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charakteristiky variability charakteristiky tvaru závislost char. polohy v geogr./demogr.

p̌ŕıklad: souviśı emise CO2 s HDP?
údaje o zeḿıch EU z roku 2010
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lze charakterizovat śılu závislosti č́ıslem?
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charakteristiky variability charakteristiky tvaru závislost char. polohy v geogr./demogr.

mě̌reńı śıly závislosti

I mě̌ŕıme dva znaky v kvantitativńım mě̌ŕıtku:
(xi , yi ), i = 1, . . . , n (nap̌r. HDP jako xi , emise CO2 jako yi

I závislosti na fyzikálńım mě̌ŕıtku se vyhneme použit́ım z-skór̊u

I (výběrový) korelačńı koeficient

rxy =
1

n − 1

n∑
i=1

(
xi − x̄

sx

)(
yi − ȳ

sy

)
I klasicky se definuje rxy =

sxy
sx sy

, kde

sxy =
1

n − 1

n∑
x=1

(xi − x̄)(yi − ȳ)

je (výběrová) kovariance

I plat́ı −1 ≤ r ≤ 1
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charakteristiky variability charakteristiky tvaru závislost char. polohy v geogr./demogr.

p̌ŕıklad: souviśı emise CO2 s HDP?
údaje o zeḿıch EU z roku 2010
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r = 0,79 (bez Lucemburska jen r = 0,52)
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charakteristiky variability charakteristiky tvaru závislost char. polohy v geogr./demogr.

charakteristiky polohy v geografii/demografii
I ḿısto x můžeme označovat mě̌rené hodnoty jako y , princip

pojmů je stejný, označeńı je jen konvence
I často známe jen pr̊uměry a četnosti v d́ılč́ıch souborech:

pr̊uměry se označ́ı jako y∗j , četnosti opět nj

I p̌ŕıklad: věk nových profesor̊u a docent̊u UK 2002:
41 profesor̊u, pr̊uměrný věk 51,1 (n1 = 41, y∗1 = 51,1)
77 docent̊u, pr̊uměrný věk 47,8 (n2 = 77, y∗2 = 47,8)
pr̊uměr nových habilitovaných akademických pracovńık̊u
(vážený pr̊uměr):

weighted.mean(c(51.1,47.8),c(41,77))

41 · 51,1 + 77 · 47,8

41 + 77
= 48,9

nikoliv mean(c(51.1,47.8))

51,1 + 47,8

2
= 49,4
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charakteristiky variability charakteristiky tvaru závislost char. polohy v geogr./demogr.

charakteristiky polohy v geografii/demografii (2)

I geografický sťred
I bod
I pr̊useč́ık pr̊uměrné zeměpisné š́ı̌rky a pr̊uměrné zeměpisné

délky; pr̊uměry váž́ıme velikost́ı sledovaného jevu

I geografický medián – obdoba mediánu,
I čára, která rozděluje geografické objekty do dvou disjunktńıch

souvislých skupin stejné velikosti
I hodnocená vlastnost urč́ı velikost objekt̊u (nap̌r. počet

obyvatel územńı jednotky)
I uspǒrádáńı hodnoceńı znak̊u dáno zvolenou geografickou

vlastnost́ı (nap̌r. zeměpisnou délkou)
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charakteristiky variability charakteristiky tvaru závislost char. polohy v geogr./demogr.

p̌ŕıklad: geografický sťred obyvatel ČR
použijeme jen údaje o kraj́ıch, – sťred obyvatel (4 – velikost kraje)
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charakteristiky variability charakteristiky tvaru závislost char. polohy v geogr./demogr.

p̌ŕıklad: geografický sťred obyvatel ČR
použijeme jen údaje o kraj́ıch ČR v roce 2006

Zkratka kraj rozloha obyvatel šı́řka délka

1 A Praha 49609 1188126 50,08 14,42

2 S Středočeský 1101473 1175254 50,08 14,42

3 C Jihočeský 1005688 630006 48,98 14,47

. . . . . . . . . . . .

14 T Moravskoslezský 542698 1249290 49,84 18,32

I š́ı̌rka

1188126 · 50,08 + 1175254 · 50,08 + . . .+ 1249290 · 49,84

1188126 + 1175254 + . . .+ 1249290
= 49,84

I délka

1188126 · 14,42 + 1175254 · 14,42 + . . .+ 1249290 · 18,32

1188126 + 1175254 + . . .+ 1249290
= 15,59
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charakteristiky variability charakteristiky tvaru závislost char. polohy v geogr./demogr.

p̌ŕıklad: geografický medián
sč́ıtáme obyvatele postupně od západu na východ, posledńı je v západńı polovině
Liberecký kraj L, ve východńı polovině je prvńı kraj Vysočina označený symbolem J

délka obyvatel součet podı́l

K 12,87504 304602 304602 0,02960984

P 13,36667 554537 859139 0,08351543

U 14,03333 823265 1682404 0,16354361

A 14,41667 1188126 2870530 0,27903930

S 14,41667 1175254 4045784 0,39328372

C 14,46667 630006 4675790 0,45452553

L 15,06528 430774 5106564 0,49640033

J 15,58333 511645 5618209 0,54613646

H 15,66667 549643 6167852 0,59956631

E 15,77583 507751 6675603 0,64892392

B 16,63333 1132563 7808166 0,75901843

M 17,25119 639894 8448060 0,82122142

Z 17,66667 589839 9037899 0,87855866

T 18,31117 1249290 10287189 1,00000000
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charakteristiky variability charakteristiky tvaru závislost char. polohy v geogr./demogr.

p̌ŕıklad: geografický sťred obyvatel ČR
použijeme jen údaje o kraj́ıch, – sťred obyvatel (4 – velikost kraje)
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Gini Lorenz Theil

3. p̌rednáška

I Giniho koeficient koncentrace

I Lorenzova ǩrivka

I Theil̊uv index
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Gini Lorenz Theil

Giniho koeficient koncentrace
(ḿısto x nyńı ṕı̌seme y)

I Giniho koeficient koncentrace charakterizuje jediným č́ıslem
nerovnoměrnost rozděleńı (bohatstv́ı, p̌ŕıjmů, . . . )

G = ∆/(2ȳ)

I pr̊uměrný rozd́ıl v bohatstv́ı vztažený k dvojnásobku pr̊uměru

I maj́ı-li všichni stejně (y(1) = . . . = y(n) > 0),
je nutně ∆ = 0 a tedy G = 0

I má-li jeden všechno, ostatńı nic
(0 = y(1) = . . . = y(n−1) < y(n) = 100), pak je

ȳ =
100

n
∆ =

2(n − 1)100

n2

G =
2(n − 1)100

n2
· n

2 · 100
=

n − 1

n
−−−→
n→∞

1

I Lorenzova ǩrivka bude jemněǰśım nástrojem
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Gini Lorenz Theil

p̌ŕıklad: rozloha les̊u zeḿı V4 v tiśıćıch ha

I CZ 2657 HU 2039 PL 9319 SK 1938

I pr̊uměrná rozloha je ȳ = 3988,25 (tiśıce ha)

I jednotlivé diference:

CZ HU PL SK

CZ 0 618 −6662 719
HU −618 0 −7280 101
PL 6662 7280 0 7381
SK −719 −101 −7381 0

I sťredńı diference (tiśıce ha)

∆ =
0 + 618 + 6662 + . . .+ 7381 + 0

4 ∗ 4
= 2845,125

I Giniho koeficient (ten je bezrozměrný!)

G =
∆

2ȳ
=

2845,125

2 · 3988,25
= 0,357
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Gini Lorenz Theil

p̌ŕıklad: pod́ıl z celkové rozlohy les̊u zeḿı V4

I CZ 16,7 % HU 12,8 % PL 58,4 % SK 12,1 %

I totéž v pǒrad́ı o nejmenš́ıho pod́ılu
SK 12,1 % HU 12,8 % CZ 16,7 % PL 58,4 %

I postupné součty (kumulativńı relativńı četnosti)
SK 12,1 % HU 24,9 % CZ 41,6 % PL 100, %

I polovina na lesy nejchudš́ıch (SK, HU) má čtvrtinu les̊u
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Gini Lorenz Theil

Lorenzova ǩrivka

I vodorovná osa: postupné nač́ıtáńı jednotek od nejchudš́ıch,
jako d́ıl celku

I svislá osa: postupné nač́ıtáńı bohatstv́ı (části zdroje) od
nejchudš́ıch, jako d́ıl celku

I zaj́ımá nás plocha nad touto lomenou čarou a pod úhlop̌ŕıčkou
jednotkového čtverce

I plocha mě̌ŕı nerovnoměrnost rozděleńı nějakého zdroje

I kdyby dostala každá jednotka stejně, bude velikost plochy
nulová

I kdyby všechno dostala jediná z n jednotek, lomená čára bude
nulová až do (n − 1)/n; pro n→∞ je (n − 1)/n→ 1, plocha
= dolńı trojúhelńık

I dvojnásobek této plochy (= Giniho koeficient koncentrace)
porovnává tuto plochu s plochou dolńıho trojúhelńıku
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Gini Lorenz Theil

Lorenzova ǩrivka, shrnut́ı konstrukce
(pozor na rozlǐsováńı velikosti ṕısmen y a Y !!!!!!!!)

I variačńı řada: 0 ≤ y(1) ≤ y(2) ≤ . . . ≤ y(n) sort(y)

I kumulativńı součty pro j = 0, 1, . . . , n cumsum(sort(y))

(kolik celkem paťŕı j nejchudš́ım)

Y(0) = 0 Y(j) = y(1) + y(2) + . . .+ y(j) =

j∑
i=1

y(i)

I úsečkami spojit body [j/n; Y(j)/(
∑n

i=1 yi ), 0 ≤ j ≤ n,

j/n – d́ıl populace Y(j)/(
∑n

i=1 yi ) – d́ıl bohatstv́ı

I n = length(y)

I Y = c(0,cumsum(sort(y)))

I plot((0:n)/n,Y/sum(y),pch=3,asp=1)

I lines((0:n)/n,Y/sum(y))

I lines(0:1,0:1); abline(h=0:1,v=0:1,lty=3)
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Gini Lorenz Theil

p̌ŕıklad: plochy les̊u V4 s p̌rihlédnut́ım k rozloze zeḿı
země rozloha lesy zalesněńı rel. rozloha rel. lesy

CZ 78 865 26 570 33,7 % 15,1 % 16,7 %
HU 89 608 20 390 22,8 % 17,2 % 12,8 %
PL 304 255 93 190 30,6 % 58,4 % 58,4 %
SK 48 105 19 380 40,3 % 9,2 % 12,1 %

celkem 520 833 159 530 30,6 % 100,0 % 100,0 %

I Nakolik jsou nerovnoměrně rozḿıstěny lesy na úzeḿı V4?

I každému čtverečńımu km p̌riděĺıme p̌ŕıslušný d́ıl,
nap̌r. v CZ je to 0,337 km2, v HU podobně 0,228 km2)

I v HU tak p̌ribude 89 608krát hodnota 0,228,
v PL 304 255krát hodnota 0,306 atd.

I p̌ri pravidelném p̌ridáváńı splynou jednotlivé body pro danou
zemi v úsečku

I pr̊umět úsečky na osu x = relativńı rozloha; pr̊umět na osu y
= relativńı plocha les̊u; pǒrad́ı dáno zalesněńım
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Gini Lorenz Theil

p̌ŕıklad: Lorenzova ǩrivka hustoty zalesněńı
body: postupně se nač́ıtá rel. velikost zeḿı (osa X) a rel. plocha les̊u (osa Y)
v pǒrad́ı HU, PL, CZ, SK (nap̌r. PL má 58,4 % celkové rozlohy i 58,4 % plochy les̊u)
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Gini Lorenz Theil

co jsme zjistili (zobecněńı p̌ŕıkladu)

I neznáme plochu lesa na jednotlivých čtverečńıch km
I známe pr̊uměrnou plochu lesa na km2 v každé zemi (y pr̊um

i )
I pr̊uměrnou plochu opakujeme tolikrát, kolik km2 má daná

země (četnost), tj. váž́ıme počtem km2 (xi )
I známe tedy celkovou plochu les̊u v každé zemi (yi = xiy

pr̊um
i )

I pǒrad́ı zeḿı dáno pr̊uměrnou plochou lesa na km2 (hustotou

lesa) jednotlivých zeḿı (y pr̊um
1 ≤ y pr̊um

2 ≤ . . . ≤ y pr̊um
k )

I p̌ŕır̊ustky soǔradnic bodů:
I vodorovně: relativńı rozloha dané země (mezi všemi zeměmi)

xi∑
` x`

I svisle: relativńı plocha les̊u (mezi všemi lesy)

yi∑
` y`

=
xiy

pr̊um
i∑

` x`y
pr̊um
`
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Gini Lorenz Theil

orientačně shrnut́ı výpočtu v p̌ŕıpadě vah (Lorenz, Gini)
(stále p̌redpokládáme ypr̊um

1 ≤ . . . ≤ ypr̊um
k )

I kumulativńı součty
Xj =

∑j
i=1 xi ,X0 = 0, Yj =

∑j
i=1 yi =

∑j
i=1 xiy

pr̊um
i ,Y0 = 0

I Lorenzova ǩrivka spojuje body

[
Xj

Xk
;

Yj

Yk

]
, j = 0, 1, . . . , k

I sťredńı diference pr̊uměrných počt̊u obyvatel na km2 (hustot)

∆ =
1

X 2
k

k∑
i=1

k∑
j=1

xixj

∣∣∣y pr̊um
i − y pr̊um

j

∣∣∣ =
2

X 2
k

k∑
i=2

i−1∑
j=1

xixj

(
yi
xi
−

yj
xj

)

=
2

X 2
k

k∑
i=2

i−1∑
j=1

(xjyi − xiyj) = . . . =
2

X 2
k

k−1∑
i=1

(XiYi+1 − Xi+1Yi )

G =
∆

2ȳ
=

k−1∑
i=1

(
Xi

Xk

Yi+1

Yk
− Xi+1

Xk

Yi

Yk

)
I p̌ri výpočtu G se použij́ı relativńı kumulativńı pod́ıly x i y
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Gini Lorenz Theil

poznámky

I nezálež́ı na zvolených fyzikálńıch jednotkách (nap̌r. km vers.
ha)

I ve všech p̌ŕıpadech je pǒrad́ı sč́ıtanc̊u dáno pǒrad́ım
”
hustot“

y pr̊um
i = yi

xi
(nap̌r. lesy/rozloha), tj. y pr̊um

1 ≤ . . . ≤ y pr̊um
k

I na svislé ose jde o pod́ıl stat. jednotky na bohatstv́ı

I na vodorovné ose jde o pod́ıl velikosti stat. jednotky s daným
bohatstv́ım mezi všemi jednotkami

I hrubš́ı hodnoceńı (nap̌r. kraje, nikoliv okresy) znamená menš́ı
hodnotu Giniho koeficientu! (obecně, lze dokázat)

I velikost poklesu Giniho koeficientu po hrubš́ım hodnoceńı neńı
snadné vyjáďrit (vysvětlit)
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Gini Lorenz Theil

p̌ŕıklad: p̌ŕıjmy 14 osob ve 3 skupinách, Giniho koeficient

skupina p̌ŕıjem yi ni pr̊uměr Gini

A 200 150 2 175,00 0,07142857
B 80 70 60 60 4 67,50 0,06481481
C 20 20 18 18 15 15 10 10 8 15,75 0,1309524

celk. 746 14 53,29 0,5090004
skupinové pr̊uměry: G = 0,485, původńı data: G = 0,509
prijem=c(200,150,...)

Skup = factor(c(rep("A",2),rep("B",4),rep("C",8)))

ni=table(Skup)

prumery = tapply(prijem,Skup,mean)

require(reldist)

gini(prijem) #0.5090004

gini(prumery,ni) #0.4848717

tapply(prijem,Skup,gini)

Použit́ı pr̊uměr̊u (včetně jejich četnost́ı) sńıžilo G
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Gini Lorenz Theil

Theil̊uv index
I y1, . . . , yn bohatstv́ı jednotlivých subjekt̊u (nap̌r. jednotky)

T =
1

n

n∑
i=1

yi
ȳ

ln

(
yi
ȳ

)
I vážený pr̊uměr hodnot ln(yi/ȳ), váhy yi/ȳ , součet vah je n
I mě̌ŕı nerovnoměrnost (variabilitu) rozděleńı bohatstv́ı
I souviśı s pojmem Shannonovy entropie (nejistota v teorii

informace, diverzita)

S = −
n∑

i=1

yi∑
` y`

ln

(
yi∑
` y`

)
I maximálńı hodnota entropie Smax je pro y1 = y2 = . . . = yn
I lze dokázat, že T = Smax − S a T ≤ ln(n)
I č́ım věťśı nerovnoměrnost, t́ım věťśı T (stejně jako Giniho

koeficient)
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Gini Lorenz Theil

p̌ŕıklad: p̌ŕıjmy 14 osob

skupina p̌ŕıjem yi ni pr̊uměr

A 200 150 2 175,00
B 80 70 60 60 4 67,50
C 20 20 18 18 15 15 10 10 8 15,75

celk. 746 14 53,29

T =
1

18

(
200

53,29
ln

(
200

53,29

)
+ · · ·+ 10

53,29
ln

(
10

53,29

))
= 0,450

prijem=c(200,150,80,70,60,60,20,20,18,18,15,15,10,10)

library(ineq)

Theil(prijem)

Co kdybychom znali jen pr̊uměry a počty hodnot ve skupinách?
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Gini Lorenz Theil

Theil̊uv index po skupinách
I yij p̌ŕıjem j-tého v i-té skupině s ni jedinci, i = 1, . . . , k
I celkem n =

∑k
i=1 ni jedinc̊u

I ȳi = (1/ni )
∑ni

j=1 yij pr̊uměr v i-té skupině

I ȳ = (1/n)
∑k

i=1

∑ni
j=1 yij = (1/n)

∑k
i=1 ni ȳi celkový pr̊uměr

I T Theil̊uv index spoč́ıtaný ze všech n hodnot
Ti Theil̊uv index uvniťr i-té skupiny,
TB Theil̊uv index variability mezi skupinami
(jednotlivé hodnoty nahrad́ıme d́ılč́ımi pr̊uměry)

Ti =
1

ni

ni∑
j=1

yij
ȳi

ln

(
yij
ȳi

)
TB =

1

n

k∑
i=1

ni
ȳi
ȳ

ln

(
ȳi
ȳ

)
I plat́ı T = TB + TW , kde TW je vážený pr̊uměr Ti

TW =
k∑

i=1

ni ȳi
nȳ

Ti

Statistika (MD360P03Z, MD360P03U) ak. rok 2013/2014 3. p̌rednáška 21. ř́ıjna 2013 71(226)



Gini Lorenz Theil

p̌ŕıklad: p̌ŕıjmy 14 osob ve 3 skupinách

skupina p̌ŕıjem yi ni pr̊uměr Ti

A 200 150 2 175,00 0,010239
B 80 70 60 60 4 67,50 0,007421
C 20 20 18 18 15 15 10 10 8 15,75 0,030270

celk. 746 14 53,29 0,450220

TB =
1

14

(
2 · 175,00

53,29
ln

(
175,00

53,29

)
+ 4 · 67,50

53,29
ln

(
67,50

53,29

)
+8 · 15,75

53,29
ln

(
15,75

53,29

))
= 0,437618

TW =
350

746
0,010239 +

270

746
0,007421 +

126

746
0,030270 = 0,012602

TB/T = 0,437618/0,450220 = 0,972, tud́ıž nerovnoměrnost
p̌ŕıjmů je z 97,2 % dána nerovnoměrnost́ı mezi skupinami
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Gini Lorenz Theil

poznámky

I Theil̊uv index T lze rozložit na součet dvou složek
I index pr̊uměr̊u TB , který charakterizuje nerovnoměrnost

(r̊uznost) d́ılč́ıch (skupinových) pr̊uměr̊u
I index TW , který charakterizuje pr̊uměrnou vniťrńı

nerovnoměrnost uvniťr skupin

I nutně plat́ı nerovnost TB ≤ T , tj. nerovnoměrnost mezi
skupinami nemůže být věťśı, než celková nerovnoměrnost

I podobně celkový Giniho koeficient nemůže být věťśı, než
Giniho koeficient pr̊uměr̊u, ale jejich rozd́ıl nelze tak snadno
vyjáďrit, jako v p̌ŕıpadě Theilova indexu je TW (vážený
pr̊uměr d́ılč́ıch index̊u)
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pravděpodobnost podḿıněná pst náhodná veličina sťredńı hodnota rozptyl

4. p̌rednáška

I pravděpodobnost

I podḿıněná pravděpodobnost

I náhodná veličina

I sťredńı hodnota

I rozptyl

I nezávislost

I korelace
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pravděpodobnost podḿıněná pst náhodná veličina sťredńı hodnota rozptyl

základńı pojmy

I pokus – dob̌re definovaná situace (postup), která konč́ı
jedńım z řady možných výsledk̊u (vržená kostka spadne na
pevnou podložku)

I náhodný pokus – pokus, u něhož p̌redem nev́ıme, který
výsledek nastane (která strana kostky padne p̌ŕı̌stě?);
p̌redpokládá se stabilita relativńıch četnost́ı možných výsledk̊u

I náhodný jev – tvrzeńı o výsledku náhodného pokusu

I pravděpodobnost náhodného jevu A – č́ıselné vyjáďreńı
očekáváńı, že výsledkem náhodného pokusu bude právě A

I racionálńı p̌redstava: p̌ri velkém počtu opakováńı pokusu se
relativńı četnost jevu bĺıž́ı k pravděpodobnosti tohoto jevu

I pravděpodobnost by tedy měla ḿıt stejné hlavńı vlastnosti
jako relativńı četnost
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pravděpodobnost podḿıněná pst náhodná veličina sťredńı hodnota rozptyl

klasická pravděpodobnost (Laplace)

I jistý jev (nastává vždy) lze rozdělit na M stejně
pravděpodobných neslučitelných (disjunktńıch)
elementárńıch jev̊u (symetrie)

I každý jev lze složit z těchto elementárńıch jev̊u

I je celkem MA p̌ŕıznivých jevu A (je z nich složen)

I klasická definice pravděpodobnosti (metoda výpočtu)

P(A) =
MA

M

(
=

počet p̌ŕıznivých

počet možných

)
I klasickou pst lze použ́ıt jen někdy! (Sportka, Sazka)
I nelze použ́ıt nap̌r.:

I dostuduje resp. nedostuje
I dostuduje s vyznamenáńı, dostuduje bez vyznamenáńı,

nedostuduje
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pravděpodobnost podḿıněná pst náhodná veličina sťredńı hodnota rozptyl

p̌ŕıklad: hraćı kostka

I idealizovaná symetrická hraćı kostka
I homogenńı materiál
I p̌resná krychle
I těžǐstě uprosťred
I každá strana má stejnou pravděpodobnost

I A – padne šestka, B – padne sudé č́ıslo

I M = 6

I MA = 1, tedy P(A) = 1/6

I MB = 3, tedy P(B) = 3/6 = 1/2

I POZOR NA NESPRÁVNOU INTERPRETACI:
I celkem stokrát hod́ıme kostkou (n = 100)
I dvacetkrát padne šestka (nA = 20)

I poměr
nA

n
=

20

100
= 0,2 je jen odhad pravděpodobnosti jevu

A, že padne šestka, nikoliv pravděpodobnost sama
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pravděpodobnost podḿıněná pst náhodná veličina sťredńı hodnota rozptyl

pomůcky k výpočtu pravděpodobnosti: faktoriál

FAKTORIÁL(n) factorial(n)

I faktoriál n! = n · (n − 1) · · · 2 · 1 0! = 1

I kolika způsoby lze uspǒrádat za sebou n rozlǐsitelných prvk̊u
I p̌ŕıklady:

I 5! = 5 · 4 · 3 · 2 · 1 = 120
I 1! = 1

I kolika způsoby lze uspǒrádat za sebou 14 kraj̊u ČR:
14! = 14 · 13 · 12 · · · 2 · 1 = 87 178 291 200 = 8,7· 1010

I 8.71782912e+10

Statistika (MD360P03Z, MD360P03U) ak. rok 2013/2014 4. p̌rednáška 4. listopadu 2013 78(226)



pravděpodobnost podḿıněná pst náhodná veličina sťredńı hodnota rozptyl

pomůcky k výpočtu pravděpodobnosti: počet kombinaćı

KOMBINACE(n; k) choose(n, k)

I kombinačńı č́ıslo
(n
k

)
(čti

”
n nad k“)

I počet k-prvkových podmnožin množiny o n prvćıch
(tj. nezávisle na pǒrad́ı vybraných prvk̊u)(

n

k

)
=

n!

k!(n − k)!
=

n · (n − 1) · · · (n − k + 1)

k · (k − 1) · · · 2 · 1

I kolika způsoby si mohu z pěti kńıžek vybrat dvě na dovolenou:(
5

2

)
=

5!

2!3!
=

5 · 4
2 · 1

= 10

I kolika způsoby si z oněch pěti mohu vybrat ťri knihy? (10)

I kolika způsoby mohu uložit pět kńıžek do knihovny?
(120, zálež́ı na pǒrad́ı!)
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pravděpodobnost podḿıněná pst náhodná veličina sťredńı hodnota rozptyl

p̌ŕıklad: losováńı otázek (1)

I student uḿı 5 otázek, neuḿı 10 otázek z 15 možných

I losuje se dvojice otázek z oněch 15 otázek

I pravděpodobnost P(A), že student nezná ani jednu
z vylosovaných:

I elementárńı jev: dvojice otázek
prvńı otázka – 15 možnost́ı, druhá jen 14 možnost́ı,
ale nezálež́ı na pǒrad́ı, tedy dělit 2 (počet kombinaćı)

M =

(
5 + 10

2

)
=

(
15

2

)
=

15!

2!13!
=

15 · 14

2 · 1
= 105

I p̌ŕıznivé elementárńı jevy: vylosuje obě z deseti, které neuḿı

MA =

(
5

0

)(
10

2

)
= 1 · 10 · 9

2 · 1
= 45⇒ P(A) =

45

105
= 42,9 %
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pravděpodobnost podḿıněná pst náhodná veličina sťredńı hodnota rozptyl

p̌ŕıklad: losováńı otázek (2)

I pravděpodobnost P(B), že zná právě jednu otázku

MB =

(
5

1

)(
10

1

)
= 5 · 10 = 50⇒ P(B) =

50

105
= 47,6 %

I pravděpodobnost P(C ), že zná obě otázky (právě dvě)

MC =

(
5

2

)
·
(

10

0

)
=

5 · 4
2 · 1

· 1 = 10⇒ P(C ) =
10

105
= 9,5 %

I pravděpodobnost P(D), že zná aspoň jednu otázku

MD = MB + MC = 50 + 10 = 60⇒ P(D) =
60

105
= 57,1 %

I kontrola: MD + MA = M
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pravděpodobnost podḿıněná pst náhodná veličina sťredńı hodnota rozptyl

pravidla pro pravděpodobnost (1)

I sjednoceńı jev̊u A ∪ B: plat́ı A nebo B
(alespoň jeden z jev̊u A,B, mohou být pravdivá obě tvrzeńı)

I pr̊unik A ∩ B: plat́ı A a současně B (oba jevy A,B současně)

P(A ∪ B) = P(A) + P(B)− P(A ∩ B)

I Vennův diagram (plocha odpov́ıdá pravděpodobnosti)

A BA ∩ B

A ∪ B = celá vybarvená plocha
P(A) = 0,42 = zelená + šedivá plocha
P(B) = 0,24 = žlutá + šedivá plocha
P(A ∩ B) = 0,16 = šedivá plocha
P(A) + P(B) = (zelená + šedivá)

+ (žlutá + šedivá)
P(A ∪ B) = 0,42 + 0,24− 0,16 = 0,50

Statistika (MD360P03Z, MD360P03U) ak. rok 2013/2014 4. p̌rednáška 4. listopadu 2013 82(226)



pravděpodobnost podḿıněná pst náhodná veličina sťredńı hodnota rozptyl

pravidla pro pravděpodobnost (2)

I A jev opačný k jevu A nastává právě tehdy, když nenastává
jev A

P(A) + P(A) = 1

I Ω – jev jistý nastává vždy, P(Ω) = 1

I ∅ – jev nemožný nenastává nikdy, je jevem opačným k jevu
jistému, P(∅) = 0

I neslučitelné jevy: nemohou nastat nikdy současně, navzájem
se vylučuj́ı; jejich pr̊unikem je jev nemožný; pro neslučitelné
jevy plat́ı

P(A ∪ B) = P(A) + P(B)
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pravděpodobnost podḿıněná pst náhodná veličina sťredńı hodnota rozptyl

podḿıněná pravděpodobnost

I podḿıněná pravděpodobnost pravděpodobnost jevu A, když
už jev B nastal:

P(A|B) =
P(A ∩ B)

P(B)

I Vennův diagram

A BA ∩ B

P(B) = 0,24 = žlutá + šedivá plocha
P(A ∩ B) = 0,16 = šedivá plocha
P(A|B) = šedivá vzhledem k (žlutá + šedivá)
P(A|B) = 0,16/0,24 = 0,67, ale
P(A) = 0,42
vyšlo P(A|B) > P(A)
jindy může vyj́ıt také P(A|B) < P(A)
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pravděpodobnost podḿıněná pst náhodná veličina sťredńı hodnota rozptyl

nezávislost náhodných jev̊u

I nezávislé jevy: výskyt jednoho jevu
neovlivńı pravděpodobnost výskytu druhého

I (definice nezávislosti náhodných jev̊u A, B, P(B) > 0):

P(A) = P(A|B) =
P(A ∩ B)

P(B)
⇔ P(A ∩ B) = P(A) P(B)

I Vennův diagram

A

BA ∩ B

P(A) = 0,60 = zelená + šedivá
P(B) = 0,40 = žlutá + šedivá plocha
P(A ∩ B) = 0,24 = šedivá plocha
P(A|B) = šedivá vzhledem k (žlutá + šedivá)
P(A|B) = 0,24/0,40 = 0,60
P(A) · P(B) = P(A ∩ B)
⇒ A a B jsou nezávislé
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pravděpodobnost podḿıněná pst náhodná veličina sťredńı hodnota rozptyl

idealizovaný p̌ŕıklad
náhodně vybraný student . . .

I A – jednička ze statistiky, P(A) = 0,3

I B – jednička z matematiky, P(B) = 0,2

I A ∩ B – jednička z obou p̌redmět̊u, P(A ∩ B) = 0,1

I pravděpodobnost, že je aspoň jedna jednička:

P(A ∪ B) = P(A) + P(B)− P(A ∩ B) = 0,3 + 0,2− 0,1 = 0,4

I jsou jevy A,B nezávislé? (jsou jedničky ze dvou p̌redmět̊u
nezávislé?) NE, protože 0,3 · 0,2 6= 0,1

I jaká je pst jedničky ze statistiky, když už je z matematiky?

P(A|B) =
P(A ∩ B)

P(B)
=

0,1

0,2
= 0,5

I pst jedničky z matematiky, když už je ze statistiky:
P(B|A) = 0,1/0,3 = 1/3
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pravděpodobnost podḿıněná pst náhodná veličina sťredńı hodnota rozptyl

rozděleńı náhodné veličiny
I náhodná veličina – č́ıselně vyjáďrený výsledek náhodného

pokusu
I distribučńı funkce FX (x) náhodné veličiny X určuje pro

každé x pravděpodobnost, že náhodná veličina nep̌rekroč́ı
č́ıslo x :

FX (x) = P(X ≤ x)

(FX (x) je neklesaj́ıćı, zprava spojitá)
I diskrétńı rozděleńı (pro četnosti) určeno seznamem možných

hodnot a jejich pravděpodobnostmi:

x1, x2, . . .

P(X = x1),P(X = x2), . . .

I spojité rozděleńı (pro spojité mě̌ŕıtko) určeno hustotou

fX (x) =
d

dx
FX (x), FX (x) =

∫ x

−∞
fX (t)dt
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pravděpodobnost podḿıněná pst náhodná veličina sťredńı hodnota rozptyl

věk matek (n=4838)

h= 3
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p̌redstavme si histogram založený na věku v hodinách a na
rostoućım počtu matek, obálka bude docela hladká
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pravděpodobnost podḿıněná pst náhodná veličina sťredńı hodnota rozptyl

I velká populace, spojitá veličina – intervaly pro ťŕıděńı mohou
být krátké, obálce histogramu relativńıch četnost́ı odpov́ıdá
v idealizované p̌redstavě hustota fX (x) [density]

I podobně kumulativńım relativńım četnostem odpov́ıdá
distribučńı funkce [distribution function]
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pravděpodobnost podḿıněná pst náhodná veličina sťredńı hodnota rozptyl

distribučńı funkce v bodech a < b
jevy X ≤ a a a < X ≤ b jsou neslučitelné, jejich sjednoceńı dá jev X ≤ b

0 5 10 15

0.
00

0.
05

0.
10

0.
15

0.
20

0.
25

x

f(
x)

a b

P(X ≤ b) = P(X ≤ a) + P(a < X ≤ b)

F(b) = F(a) + P(a < X ≤ b)

= +
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pravděpodobnost podḿıněná pst náhodná veličina sťredńı hodnota rozptyl

použit́ı distribučńı fce (obecně)
I F (x) je pravděpodobnost, že náhodná veličina X

je menš́ı než x (nebo stejná): F (x) = P(X ≤ x)
I je-li a < b, pak náhodný jev (X ≤ a) je podjev náhodného

jevu (X ≤ b), proto je pak

F (a) = P(X ≤ a) ≤ P(X ≤ b) = F (b)

(distribučńı funkce je neklesaj́ıćı)
I náhodný jev (X ≤ b) je sjednoceńı disjunktńıch jev̊u (X ≤ a)

a (a < X ≤ b), proto plat́ı

P(X ≤ b) = P(X ≤ a) + P(a < X ≤ b)

což je totéž, jako

F (b) = F (a) + P(a < X ≤ b)

P(a < X ≤ b) = F (a)− F (b)
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I bezprosťredńım výběrovým protěǰskem distribučńı funkce
(jej́ım odhadem) je empirická distribučńı funkce

Fn(x) =
#(xi ≤ x)

n

I x∗1 < x∗2 < . . . < x∗m existuj́ıćı r̊uzné hodnoty
n1, n2, . . . , nm jejich četnosti (n =

∑
j nj)

Fn(x) je schodovitá funkce, v bodě x∗j má skok nj/n

15 20 25 30 35 40 45 50

0.
0

0.
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0.
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0.
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0

vě k matky

F n
(x)
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empirická distribučńı funkce (tolary)
skoky odpov́ıdaj́ı četnostem, nap̌r. ve 12 je skok z 0,212 na 0,374 o 16/99=0,162

10 20 30 40

0.0
0.4

0.8

tolary

F n(x)

x∗j 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

nj 7 14 16 10 6 3 9 3 1 5 3
Nj 7 21 37 47 53 56 65 68 69 74 77

x∗j 21 22 24 26 27 28 32 35 36 40 43 45 47

nj 4 3 3 1 2 1 1 1 2 1 1 1 1
Nj 81 84 87 88 90 91 92 93 95 96 97 98 99
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pravděpodobnost podḿıněná pst náhodná veličina sťredńı hodnota rozptyl

p̌ŕıklad: počty bodů na hraćı kostece
I n-krát hod́ıme symetrickou kostkou
I počet bodů na symetrické kostce Y je náhodná veličina
I 1, 2, . . . , 6 jsou možné hodnoty
I každá hodnota má pravděpodobnost 1/6
I n = 100, četnosti nap̌r. 13, 14, 15, 21, 14, 23
I ȳ = (13 · 1 + 14 · 2 + 15 · 3 + 21 · 4 + 14 · 5 + 23 · 6)/100

.
= 3,78

I vážený pr̊uměr hodnot 1, 2, . . . , 6, vahami jsou relativńı
četnosti 0,13, 0,14, 0,15, 0,21, 0,14, 0,23

I každá relativńı četnost odhaduje pravděpodobnost 1/6
I nahrad’me náhodné relativńı četnosti odpov́ıdaj́ıćımi

nenáhodnými pravděpodobnostmi
I dostaneme nenáhodnou sťredńı hodnotu náh. veličiny Y

µY = E Y =
1

6
·1+

1

6
·2+

1

6
·3+

1

6
·4+

1

6
·5+

1

6
·5 =

21

6
= 3,5
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p̌ŕıklad diskrétńıho rozděleńı: známky u zkoušky
X ,Y známky ze dvou p̌redmět̊u

známka k 1 2 3 4

P(X = k) 0,3 0,4 0,2 0,1

P(Y = k) 0,2 0,3 0,3 0,2

I z tabulky nic nepoznáme o p̌ŕıpadné závislosti X ,Y

I jak jedńım č́ıslem charakterizovat úroveň známek?

I obyčejný pr̊uměr možných hodnot by X od Y nerozlǐsil

I použijme vážený pr̊uměr, kde vahami známek jsou
pravděpodobnosti možných hodnot

I dostaneme tak sťredńı hodnoty X a Y (populačńı pr̊uměry)

µX = 1 · 0,3 + 2 · 0,4 + 3 · 0,2 + 4 · 0,1 = 2,1

µY = 1 · 0,2 + 2 · 0,3 + 3 · 0,3 + 4 · 0,2 = 2,5
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charakteristiky rozděleńı náhodné veličiny (1)

I sťredńı hodnota µX náhodné veličiny X (populačńı pr̊uměr)

I je to vážený pr̊uměr možných hodnot

I vahami jsou pravděpodobnosti hodnot

µX = E X = x1·P(X = x1)+x2·P(X = x2)+. . . =
∑
j

xj ·P(X = xj)

I operátor E (expectation) aplikovaný na náhodnou veličinu X
spoč́ıtá vážený pr̊uměr jej́ıch hodnot

I u diskrétńıho rozděleńı jsou vahami pravděpodobnosti těchto
hodnot

I pro spojité rozděleńı

µX = E X =

∫ ∞
−∞

x · fX (x) dx
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I sťredńı hodnota funkce Y = g(X ) náhodné veličiny X
je vážený pr̊uměr funkčńıch hodnot

E Y = E g(X ) =
∑
k

g(xk) P(X = xk)

resp. pro spojité rozděleńı

E Y = E g(X ) =

∫ ∞
−∞

g(x)f (x)dx

I populačńı medián µ̃ spojitého rozděleńı

FX (µ̃) = P(X ≤ µ̃) = 0,5

x̃ č́ıslo, které děĺı možné hodnoty náhodné veličiny na dva
stejně pravděpodobné intervaly hodnot věťśıch a menš́ıch
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(populačńı) rozptyl náhodné veličiny X

I vážený pr̊uměr čtverc̊u vzdálenost́ı možných hodnot od sťredńı
hodnoty

σ2
X = E(X − µX )2

= (x1 − µX )2 P(X = x1) + (x2 − µX )2 P(X = x2) + . . .

=
∑
j

(xj − µX )2 P(X = xj)

σ2
X = E(X − µX )2 =

∫ ∞
−∞

(x − µX )2fX (x)dx

I (populačńı) směrodatná odchylka
odmocnina z (populačńıho) rozptylu

σX =
√
σ2
X
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p̌ŕıklad diskrétńıho rozděleńı: známka u zkoušky

známka k 1 2 3 4 µ σ2 σ

P(X = k) 0,3 0,4 0,2 0,1 2,1 0,89 0,943

P(Y = k) 0,2 0,3 0,3 0,2 2,5 1,05 1,025

I jedńım č́ıslem charakterizovat koĺısáńı známek (variabilitu)

I (populačńı) rozptyl = vážený pr̊uměr čtverc̊u vzdálenost́ı
od sťredńı hodnoty

I vahami jsou pravděpodobnosti

σ2
X = (1− 2,1)2 · 0,3 + (2− 2,1)2 · 0,4

+ (3− 2,1)2 · 0,2 + (4− 2,1)2 · 0,1 = 0,89
.

= 0,9432

σ2
Y = (1− 2,5)2 · 0,2 + (2− 2,5)2 · 0,3

+ (3− 2,5)2 · 0,3 + (4− 2,5)2 · 0,2 = 1,05
.

= 1,0252
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vlastnosti sťredńı hodnoty a rozptylu
X ,Y – náhodné veličiny, a, b konstanty, b > 0

µa+X= E(a + X ) = a + E X = a + µX

µb·X= E(b · X ) = b · E X = b · µX
µX+Y = E(X + Y ) = E X + E Y = µX + µY

Návrat k pr̊uměru σ2
a+X = σ2

X , σa+X = σX

σ2
b·X = b2σ2

X , σb·X = |b|σX
σ2
X+Y = σ2

X + σ2
Y + 2σXY

(vzpomeň si: (a + b)2 = a2 + 2ab + b2)

Návrat k rozptylu σXY = E(X − µX )(Y − µY ) kovariance X ,Y

= (x1 − µX )(y1 − µY ) P(X = x1,Y = y1)

+ (x1 − µX )(y2 − µY ) P(X = x1,Y = y2) + . . .

(sč́ıtá se p̌res všechny možné dvojice)
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nezávislost korelace binomické rozděleńı normálńı rozděleńı

5. p̌rednáška

I (populačńı) kovariance a korelace

I binomické rozděleńı

I normálńı rozděleńı

I populace a výběr

I CLV (centrálńı limitńı věta)

I výběrový pr̊uměr

I interval spolehlivosti pro sťr. hodnotu

I CLV pro četnosti

I interval spolehlivosti pro pravděpodobnost

Statistika (MD360P03Z, MD360P03U) ak. rok 2013/2014 5. p̌rednáška 11. listopadu 2013 101(226)



nezávislost korelace binomické rozděleńı normálńı rozděleńı

p̌ŕıklad: známky (V = X + Y , σ2
V 6= σ2

X + σ2
Y )

Y
X 1 2 3 4 celkem
1 0,10 0,10 0,10 0,00 0,30
2 0,10 0,15 0,10 0,05 0,40
3 0,00 0,05 0,10 0,05 0,20
4 0,00 0,00 0,00 0,10 0,10

celkem 0,20 0,30 0,30 0,20 1,00

sdružené
rozděleńı
X ,Y
marginálńı
rozděleńı X
marginálńı
rozděleńı Y

vlastnosti náhodné veličiny V :

µV = 2 · 0,10 + 3 · (0,10 + 0,10) + 4 · (0,10 + 0,15 + 0,00)

+ 5 · (0,10 + 0,05) + 6 · (0,05 + 0,10) + 7 · (0,05) + 8 · 0,10

= 4,6 = µX + µy = 2,1 + 2,5

σ2
V = (2− 4,6)2 · 0,10 + (3− 4,6)2 · 0,20 + (4− 4,6)2 · 0,25

+ (5− 4,6)2 · 0,15 + (6− 4,6)2 · 0,15 + (7− 4,6)2 · 0,05

+ (8− 4,6)2 · 0,10 = 3,04 6= σ2
X + σ2

Y = 0,89 + 1,05 = 1,94
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p̌ŕıklad: známky, výpočet kovariance

Y
X 1 2 3 4
1 0,10 0,10 0,10 0,00
2 0,10 0,15 0,10 0,05
3 0,00 0,05 0,10 0,05
4 0,00 0,00 0,00 0,10

sdružené pravděpodobnosti

σXY = (1− 2,1) · (1− 2,5) · 0,10 + (1− 2,1) · (2− 2,5) · 0,10

+ (1− 2,1) · (3− 2,5) · 0,10 + (1− 2,1) · (4− 2,5) · 0,00

+ . . .

+ (4− 2,1) · (3− 2,5) · 0,00 + (4− 2,1) · (4− 2,5) · 0,10

= 0,55

σ2
V = 3,04 = 0,89 + 1,05 + 2 · 0,55 = σ2

X + σ2
Y + 2 · σX ,Y
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nezávislost korelace binomické rozděleńı normálńı rozděleńı

modelové pojmy a jejich empirické protěǰsky
I pravděpodobnost P(A) vers. relativńı četnost nA/n
I sťredńı hodnota µX vers. (výběrový) pr̊uměr x̄
I (populačńı) rozptyl σ2

X vers. (výběrový) rozptyl s2
x

I (populačńı) směrodatná odchylka σX vers. (výběrová)
směrodatná odchylka

I (populačńı) kovariance σXY vers. (výběrová) kovariance sxy
(viz slajd 49)

sxy =
1

n − 1

n∑
i=1

(xi − x̄)(yi − ȳ)

I (populačńı) korelačńı koeficient ρX ,Y (teprve bude) vers.
(výběrový) korelačńı koeficient rxy (viz slajd 49)

rxy =
sxy

sxsy
=

1

n − 1

n∑
i=1

(
xi − x̄

sx

)(
yi − ȳ

sy

)
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nezávislost náhodných veličin

I ze sdruženého rozděleńı P(X = xi ,Y = yj vždy můžeme
spoč́ıtat marginálńı rozděleńı (viz nap̌r. slajd 101)

P(X = xi ) =
∑
j

P(X = xi ,Y = yj)

P(Y = yj) =
∑
i

P(X = xi ,Y = yj)

I náhodné veličiny X ,Y jsou nezávislé, jsou-li nezávislé všechny
náhodné jevy A,B, kde A je tvrzeńı o X a B je tvrzeńı o Y

I k nezávislosti X ,Y stač́ı, když je

P(X = xi ,Y = yj) = P(X = xi ) · P(Y = yj) všechna xi , yj

tj. z marginálńıch rozděleńı lze obnovit sdružené rozděleńı

I plat́ı tvrzeńı: jsou-li X ,Y nezávislé, potom je nutně σXY = 0
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nezávislost korelace binomické rozděleńı normálńı rozděleńı

p̌ŕıklad: známky jsou známky X a Y nezávislé?

Y
X 1 2 3 4 celkem
1 0,10 0,10 0,10 0,00 0,30
2 0,10 0,15 0,10 0,05 0,40
3 0,00 0,05 0,10 0,05 0,20
4 0,00 0,00 0,00 0,10 0,10

celkem 0,20 0,30 0,30 0,20 1,00

žrejmě je nap̌ŕıklad

P(X = 1,Y = 1) = 0,10 6= P(X = 1) ·P(Y = 1) = 0,3 · 0,2 = 0,06

nebo

P(X = 3,Y = 1) = 0,00 6= P(X = 3) ·P(Y = 1) = 0,2 · 0,2 = 0,04

náhodné veličiny X ,Y nemohou být nezávislé, proto jsou závislé
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populačńı korelačńı koeficient

I kovariance σXY je modelovým protěǰskem výb. kovariance sxy
I podobně jako výběrový korelačńı koeficient rxy je

populačńı korelačńı koeficient ρXY definován pomoćı
kovariance σXY a směrodatných odchylek σX , σY

rxy =
sxy

sxsy
, ρXY =

σXY
σXσY

I jsou-li X ,Y nezávislé, pak je nutně ρXY = 0

I vždy plat́ı −1 ≤ ρXY ≤ 1

I p̌ŕıklad se známkami:

ρXY =
σXY
σXσY

=
0,55

0,943 · 1,025
.

= 0,569

známky jsou nutně závislé, nebot’ ρXY 6= 0
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alternativńı rozděleńı (Bernoulliovo, nula-jedničkové)
nabývá dvou č́ıselných hodnot

I diskrétńı, s jediným parametrem π (nikoliv Ludolfovo č́ıslo)

I P(X = 1) = π, P(X = 0) = 1− π (0 < π < 1)

I X – kolikrát v jednom pokusu došlo k události, která má
pravděpodobnost π (jen dvě možné hodnoty: 0 nebo 1)

I sťredńı hodnota (populačńı pr̊uměr)

µX = 1 · P(X = 1) + 0 · P(X = 0) = π

I (populačńı) rozptyl

σ2
X = (1− µX )2 P(X = 1) + (0− µX )2 P(X = 0)

= (1− π)2 · π + (0− π)2 · (1− π)

= (1− π)2π + π2(1− π) = π(1− π)
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binomické rozděleńı bi(n, π)

I zapisujeme Y ∼ bi(n, π)

I diskrétńı rozděleńı s parametry n, π (0 < π < 1)
I model binomického rozděleńı (důležité)

I n nezávislých pokus̊u
I v každém zdar s pravděpodobnost́ı π, nezdar s pst́ı 1− π
I celk. počet zdar̊u Y má binomické rozděleńı s parametry n, π

I Y je součet n nezávislých náhodných veličin X1,X2, . . . ,Xn

(Xi = počet zdar̊u v i-tém pokusu)
každé Xi má alternativńı rozděleńı s parametrem π

I z vlastnosti sťredńı hodnoty součtu náh. veličin: µY = nπ

I z vlastnosti rozptylu součtu nezávislých náhodných veličin

σ2
Y = nπ(1− π)
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binomické rozděleńı bi(n, π)

I pravděpodobnosti možných hodnot dbinom(k,n,p)

P(Y = k) =

(
n

k

)
πk(1− π)n−k , k = 0, 1, , . . . , n

I pst, že v daných k pokusech zdar Z , v ostatńıch nezdar N

ZZ . . .Z︸ ︷︷ ︸
k

NN · · ·N︸ ︷︷ ︸
n−k

s pst́ı πk(1− π)n−k

I zvoĺıme k ḿıst pro zdar Z , na ostatńıch ḿıstech nezdar N,
počet možnost́ı:(

n

k

)
=

n!

k!(n − k)!
=

n(n − 1) · · · (n − k + 1)

k(k − 1) · · · 2 · 1
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p̌ŕıklad: koǔreńı

I v́ıme, že mezi dvacetiletými muži je (̌rekněme) 35 % kǔrák̊u
(nap̌r. je-li 70 tiśıc dvacetiletých, pak je mezi nimi asi 24 500
kǔrák̊u, ale nev́ıme, ktěŕı to jsou)

I vybereme náhodně 60 dvacetiletých muž̊u, Y – počet kǔrák̊u
mezi nimi, tedy Y ∼ bi(60, 0,35)

I populačńı pr̊uměr, rozptyl (směrodatná odchylka):

µY = 60·0,35 = 21, σ2
Y = 60·0,35·0,65 = 13,65 = (3,7)2

I ukázky pravděpodobnost́ı možných hodnot
BINOMDIST(15;60;0,35;0) dbinom(15,60,0.35)

k 15 17 19 21 23 25

P(Y = k) 0,029 0,062 0,095 0,107 0,091 0,059
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nezávislost korelace binomické rozděleńı normálńı rozděleńı

normálńı (Gaussovo) rozděleńı N
(
µ, σ2

)
graf hustoty N

(
µ, σ2

)
pro σ = 2

0,
00

0,
05

0,
10

0,
15

0,
20

µ − 2σ µ − σ µ µ + σ µ + 2σ

13,6 % 34,1 % 34,1 % 13,6 %

I spojité rozděleńı, symetrické okolo sťredńı hodnoty µ

I maximálńı hodnota hustoty je úměrná 1/σ ( 1√
2πσ2

.
= 0,4

σ )

I model vzniku: součet velkého počtu nepatrných p̌ŕıspěvk̊u
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nezávislost korelace binomické rozděleńı normálńı rozděleńı

p̌ŕıklady pravděpodobnost́ı o normálńım rozděleńı
I pro X ∼ N

(
µ, σ2

)
plat́ı

µX = E X = µ σ2
X = E(X − µX )2 = σ2

I X ∼ N
(
µ, σ2

)
⇒ Z =

X − µ
σ

∼ N(0, 1)

Φ(z) = P(Z ≤ y) je distribučńı funkce N(0, 1)
I

P (|Z | < c) = P

(∣∣∣∣X − µσ

∣∣∣∣ < c

)
= P (|X − µ| < c · σ)

I tedy

P(|X − µ| < 1,00 σ) = 0,683, tj. 68,3 %

P(|X − µ| < 2,00 σ) = 0,954, tj. 95,4 %

P(|X − µ| < 1,96 σ) = 0,95, tj. 95 %

P(|X − µ| < 3,00 σ) = 0,997, tj. 99,7 %
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nezávislost korelace binomické rozděleńı normálńı rozděleńı

poznámky

I Y má logaritmicko normálńı rozděleńı, když log(Y ) má
normálńı rozděleńı (koncentrace, hustoty . . . )

I zaj́ımavé kvantily: qnorm(0.975)

z(0,975) = 1,96 tj. P(Z > 1,96) = 2,5 %

z(0,975) = 1,96 tj. P(Z < −1,96) = 2,5 %

z(0,975) = 1,96 tj. P(|Z | > 1,96) = 5 %

z(0,995) = 2,58 tj. P(Z > 2,58) = 0,5 %

z(0,995) = 2,58 tj. P(Z < −2,58) = 0,5 %

z(0,995) = 2,58 tj. P(|Z | > 2,58) = 1 %

z(0,950) = 1,64 tj. P(Z > 1,64) = 5 %

z(0,950) = 1,64 tj. P(Z < −1,64) = 5 %

z(0,950) = 1,64 tj. P(|Z | > 1,64) = 10 %
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nezávislost korelace binomické rozděleńı normálńı rozděleńı

p̌ŕıklad: mlad́ı volejbalisti

I p̌redpoklad: výška desetiletých chlapc̊u: N
(
141,5, 72

)
I Jaký d́ıl populace desetiletých chlapc̊u má výšku aspoň

149 cm, aby o ně měl zájem trenér volejbalu?
(p̌redpokládáme, že výšku určujeme s p̌resnost́ı na centimetr)

P(X > 148,5) = 1− P(X ≤ 148,5)

= 1− P

(
X − 141,5

7
≤ 148,5− 141,5

7

)
= 1− P

(
X − 141,5

7
≤ 1

)
= 1− Φ(1) = 1− 0,841 = 0,159

I Jaký d́ıl této populace má výšku v rozmeźı od 142 do 148 cm?

P(141,5 < X < 148,5) = P(X < 148,5)− P(X < 141,5)

= 0,841− 0,5 = 0,341

(Proč je P(X < 141,5) = 0,5?)
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populace/výběr výběrový pr̊uměr CLV (centrálńı limitńı věta int. spol. pro µ CLV pro četnosti int. spol. pro pst

6. p̌rednáška

I populace a výběr

I reprezentativnost a rozsah výběru

I chováńı výběrového pr̊uměru

I centrálńı limitńı věta

I interval spolehlivosti
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populace/výběr výběrový pr̊uměr CLV (centrálńı limitńı věta int. spol. pro µ CLV pro četnosti int. spol. pro pst

populace a výběr
I populaci (základńı soubor) charakterizujeme pomoćı

parametr̊u rozděleńı, p̌ŕıpadně typu rozděleńı
I výsledkem mě̌reńı na náhodně vybraném prvku populace

(základńıho souboru) je náhodná veličina
I skutečné hodnoty parametr̊u neznáme

I chceme parametry odhadnout
I chceme rozhodnout o platnosti tvrzeńı (hypotézy)

o parametrech nebo o typu rozděleńı
I jako výběr si p̌redstavujeme několik nezávislých náhodných

veličin se stejným rozděleńım (možná s neznámými
parametry), tj. mě̌reńı téže vlastnosti na r̊uzných objektech

I parametry odhadujeme na základě výběru
I o hypotézách rozhodujeme na základě výběru

I p̌ŕıklady
I sťredńı hodnotu náhodné veličiny (populačńı pr̊uměr)

odhadujeme pomoćı výběrového pr̊uměru
I rozptyl náhodné veličiny odhadujeme pomoćı výběrového

rozptylu
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populace/výběr výběrový pr̊uměr CLV (centrálńı limitńı věta int. spol. pro µ CLV pro četnosti int. spol. pro pst

p̌ŕıklady

I volebńı preference
I populace: všichni oprávněńı voliči (jejich preferovaná strana)
I výběr: respondenti, ktěŕı odpověděli (odpovědi respondent̊u)
I hodnocená vlastnost: pod́ıly volič̊u jednotlivých stran
I hodnocený parametr: π1, . . . , πk psti jednotlivých stran
I odhad parametru: relativńı četnosti volič̊u jednotlivých stran ve

výběru

I výšky desetiletých hochů
I populace: všichni desetilet́ı hoši (jejich výšky)
I výběr: změ̌reńı desetilet́ı hoši (jejich výšky)
I hodnocený znak: výška postavy náhodně vybraného chlapce
I hodnocený parametr: populačńı pr̊uměr µ
I odhad parametru: výběrový pr̊uměr, interval spolehlivosti pro µ

I závěr: p̌ri opakovaném pǒŕızeńı výběru dostaneme po každé
jiný odhad, odhad je tedy náhodný
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populace/výběr výběrový pr̊uměr CLV (centrálńı limitńı věta int. spol. pro µ CLV pro četnosti int. spol. pro pst

vlastnosti výběru
I reprezentativnost výběru

I schopnost reprezentovat celou populaci
I ve vlastnostech, které mohou souviset s daným šeťreńım, má

složeńı výběru zhruba odpov́ıdat složeńı populace
I nap̌r. pod́ıl žen, pod́ıl vysokoškolák̊u, pod́ıl důchodc̊u . . .
I neńı-li výběr reprezentativńı, jsou odhady vychýlené,

nejsou nestranné, odhaduj́ı něco jiného, než chceme
I nap̌r. reprezentačńı mužstvo jistě neńı reprezentativńım

výběrem organizovaných fotbalist̊u
I rozsah výběru

I počet vyšeťrovaných (nap̌r. dotazovaných) jednotek
I ovlivńı variabilitu odhadů, jejich koĺısáńı
I neovlivńı reprezentativnost výběru či nestrannost odhadů

I reprezentativnost a rozsah výběru jsou r̊uzné vlastnosti
I dobrý sťrelec má všechny zásahy v terči bĺızko sebe (malá

variabilita odhadu)
I pokud vzduchovka zanáš́ı, i dobrý sťrelec sťŕıĺı mimo sťred

terče (vychýleńı)
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populace/výběr výběrový pr̊uměr CLV (centrálńı limitńı věta int. spol. pro µ CLV pro četnosti int. spol. pro pst

vlastnosti výběru jako sťrelba do terče
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populace/výběr výběrový pr̊uměr CLV (centrálńı limitńı věta int. spol. pro µ CLV pro četnosti int. spol. pro pst

p̌ŕıklad: věk matek
černě hustota normálńıho rozděleńı, červeně hustota logaritmickonormálńıho rozděleńı
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populace/výběr výběrový pr̊uměr CLV (centrálńı limitńı věta int. spol. pro µ CLV pro četnosti int. spol. pro pst

p̌ŕıklad: histogram populace a histogramy pr̊uměr̊u
š́ı̌rky interval̊u stejné, variabilita pr̊uměr̊u s rostoućım n klesá
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populace/výběr výběrový pr̊uměr CLV (centrálńı limitńı věta int. spol. pro µ CLV pro četnosti int. spol. pro pst

chováńı výběrového pr̊uměru z náhodného výběru

I necht’ X1,X2, . . .Xn jsou nezávislé náhodné veličiny
s libovolným stejným rozděleńım se sťredńı hodnotou µ
a rozptylem σ2, tj. náhodný výběr z onoho rozděleńı

I pr̊uměr X1,X2, . . .Xn: X =
1

n

n∑
i=1

Xi

I p̌ripomeňme vlastnosti sťredńı hodnoty, Vlastnosti zejména

µX+Y = µX + µY , µb·X = b · µX

I proto pro sťredńı hodnotu výběrového pr̊uměru plat́ı

E X = µX = µ 1
n
·
∑n

i=1 Xi
=

1

n
·µ∑n

i=1 Xi
=

1

n

n∑
i=1

µXi
=

1

n
nµ = µ

I E X = µX = µ, tj. X je nestranný odhad parametru µ
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populace/výběr výběrový pr̊uměr CLV (centrálńı limitńı věta int. spol. pro µ CLV pro četnosti int. spol. pro pst

variabilita výběrového pr̊uměru

I pro rozptyl nezávislých náhodných veličin plat́ı Vlastnosti

σ2
X+Y = σ2

X + σ2
Y σ2

b·X = b2σ2
X

I proto je

σ2
X

= σ2
1
n

∑n
i=1 Xi

=
1

n2

n∑
i=1

σ2
Xi

=
1

n2
nσ2 =

σ2

n

I pr̊uměr X má tedy rozptyl n-krát menš́ı, než jednotlivá
pozorováńı

I sťredńı chyba pr̊uměru = směrodatná odchylka pr̊uměru

S.E.(X ) =
σ√
n

Standard Error (of Mean, S.E.M.)

I sťredńı chyba odhadu nějakého parametru = směrodatná
odchylka tohoto odhadu
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populace/výběr výběrový pr̊uměr CLV (centrálńı limitńı věta int. spol. pro µ CLV pro četnosti int. spol. pro pst

p̌ŕıklad: věk matek

I výjimečný umělý p̌ŕıklad, kdy známe celou populaci

I populace obsahuje 10 916 hodnot

I rozděleńı věku je výrazně nesymetrické

I prováděn výběr rozsahu n, vždy spoč́ıtán pr̊uměr

I výběr B-krát opakujeme (spoč́ıtáno B = 1000 pr̊uměr̊u)

I spoč́ıtány charakteristiky z B pr̊uměr̊u jako výchoźıch hodnot,
(moďre charakteristiky celé populace nebo hodnoty z nich
odvozené)

n pr̊uměr sm. odch. σ/
√

n

1 25,43 4,62 4,94
10 25,35 1,54 1,56

100 25,39 0,48 0,49

populace µ =25,40 σ = 4,94 4,94
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populace/výběr výběrový pr̊uměr CLV (centrálńı limitńı věta int. spol. pro µ CLV pro četnosti int. spol. pro pst

p̌ŕıklad: histogram populace a histogramy pr̊uměr̊u
š́ı̌rky interval̊u stejné, variabilita pr̊uměr̊u s rostoućım n klesá
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populace/výběr výběrový pr̊uměr CLV (centrálńı limitńı věta int. spol. pro µ CLV pro četnosti int. spol. pro pst

p̌ŕıklad: histogram populace a histogramy výběr̊u
š́ı̌rky interval̊u p̌rizpůsobené variabilitě, s rostoućım n se zlepšuje normalita

populace
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populace/výběr výběrový pr̊uměr CLV (centrálńı limitńı věta int. spol. pro µ CLV pro četnosti int. spol. pro pst

p̌ŕıklad: shrnut́ı

I spoč́ıtány charakteristiky z B = 1000 pr̊uměr̊u jako výchoźıch
hodnot, (moďre charakteristiky celé populace nebo hodnoty
z nich odvozené)

n pr̊uměr sm. odch. σ/
√

n šikmost špičatost

1 25,43 4,62 4,94 0,74 0,29
10 25,35 1,54 1,56 0,28 -0,04

100 25,39 0,48 0,49 0,08 -0,05

populace µ =25,40 σ = 4,94 4,94 0,77 0,19

I pr̊uměry koĺısaj́ı kolem populačńıho pr̊uměru µ

I směrodatné odchylky s rostoućı hodnotou
√

n klesaj́ı

I šikmost a špičatost se s rostoućım n bĺıž́ı k nule

I je naděje, že s rostoućım n je histogram podobněǰśı hustotě
normálńıho rozděleńı – projev centrálńı limitńı věty
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populace/výběr výběrový pr̊uměr CLV (centrálńı limitńı věta int. spol. pro µ CLV pro četnosti int. spol. pro pst

centrálńı limitńı věta (CLV)

I vlastnost součtu nezávislých náhodných veličin se stejným
rozděleńım (s populačńım pr̊uměrem µ, popul. rozptylem σ2)

I pr̊uměr je součet dělený počtem sč́ıtanc̊u
⇒ pro pr̊uměr plat́ı CLV také

I standardizovaný součet (pr̊uměr) n nezávislých náhodných
veličin lze pro velké n aproximovat normálńım rozděleńım
N(0, 1) CLV pro četnosti

Z =

∑n
i=1 Xi − n · µ
σ
√

n
=

X − µ
σ

√
n

.∼ N(0, 1)

I pro velká n se výběrový pr̊uměr chová, jako by šlo o výběr
z normálńıho rozděleńı, a to bez ohledu na výchoźı rozděleńı

X
.∼ N
(
µ, σ2/n

)
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populace/výběr výběrový pr̊uměr CLV (centrálńı limitńı věta int. spol. pro µ CLV pro četnosti int. spol. pro pst

interval spolehlivosti pro populačńı pr̊uměr µ
I pro nezávislé náhodné veličiny X1, . . . ,Xn ∼ N

(
µ, σ2

)
plat́ı

X ∼ N
(
µ, σ2/n

)
I proto je Z =

X − µ
σ/
√

n
∼ N(0, 1)

I použijeme kvantil rozděleńı N(0, 1) (nebot’ Z ∼ N(0, 1))

P

(∣∣∣∣X − µσ/
√

n

∣∣∣∣ < z(1− α/2)

)
= 1− α

I hodnota neznámého parametru µ je s pravděpodobnost́ı 1− α
pokryta intervalem(

X − σ√
n

z(1− α/2); X +
σ√
n

z(1− α/2)

)
I vzhledem k centrálńı limitńı větě lze použ́ıt pro velká n i bez

požadavku na normálńı rozděleńı Xi
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populace/výběr výběrový pr̊uměr CLV (centrálńı limitńı věta int. spol. pro µ CLV pro četnosti int. spol. pro pst

100 interval̊u spolehlivosti (n = 100, 1− α = 95 %)

0 20 40 60 80 100

23
24
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27
28

simulace

int
. s

po
l.

µ = 25,398 je populačńı pr̊uměr věku 10 916 matek
v 7 p̌ŕıpadech interval nep̌rekrývá µ
(realizace náhodné veličiny s rozděleńım bi(100, 0,05))
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populace/výběr výběrový pr̊uměr CLV (centrálńı limitńı věta int. spol. pro µ CLV pro četnosti int. spol. pro pst

p̌ŕıklad: IQ vysokoškolák̊u

I u n = 16 náhodně vybraných student̊u jisté fakulty byla
zjǐstěna hodnota IQ

I metoda mě̌reńı IQ je konstruována tak, že je σ = 15

I vyšel pr̊uměr x = 110

I co lze ř́ıci o populačńım pr̊uměru všech student̊u oné velké
fakulty?

I 95% interval spolehlivosti (z(0,975) = 1,96):

(110− 15

4
· 1,96; 110 +

15

4
· 1,96) = (102,65; 117,35)

I skutečný populačńı pr̊uměr µ (všech student̊u oné fakulty)
lež́ı s 95% pravděpodobnost́ı mezi 102,65 a 117,35

I µ lež́ı s 90% pravděpodobnost́ı mezi 103,83 a 116,17
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vlastnosti intervalu spolehlivosti pro µ
I délka intervalu roste s požadovanou spolehlivost́ı

I 90% interval (103,83; 116,17) má délku 12,34
I 95% interval (102,65; 117,35) má délku 14,70

I délka intervalu klesá s rostoućım počtem pozorováńı n
I pro n = 16 má 95% interval (102,65; 117,35) délku 14,70
I pro n = 4 · 16 = 64 má 95% interval (106,325; 113,675)

délku 7,35, tedy polovičńı (1/
√

4 = 1/2)

I kolik poťrebujeme pozorováńı, aby měl 95% interval délku 2δ?

σ√
n

z(1− α/2) = δ ⇒ n =
(σ
δ

z(1− α/2)
)2

I v p̌ŕıkladu s IQ požadujeme δ = 5:

n =

(
15

5
1,96

)2
.

= 35
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interval spolehlivosti pro µ (neznámé σ)
I neznáme-li σ, nahrad́ıme je pomoćı výběrové směr. odchylky

S =

√√√√ 1

n − 1

n∑
i=1

(
Xi − X

)2

I interval spolehlivosti pro µ:(
X − S√

n
tn−1(1− α/2); X +

S√
n

tn−1(1− α/2)

)
I použit́ı kritické hodnoty tn−1(1− α/2) Studentova t-rozděleńı

ḿısto kritické hodnoty z(1− α/2) je penalizaćı za to, že
neznámou směrodatnou odchylku σ jsme nahradili jej́ım
odhadem S

I plat́ı totiž tn−1(1− α/2) > z(1− α/2), s rostoućım n se
rozd́ıl zmenšuje

I délku intervalu spolehlivosti určuje zejména sťredńı chyba
pr̊uměru, tedy S/

√
n
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p̌ŕıklad: výška postavy

I studenti odhadovali výšku p̌rednášej́ıćıho;
p̌redpokládejme, že nestranně a nezávisle na sobě

I n = 22, x = 172,4, sx = 4,032

I z tabulek: t21(0,975) = 2,080

(172,4− 4,032√
22
· 2,080; 172,4 +

4,032√
22
· 2,080)

(170,6; 174,2)

I ⇒ skutečná výška je s pravděpodobnost́ı 95 %
někde mezi 170,6 cm a 174,2 cm

I podobně (170,9; 173,9) je 90% interval spolehlivosti
resp. (170,0; 174,8) je 99% interval spolehlivosti

I Jak byste reagovali na tvrzeńı p̌rednášej́ıćıho, že mě̌ŕı 174 cm?
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centrálńı limitńı věta pro četnosti

I co ř́ıkala CLV? CLV

I mějme n nezávislých opakováńı pokusu, kde sledovaný jev
(zdar) nastane s pravděpodobnost́ı π

I absolutńı četnost Y
I Y – součet nezávislých veličin Xi s alternativńım rozděleńım
I Y =

∑n
i=1 Xi

I populačńı pr̊uměr Xi je π
I populačńı rozptyl Xi je π(1− π)
I Y ∼ bi(n, π), proto podle CLV pro velká n plat́ı p̌ribližně

Y ∼ N(nπ, nπ(1− π))

I relativńı četnost f = Y
n = 1

n

∑n
i=1 Xi

I f – pr̊uměr nezávislých veličin s alternativńım rozděleńım
I f ∼ N(π, π(1− π)/n)
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p̌ŕıklad: počet studentek

I zkušenost: mezi uchazeči o studium bývá 45 % d́ıvek

I s jakou pravděpodobnost́ı bude p̌ri 500 p̌rihláškách počet
d́ıvek mezi 200 a 220 (včetně)?

I Y ∼ bi(500, 0,45) má µY = 500 · 0,45 = 225,
σ2
Y = 500 · 0,45 · 0,55 = 123,75, tedy σY = 11,1

P(200 ≤ Y ≤ 220)
.

= Φ

(
220,5− 225

11,1

)
− Φ

(
199,5− 225

11,1

)
I hledaná pravděpodobnost je p̌ribližně 33,2 % (p̌resně 33,3 %)

NORMDIST(220,5;225;11,1243;1) -

NORMDIST(199,5;225;11,1243;1)

pnorm(220.5,500*0.45,sqrt(500*0.45*0.55))

- pnorm(199.5,500*0.45,sqrt(500*0.45*0.55))

BINOMDIST(220;500;0,45;1) - BINOMDIST(199;500;0,45;1)

pbinom(220,500,0.45) - pbinom(199,500,0.45)

Statistika (MD360P03Z, MD360P03U) ak. rok 2013/2014 6. p̌rednáška 18. listopadu 2013 137(226)
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interval spolehlivosti pro pod́ıl (pravděpodobnost) π

I π – pod́ıl prvk̊u populace s danou vlastnost́ı

I π – pst, s jakou takový prvek vylosujeme

I počet prvk̊u náhodně vybraných s onou vlastnost́ı Y ∼ bi(n, π)

I sťredńı chyba relativńı četnosti Y /n = f
= směrodatná odchylka relativńı četnosti f

= odmocnina z rozptylu relativńı četnosti f , tedy
√

π(1−π)
n

I pravděpodobnost π neznáme, odhadneme ji pomoćı f

I odtud je p̌ribližný 95% interval spolehlivosti pro π(
f − 1,96 ·

√
f (1− f )

n
; f + 1,96 ·

√
f (1− f )

n

)

I skutečná pst π je tedy s 95% pst́ı v uvedeném rozmeźı

I existuje p̌resněǰśı (pracněǰśı) postup
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p̌ŕıklad: hody s hraćı kostkou

I odhadujeme pravděpodobnost šestky

I kostka A: n = 100,YA = 17, fA = 0,17(
0,17− 1,96 ·

√
0,17 · 0,83

100
; 0,17 + 1,96 ·

√
0,17 · 0,83

100

)
(0,10; 0,24)

I kostka B: n = 100,YB = 41, fB = 0,41(
0,41− 1,96 ·

√
0,41 · 0,59

100
; 0,41 + 1,96 ·

√
0,41 · 0,59

100

)
(0,31; 0,51)

I důležitý rozd́ıl: u kostky A paťŕı 1/6 = 0,167 do intervalu
spolehlivosti; u kostky B nikoliv; může to něco znamenat?
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statistická indukce testováńı hypotéz p-hodnota test o pod́ılu (o psti) π jednovýběrový test

7. p̌rednáška

I statistická indukce

I testováńı hypotéz

I p-hodnota

I test o pod́ılu (o psti) π
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statistická indukce testováńı hypotéz p-hodnota test o pod́ılu (o psti) π jednovýběrový test

populace a výběr
I populaci (základńı soubor) charakterizujeme pomoćı

parametr̊u rozděleńı, p̌ŕıpadně typu rozděleńı
I výsledkem mě̌reńı na náhodně vybraném prvku populace

(základńıho souboru) je náhodná veličina
I skutečné hodnoty parametr̊u neznáme

I chceme parametry odhadnout
I chceme rozhodnout o platnosti tvrzeńı (hypotézy)

o parametrech nebo o typu rozděleńı
I jako výběr si p̌redstavujeme několik nezávislých náhodných

veličin se stejným rozděleńım (možná s neznámými
parametry), tj. mě̌reńı téže vlastnosti na r̊uzných objektech

I parametry odhadujeme na základě výběru
I o hypotézách rozhodujeme na základě výběru

I p̌ŕıklady
I sťredńı hodnotu náhodné veličiny (populačńı pr̊uměr)

odhadujeme pomoćı výběrového pr̊uměru
I rozptyl náhodné veličiny odhadujeme pomoćı výběrového

rozptylu
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proč testováńı hypotéz

I p̌ripomeňme 95% intervaly spolehlivosti pro šestku u kostek:
I kostka A: (0,10; 0,24)
I kostka B: (0,31; 0,51)

I znamená něco, když 1/6
.

= 0,167 lež́ı či nelež́ı v 95% intervalu
spolehlivosti?

I nelze bezpečně poznat, že kostka A neńı falešná nebo že
kostka B je falešná

I intervaly spolehlivosti určily rozmeźı, kde by skutečná
pravděpodobnost šestky měla být, spolehlivost interval̊u je
velká, ale omezená

I muśıme p̌ripustit, že jsme mohli ḿıt smůlu, že se v našich
pokusech náhodou realizovaly málo pravděpodobné možnosti,
p̌restože k takové smůle docháźı jen žŕıdka

I poťrebujeme standardizovaná pravidla, jak rozhodovat
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proč testováńı hypotéz

I V p̌ŕıkladu o IQ student̊u jisté fakulty jsme dostali
95% interval spolehlivosti pro populačńı pr̊uměr tvaru
(102,65; 117,35). Jak rozhodnout o pravdivosti tvrzeńı, že
studenti této fakulty jsou inteligentněǰśı, než běžná populace?

I V p̌ŕıkladu o výšce p̌rednášej́ıćıho jsme dostali 95% interval
spolehlivosti pro populačńı pr̊uměr tvaru (170,6; 174,2). Jak
hodnotit prohlášeńı p̌rednášej́ıćıho, že mě̌ŕı 174 cm?

I poťrebujeme standardizovaná pravidla, jak rozhodovat

I nulová hypotéza – tvrzeńı o populaci (základńım souboru)

I rozhodujeme na základě dat z výběru

I nelze zaručit bezchybnost rozhodnut́ı
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hypotézy a možná rozhodnut́ı

I možné statistické hypotézy
I (nulová) hypotéza H0: – zjednodušuje situaci,

porovnávané populace se nelǐśı, vyšeťrované znaky jsou
nezávislé . . . (u soudu: obviněný je nevinný)
tedy žádný (tj. nulový) rozd́ıl, žádná (tj. nulová) závislost

I zpravidla se snaž́ıme H0 vyvrátit, abychom věcně něco prokázali
(výjimkou je ově̌rováńı p̌redpokladů či test dobré shody)

I alternativa H1: (alternativńı hypotéza) – opak nulové
hypotézy, zpravidla to, co chceme věcně dokázat

I volba co je H0 je pevně spojena s testem, nezáviśı na nás;
voĺıme H0, ta nab́ıdne test

I možná rozhodnut́ı
I zaḿıtnout H0 pokud naše data svědč́ı proti H0

(u soudu: obviněného odsoudit)
I nezaḿıtnout H0 (p̌rijmout H0) pokud neńı dost d̊uvod̊u H0

zaḿıtnout (neńı dost důvodů k odsouzeńı)
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chyby v rozhodováńı

I nelze zaručit bezchybnost rozhodnut́ı, mohou nastat chyby:
I chyba 1. druhu, když zaḿıtneme platnou (pravdivou)

hypotézu H0

I chyba 2. druhu, když nepoznáme, že hypotéza H0 neplat́ı a
nezaḿıtneme ji (p̌rijmeme ji)

I nechceme p̌ŕılǐs často chybně zaḿıtat H0, dělat chybu 1. druhu
(tedy falešně něco věcně prokazovat)

I proto se snaž́ıme chybě 1. druhu pokud možno vyvarovat,
i když ji nelze vyloučit

I hladina testu α = maximálńı p̌ŕıpustná pravděpodobnost
chyby 1. druhu (zpravidla α = 0,05, tj. α = 5 %)

I śıla testu = pravděpodobnost správného zaḿıtnut́ı neplatné
hypotézy
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schéma rozhodováńı

rozhodnut́ı H0 plat́ı H0 neplat́ı

H0 zaḿıtnout chyba 1. druhu správné rozhodnut́ı
(pst ≤ α) (pst 1− β)
hladina testu śıla testu

H0 nezaḿıtnout správné rozhodnut́ı chyba 2. druhu
(p̌rijmout) (pst ≥ 1− α) (pst β)

I na základě dat voĺıme rozhodnut́ı (̌rádek)

I nev́ıme, která skutečnost (který sloupec) plat́ı

Statistika (MD360P03Z, MD360P03U) ak. rok 2013/2014 7. p̌rednáška 25. listopadu 2013 146(226)
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klasický postup p̌ri rozhodováńı

I zvolit (nulovou) hypotézu H0, alternativu H1

I zvolit hladinu testu α (zpravidla 5 %)

I zvolit metodu rozhodováńı (který test použ́ıt)

I z dat spoč́ıtat testovou statistiku T a porovnat ji
s tabelovanou kritickou hodnotou
(ještě pohodlněǰśı bude: porovnat p-hodnotu s hladinou α)

I kritický obor – množina těch výsledk̊u pokusu
(nap̌r. hodnot T ), kdy budeme hypotézu zaḿıtat

I když padne statistika T do kritického oboru, pak hypotézu
zaḿıtnout (zpravidla, když T ≥ t0, kde t0 je kritická hodnota)
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p̌ŕıklad: padá na kostce šestka p̌ŕılǐs často?
Franta si svoji kostku možná nějak vylepšil

I chceme na 5% hladině prokázat, že pravděpodobnost šestky
na dané kostce je věťśı, než by měla být (tj. věťśı než 1/6)

I H0 : P(padne šestka) = 1/6 (π = π0)

I H1 : P(padne šestka) > 1/6 (π > π0)

I provedeme n = 100 pokus̊u, Y je počet šestek v nich

I co svědč́ı pro neplatnost hypotézy? Je to situace, kdy

”
šestka padá mnohem častěji, než by měla padat za H0“

I tvar kritického oboru: hypotézu zaḿıtat, když Y > y0

I za platnosti H0 má počet šestek Y rozděleńı bi(n, 1/6)

I velikost kritického oboru: y0 zvoĺıme tak, abychom hypotézu
za jej́ı platnosti zaḿıtali s pravděpodobnost́ı nejvýše α, tj.

P0(Y > y0) ≤ α
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p̌ŕıklad: jak zvolit kritickou hodotu y0?

I některé pravděpodobnosti pro Y ∼ bi(100, 1/6)

y0 19 20 21 22 23 24

P0(Y > y0) 0,220 0,152 0,100 0,063 0,038 0,022

I podḿınku P0(Y > y0) ≤ 0,05 = α splňuje y0 = 23

I padne-li ve 100 nezávislých hodech kostkou v́ıce než 23 šestek,
budeme na 5% hladině zaḿıtat hypotézu, že pst šestky je
1/6 ve prospěch alternativy, že pst šestky je věťśı než 1/6
(dáno zvolenou alternativou)

I na kostce A nám padlo 17 šestek, hypotézu nezaḿıtáme
(to ale neznamená, že bychom hypotézu prokázali!!!)

I na kostce B nám padlo 41 šestek, hypotézu zaḿıtáme

I pro α = 10 % bychom zvolili y0 = 21,
bylo by však věťśı riziko zaḿıtnut́ı platné hypotézy
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p̌ŕıklad: śıla testu

I śıla testu = pst, že hypotézu zaḿıtneme, když ona neplat́ı

I p̌ri 100 hodech hypotézu na 5% hladině zaḿıtáme, je-li
Y > 23

I necht’ je ve skutečnosti π = 1/4, pak hypotézu zaḿıtneme
(výsledek pokusu padne do kritického oboru) s pst́ı

P(Y > 23) =
100∑
k=24

(
100

k

)(
1

4

)k (
1− 1

4

)100−k
= 0,629

1-BINOMDIST(23;100;1/4;1) 1-pbinom(23,100,1/4)

I pro π = 0,25 je tedy śıla testu 62,9 %

I pro π = 0,3 je podobně śıla testu rovna 92,4 %
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p̌ŕıklad: śıla testu

závislost śıly testu nulové hypotézy H0 : π = 1/6 proti
jednostranné alternativě H1 : π > 1/6
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rozhodováńı pomoćı p-hodnoty

I p-hodnota p je nejmenš́ı α, p̌ri kterém z daných dat nulovou
hypotézu H0 ještě zaḿıtáme

I p-hodnota p je za platnosti H0 spoč́ıtaná pravděpodobnost
výsledk̊u stejně nebo méně p̌ŕıznivých pro H0, než ten, který
opravdu nastal

I H0 zaḿıtáme právě tehdy, když je p ≤ α
I p-hodnotu poč́ıtaj́ı moderńı poč́ıtačové programy

I existuj́ı úlohy, kdy se rozhoduje pouze podle p-hodnoty
(nap̌r. Fisher̊uv exaktńı test ve čty̌rpolńı tabulce)

I statistické rozhodováńı:
spoč́ıtat k T odpov́ıdaj́ıćı p-hodnotu a porovnat ji s α

I nulovou hypotézu zaḿıtnout, je-li p ≤ α
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statistická indukce testováńı hypotéz p-hodnota test o pod́ılu (o psti) π jednovýběrový test

p̌ŕıklad: rozhodováńı pomoćı p-hodnoty
I snaž́ıme se prokázat, že šestka padá p̌ŕılǐs často (H1 : π > 1/6)
I hypotéza H0 : π = 1/6, kritický obor: Y > y0 = 23
I na kostce A padlo 17 šestek, proto (psti binomického

rozděleńı)

p = P0 (Y ≥ 17) =
100∑
k=17

(
100

k

)(
1

6

)k (
1− 1

6

)100−k
= 0,506

= 1− P0(Y ≤ 16) 1-BINOMDIST(16;100;1/6;1)

I protože 50,6 % > 5 %, hypotézu nemůžeme na 5% hladině
zaḿıtnout, nemůžeme tvrdit, že pst šestky je věťśı než 1/6

I neprokázali jsme však, že by hypotéza platila
I na kostce B padlo 41 šestek

p = P0(Y ≥ 41) = 1− P0(Y ≤ 40) = 7,4 · 10−9

hypotézu zaḿıtáme 1-pbinom(40,100,1/6)
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p̌ŕıklad: kostka a oboustranná alternativa

I chceme ově̌rit, zda je kostka v pǒrádku

I pokuśıme se prokázat, že pst šestky je věťśı než 1/6 (pak
šestka padá p̌ŕılǐs často) nebo je menš́ı než 1/6 (padá p̌ŕılǐs
žŕıdka) (oboustranná alternativa)

I H0 : P(padne šestka) = 1/6 (π = π0)

I H1 : P(padne šestka) 6= 1/6 (π 6= π0)

I proti hypotéze svědč́ı malé nebo velké hodnoty Y

I pst chyby 1. druhu α rozděĺıme na dvě poloviny:
α/2 pro p̌ŕılǐs malé Y , α/2 p̌ŕılǐs velké Y
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p̌ŕıklad: kostka, oboustranná alternativa

y0 9 10 11 . . . 23 24 25

P0(Y < y0) 0,010 0,021 0,043 . . . 0,937 0,62 0,978

P0(Y > y0) 0,979 0,957 0,922 . . . 0,038 0,022 0,012

P0(Y = y0) 0,012 0,021 0,035 . . . 0,025 0,016 0,010

I α = 0,05, tj. α/2 = 0,025 (resp. α = 0,1, tj. α/2 = 0,05)

I H0 zaḿıtneme, když bude Y < 10 nebo když bude Y > 24

I skutečná pst chyby 1. druhu bude 0,021 + 0,022 = 0,043

I pbinom(9,100,1/6)+(1-pbinom(24,100,1/6))

BINOMDIST(9;100;1/6;1) +

1-BINOMDIST(24;100;1/6;1)

I hodnoty v rozmeźı 10 až 24 (včetně meźı) nesvědč́ı proti H0
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oboustranná alternativa (p̌ribližně)

I H0 : π = π0, nap̌r. P(padne šestka) = 1/6

I H1 : π 6= π0, nap̌r. P(padne šestka) 6= 1/6

I proti hypotéze svědč́ı Y hodně daleko od µY = nπ0 (poč́ıtáme
za platnosti hypotézy), tj. rel. četnost f = Y /n daleko od π0

I zavedeme

Z =
Y − nπ0√
nπ0(1− π0)

=
f − π0√
π0(1− π0)

√
n

I hypotézu zaḿıtneme, bude-li Z daleko od nuly:
|Z | ≥ z(1− α/2)

I pro α = 5 % zaḿıtáme hypotézu, je-li |Z | ≥ 1,96

I YA = 17, zA = 0,089, p = 92,9% (nezaḿıtneme)
95% int- spol. (0,10; 0,24) p̌rekrývá hodnotu 1/6

.
= 0,167

I YB = 41, zB = 6,529, p < 0,01% (zaḿıtneme)
95% int- spol. (0,31; 0,51) nep̌rekrývá hodnotu 1/6

.
= 0,167
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změnila se za deset rok̊u výška desetiletých hochů?

I v roce 1951 byla pr̊uměrná výška desetiletých hochů 136,1 cm
(zjǐstěno z velkého výběru o tiśıćıch mě̌reńı)

I v roce 1961 bylo změ̌reno 15 náhodně vybraných desetiletých
hochů (výšky v cm): 127 130 133 136 136 138 139 139 139
140 141 142 147 149 151

I x̄ = 139,13 cm, n = 15

I znamená to, že po deseti letech jsou desetilet́ı opravdu vyš̌śı?

I co je výška desetiletých hochů? (populačńı pr̊uměr)

I stač́ı k důkazu, že 10 hochů je věťśıch než 136,1 cm
a jen 5 menš́ıch než 136,1 cm?

I stač́ı k důkazu skutečnost, že nový výběrový pr̊uměr je o 3
cm věťśı než hypotézou p̌redpokládaný populačńı pr̊uměr?
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test o sťredńı hodnotě µ normálńıho rozděleńı
jednovýběrový t-test

I p̌redpokládáme X1,X2, . . . ,Xn ∼ N
(
µ, σ2

)
, nezávislé

I σ > 0 odhadneme pomoćı S =
√

1
n−1

∑n
i=1(Xi − X̄ )2

I rozptyl X̄ odhadneme pomoćı S2/n, sťredńı chybu X̄

odhadneme jako Ŝ.E.(X̄ ) = S/
√

n

I H0 : µ = µ0 (µ0 známá konstanta)

T =
X̄ − µ0

Ŝ.E.(X̄ )
=

X̄ − µ0

S

√
n

statistika T má za H0 Studentovo t-rozděleńı s n − 1 st. vol.
I kdy hypotézu H0 zaḿıtáme (kritický obor):

I H1 : µ 6= µ0 (oboustranná alternativa) |T | ≥ tn−1(1−α/2)
I H1 : µ > µ0 (jednostranná alternativa) T ≥ tn−1(1− α)
I H1 : µ < µ0 (jednostranná alternativa) T ≤ −tn−1(1− α)
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souvislost s intervalem spolehlivosti

I p̌ripomeňme interval spolehlivosti pro µ

X̄ − S√
n

tn−1(1− α/2) < µ < X̄ +
S√
n

tn−1(1− α/2)

X̄ − Ŝ.E.(X̄ ) · tn−1(1− α/2) < µ < X̄ + Ŝ.E.(X̄ ) · tn−1(1− α/2)

I lze p̌repsat jako

|T | =

∣∣∣∣ X̄ − µS

√
n

∣∣∣∣ < tn−1(1− α/2)

I H0 : µ = µ0 tedy nezaḿıtneme na hladině α p̌ri oboustranné
alternativě, právě když µ0 lež́ı v 100(1− α)% intervalu
spolehlivosti

I interval spolehlivosti obsahuje takové hodnoty µ0,
které bychom jako hypotézu nezaḿıtli
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p̌ŕıklad: výšky desetiletých hochů

I máme H0 : µ = µ0 = 136,1, H1 : µ > µ0 = 136,1

I kritický obor: X̄ se p̌ŕılǐs lǐśı od µ0 ve směru zvolené alternativy

I spoč́ıtáme
t.test(hosi,mu=136.1,alternative="greater")

T =
139,13− 136,1

6,56

√
15 = 1,79

I na 5% hladině p̌ri jednostranné alternativě µ > µ0 hypotézu
zaḿıtáme, nebot’ t14(0,95) = 1,76 (p = 4,7 %)

I na 5% hladině jsme prokázali, že výška desetiletých vzrostla

I 95% int. spolehlivosti pro populačńı pr̊uměr výšek hochů:
jednostranný: (136,2;∞), oboustranný (135,5; 142,8)

I na 5% hladině p̌ri oboustranné alternativě bychom hypotézu
nezaḿıtli, nebot’ t14(0,975) = 2,14 (p = 9,5 %)
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statistická indukce testováńı hypotéz p-hodnota test o pod́ılu (o psti) π jednovýběrový test

ově̌reńı normality

I nulová hypotéza H0 : data maj́ı normálńı rozděleńı

I graficky: p̌redstavu dá normálńı diagram (probability plot):
porovná ideálńı p̌redstavu na ose x se skutečnost́ı na ose y

I Shapir̊uv-Wilk̊uv test hodnot́ı normálńı diagram

●

●

●

● ●

●

● ● ●

●

●

●

●

●

●

−1 0 1

13
0

13
5

14
0

14
5

15
0

Theoretical Quantiles

S
am

pl
e 

Q
ua

nt
ile

s

qqnorm(vysky);
qqline(vysky)

shapiro.test(vysky)

W = 0.9663

p-value = 0.7998

H0 : data maj́ı normálńı rozděleńı jsme nezaḿıtli (p > 0,05),
normálńı rozděleńı můžeme p̌redpokládat
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statistická indukce testováńı hypotéz p-hodnota test o pod́ılu (o psti) π jednovýběrový test

použit́ı Excelu (Analýza dat, Popisná statistika)

p̌rednáška Excel hoši

pr̊uměr Sťr. hodnota 139,13
sťredńı chyba Chyba sťr. hodnoty 1,693
medián Medián 139
modus Modus 139
s Směr. odchylka 6,56
s2 Rozptyl výběru 42,98
špičatost Špičatost 0,006
šikmost Šikmost 0,090
rozpět́ı Rozd́ıl max-min 24
minimum Minimum 127
maximum Maximum 151
součet Součet 2087
rozsah výběru n Počet 15
pol. š́ı̌rka int. spol. Hladina spol. 3,63

I 139,13 – 3,63
= 135,50

I 139,13 + 3,63
= 142,76

I 95% interval
spolehlivosti:
(135,5; 142,8)

I µ0 = 136,1 je
v int. spolehlivosti

I p̌ri oboustranné
alternativě jsme
nezaḿıtli H0
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dvouvýběrový t-test Mann-Whitney párový t-test

8. p̌rednáška

I dvouvýběrový t-test

I Mannův-Whitneẙuv test
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dvouvýběrový t-test Mann-Whitney párový t-test

porovnáńı dvou populaćı (dvouvýběrový t-test)

I p̌ŕıklad: lǐśı se desetileté
d́ıvky výškou postavy od
desetiletých hochů?
(tvrzeńı o všech dětech)

I výběr hochů známe,
x̄ = 139,13 cm,
sx = 6,56, nx = 15

I výšky d́ıvek: 131, 132,
135, 141, 141, 141, 141,
142, 143, 146, 146, 151

I ȳ = 140,83, sy = 5,84,
ny = 12
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dvouvýběrový t-test Mann-Whitney párový t-test

dvouvýběrový t-test
výšky desetiletých dět́ı

I lze p̌redpokládat, že výšky náhodně vybraných hochů maj́ı
normálńı rozděleńı

Xi ∼ N
(
µx , σ

2
)
, nezávislé, i = 1, . . . , nx

I lze p̌redpokládat, že výšky náhodně vybraných d́ıvek maj́ı
normálńı rozděleńı

Yi ∼ N
(
µy , σ

2
)
, nezávislé, i = 1, . . . , ny

I µx (resp. µy ) charakterizuje výšky všech chlapc̊u (d́ıvek)

I p̌redpoklad stejných rozptyl̊u bývá splněn, lze jej ově̌rit

I muśı j́ıt o nezávislé náhodné výběry, nelze nap̌r. vyb́ırat
sourozenecké dvojice nebo opakovaně mě̌rit stejnou osobu
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dvouvýběrový t-test Mann-Whitney párový t-test

dvouvýběrový t-test

I H0 : µx = µy (neńı rozd́ıl, nulová hypotéza)
žrejmě totéž jako µx − µy = 0 (nulový rozd́ıl sťr. hodnot)
(hoši a d́ıvky se v deseti letech co do výšky nelǐśı)

I možné alternativy
I H1 : µx 6= µy (neńı-li důvod k jednostranné alternativě)
I H1 : µx > µy (ćılem dokázat, že hoši jsou věťśı než d́ıvky)
I H1 : µx < µy (ćılem dokázat, že hoši jsou menš́ı než d́ıvky)

I rozhodováńı založeno na porovnáńı pr̊uměr̊u X̄ a Ȳ ; č́ım v́ıce
se lǐśı

”
správným směrem“, t́ım sṕı̌se zaḿıtnout hypotézu

I je ťreba porovnat s ḿırou p̌resnosti, s jakou rozd́ıl pr̊uměr̊u
X̄ − Ȳ odhadne skutečný rozd́ıl populačńıch pr̊uměr̊u µx − µy
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odhad σ2

I je ťreba odhadnout také neznámé σ2 pomoćı

S2 =
1

nx + ny − 2

(
nx∑
i=1

(Xi − X̄ )2 +

ny∑
i=1

(Yi − Ȳ )2

)

=
nx − 1

nx + ny − 2
S2
x +

ny − 1

nx + ny − 2
S2
y

(vážený pr̊uměr odhadů rozptylu v obou výběrech)

I výška desetiletých dět́ı: nx = 15, ny = 12, x̄ = 139,13,
ȳ = 140,83, s2

x = 42,98, s2
y = 33,79, tud́ıž

s2 =
14

25
· 42,98 +

11

25
· 33,79 = 38,94 = 6,242
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dvouvýběrový t-test Mann-Whitney párový t-test

kritický obor

I o hypotéze H0 : µx = µy se rozhoduje pomoćı

T =
X̄ − Ȳ

Ŝ.E.(X̄ − Ȳ )
=

X̄ − Ȳ

S

√
nxny

nx + ny

I H1 : µx 6= µy zaḿıtáme pokud |T | ≥ tnx+ny−2(1− α/2)

I H1 : µx > µy zaḿıtáme pokud T ≥ tnx+ny−2(1− α)

I H1 : µx < µy zaḿıtáme pokud T ≤ −tnx+ny−2(1− α)

I výšky desetiletých: t = −0,70 ⇒
| − 0,70| < 2,06 = t15+12−2(0,975)

I na 5% hladině jsme neprokázali rozd́ıl mezi výškami
desetiletých hochů a d́ıvek (p = 48,8 %)

t.test(vyska∼Hoch,var.equal=TRUE)
TTEST(A14:A28;A2:A13;2;2)
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dvouvýběrový t-test Mann-Whitney párový t-test

souvislost s intervalem spolehlivosti

I µx − µy = δ (o kolik se lǐśı populačńı pr̊uměry)

I odhadem pro δ je d = X̄ − Ȳ = −1,7

I krajńı body intervalu spolehlivosti pro δ jsou

(X̄ − Ȳ )∓ Ŝ.E.(X̄ − Ȳ ) · tnx+ny−2(1− α/2)

H0 : δ = 0 (tj. µx = µy ) zaḿıtáme právě tehdy,
když nula neńı v int. spol. pro δ

I p̌ri porovnáńı výšek hochů a d́ıvek je 95% interval pro δ(
−0,7− 6,24

√
1

15
+

1

12
· 2,06; −0,7 + 6,24

√
1

15
+

1

12
· 2,06

)
(−6,7; 3,3)

I nula je v intervalu, proto nezaḿıtáme H0 : δ = 0
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dvouvýběrový t-test Mann-Whitney párový t-test

shrnut́ı

I důležité p̌redpoklady
I nezávislé výběry (dáno způsobem sběru dat)
I stejné (populačńı) rozptyly (lze testovat)
I normálńı rozděleńı (lze testovat)

I existuje varianta bez p̌redpokladu stejných rozptyl̊u (Welch)
(bude následovat)

t.test(vyska∼Hoch,var.equal=FALSE)
TTEST(A14:A28;A2:A13;2;3)

I pro velká nx , ny na normalitě tolik nezálež́ı (CLV)

I je-li problém s normalitou, lze použ́ıt jiný test
(dvouvýběrový Wilcoxonův, též Mannův-Whittneẙuv)
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dvouvýběrový t-test Mann-Whitney párový t-test

problém nestejných rozptyl̊u

I p̌redpoklad o stejném rozptylu v obou souborech nemuśı být
ve skutečnosti splněn, lze jej ově̌rit porovnáńım odhadů

rozptylu F -testem založeným na F =
S2
x

S2
y

I hypotéza H0 : σ2
x = σ2

y se proti H1 : σ2
x 6= σ2

y zaḿıtá, když je

bud’ F =
S2
x

S2
y

≥ Fnx−1,ny−1(1−α/2) nebo
S2
y

S2
x

≥ Fny−1,nx−1(1−α/2)

I vlastně se věťśı odhad rozptylu děĺı menš́ım odhadem, k tomu
se muśı zvolit odpov́ıdaj́ıćı pǒrad́ı stupňů volnosti a hladina

I p̌ŕıklad výšky desetiletých dět́ı:
F = 42,98

33,79 = 1,27 < F14,11(0,975) = 3,36

I var.test(vyska∼Hoch) FTEST() (???)
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dvouvýběrový t-test Mann-Whitney párový t-test

MS Excel: Dvouvýběrový F-test pro rozptyl

p̌rednáška Excel Soubor 1 Soubor 2

pr̊uměr Sťr. hodnota 139,13 140,83
rozptyl Rozptyl 42,98 33,79
rozsah Pozorováńı 15 12
stupně vol. Rozd́ıl 14 11
F F 1,27
p P(F <= f ) (1) 0,349

F krit (1) 2,739

pozor Excel pracuje špatně: uvád́ı kritickou hodnotu a p-hodnotu
pro jednostrannou alternativu odvozenou z hodnoty statistiky F ;
p̌ri oboustranné alternativě je ťreba p-hodnotu vynásobit dvěma
ve skutečnosti je P(F > 1,27) = 0,349, takže p = 2 · 0,349 = 0,698
pro oboustrannou alternativu mělo být použito
F14,11(0,975) = 3,359
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dvouvýběrový t-test Mann-Whitney párový t-test

provedeńı v MS Excelu (nestejné rozptyly)

Soubor 1 Soubor 2

pr̊uměr Sťr. hodnota 139,133 140,833
rozptyl Rozptyl 42,981 33,788
rozsah Pozorováńı 15 12
H0 : µx − µy = Hyp. rozd́ıl sťr. hodnot 0
stupně volnosti f Rozd́ıl 25
T t stat -0,713
p jednostr. testu P(T<=t) (1) 0,241
tf (1− α) t krit (1) 1,708
p oboustr. testu P(T<=t) (2) 0,482
tf (1− α/2) t krit (2) 2,060

p̌ri oboustranné alternativě nelze nulovou hypotézu zaḿıtnout
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dvouvýběrový t-test Mann-Whitney párový t-test

dvouvýběrový Wilcoxonův test (někdy nep̌resně
Mannův-Whitneẙuv)
pǒradová obdoba dvouvýběrového t-testu

I porovnáváme stejný kvantitativńı (spojitý) znak ve dvou
populaćıch

I máme dva nezávislé výběry z těchto populaćı
I neńı ťreba p̌redpokládat normálńı rozděleńı, stač́ı spojité
I necht’ X1, . . . ,Xnx a Y1, . . . ,Yny jsou nezávislé výběry ze

spojitého rozděleńı (nap̌ŕıklad věk matek, sťredńı délka života
muž̊u p̌ri narozeńı ve dvou skupinách zeḿı, potratovost . . . )

I H0 tvrd́ı, že obě rozděleńı jsou stejná (mezi populacemi neńı
rozd́ıl, zpravidla nás zaj́ımá, že neńı rozd́ıl v ḿırách polohy)

I specielně to znamená, že populačńı mediány jsou shodné
I postup založen na pǒrad́ı bez ohledu na výběr
I idea: kdyby nebyl mezi populacemi rozd́ıl, byla by takto

zjǐstěná pr̊uměrná pǒrad́ı v obou výběrech podobná
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dvouvýběrový t-test Mann-Whitney párový t-test

p̌ŕıklad: kostky cukru

I porovnáváme spoťrebu cukru u 43letých muž̊u s rizikovým
faktorem pro ICHS se spoťrebou cukru 43letých muž̊u bez
tohoto faktoru

I spoťrebu (hrubě) mě̌ŕıme udaným počtem kostek cukru běžně
spoťrebovaných za den

I dvouvýběrový t-test poťrebuje normálńı rozděleńı

I Shapir̊uv-Wilk̊uv test:
data: normálnı́ W = 0.9557, p-value = 0.4074

data: riziková W = 0.9246, p-value = 0.008537

I dvouvýběrový t-test neńı vhodný, p̌redpoklad o normálńım
rozděleńı neńı udržitelný
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dvouvýběrový t-test Mann-Whitney párový t-test

p̌ŕıklad: kostky cukru
grafické ově̌reńı normality
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dvouvýběrový t-test Mann-Whitney párový t-test

p̌ŕıklad: kostky cukru

I dvě skupiny muž̊u sťredńıho věku (riziková, normálńı)

I spojitý znak mě̌ŕıme hrubě počtem kostek cukru na den

kostek norm. rizik. celkem pǒrad́ı R(norm.) R(rizik.)
0 2 7 9 5,0 10,0 35,0
1 1 3 4 11,5 11,5 34,5
2 1 3 4 15,5 15,5 46,5
3 4 6 10 22,5 90,0 135,0
4 1 5 6 30,5 30,5 152,5
5 3 4 7 37,0 111,0 148,0
6 2 4 6 43,5 87,0 174,0
7 1 1 2 47,5 47,5 47,5
8 3 4 7 52,0 156,0 208,0

10 3 2 5 58,0 174,0 116,0
12 0 2 2 61,5 0,0 123,0
15 1 1 2 63,5 63,5 63,5

celkem 22 42 64 796,5 1283,5
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dvouvýběrový t-test Mann-Whitney párový t-test

dvouvýběrový Wilcoxonův test

I normálńı: nx = 22, součet pǒrad́ı Wx = 796,5
(pr̊uměr 796,5

22 = 36,2)

I riziková: ny = 42, součet pǒrad́ı Wy = 1283,5
(pr̊uměr 1283,5

42 = 30,50)

I wilcox.test(normálnı́,riziková)

W = 543.5, p-value = 0.2495

I statistika W má jiný význam (Mannův-Whitneẙuv test)
I uvažuje všechny dvojice muž̊u (normálńı, riziková), tj. (Xi ,Yj),

i = 1, . . . , nx , j = 1, . . . , ny

I neńı-li mezi dvěma populacemi, dokud pocházej́ı výběry
(plat́ı-li H0) rozd́ıl, mělo by asi v polovině p̌ŕıpadů být Xi > Yj

a v polovině p̌ŕıpadů Xi < Yj

I statistika W udává počet dvojic Xi > Yj zvěťsený o polovinu
počtu dvojic Xi = Yj

I rozhodnut́ı dvouvýběrového Wilcoxonova testu a
Mannova-Whitneyova testu jsou totožná
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dvouvýběrový t-test Mann-Whitney párový t-test

p̌ŕıklad: IQ dvojčat (párový t-test)
datový soubor twins v baĺıčku alr3

rodiče 82 90 91 115 115 129 131
pěstouni 82 80 88 108 116 117 132

rozd́ıl 0 10 3 7 −1 12 -1
I dvojice jednovaječných dvojčat vychovávaných odděleně
I Záviśı IQ na způsobu výchovy?
I párová závislost, nejde o dvouvýběrový test
I H0 : µr = µp, tj. µrozd́ıl = 0
I jednovýběrový t-test použijeme na rozd́ıly
I t = 2,097, p = 0,081
I rozd́ıl jsme neprokázali
I 95 % int. spol. pro rozd́ıl µr = µp: (−0,7; 9,3)
I použit́ı jednovýběrového t-testu na rozd́ıl párově (možná)

závislých pozorováńı se nazývá párový t-test
I p̌redpokládá se, že rozd́ıly jsou nezávislé a maj́ı normálńı

rozděleńı
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dvouvýběrový t-test Mann-Whitney párový t-test

p̌ŕıklad: IQ dvojčat (znaménkový test)
rodiče 82 90 91 115 115 129 131

pěstouni 82 80 88 108 116 117 132

rozd́ıl 0 10 3 7 −1 12 -1
I čty̌ri hodnoty z šesti nenulových jsou kladné (znaménko nuly

nemá smysl)
I Kdyby nezáleželo na tom, kdo dvojče vychovává, byla by

pravděpodobnost kladného znaménka rovna 1/2, použijeme
test o pravděpodobnosti v binomickém rozděleńı.

I (slajd 156:)

Z =
Y − nπ0√
nπ0(1− π0)

=
f − π0√
π0(1− π0)

√
n

I

z =
4− 6/2√

6/4
= 0,816, p = 0,414

I binom.test(4,6,p=0.5) je založen na p̌resném testu:
p = 0,6875
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dvouvýběrový t-test Mann-Whitney párový t-test

znaménkový test obecně

I X1,X2, . . . ,Xn nezávislé, stejně rozdělené, spojité rozděleńı

I H0 : P(Xi ≤ x0) = 1/2, tj. x0 je populačńı medián

I vyškrtněme pozorováńı shodná s x0, upravme n

I označme Y počet hodnot Xi menš́ıch než x0, plat́ı-li H0, pak
Y ∼ bi(n, 1/2)

I rozhodneme o H0 v binomickém rozděleńı bi(n, π), podle které
je π = 0,5

I u párově závislých pozorováńı použijeme jako Xi rozd́ıly
hodnot ve dvojićıch
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dvouvýběrový t-test Mann-Whitney párový t-test

jednovýběrový (párový) Wilcoxonův test
(Wilcoxon signed rank test)

I X1,X2, . . . ,Xn nezávislé, stejně rozdělené, spojité rozděleńı,
které je symetrické kolem x0

I H0 : x0 = a, kde a je daná hodnota, nejčastěji nula

I podobně jako u znaménkového testu se vylouč́ı hodnoty
Xi = a, uprav́ı se n

I urč́ı se pǒrad́ı R+
i absolutńıch hodnot |Xi − a, sečtou se jen

ta, kde je Xi > a

W =
∑

i :Xi>a

R+
i

I rozhoduje se podle W
wilcox.test(rodiče,pěstouni,paired=TRUE)

Statistika (MD360P03Z, MD360P03U) ak. rok 2013/2014 8. p̌rednáška 2. prosince 2013 182(226)



dvouvýběrový t-test Mann-Whitney párový t-test

p̌ŕıklad: IQ dvojčat (znaménkový test)

rodiče 82 90 91 115 115 129 131
pěstouni 82 80 88 108 116 117 132

rozd́ıl 0 10 3 7 −1 12 −1

|rozd́ıl| — 10 3 7 1 12 1

R+
i — 5 3 4 1,5 6 1,5

I W = 5 + 3 + 4 + 6 = 18 p = 14,1 %

I wilcox.test(rodiče,pěstouni,paired=TRUE)

I kdybychom p̌redpokládali normálńı rozděleńı, použili bychom
t.test(rodiče,pěstouni,paired=TRUE)
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korel. koef. Spearmanův korel. koef. regrese metoda nejm. čtverc̊u testy ově̌reńı p̌redpokladů

9. p̌rednáška

I (Pearsonův) korelačńı koeficient

I Spearmanův korelačńı koeficient

I regrese

I metoda nejmenš́ıch čtverc̊u

I testy o regresńı p̌ŕımce

I ově̌reńı p̌redpokladů
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korel. koef. Spearmanův korel. koef. regrese metoda nejm. čtverc̊u testy ově̌reńı p̌redpokladů

p̌ŕıklad: výška otce a syna
data: Galton (1886), Hanley (2004), údaje v angl. palćıch (1 palec = 25,4 mm)

souviśı spolu výška otce a výška jeho dospělého syna? r = 0,505

65 70 75

65
70

75

otec

sy
n

rxy =
∑n

i=1(Xi−X̄ )(Yi−Ȳ )√∑n
i=1(Xi−X̄ )2

∑n
i=1(Yi−Ȳ )2

= 1
n−1

∑n
i=1

(
Xi−X̄
SX

)(
Yi−Ȳ
SY

)
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korel. koef. Spearmanův korel. koef. regrese metoda nejm. čtverc̊u testy ově̌reńı p̌redpokladů

prokazováńı závislosti spojitých veličin

I považujme dvojice výšek X ,Y (otec,syn) za náhodný výběr
z populace dvojic (otec,syn)

I H0 : náhodné veličiny X ,Y jsou nezávislé
I v́ıme, že pro nezávislé X ,Y je ρXY = 0
I rxy je odhadem ρXY ; jak daleko od nuly muśı být rxy ,

abychom na hladině α prokázali závislost X ,Y ?
I za p̌redpokladu, že X ,Y maj́ı normálńı rozděleńı (nebo

počet pozorovaných dvojic Xi ,Yi je velký) a dvojice (Xi ,Yi )
jsou mezi sebou (pro r̊uzná i) nezávislé, hypotézu nezávislosti
zaḿıtáme pokud je |T | ≥ tn−2(1− α/2), kde

T =
rxy√

1− r 2
xy

√
n − 2

I pro (otec,syn) vyšlo t = 7,65, p
.

= 10−12, závislost jsme
prokázali (normalitu výšek lze p̌redpokládat)
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korel. koef. Spearmanův korel. koef. regrese metoda nejm. čtverc̊u testy ově̌reńı p̌redpokladů

Spearmanův korelačńı koeficient

I nelze-li p̌redpokládat normalitu (nebo nejsou stovky dvojic),
použijeme Spearman̊uv korelačńı koeficient rS

I ḿısto původńıch Xi ,Yi použ́ıjeme jejich pǒrad́ı Ri ,Qi

I rS je vlastně Pearsonův korelačńı koeficient použitý na pǒrad́ı

I výpočet lze upravit (zjednodušit) na

rS = 1− 6

n(n2 − 1)

n∑
i=1

(Ri − Qi )
2

I vhodný také pro nelineárńı monotonńı závislost

I nevad́ı odlehlé hodnoty

I p̌ri testováńı nemuśı být normálńı rozděleńı

I nezávislost se zaḿıtá, je-li |rS |
√

n − 1 ≥ z(α/2) (pro n velké),
jinak s využit́ım tabulek
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korel. koef. Spearmanův korel. koef. regrese metoda nejm. čtverc̊u testy ově̌reńı p̌redpokladů

p̌ŕıklad: emise CO2 a HDP v EU
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korel. koef. Spearmanův korel. koef. regrese metoda nejm. čtverc̊u testy ově̌reńı p̌redpokladů

p̌ŕıklad: emise CO2 a HDP v EU
ově̌reńı normálńıho rozděleńı CO2 a HDP, Shapir̊uv-Wilks̊uv test
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W = 0.8513, p-value = 0.001224

W = 0.7936, p-value = 0.0001061
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korel. koef. Spearmanův korel. koef. regrese metoda nejm. čtverc̊u testy ově̌reńı p̌redpokladů

p̌ŕıklad: emise CO2 a HDP v EU

I Spearmanův korelačńı koeficient:
cor.test(∼emiseCO2+HDP,data=EU2010,method="spearman")
rS = 0,549, což p̌ri n = 27 vede k p = 0,003

I nesprávně použitý (Pearsonův) korelačńı koeficient:
cor.test(∼emiseCO2+HDP,data=EU2010)
rS = 0,795, což p̌ri n = 27 vede k p < 0,001

I když vynecháme odlehlou hodnotu Lucemburska:
cor.test(∼emiseCO2+HDP,data=EU2010,subset=země!="LU")
dostaneme r = 0,516, což p̌ri n = 26 vede k p = 0,007

I po vyloučeńı dat o Lucembursku normalitu nezaḿıtneme

I u podobných dat (charakteristiky stát̊u, územńıch jednotek) je
p̌redpoklad normálńıho rozděleńı zpravidla nepoužitelný
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korel. koef. Spearmanův korel. koef. regrese metoda nejm. čtverc̊u testy ově̌reńı p̌redpokladů

regrese

I na rozd́ıl od korelace (śıla závislosti) hledáme tvar (způsob)
závislosti, zaj́ımá nás také pr̊ukaznost závislosti

I snaž́ıme se z daných hodnot regresor̊u (nezávisle
proměnných, prediktor̊u) p̌redpovědět hodnoty závisle
proměnné (odezvy, vysvětlované proměnné)

I snaž́ıme se variabilitu (koĺısáńı hodnot) odezvy vysvětlit
závislost́ı na koĺısaj́ıćıch regresorech

I prvně v tomto smyslu F. Galton (1886) p̌ri vyšeťrováńı
závislosti výšky potomk̊u na pr̊uměrné výšce rodič̊u

I Pearson, Lee (1903): potomci otc̊u o dva palce vyš̌śıch než
pr̊uměr všech otc̊u byli v pr̊uměru jen o palec vyš̌śı než pr̊uměr
synů; dvoupalcová odchylka se nereprodukovala celá, byl
patrný návrat (regres) k pr̊uměru
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korel. koef. Spearmanův korel. koef. regrese metoda nejm. čtverc̊u testy ově̌reńı p̌redpokladů

p̌ŕıklad: souviśı výška syna s výškou otce?
upravená Galtonova data, údaje v palćıch

●

●

●

●

●

●

● ●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●●

●
●

●

●
●

●●

●

●

●
●

●●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●●

●

●

●

●

●●

●

●

●

●

●

●●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●●

●

●

●●

●
●

●●

●

●

●
●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●●●
●
●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●
●

●
●

●

●

●

●
●

●●

●

●●

●

●

●

●

65 70 75

64
66

68
70

72
74

76

otec

sy
n

Statistika (MD360P03Z, MD360P03U) ak. rok 2013/2014 9. p̌rednáška 9. prosince 2013 192(226)



korel. koef. Spearmanův korel. koef. regrese metoda nejm. čtverc̊u testy ově̌reńı p̌redpokladů

regresńı p̌ŕımka
I ćıl: chováńı Y (výška syna) co nejlépe (nejv́ıce) vysvětlit

lineárńı závislost́ı na x (výška otce)
I (naše p̌redstava, p̌redpoklad:) každé výšce otce xi odpov́ıdá

jakási sťredńı výška syna E Yi , ta záviśı na výšce otce lineárně

E Yi = β0 + β1xi , i = 1, . . . , n

I obecně p̌redpokládáme, že Y1, . . . ,Yn jsou nezávislé a

Yi ∼ N
(
β0 + β1xi , σ

2
)
, i = 1, . . . , n

I parametry β0, β1 odhadneme metodou nejmenš́ıch čtverc̊u
minimalizaćı p̌res β0, β1 součtu čtverc̊u

”
svislých“ odchylek

min
β0,β1

n∑
i=1

(Yi − β0 − β1xi )
2

I výsledné minimum (pro β0 = b0, β1 = b1) se nazývá
reziduálńı součet čtverc̊u: Se =

∑n
i=1(Yi − b0 − b1xi )

2
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metoda nejmenš́ıch čtverc̊u
na obrázku jsou pouze ťri pozorováńı!
směrnicový tvar rovnice p̌ŕımky – návod, jak k x spoč́ıtat y (soǔradnice bodu na p̌ŕımce)

odhadovaná závislost: y = β0 + β1 · x (populace)
odhad závislosti: y = b0 + b1 · x (výběr)

celková plocha čtverc̊u: Se =
∑n

i=1(Yi − b0 − b1xi )
2 (výběr)

●

●

●

x

y

●

●

●

[xi,Yi]

[xi,Ŷi]

1

b1

  y=b0+b1x
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náš p̌ŕıklad
summary(lm(syn∼otec,data=GaltonSyn))

koef. odhad sťr. chyba t-stat. p

abs. člen 34,652 4,527 7,654 <0,001
otec 0,501 0,065 7,651 <0,001

I odhad závislosti: ŝyn = 34,652 + 0,501 otec

I s každým palcem výšky otce roste výška syna v pr̊uměru
zhruba o půl palce

I jiné vyjáďreńı: (ŝyn – syn) = 0,501 (otec – otec)

I Vezměme otce, jejichž výška se lǐśı o jeden palec od pr̊uměrné
výšky otc̊u. Očekáváme, že pr̊uměrná výška jejich synů se od
pr̊uměrné výšky synů bude lǐsit jen o půl palce.

I odchylka od pr̊uměru se reprodukuje jen z poloviny (regrese
k pr̊uměru)

I závislost je pr̊ukazná, nebot’ v řádku pro x (otec) je p <0,001
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obecně

I odhadovaná závislost y = β0 + β1x , odhadnutá y = b0 + b1x

I závislost na x prokazujeme testováńım hypotézy H0 : β1 = 0
(pak je y pro všechna x stejné, tedy y = β0) pomoćı

T =
b1

S.E.(b1)
=

b1

s

√√√√ n∑
i=1

(xi − x̄)2

I zaḿıtáme H0 proti oboustranné alternativě, když
|T | ≥ tn−2(1− α/2)

I regresńı p̌ŕımka procháźı těžǐstěm (x̄ ; Ȳ )

I vyrovnané (vyhlazené) hodnoty:

Ŷi = b0 + b1xi = Ȳ + b1(xi − x̄)
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rezidua
I rezidua

ui = Yi − Ŷi = Yi − (b0 + b1xi ) = (Yi − Ȳ )− b1(xi − x̄)

I reziduálńı součet čtverc̊u: nevysvětlená variabilita Y

Se =
n∑

i=1

u2
i =

n∑
i=1

(Yi − (b0 + b1xi ))2

I reziduálńı rozptyl: odhad σ2

s2 = Se/(n − 2)

I koeficient determinace ukazuje, jaký d́ıl variability odezvy
(tj. jaký d́ıl

∑n
i=1(Yi − Ȳ )2) jsme závislost́ı vysvětlili

R2 = 1− Se∑n
i=1(Yi − Ȳ )2
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náš p̌ŕıklad a tabulka analýzy rozptylu

anova(lm(syn∼otec,data=GaltonSyn))

st. vol. součet čtverc̊u pr̊um. čtverec
variabilita f SS MS F p
model 1 279,11 279,107 58,532 <0,001
reziduálńı 171 815,41 4,768
celkem 172 1 094,52

I koĺısáńı výšek synů vysvětĺıme závislost́ı z 25,5 %, nebot’ je

R2 = 1− 815,41

1094,52
=

279,11

1094,5
= 0,255
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ově̌reńı splněńı p̌redpokladů

I ově̌reńı nelze provést jen hodnoceńım hodnot závisle
proměnné Y1, . . . ,Yn (nap̌r. nemaj́ı stejné sťredńı hodnoty)

I využ́ıvaj́ı se zejména rezidua ui = Yi − Ŷi (znaménkem
opaťrené svislé vzdálenosti pozorováńı od p̌ŕımky)

I rychlé p̌redběžné grafické ově̌reńı pomoćı funkce plot(a),
kde je a = lm(Y∼x)

I ově̌reńı normality: Shapir̊uv-Wilk̊uv test použitý na rezidua
shapiro.test(rstandard(a))

I stabilita rozptylu: Breuschův-Paganův test
library(lmtest); bptest(a)

I nezávislost po sobě jdoućıch pozorováńı: Durbinův-Watsonův
test (nap̌r. časová řada má pozorováńı navzájem závislá)
library(lmtest); dwtest(a)
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korel. koef. Spearmanův korel. koef. regrese metoda nejm. čtverc̊u testy ově̌reńı p̌redpokladů

p̌ŕıklad: výška syna a otce
plot() dá čtvěrici graf̊u
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p̌ŕıklad: výška syna a otce

I žádný graf nenaznačuje problém

I test normality: W = 0.9935, p-value = 0.6445

I stálost rozptylu: BP = 1.6422, df = 1, p-value = 0.2

I ani jeden test nenaznačuje problém, můžeme p̌redpokládat
normálńı rozděleńı i konstantńı rozptyl

I Durbinův-Watsonův test nemá smysl, protože pǒrad́ı
napozorovaných hodnot je nahodilé, neńı v něm systém.
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p̌ŕıklad: závislost produkce odpadu na HDP v EÚ
odpad v kg na osobu za rok, HDP jednotkách PPS
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závislost v logaritmech je nepochybně lépe vystižena p̌ŕımkou
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poznámky

I transformace mnohdy je užitečné modelovat závislost vhodné
funkce závisle proměnné na vhodné (ťreba jiné) funkci
nezávisle proměnné

I v p̌ŕıpadě jediné nezávisle proměnné x je koeficient
determinace R2 čtvercem korelačńıho koeficientu rxy

I mnohonásobná regrese: nezávisle proměnných může být
v́ıce, nap̌r. výšku syna lze vysvětlovat výškou otce a výškou
matky současně

I pokud data tvǒŕı časovou řadu, p̌redpoklad nezávislosti
pozorováńı mezi sebou nebývá splněn (nap̌r. vývoj HDP)
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p̌ŕıklad: vývoj starobńıch důchodů v ČR
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na grafu patrné koĺısáńı kolem p̌ŕımky, graf rezidúı to jen
zdůrazňuje: je nutno použ́ıt složitěǰśı model, který p̌rihlédne k
závislosti a žrejmé periodicitě
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regrese v MS Excelu 2000, 2003

Excel 2003 označeńı

absolutńı člen Hranice b0

odhad Koeficienty bi

sťredńı chyba odhadu Chyba sťredńı hodnoty∗ S.E.(bj)
koeficient

(mnohonásobné) korelace Násobné R
√

R2

koeficient determinace Hodnota spolehlivosti R R2

adjustovaný koef. det. Nastavená hodnota spol. R R2
adj

resid. směr. odchylka Chyba sťr. hodnoty∗ s
počet pozorováńı Pozorováńı n
počet st. volnosti Rozd́ıl

∗ pozor, dva r̊uzné pojmy označeny stejně!
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multinomické rozděleńı ch́ı-kvadrát test dobré shody kontingenčńı tabulka čty̌rpolńı tabulka

10. p̌rednáška

I multinomické rozděleńı

I ch́ı-kvadrát test dobré shody

I kontingenčńı tabulka

I čty̌rpolńı tabulka
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multinomické rozděleńı ch́ı-kvadrát test dobré shody kontingenčńı tabulka čty̌rpolńı tabulka

motivačńı p̌ŕıklad: je výběr reprezentativńı?

I bylo provedeno šeťreńı mezi ženami ve věku 18 až 50 rok̊u

I mezi 498 náhodně oslovenými ženami bylo celkem 180 žen
svobodných, 239 žen vdaných, 75 žen rozvedených a 4
ovdovělé

I stejné údaje v procentech: 36,14 % svobodných, 47,99 %
vdaných, 15,06 % rozvedených, 0,80 % ovdovělých

I je známo, že v celé populaci žen v ČR uvedeného věkového
rozpět́ı je 34,27 % svobodných, 52,03 % vdaných, 12,50 %
rozvedených a 1,20 % ovdovělých

I lze výběr považovat za reprezentativńı co do stavu?

I odpov́ıdaj́ı procenta výběru procent̊um populace, tj. je výběr
reprezentativńı?

I dostali bychom reprezentativńı výběr, kdybychom hledali ženy
nap̌r. v porodnici?
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multinomické rozděleńı

I zobecněńı binomického rozděleńı na k-tici náhodných veličin
Y1, . . . ,Yk

I parametry n, π1, . . . , πk (0 < πj < 1, π1 + . . .+ πk = 1)

I n nezávislých pokus̊u
I v každém pokusu právě jeden z k možných výsledk̊u

I možné výsledky se muśı vylučovat
I aspoň jeden z možných výsledk̊u muśı nastat

I j-tý výsledek nastává s pravděpodobnost́ı πj
I Yj – počet pokus̊u, v nichž nastal j-tý možný výsledek, tedy

nutně
Y1 + . . .+ Yk = n
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p̌ŕıklady multinomického rozděleńı

I p̌redvolebńı pr̊uzkum
I n – počet tázaných
I πj – skutečný pod́ıl volič̊u j-té strany v populaci
I Yj – počet (četnost) volič̊u j-té strany ve výběru

I hody hraćı kostkou
I n – počet hodů
I π1, . . . , π6 – pravděpodobnosti jednotlivých stran kostky
I Y1, . . . ,Y6 – absolutńı četnosti jednotlivých stran kostky

I krevńı skupiny
I k = 4 (skupiny 0, A, B, AB)
I π0, πA, πB , πAB – pravděpodobnosti skupin 0, A, B, AB
I Y0,YA,YB ,YAB – počty osob se skupinami 0, A, B, AB

I půjde o multinomické rozděleńı, když pǒŕıd́ıme vzorek vědc̊u
(populaci vědc̊u lze definovat), pokud je budeme ťŕıdit podle
státńı p̌ŕıslušnosti?
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multinomické rozděleńı ch́ı-kvadrát test dobré shody kontingenčńı tabulka čty̌rpolńı tabulka

vlastnosti multinomického rozděleńı

I každá jednotlivá složka Yj má binomické rozděleńı:

Yj ∼ bi(n, πj)

I sťredńı hodnota: µYj
= nπj , rozptyl: σ2

Yj
= nπj(1− πj)

I (pro zaj́ımavost) kovariance: cov(Yj ,Yt) = −nπjπt j 6= t

I náhodné veličiny Y1, . . . ,Yk jsou závislé (Y1 + . . .+ Yk = n)

I asymptotická vlastnost ch́ı-kvadrát (velká n, nπj ≥ 5 ∀j)

χ2 =
k∑

j=1

(Yj − nπj)
2

nπj
∼ χ2

k−1

I Yj – empirické četnosti,
nπj – očekávané (teoretické) četnosti
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multinomické rozděleńı ch́ı-kvadrát test dobré shody kontingenčńı tabulka čty̌rpolńı tabulka

p̌ŕıklad: hraćı kostka A

I ch́ı-kvadrát test dobré shody

I n = 100 hodů kostkou

I Y1 = 12, Y2 = 21, Y3 = 14, Y4 = 15, Y5 = 21, Y6 = 17

I hypotéza H0 : π1 = . . . = π6 = 1/6 dá očekávané četnosti
nπ1 = . . . = nπ6 = 100/6 = 16,67 (vždy v́ıce než 5))

I

χ2 =
(12− 16,67)2

16,67
+ . . .+

(17− 16,67)2

16,67
= 4,16

I

χ2 < χ2
5(0,95) = 11,07, p = 52,7 %

I neprokázali jsme, že by kostka nebyla symetrická

I neprokázali jsme ani to, že je symetrická

I symetrii můžeme pouze p̌redpokládat

I chisq.test(c(12,21,14,15,21,17),p=rep(1,6)/6)
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multinomické rozděleńı ch́ı-kvadrát test dobré shody kontingenčńı tabulka čty̌rpolńı tabulka

p̌ŕıklad: hraćı kostka B (1)

I n = 100 hodů kostkou

I Y1 = 15,Y2 = 16,Y3 = 7,Y4 = 6,Y5 = 15,Y6 = 41

I hypotéza H0 : π1 = . . . = π6 = 1/6 dá očekávané četnosti
nπ1 = . . . = nπ6 = 100/6 = 16,67

χ2 =
(15− 16,67)2

16,67
+ . . .+

(41− 16,67)2

16,67
= 48,32

I

χ2 > χ2
5(0,95) = 11,07 p < 0,0001

I žrejmě je nutno zaḿıtnout hypotézu, že kostka je symetrická

I na 5% hladině jsme prokázali, že neńı symetrická
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multinomické rozděleńı ch́ı-kvadrát test dobré shody kontingenčńı tabulka čty̌rpolńı tabulka

p̌ŕıklad: hraćı kostka B (2), jiná H0

I n = 100 hodů kostkou

I Y1 = 15,Y2 = 16,Y3 = 7,Y4 = 6,Y5 = 15,Y6 = 41

I nulová hypotéza: π1 = . . . = π5 = 1/10, π6 = 5/10 = 1/2

I očekávané četnosti za hypotézy:
nπ1 = . . . = nπ5 = 100/10 = 10, nπ6 = 100/2 = 50

χ2 =
(15− 10)2

10
+ . . .+

(15− 10)2

10
+

(41− 50)2

50
= 12,72

I

χ2 > χ2
5(0,95) = 11,07 p = 2,6 %

I žrejmě je nutno zaḿıtnout i tuto hypotézu

chisq.test(c(15,16,7,6,15,41), p=c(1,1,1,1,1,5)/10)
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multinomické rozděleńı ch́ı-kvadrát test dobré shody kontingenčńı tabulka čty̌rpolńı tabulka

p̌ŕıklad: hraćı kostka B (3) (použ́ıt jen část informace)

I n = 100 hodů kostkou

I Y6 = 41

I nulová hypotéza: π6 = 5/10 = 1/2

I hypotéza o psti jediného z možných výsledk̊u (pst šestky) –
binomické rozděleńı

I ďŕıve jsme určili p̌ribližný 95% interval spolehlivosti pro
pravděpodobnost šestky: (0,31; 0,51)

I 1/2 je v tomto intervalu, na 5% hladině nelze zaḿıtnout
binom.test(41,100)
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multinomické rozděleńı ch́ı-kvadrát test dobré shody kontingenčńı tabulka čty̌rpolńı tabulka

ch́ı-kvadrát test dobré shody obecně

I Y1, . . . ,Yk maj́ı multinomické rozděleńı s parametry
n, π1, . . . , πk , kde Y1 + · · ·+ Yk = n a π1 + · · ·+ πk = 1

I nulová hypotéza tvrd́ı, že pravděpodobnosti jsou rovny
známým hodnotám: π1 = π0

1, . . . , πk = π0
k

I spoč́ıtáme očekávané četnosti oi = nπ0
i

I ově̌ŕıme splněńı podḿınky oi ≥ 5

I spoč́ıtáme statistiku ch́ı-kvadrát:

χ2 =
k∑

i=1

(Yi − oi )
2

oi

I nulovou hypotézu zaḿıtáme na hladině významnosti α, je-li
χ2 ≥ χ2

k−1(1− α)
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multinomické rozděleńı ch́ı-kvadrát test dobré shody kontingenčńı tabulka čty̌rpolńı tabulka

p̌ŕıklad: je výběr reprezentativńı?

I provedeme test hypotézy, že pravděpodobnosti čty̌r skupin žen
jsou rovny procent̊um v populaci

svobodné vdané rozvedené ovdovělé celkem
populace 34,27 % 52,03 % 12,50 % 1,20 % 100 %

výběr 180 239 75 4 498
výběr (rel.) 36,14 % 47,99 % 15,06 % 0,80 % 100 %
oček. čet. 170,69 259,07 62,26 5,99 498

p̌ŕınos 0,51 1,55 2,61 0,66 5,33

(180− 170,69)2

170,69
+

(239− 259,07)2

259,07
+

(75− 62,26)2

62,26
+

(4− 5,99)2

5,99

I výsledná hodnota ch́ı-kvadrát testu dobré shody je χ2 = 5,34
(p = 14,9 %), ale χ2

3(0,95) = 7,81

I neprokázali jsme, že by výběr nebyl reprezentativńı, můžeme
jej za reprezentativńı považovat

chisq.test(c(180,239,75,4),p=c(34.27,52.03,12.50,1.20)/100)
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multinomické rozděleńı ch́ı-kvadrát test dobré shody kontingenčńı tabulka čty̌rpolńı tabulka

p̌ŕıklad: vzděláńı snoubenc̊u
tabulka udává četnosti zjǐstěné u 100 náhodně vybraných snoubenc̊u

nevěsta
ženich základńı sťredńı VŠ celkem

základńı 24 12 3 39
sťredńı 7 24 3 34

VŠ 3 9 15 27

celkem 34 45 21 100

I zaj́ımá nás, zda vzděláńı ženicha a nevěsty spolu souviśı

I lze považovat vzděláńı snoubenc̊u za nezávislá?

I tabulka udává sdružené a z nich spoč́ıtané marginálńı četnosti

I vzděláńı zde chápeme jen v nominálńım mě̌ŕıtku

I četnosti na diagonále p̌revládaj́ı, četnosti mimo diagonály jsou
sṕı̌se menš́ı

I vzhledem k nominálńımu mě̌ŕıtku nelze použ́ıt ani
Spearmanův korelačńı koeficient

Statistika (MD360P03Z, MD360P03U) ak. rok 2013/2014 10. p̌rednáška 16. prosince 2013 217(226)



multinomické rozděleńı ch́ı-kvadrát test dobré shody kontingenčńı tabulka čty̌rpolńı tabulka

kontingenčńı tabulka (závislost vzděláńı snoubenc̊u)

I opět použijeme ch́ı-kvadrát test

I očekávané četnosti vycházej́ı z nulové hypotézy H0 : vzděláńı
jsou nezávislá (vzděláńı nevěst jsou maj́ı pravděpodobnosti
nezávislé na vzděláńı ženichů)

I vzděláńı nevěst jsou v poměru 34 % : 45 % : 21 %

I stejný poměr by měl být nap̌r. pro 27 ženichů vysokoškolák̊u:
9,18 (tj. 34 % z 27) : 12,15 (tj. 45 %) : 5,67 (tj. 21 %)

I to jsou četnosti očekávané za platnosti nulové hypotézy

I podobně dostaneme očekávané četnosti pro zbývaj́ıćı dvě
kategorie ženichů

I statistika ch́ı-kvadrát porovná skutečně zjǐstěné (empirické)
četnosti s četnostmi za nezávislosti očekávanými, spoč́ıtá
jejich

”
vzdálenost“
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multinomické rozděleńı ch́ı-kvadrát test dobré shody kontingenčńı tabulka čty̌rpolńı tabulka

test nezávislosti v kont. tabulce

I u n jedinc̊u (statistických jednotek) vyšeťrujeme dva znaky
v nominálńım mě̌ŕıtku (vzděláńı ženicha, vzděláńı nevěsty),
které maj́ı r a c možných hodnot

I označme nij počet jedinc̊u s i-tou hodnotou prvńıho znaku a
j-tou hodnotou druhého znaku (nap̌r. n12 je počet dvojic
snoubenc̊u, kdy ženich má základńı vzděláńı a nevěsta sťredńı)

I spoč́ıtáme řádkové marginálńı četnosti ni+ (počet ženichů s
i-tým vzděláńım) a sloupcové marginálńı četnosti n+j (počet
nevěst s j-tým vzděláńım)
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multinomické rozděleńı ch́ı-kvadrát test dobré shody kontingenčńı tabulka čty̌rpolńı tabulka

test nezávislosti v kont. tabulce
I nulová hypotéza H0 tvrd́ı, že dva znaky jsou nezávislé
I ke každé sdružené četnosti spoč́ıtáme očekávanou četnost

(četnost v pr̊uměru očekávanou v p̌ŕıpadě, že plat́ı H0)

oij =
ni+n+j

n
I ově̌ŕıme podḿınku oij ≥ 5
I spoč́ıtáme statistiku ch́ı-kvadrát

χ2 =
r∑

i=1

c∑
j=1

(nij − oij)
2

oij

I urč́ıme počet stupňů volnosti: f = (r − 1)(c − 1)
I nulovou hypotézu zaḿıtneme (závislost prokážeme) na hladině

významnosti α, když bude statistika ch́ı-kvadrát p̌ŕılǐs veliká:

χ2 ≥ χ2
f (1− α)
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multinomické rozděleńı ch́ı-kvadrát test dobré shody kontingenčńı tabulka čty̌rpolńı tabulka

p̌ŕıklad: vzděláńı snoubenc̊u
v závorce jsou očekávané četnosti

nevěsta
ženich základńı sťredńı VŠ celkem

základńı 24 (13,26) 12 (17,55) 3 (8,19) 39
sťredńı 7 (11,56) 24 (15,30) 3 (7,14) 34

VŠ 3 (9,18) 9 (12,15) 15 (5,67) 27

celkem 34 45 21 100

I χ2 = 43,2 > χ2
4(0,95) = 9,5, p < 0,1 %

I na 5 % hladině jsme prokázali závislost

I vzděláńı snoubenc̊u nelze považovat za nezávislá

I četnosti na diagonále jsou věťśı, než očekáváme za nezávislosti

I četnosti daleko od diagonály (velký rozd́ıl ve vzděláńı) jsou
menš́ı, než očekáváme za nezávislosti

I POZOR, test nic netvrd́ı o shodě marginálńıch pst́ı
(že rozděleńı úrovńı vzděláńı jsou u ženichů a nevěst stejná)
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multinomické rozděleńı ch́ı-kvadrát test dobré shody kontingenčńı tabulka čty̌rpolńı tabulka

test homogenity

I zjǐst’ujeme četnosti zvoleného znaku, který nabývá c r̊uzných
hodnot, za r r̊uzných podḿınek (naše četnosti stran hraćıch
kostek A a B, tedy c = 6 r = 2)

I četnosti maj́ı za i-té podḿınky multinomické rozděleńı
s pravděpodobnostmi πi1, . . . , πic

I rozhodujeme o nulové hypotéze H0, podle které jsou
parametry (pravděpodobnosti) těchto multinomických
rozděleńı stejné (pravděpodobnosti jedniček jsou u obou
kostek stejné, psti dvojek jsou u obou kostek stejné . . . )

I označme četnost j-té hodnoty za i-té podḿınky jako nij

I očekávané četnosti oij , počet stupňů volnosti f i statistika
ch́ı-kvadrát se urč́ı formálně stejně jako u testu nezávislosti

I stejné je také rozhodováńı o H0
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multinomické rozděleńı ch́ı-kvadrát test dobré shody kontingenčńı tabulka čty̌rpolńı tabulka

maj́ı obě kostky stejné šestice pravděpodobnost́ı?
I empirické četnosti (kontingenčńı tabulka)

A 12 21 14 15 21 17 100
B 15 16 7 6 15 41 100

27 37 21 21 36 58 200
I očekávané četnosti (za hypotézy): 27·100/200=13,5, . . .

A 13,5 18,5 10,5 10,5 18 29 100
B 13,5 18,5 10,5 10,5 18 29 100

27 37 21 21 36 58 200
I

X 2 =
(12− 13,5)2

13,5
+

(21− 18,5)2

18,5
+ . . .+

(41− 29)2

29
= 18,13

I tab = matrix(c(12,15,21,16,14,7,15,6,21,15,17,41),2,6)

chisq.test(tab)

χ2 > 11,07 = χ2
5(0,95), p = 0,3 %

I hypotézu o shodě pst́ı na kostkách A a B zaḿıtáme
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multinomické rozděleńı ch́ı-kvadrát test dobré shody kontingenčńı tabulka čty̌rpolńı tabulka

čty̌rpolńı tabulka (tabulka 2×2)
speciálńı p̌ŕıpad kontingenčńı tabulky

I

a b a + b
c d c + d

a + c b + d n
I śılu závislosti lze mě̌rit φ-koeficientem [phi coefficient]

(čty̌rpolńı korelačńı koeficient)

φ =
ad − bc√

(a + b)(c + d)(a + c)(b + d)

I φ je (jako každý korelačńı koeficient) mezi –1 a 1

I nap̌ŕıklad pro

VŠ strana A strana B celkem

ano 11 4 15
ne 6 9 15

celkem 17 13 30
vyjde

φ =
11 · 9− 4 · 6√
15 · 15 · 17 · 13

= 0,34
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multinomické rozděleńı ch́ı-kvadrát test dobré shody kontingenčńı tabulka čty̌rpolńı tabulka

čty̌rpolńı tabulka – prokazováńı závislosti

I ch́ı-kvadrát porovnávaj́ıćı teoretické a očekávané četnosti
čty̌rpolńı tabulky lze upravit na tvar

χ2 =
n(ad − bc)2

(a + b)(c + d)(a + c)(b + d)
= n · φ2

I nezávislost se na hladině α zaḿıtá, je-li χ2 ≥ χ2
1(α)

I p̌ŕıklad (p̌redvolebńı pr̊uzkum)

χ2 =
30 · (11 · 9− 4 · 6)2

15 · 15 · 17 · 13
= 3,39 = 30 · 0,342

I závislost jsme na 5% hladině neprokázali, nebot’

3,39 < 3,84 = χ2
1(0,95), p = 6,5 %
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multinomické rozděleńı ch́ı-kvadrát test dobré shody kontingenčńı tabulka čty̌rpolńı tabulka

malé očekávané četnosti ve čty̌rpolńı tabulce

a b a + b
c d c + d

a + c b + d n

I stále je ťreba, aby byly očekávané četnosti dost velké (≥ 5)

I Yatesova korekce umožńı rozhodnut́ı i p̌ri menš́ıch
četnostech t́ım, že zmenš́ı čitatele

χ2
Yates =

n(|ad − bc| − n/2)2

(a + b)(c + d)(a + c)(b + d)

I nezávislost se zaḿıtá, je-li opět χ2
Yates ≥ χ2

1(1− α)

I Fisher̊uv exaktńı test poč́ıtá p̌ŕımo p-hodnotu
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