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85(177),

populace a vybér

>

model populace — vybé&r umoznuje zobecnéni na celou
populaci z hodnot zjisténych na vybranych statistickych
jednotkach (vybér)

populace (zakladni soubor) — velky soubor, jehoz je
zpracovdvany soubor (vybér) reprezentativnim vzorkem
reprezentativnost — frekvence vyskytu dalezitych
doprovodnych znak( ve vybéru odpovida jejich frekvenci
v populaci

reprezentativnosti nejlépe dosdhneme tak, Ze pouzijeme
prosty nahodny vybér, kdy kazda n-tice prvki populace ma
stejnou Sanci (pravdépodobnost) do vybéru se dostat

na zakladé vybéru tvrdime néco o populaci

84(177)

mozné pristi Glohy statistické indukce

na hracich kostkdch A a B padala Sestka nestejné Casto:
na kostce A v 17 ze 100 pokusl
na kostce B v 41 ze 100 pokusi
je pravdépodobnost Sestky rovna 1/67
> teorie pravdépodobnosti odvodi teoretickou hodnotu
» matematicka statistika odhadne, provéri predstavu teorie
je kostka symetricka, tj. maji vSechny stény kostky stejnou
pravdépodobnost?
kolik potfebujeme nezdvislych hodi, abychom s pozadovanou
spolehlivosti poznali, Ze je kostka nesymetricka?

> |isi se mezi sebou kostky A a B?

» vSe zalozeno na modelu populace — vybér [population,

sample]
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86(177)

parametry — odhady, statistiky

podle toho, jakou roli hraje hodnoceny soubor, rozliSujeme
charakteristiky
» populacni: vztazené k populaci, mnohdy jen idedlni, ndmi
predstavované, jsou to parametry modelu
» vybérové: vztazené k vybéru z né&jaké populace, jsou to
statistiky spocitané z vybéru
statistika — z vybéru spocitana hodnota (napf. soucet
napozorovanych hodnot, primér, Giniho index ...)
specidlnim pripadem statistik jsou odhady odpovidajicich
populacnich parametr,
prikladem dvojice odhad — parametr je dvojice relativni
etnost — pravdépodobnost (napt. 17/100 vers. 1/6)
statistiky se pouZivaji pfi statistické indukci (statistickém
rozhodovani) [statistical inference (decisions)]
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pravdépodobnost

zakladni pojmy

pokus — dobfe definovana situace (postup), ktera kon¢i jednim
z fady moznych vysledk( (vrzena kostka spadne na zem)

nahodny pokus — pokus, u néhoz pfedem nevime, ktery
vysledek nastane (ktera strana kostky padne pristé?);
predpokladd se stabilita relativnich ¢etnosti moznych vysledki

» nahodny jev — tvrzeni o vysledku ndhodného pokusu

» pravdépodobnost ndhodného jevu A — Ciselné vyjadreni

oCekavani, ze vysledkem ndhodného pokusu bude pravé A

raciondlni predstava: pri velkém poctu opakovani pokusu se
relativni Cetnost jevu blizi k pravdépodobnosti tohoto jevu
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87(177)

pravdépodobnost 88(177)

klasickd pravdépodobnost (Laplace)

> jisty jev (nastdva vzdy) lze rozdélit na M stejné
pravdépodobnych nesluitelnych (disjunktnich)
elementarnich jeva (symetrie)
> kazdy jev lze slozit z téchto elementarnich jevu
> je celkem M, pFiznivych jevu A (je z nich slozen)
» klasicka definice pravdépodobnosti (metoda vypoctu)
Ma
P(A) = i

» klasickou pst lze pouzit jen nékdy! (Sportka, Sazka)
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pravdépodobnost

priklad: hraci kostka

v

vV v v Y

idealizovand symetrickd hraci kostka

homogenni
presna krychle

vvey

vV vy vVvYy

kazda strana ma stejnou pravdépodobnost
A — padne Sestka, B — padne sudé cislo
M=6

Ma =1, tedy P(A) = 1/6

Mg = 3, tedy P(B) =3/6 = 1/2

89(177)

pravdépodobnost 90(177)

faktorial

[FAKTORIAL(n)]
» faktorial n=n-(n—-1)---2-1 ol=1

» kolika zplsoby Ize usporadat za sebou n rozlisitelnych prvki

[factorial(n)]

» priklady:
» 5!=5.4.3.2.1=120
» 11=1

» kolika zpiisoby Ize usporadat za sebou 14 kraji CR:
14! =14-13-12.--2-1 = 87 178 291 200 = 8,7- 10'°
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pravdépodobnost 91(177),

pocet kombinaci

[KOMBINACE(n; k)] [choose(n, k)]
» kombinaéni &islo (}) (&ti ,n nad k*)
» pocet k-prvkovych podmnoZin mnoZiny o n prvcich nezavisle

na jejich poradi

(n) n! n-(n—1)--(n—k+1)

k)] ~ Kin—k)!  k-(k—1)---2-1

» kolika zplsoby si mohu z péti knizek vybrat dvé na dovolenou:

5 51 5.4
= = — = 1
(2) o3 21 0

» kolika zpUsoby si z onéch péti mohu vybrat tfi knihy? (10)

pravdépodobnost 92(177)

priklad: losovani otdzek (1)

» student neumi 5 otazek, umi 10 otazek

> losuje se dvojice otazek z onéch 15 otazek

» pravdépodobnost P(A), Ze student neznd ani jednu
z vylosovanych:

> elementdrni jevy: prvni losovand otdzka — 15 moznosti, druhd
jen 14 moznosti, nezélezi na poradi, tedy délit 2
(tedy pocet kombinaci)

5+10 15 15! 15-14
M‘( 2 >_<2>_2!13!_ 21 1

> priznivé elementarni jevy: vylosuje obé z péti, které neumi

5\ /10 5-4 10
= (3)(9) =24 110 - 22 s
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pravdépodobnost 93(177),

priklad: losovani otdzek (2)

» pravdépodobnost P(B), ze zna pravé jednu otazku

5 10 50
Mg = : =5.10=50=P(B)= — =476 %
B (1) < 1 ) 5-10=50 (B) 105 767

» pravdépodobnost P(C), ze znd obé otazky (prdvé dveé)

5\ /10 109 45
Me=(2)- 1.2 o p=2
¢ (0) (2) 21 B P(C) =55 =429%

» pravdépodobnost P(D), ze zna aspori jednu otazku

MD:M5+MC:5O+45:95:>P(D):19%:90,5%

» kontrola: Mp + My =M
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pravdépodobnost 94(177)

pravidla pro pravdépodobnost (1)

» sjednoceni jevi AU B: plati A nebo B (aspor jeden z jevi
A, B)

» prunik AN B: plati A a soucasné B (oba jevy A, B soucasné)
P(AuB) =P(A) +P(B)—P(ANB)

» Venniv diagram

AU B = cela vybarvend plocha
A) = 0,42 = zelend + Sediva plocha

P(

P(B) = 0,24 = Zluta + Sediva plocha
A -E P(AN B) = 0,16 = Sediva plocha

P(A) + P(B) = zelend + zlutd

+ 2 - Sediva plocha
P(AUB)=0,42+ 0,24 — 0,16 = 0,50
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podminéna pst 95(177),

pravidla pro pravdépodobnost (2)

» neslucitelné jevy: nemohou nastat nikdy soucasné, navzijem
se vyluCuji; pro neslucitelné jevy plati

P(AUB) =P(A) 4+ P(B)

» podminéna pravdépodobnost pravdépodobnost jevu A, kdyz
uz jev B nastal:
P(AN B)
PAIB) = ————
(A1) =~ 575,

» Venniv diagram

P(B) = 0,24 = zlutd + Sediva plocha
P(AN B) = 0,16 = Sediva plocha

z B'| | P(A|B) = edivé vzhledem k (2luts + Zedivd)
P(A|B) = 0,16/0,24 = 0,67, ale P(A) = 0,42

podminéna pst 96(177)

nezdvislost ndhodnych jevi

> nezavislé jevy: vyskyt jednoho jevu neovlivni
pravdépodobnost vyskytu druhého
(definice nezavislosti nahodnych jevi):

P(ANB

P(A) = P(A|B) = 5B ) «|P(AnB) =P(A)P(B)|

» Venndv diagram

P(A) = 0,60 = zelend + Sediva
A P(B) = 0,40 = Zlutd + Sediva plocha
P(AN B) = 0,24 = Sediva plocha
- B P(A|B) = Sediva vzhledem k (zlutd + Sedivd)
P(A|B) = 0,24/0,40 = 0,60
P(A)-P(B) =P(ANB)
= A a B jsou nezavislé
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podminéna pst 97(177),

idealizovany priklad

» A — jednicka ze statistiky, P(A) = 0,3

» B — jedni¢ka z matematiky, P(B) = 0,2

» AN B — jedni¢ka z obou predméti, P(AN B) = 0,1

> jsou jevy A, B nezdvislé? (jsou jednic¢ky ze dvou predméti

nezavislé?) NE, protoze 0,3 - 0,2 # 0,1
> jaka je pst jednicky ze statistiky, kdyz uz je z matematiky?
P(ANB) 0,1
P(AIB) = —————= = =05
(AlB) P(B) 0,2 ’

» pst jedni¢ky z matematiky, kdyz uz je ze statistiky:
P(B|A) =0,1/0,3=1/3
» pravdépodobnost, Ze aspon jedna jednicka:

P(AUB) =P(A)+P(B) —P(ANB)=03+02—0,1=04
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nahodna veli¢ina 98(177)
v Ve s 7 “ve
rozdéleni ndhodné veliiny

» nahodna velic¢ina — Ciselné vyjadreny vysledek ndhodného
pokusu

» diskrétni rozdéleni (pro Cetnosti) uréeno seznamem moznych
hodnot a jejich pravdépodobnostmi:

X1, X2, ...

P(X = Xl), P(X = Xg)7 e

> spojité rozdéleni (pro spojité méfitko) uréeno distribuéni
funkci
Fx(x) =P(X < x)

nebo hustotou

fl) = P Fxbo = [ Aot
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nahodna veli¢ina 99(177), nahodna veli¢ina 100(177),

vék matek (n=4838)

h=3 h=2 h=1 > velkd populace, spojitd veli¢ina — intervaly pro tfidéni mohou
M M byt kratké, obalce histogramu relativnich ¢etnosti odpovida

7 S o hustota fx(x) [density]
— o ] . Vi - Ve v 7’ 7
S | I N » podobné kumulativnim relativnim Cetnostem odpovida
S | nn o i distribuéni funkce [distribution function]
o — o
S © & 7 » bezprostfednim vyb&rovym protéjskem distribu¢ni funkce je
| L empiricka distribuc¢ni funkce
S o
3 7 < S -
N
Xi < x
8 | Fn(X) — #( [ — )
S o n
o & 7 § N
S > xj < Xx3 <...<Xxp existujici rizné hodnoty
I, ni, N, ..., N, jejich Eetnosti (n =3, nj)
o — o - o -

Fn(x) je schodovitd funkce, v bod& x ma skok n;/n

15 30 45 15 30 45 15 30 45
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nahodna veli¢ina 101(177) nahodna veli¢ina 102(177),

kumulativni distribuéni funkce (tolary) priklad diskrétniho rozdéleni: zndmky u zkousky
skoky odpovidaji ¢etnostem, nap¥. ve 12 je skok z 0,21 na 0,37 o 16/99=0,16 X,Y zndmky ze dvou predméti

= zndmka k | 1 2 3 4

= PX=k) |03 04 02 01

- P(Y=k) |03 03 02 02

R

= _
=]

» z tabulky nic nepozname o pfipadné zavislosti X, Y
» jak jednim cislem charakterizovat droven znamek?

=
=

‘ ‘ ‘ ‘ > obycejny primér moznych hodnot by X, Y nerozlisil

10 20 30 40

tolary > pouzijme vazeny pramér, kde vahami znamek jsou
ka 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 pravdépodobnosti moznych hodnot
nj |7 14 16 10 6 3 9 3 1 5 3 » dostaneme tak stfedni hodnoty X a Y (populaéni priméry)
N; | 7 21 37 47 53 56 65 68 69 74 77
X7 |21 22 24 26 27 28 32 35 36 40 43 45 47 px=1-03+2-04+3-02+4-01=21
nj|!4 3 3 1 2 1 1 1 2 1 1 1 1 py =1-03+2-03+3-0,2+4-02=23
N; |81 84 87 8 90 91 92 93 95 96 97 98 99
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stfedni hodnota 103(177)

charakteristiky rozdéleni nahodné veliciny (1)

» stfedni hodnota nihodné veli¢iny X (populaéni priimér)
» je to vazeny priumér moznych hodnot

» vahami jsou pravdépodobnosti hodnot

ux = EX =x1-P(X = x1)+x-P(X = ZXJ X = xj)

» operator E (expectation) aplikovany na ndhodnou veli¢inu X
spocitd vazeny primeér jejich hodnot, vahami jsou u
diskrétniho rozdéleni pravdépodobnosti téchto hodnot

> pro spojité rozdéleni

x = EX:/ x - fx(x)dx
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stfedni hodnota 105(177

priklad diskrétniho rozdéleni: zndmka u zkousky

zndmka k | 1 2 3 4 7 o2 o
P(X=k) |03 04 02 01|21|0,890,943
P(Y=%k) |03 03 02 0223|121 1,100

> jednim Cislem charakterizovat kolisdni zndmek (variabilitu)

» (populacni) rozptyl = vazeny pramér tvercu vzdalenosti
od stfedni hodnoty

» vahami jsou pravdépodobnosti

ox =(1-21)2-03+(2-2,1)%-04
+(3-2,1)2-02+ (4—2,1)%-0,1 = 0,89 = 0,943

0% =(1-23)%-03+(2-2,3)2-03
+(3-23)2-02+(4—-23)%.02=121=1,12
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stfedni hodnota 104(177),

» stfedni hodnota funkce Y = g(X) ndhodné veli¢iny X
vazeny primér funkénich hodnot

> g(x)P(X = x)
p

EY =Eg(X) =

resp. pro spojité rozdéleni
oo
EY =Eg(X)= / g(x)f(x)dx
—0o0
» populaéni median i spojitého rozdéleni
Fx (i) = P(X < 1) = 0,5
X Cislo, které déli mozné hodnoty ndhodné veliciny na dva

stejné pravdépodobné intervaly hodnot vétsSich a mensich
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rozptyl 106(177

(populaéni) rozptyl ndhodné velic¢iny X

> vazeny pramér Ctverch vzdalenosti moznych hodnot od stfedni
hodnoty
0% = E(X — px)?
= (x1 — px)*P(X = x1) + (x2 — px)?P(X = x2) + ...

=205 = mx)*P(X = x))

R =X~ = [ (e i)hlx)dx

—00

» (populaéni) smérodatna odchylka odmocnina z
(populaéniho) rozptylu
ox =/o%
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rozptyl 107(177) zavislost 108(177),

vlastnosti stredni hodnoty a rozptylu nezdvislé nahodné veliciny
X, Y — nadhodné velidiny, a, b konstanty, b > 0 > pripomenme: ndhodné jevy A, B jsou nezdvislé, kdyz
tarx=E(@a+ X)=a+EX =a+ ux P(ANB) =P(A)-P(B)
ppx=E(b-X)=b-EX =b-px > nahodné velitiny X, Y jsou nezavislé, kdy?
px+y =EX+Y)=EX+EY =px + py pro viechny dvojice moznych hodnot (x;, yj) plati
O'§+X:O'§<, O'a+X:O'X
) - PX=xi,Y=y)=PX=x) P(Y =y
ohx = b'ox, ob.x = |blox

> X a Y jsou tedy nezavislé, jsou-li nezavislé jevy
A = {tvrzeni o X} a B = {tvrzenio Y}

> jsou-li X, Y nezavislé, pak

U§<+y = 0'3( + 0%/ +20x,y

ox.y = E(X — px)(Y — py) kovariance X, Y
= (x1 —px)y1 — py)P(X =x1,Y = y1)
+(x1—ux)(yg—uy)P(szl,Y:y2)+... UX,Y:Oa tedy U)2(+Y:U§(+U%/
(s¢ita se pres vSechny mozné dvojice)

» pro nezavislé ndhodné veliCiny plati:
rozptyl souctu = soucet rozptyll
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zavislost 109(177) zavislost 110(177),
(populaéni) korela¢ni koeficient idealizovany priklad: zndmky u zkousky
» Pearsoniiv korela&ni koeficient sdruzené a margindlni pravdépodobnosti
r _ Sxy Y
T ses, X | 1 2 3 4 | P(X =k)
) ) ] ) 110,15 0,10 0,05 0,00 0,3
> VybérOVa kovariance dana vztahem (Str. 59) 2 0.10 015 010 0.05 04
1 31005 005 0,06 0,05 0,2
Sxy = — (xi —x)(yi — ¥) 4 (000 0,00 0,00 0,10 0,1
i=1 03 03 02 02
» populacni protéjSek
oxy oxy=(1-21)(1-23)-0,154+(1-2,1)(2-2,3)-0,10 + ...
PXY = oy + (4 —2,1)(3—2,3)-0,00 + (4 —2,1)(4 — 2,3) - 0,10 = 0,57
0,57 . (s
> pxy ma stejné vlastnosti jako r,y, zejména plati [pxy| <1 XY = 0943.11 0,55 = X a'Y jsou zavislé

» pro nezavislé ndhodné veli¢iny X, Y je vzdy pxy =0
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