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cviceni, zapocet, zkouska

cviceni v pocitacovych ucebnach
» PUA (suterén Albertov 6)
» Z3 (Albertov 6, u schodi do suterénu)
» B5 (Vini¢na 7, 1. patro)

» MS Excel
» volné Sifitelny program R (http://cran.r-project.org/)

(aktivni G&ast na cviceni, maximalné dvé absence) & (napsani
zapoltového testu) = zapocet

» obsah cviceni vice pfizplsoben studovanému oboru
» prednasky formulovany obecnéji

» zkouska nejspi$ pisemnd, kombinovana s Gstni, zdpocet musi

zkousce pfedchazet; prihlasovani ke zkousce pres SIS

1. ptednaska 1. fijna 2007 Statistika (MD360P03Z, MD360P03U) ak. rok 2007/2008

avod

2(254)

literatura

avod
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slajdy prednasky na adrese
http://www.karlin.mff.cuni.cz/~zvara (cely semestr, mize
dojit k Gpravam

postupné dopliiované slajdy uskutec¢nénych prednasek
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4(254)

prehled témat

>

popisna statistika (méFitka, charakteristiky polohy, variability,
souvislost znakii)

statistika v geografickych/demografickych/socidlnich védach
pravdépodobnost (zdkladni kombinatorické pojmy, klasicka
definice, podminénd pravdépodobnost, nezavislost)

nahodna veli¢ina (rozdéleni, stfedni hodnota, rozptyl, hustota,
distribu¢ni funkce)

dilezita rozdéleni (normalni, binomické, Poissonovo)
statistické usuzovani (populace a vybér, parametry a jejich
odhady, interval spolehlivosti, volba rozsahu vybéru)
testovani hypotéz (chyba 1. druhu, 2. druhu, hladina testu,
sila testu, p-hodnota)

testy (o populaénim priméru, populaénim podilu ¢&i podilech,
nezavislosti, regresnich koeficientech)

regrese, kontingenéni (¢tyfpolni) tabulky

1. ptednaska 1. Fijna 2007 Statistika (MD360P03Z, MD360P03U) ak. rok 2007,/2008




Gvod 5(254) Gvod 6(254)

priklad statistického zjistovani | priklad statistického zjistovani |l
> zjisStovani se tykd 200 muzi stfedniho véku
» v souboru je 80 kuradk( a 120 nekurakd
> 85 muzd md oli modré, 25 hnédé, 90 jiné barvy zjistovani se tyka pFijmi obyvatel
» 27 muz( ma jen zadkladni vzdélani, 44 nelplné stredni, 65 hodnotime hruby pFijem za rok

maturitu, 64 vysokoskolské

» 22 se jich narodilo v roce 1942, 19 v roce 1943, 25 v roce
1944, ..., 18 v roce 1951

» hmotnosti jednotlivych muzi jsou 83, 92, ..., 63 kg

pfihlizime k mistu trvalého bydlisté (velikost obce, ktery kraj)

prihlizime k vzdélani (druh, doba $kolni dochézky)

prihlizime k véku a pohlavi

vV V.V v VY

Sl . ., .o . Co maji tyto (daje spole¢ného? Cim se Gdaje lisi?
» vyska jednotlivych muzl jsou 172, 176, ..., 178 cm

» Co maji tyto tdaje spole¢ného? Cim se tdaje v jednotlivych
podskupindch lisi? Souvisi koufeni a vzdélani? Souvisi prijem
se vzdélanim? Je tato souvislost stejna, jako v zemi XY?
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zakladni pojmy 7(254) zakladni pojmy 8(254)

co a jak méfime (zjistujeme) méfritka

» nula-jedni¢kové (muz/zena, kufdk/nekufak)
» méfime na mnoha statistickych jednotkach (osoba,

) ; ) » nominalni (zemé pivodu, barva o&i) jednozna¢né dané
domacnost, obec, okres, stat, pokusné pole .. .)

hodnoty

vvs

» méfime (zjiStujeme) hodnoty znakl .o . G4 . N v
&fime (zjistujeme) hodnoty znakd » ordinalni (dosazené vzdélani, stuperi bolesti) jednozna¢né

» zjisténou hodnotu vyjadfujeme ve zvoleném meéfitku dané hodnoty, mozné hodnoty jsou usporddané
(stupnici) » intervalové (teplota v Celsiové stupnici, rok narozeni)

> na jedné jednotce miizeme méfit nékolik znakil (zavislost) konstantni vzdalenosti mezi sousednimi hodnotami, nula jen
» méFime na skupinach jednotek — souborech konvence; o kolik stupnil je je dnes tepleji, nez bylo vloni?
» zajimaji nds hromadné vlastnosti ve velkych souborech » pomeérové (hmotnost, vyska, HDP, poclet obyvatel, vék)

> miZeme porovnavat vlastnosti znaku mezi soubory nasobek zvolené jednotky, nula = neexistence mérené

vlastnosti kolikrat je A starsi (vyssi...) nez B
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zakladni pojmy 9(254) zakladni pojmy 10(254)

v

méfitka (stru¢néjsi délent) velic¢ina

» Ciselné vyjadreny vysledek méreni

» kvalitativni: nula-jednickové, nominalni, ¢asto i ordinalni » hodnoty znakil v intervalovém, pomérovém mé¥itku jsou husté
» u kvalitativnich se zpravidla udavaji ¢etnosti jednotlivych — spojita veli¢ina

hodnot (kolikrat kterd hodnota nastala) > Zetnosti hodnot znakii v nula-jedni¢kovém, nominalnim (&
» kvantitativni (spojité): intervalové, pomérové, nékdy ordinalnim) méfitku — diskrétni veli¢ina

ordindIni (neni spojité) » pro veli¢iny mame charakteristiky nékterych jejich
» hodnoty kvantitativnich — Cisla hromadnych vlastnosti (charakteristiky polohy, variability,
» zafazeni znaku k uréitému méfitku maZe zaviset na celu tvaru rozdéleni)

Setreni » popisné charakteristiky (statistiky) maji jednim Cislem vyjad¥it

danou vlastnost
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priklady 11(254) priklady 12(254)

priklad: 100 hodi kostkou hody kostkou jako hromadny jev

» chceme 100 zjisténych hodnot (poctd puntikd) vyjadrit
pocty puntiki coby rizné obrazky — nominalni znak nazorn€, aby vypovidaly o vlastnostech kostky

» n; (absolutni) €etnost [frequency] hodnoty — kolikrat nastala

kostka A kostka B n

4 25 6 3 1 1 2 2 2| 1 4 6 2 3 2 6 1 5 2 » f; = -L relativni €etnost hodnoty (Ize vyjadrit v %)
J n

2 4 5 3 1 1 3 5 5 5| 5 6 5 5 6 4 2 4 5 6 2V iakém dilu méten( nastal tné olati
2 3 2 5 5 5 2 25 2/ 36 3 6 5 6 1 3 5 1 v jakém |umeren|nasaa;((nu né plati
2 6 5 5 2 3 6 6 4 6| 6 6 2 1 1 2 6 3 2 3 n=m-+m+...+n=>3:4n)
5 4 1 4 2 2 4 5 2 5| 4 4 1 6 6 2 6 3 2 6 . ) . .,
5 5 3 3 5 3 6 6 6 5| 2 6 1 2 6 1 5 5 6 5 » tabulka Cetnosti (absolutnich, relativnich)
3 5 4 5 1 1 4 3 2 4| 6 6 5 1 6 6 6 1 2 6 4 iy ey Lo : :
L > 4 6 5 3 4 8 1 91 6 2 2 6 2 6 6 5 6 a > graflcke. V)fjadvrenll Setnost.l — histogram [histogram] (velikost
6 6 1 2 6 2 4 3 2 3| 6 1 2 6 2 1 6 6 6 6 plochy je itmérna Cetnosti)
1 1 6 5 2 6 4 4 6 3| 6 5 1 5 6 6 1 6 6 6

» rozhodovéni o kvalité kostky (zda je symetricka) je Glohou
statistické indukce [inference] — pozdéji
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priklady 13(254) priklady 14(254)

zpracovani ¢etnosti (kostka A) zpracovani Cetnosti (kostka B)

j nj fi=n;/n J nj fi=ni/n o —
1 ) 12 012 ¢ 1 M 15 015
2 %ﬁﬂ#ﬁ/ 21 021 4 2 AL 16 0,16 &1
3 A 14 014 3 il 7 0,07

HE-UH ft 3 e
4 15 0,15 4 6 0,06
5 Hif) 21 0,21 5 it 15 0,15 3D D
6 #ﬁ'ﬂy’m:l‘/’ 17 017 °““F—F 71771 6 HHJLHHHNMMM\ 41 0,41 ol DD

n= 100 100 bt n= 100 s
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[NEL 15(254) varia¢ni fada 16(254)

priklad: vék 99 matek varia¢ni rada, poradi

99 zjisténych hodnot — soubor namérenych hodnot

> Xx1,X2,...,X, pivodni (neusporddand) data — hodnoty znaku
26 35 21 25 27 24 24 30 23 18 v méritku aspon ordindlnim uvedené v pivodnim poradi, bez
3521 25 26 26 19 29 22 21 27 ohledu na pripadna opakovani
2630 28 28 27 29 271 26 21 23 » variani fada x(1) < x0) < ... < x(p) [sort(x)]

24 21 28 25 34 24 21 28 25 28

2 26 32 22 32 25 21 95 94 3D data usporadana tak, aby hodnoty neklesaly

24 22 31 33 23 30 26 27 25 24 > proto zavorky u indexu

24 23 25 23 26 28 24 25 25 26 » poradi [rank] — umisténi pozorovani ve variaéni fadé;

28 28 22 23 20 20 21 31 24 21 shodnym hodnotdm ddvdme primérné poradi [rank(x)]
29 28 26 38 20 23 25 37 33 23

27 23 21 25 21 33 22 29 21 Xj 22 15 17 15 21 13 18

pofadi R; | 7 25 4 25 6 1 5
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variaéni fada 17(254) varia&ni fada 18(254)

priklad: vék 99 matek — varia¢ni rada tridéni, tridni Cetnosti

usporadany soubor hodnot — varia¢ni rada

» spojitd veli¢ina s velkym poctem namérenych hodnot

18 19 20 20 20 21 21 21 21 21 » obor hodnot rozdélime na neprekryvajici se tfidy (intervaly),
21 21 21 21 21 21 21 22 22 22 nejlépe stejné délky (ne vzdy je to praktické & mozné)

22 22 22 23 23 23 23 23 23 23 » vSechna pozorovani z daného intervalu nahradime zastupnou
23 23 24 24 24 24 24 24 24 24 hodnotou (zpravidla stfedem intervalu) x;

24 24 25 25 25 25 25 25 25 25 » zjistime (absolutni) etnosti ny, ..., nk jednotlivych tfid

25 25 25 25 26 26 26 26 26 26 o ] )

2% 26 26 26 27 27 27 27 27 27 » kumulativni €etnosti udavaji pocet hodnot v dané tfidé a

28 28 28 28 28 28 28 28 28 29 tfidach predchazejicich (1 <j < k) [cumsum( )]
29 29 29 30 30 30 31 31 32 32 j

32 33 33 33 34 35 35 37 38 Nj=ny+m+.. +n= Z n;

i=1

1. prednaska 1. fijna 2007 Statistika (MD360P03Z, MD360P03U) ak. rok 2007/2008 1. prednaska 1. Fijna 2007 Statistika (MD360P03Z, MD360P03U) ak. rok 2007,/2008

variaéni fada 19(254) variacni fada 20(254)|
vék matek — tridni Cetnosti grafické znazornéni tridnich Cetnosti
k=17

» histogram je zaloZen na tfidéni do interval(i, vyjimecné
zobrazuje pfimo &etnosti jednotlivych hodnot (barplot) [hist( )]

interval x| nj | f=n;/n| N; | Nj/n

do20 19| 5 0,061 | 51 0,051
21az 23 | 22 | 27 0,273 | 32| 0,324
24 az 26 | 25 | 32 0,322 | 64 | 0,646
27 az29 | 28 | 19 0,192 | 83 | 0,838

» kazdé tridé odpovida obdélnik o ploSe iimérné cCetnosti
(absolutni nebo relativni)

» pri stejnych Sitkach intervald h odpovidaji etnostem vysky
obdélnikid (protoze zakladny jsou stejné dlouhé)

30 a2 32 | 31 8 0,081 | 91 | 0,919 » pocet intervalll k: voli se 5-15 tak, aby stredy byly okrouhlé
33az35 |34 | 6 0,061 | 97 | 0,980 » pomiuckou Sturgesovo pravidlo
36 a vice | 37 | 2 0,020 | 99 | 1,000

k~1+4+33 logign=14logyn

» piiklad vék matek: k ~ 1 + 3,3 - log;, 99 ~ 7,6
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variaéni fada 21(254)| varia&ni fada 22(254)

priklad (vék matek): histogram, h =3 (k =7) priklad (vék matek): kumulativni relativni éetnosti
[hist(vek.m,seq(17,38,by=3),col="yellow" )]
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variacni fada 23(254)| varia¢ni fada 24(254)

tridéni pri nestejné dlouhych intervalech priklad: tolary

mésicni prijmy 99 osob v tolarech

5 _ o . Cetnosti

» nékdy jsou data nepravidelné rozmisténa Xf 0 T1 712713 12 15 16117 18 19 20
» zpravidla jsou soustfedéna u levého okraje intervalu hodnot n | 7|14|16/10 6 3 9|3 1 5 3

(vékové ¢i pFijmové slozeni obyvatelstva) X [21 22 24 26 27 28|32 35 36 40 43 45 47
» pak vhodné zvolit nestejné dlouhé interval

Pa vhodné ZV.OI nes fejne ouhé intervaly nl4 3 3 1 2 1]1 1 2 1 1 1 1
» je vhodné zvolit délky intervall tak, aby delSi byly ndasobkem

kratsich tridni Cetnosti
> pfi nestejné dlouhych intervalech musi zji$téné Eetnosti tfida 10 | 11 | 12 | 13-16 | 17-20 | 21-30 | 31-50 | celkem

odpovidat plocha, nikoliv vy3ka; pak se na svislou osu nanasi X 101112 145| 185 | 255 | 405

relativni Cetnosti nj’-k 7114 |16 28 12 14 8 99

hustota | 7 | 14 | 16 7 3 1.4 0,4
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variacni fada

priklad (tolary): histogram

Density
0.15

0O.00

Income

25(254)| charakteristiky polohy 26(254)|

vybérové charakteristiky polohy: median

snaha charakterizovat Groven jedinym cislem

» median je Cislo, které déli data na dvé stejné velké Casti
(vétsich hodnot a mensich hodnot)

» median [median] (prostfedni hodnota) x [median(x)]

X = X(nt1y pro n liché
2

.1 ,

X = 5 (X(g) +X(g+1)) pro n sudé

» zavorky u indext jsou nutné: znamenaji, ze hodnoty byly
predem usporadany do variacni rady

» 53,476 x=5 (3<4<5<6<7))

1. Fijna 2007 Statistika (MD360P03Z, MD360P03U) ak. rok 2007,/2008

1. pfednaska 1. fijna 2007 Statistika

charakteristiky polohy

kvartily, percentily

» dolni (horni) kvartil Q; (Q3) [lower (upper) quartile]
vydéluje &tvrtinu nejmensich (nejvétsich) hodnot

» kvartil — specidlni pripad percentilu

» percentil [percentile] x, vydéluje 100p % nejmensich hodnot
od ostatnich

> vypocet percentild — mnoho vzoreck(

» median je také percentilem, totiz xg 5

» podobné Q1 = x1/4 = X025, Q3 = X3/4 = X0,75
[quantile(x,probs=c(1/4,3/4))]

Statistika

(MD360P03Z, MD360P03U) ak. rok 2007/2008

1. prednaska

27(254)| charakteristiky polohy 28(254)|

vypocet percentilt (jako v R), jen pro ilustraci
jedna z moznych definic — Gumbel(1939)

» najde se celé Cislo k splnujici
k—1

< <
n—1_p

n—1
» tedy k = |1+ (n—1) - p] (|x]|] znamend celou ¢&ast z x)
> provede se linedrni interpolace mezi x(x) a X(k41)
({x} znamena zlomkovou &ast x, o kolik pfesahuje celé Cislo)

g={1+(n—1)-p}=(1+(n—1) - p)—k
xp = (1= q) - Xy + 9 X(k+1)
» napt. pro n =99, p = 0,25 bude
k=|1+(99—1)-0,25] = [255] =25
Q1 = x0,25 = 0,5 - x(25) + 0,5 - X(26)
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charakteristiky polohy 29(254)|

priklad: vék 99 matek — varia¢ni rada

variaéni fada, medidn x =25
kvartily Q1 =(23423)/2=23, Q3 =(28+28)/2=28

charakteristiky polohy 30(254)|

krabicovy diagram

» krabicovy diagram [box-plot] zobrazuje kvartily, medidn,
minimum, maximum, pripadné odlehld pozorovani: od blizsiho

18 19 20 20 20 21 21 21 21 21
21 21 21 21 21 21 21 22 22 22
22 22 22 23 23 23 23 23 23 23
23 23 24 24 24 24 24 24 24 24
24 24 25 25 25 25 25 25 25 25
25 25 25 25 26 26 26 26 26 26
26 26 26 26 27 27 27 27 27 27
28 28 28 28 28 28 28 28 28 29
29 29 29 30 30 30 31 31 32 32
32 33 33 33 34 35 35 37 38

kvartilu dal nez 3/2:(Q3 — Q1) [boxplot(x)]

» priklad: vék matek (Q; = 23, x = 25, Q3 = 28, dvé odlehla
pozorovani)

1. pfednaska 1. fijna 2007

Statistika (MD360P03Z, MD360P03U) ak. rok 2007/2008
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charakteristiky polohy 31(254)| charakteristiky polohy 32(254)|
priklad: tolary (x = 14, Q; = 12, Q3 = 19,5) primér
10 10 10 10 10 10 10 11 11 11 o 5 o
11 011 11 11 11 11 11 11 11 11 » pramér [mean] (kdyby bylo vSech n hodnot stejnych)
11 12 12 12 12 12 12 12 12 12 [mean(x)]
12 12 12 12 12 12 12 13 13 13 1
13 13 13 13 13 13 13 14 14 14 X==(atx+...tx)==-> x
14 14 14 15 15 15 16 16 16 16 ni=
16 16 16 16 16 17 17 17 18 19 (e . . Y
19 10 19 19 20 20 20 21 21 21 > vazeny pramér: [weighted mean] zaloZzen na Cetnostech
21 22 22 22 24 24 24 26 27 27 k k k *
1 n > je1 X
28 32 35 36 36 40 43 45 47 X==(mxi +...4+nmnx;) = 72,7])(]*:24)(]*_ J*k J
nim =" > je1 N
> obecnéji s vahami wy, ..., wy hodnot x{,...,x;
I I e 1 ° oo ° Zjl-;l WJXJ* ) o ) )
: : : : P vahy musi byt nezaporné (w; > 0)
10 20 30 40 ijl Wi
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charakteristiky polohy 33(254)| charakteristiky polohy 34(254),

priklad: vdzeny priimér znamek pramér pro nula-jednickovou veli¢inu

predmét zndmka kredity soucin el vy oy Ly
» u nula-jednickového méfitka: priimér = relativni Cetnost

g i 2 2 jednicek
C 2 4 8 » pocet jedni¢ek/poclet viech hodnot (nul i jednicek)
D 3 4 12 » procento jedni¢ek mezi vSemi hodnotami (nulami a
celkem 7 20 32 jedni¢kami)
» pramér (nevézeny): x =7/4 =175 » procento jedinci s danou vlastnosti
» vazeny pramér (vahami kredity): x = 32/20 = 1,6 » pozor, nejde o pravdépodobnost, nanejvys jde o jeji odhad!
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charakteristiky polohy 35(254)| charakteristiky polohy 36(254)|

modus priklad — vék matek

> jiz zndme X =25, Q1 = 23,Q3 =28

» modus neni uren jednoznacné: x = 21, x = 25

» modus x [mode] nejcastéjsi hodnota (Ize poditat také pro > pramér
nomindlni & ordindlni méfitko) 1 2544

» modus nemusi byt uréen jednoznacné, napf. vék matek: X = 99 (26 +35+...+21+23) = 99 25,7

xf 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27

B 1 1 3 12 6 9 10 12 10 6 » vazeny primér zalozeny na tridéni

x; 28 29 30 31 32 33 34 35 37 38 _ 5.19427-22+432-25+19-28+8-31+6-34+2-37

. X =
9 4 3 2 3 3 1 2 1 1 5+27+32+19+8+6+2
2547
=——=257
99
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charakteristiky polohy 37(254)| charakteristiky polohy 38(254)|

priklad — tolary useknuty primér
také mira polohy
» primér
_ 1 1687 .
X~ 99 (26+20+...4+12+10) = 99 17,04 » alfa-useknuty pramér [trimmed mean]: nejprve se oddéli

(usekne) 100 % nejmensich a 100av % nejvétsich hodnot, ze

> vazeny primér zalozeny na cetnostech jednotlivych hodnot O
zbytku se spocita primér

7-10+14-11+16-12+---+1-47 1687

= 17,04 » je robustni (necitlivy) vici odlehlym hodnotam
7+14+16+---+1 99 ( )

)_(:

» voli se zpravidla « = 0,1 (0,15)
» vazeny primér zalozeny na tfidnich Cetnostech (obr. 24)

» priklad: vék matek [mean(vek.m,trim=0.1)]
_ 7-10+14-1+16-12+28-145+---4+8-40,5 1
X =
7+14+16+28+ 1241448 99 _1s (X(IO) + xa1) + .-+ X9 + X(go)) =253
1725
=—— =17,42
99 ’

» modus: x = 12

1. prednaska 1. fijna 2007 Statistika (MD360P03Z, MD360P03U) ak. rok 2007/2008 1. prednaska 1. Fijna 2007 Statistika (MD360P03Z, MD360P03U) ak. rok 2007,/2008

charakteristiky polohy 39(254)| charakteristiky polohy 40(254)|

priklad (vék matek):useknuty pramér vlastnosti charakteristik polohy

(pramér poditan pouze z Cernych Cisel)

» zménime-li vS8echny hodnoty x; tak, Ze priddme ke kazdé
vyloudi se [0,1-99| = |9,9] =9 (| x| znamend celou ¢&ast z x) stejnou konstantu a, zméni se o tutéz konstantu také

nejmensich a 9 nejvétsich hodnot charakteristika polohy (posunuti)
18 19 20 20 20 21 21 21 21 21

21 21 21 21 21 21 21 22 22 22
22 22 22 23 23 23 23 23 23 23
23 23 24 24 24 24 24 24 24 24
24 24 25 25 25 25 25 25 25 25 ! ,
25 25 25 25 26 26 26 26 26 26 > obecné pro miru polohy m(x)
26 26 26 26 27 27 27 27 27 27
28 28 28 28 28 28 28 28 28 29
20 20 29 30 30 30 31 31 32 32 m(b-x)=b-m(x),  b>0
32 33 33 33 34 35 35 37 38

» zménime-li vSechny hodnoty x; tak, Ze je vynasobime kladnou
konstantou b, toutéz konstantou musime vynasobit plvodni
charakteristiku polohy, abychom dostali charakteristiku polohy
pro upravend data (zména méfitka)

m(a+ x) = a+ m(x),

» v obou pripadech mira polohy reaguje

1. ptednaska 1. fijna 2007 Statistika (MD360P03Z, MD360P03U) ak. rok 2007/2008 1. ptednaska 1. Fijna 2007 Statistika (MD360P03Z, MD360P03U) ak. rok 2007,/2008



charakteristiky variability

charakteristiky variability

» méFi nestejnost (variabilitu) hodnot spojité veli¢iny

> obecné pro miru variability s(x)

s(a+x) = s(x),

s(b-x)=b-s(x), b>0

> pri¢tenim stejné konstanty a (posunutim) se charakteristika
variability nezméni (nezavisi na poloze)

» vynasobeni kladnou konstantou znamen3, Ze stejnou
konstantou nutno vynasobit charakteristiku variability

R=Xm = xq)

» kvartilové rozpéti [quartile range]

> rozpéti [range]
Ro=Q@3— @

Statistika

41(254)| charakteristiky variability 42(254)
rozptyl (variance)
> (vyb&rovy) rozptyl (variance) [variance] [VAR.VYBER][var(x)]
(nevyhovuje druhému pozadavku, misto toho: s§+b.X = b?-s2)
1
szn_l((xl—i)va(Xz—X)er - x)%)
1 O 1
i=1 i= 1
1k
ety -0t o (S
j=1
» necht x; = 1,x = 3,x3 = 8, pak je
X=(1+3+8)/3=12/3=4
1 26
$=5 7 (-7 +(3-4°+(@8-47) =7 =13=36

2. prednaska 8. Fijna 2007

charakteristiky variability

smérodatna odchylka

» rozptyl méfi primérny Ctverec vzdalenosti od priméru

» smérodatna odchylka [std. deviation]: odmocnina z rozptylu
[SMODCH.VYBER][sd(x)]

Sx = \/ 52

» zcela vyhovuje pozadavkiim na miry variability
» vyhoda smérodatné odchylky:
stejny fyzikdIni rozmér jako pivodni data
» vybérovy rozptyl z tfidnich Cetnosti:
Sheppardova korekce (jsou-li vSechny intervaly délky h):

2

decti —
odecti .5

Statistika

(MD360P03Z, MD360P03U) ak. rok 2007/2008

2. pfednaska 8. fijna 2007 Statistika (MD360P03Z, MD360P03U) ak. rok 2007,/2008

43(254)| charakteristiky variability 44(254)

priklad — vék matek

R =38 -18 = 20
Ro=28-23=5

> rozpéti:
» kvartilové rozpéti:
» rozptyl

1 2544\ 2
2 2 2 2 2
2 4212 423%)—99. [ =
s 98<(6+35 +21° 4 237%) 99<99>>
= 16,97 = 4,122

» smérodatnd odchylka je 4,12

Statistika

2. prednaska 8. Fijna 2007

(MD360P03Z, MD360P03U) ak. rok 2007/2008

2. pfednaska 8. fijna 2007 (MD360P03Z, MD360P03U) ak. rok 2007/2008



charakteristiky variability 45(254) charakteristiky variability 46(254)|

priklad — vék matek 2 stredni odchylka
» stfedni odchylka [mean deviation]: primér odchylek od
> pomoci tHidnich Zetnosti medidnu (nékdy od priméru) [mean(abs(x-median(x)))]
2 1<
1 2547 d=>)"|xi— %]
2 2 2 2 i
=—|(5-19 27 - 22 oo +2-377) —99 - | ——
’ 9% <( ! et ) ( 99 ) ) i3
= 16,36 = (4705)2 » stiedni diference: primér vzijemnych vzdalenosti viech n?
dvojic
» navic Sheppardova korekce
1 n n
5 S 9) S
2 __ 2 2 2 ! J
s =16,36 = (3,95) n* = =
2
=520 () —x0)
J>i

2. pfednaska 8. fijna 2007 Statistika (MD360P03Z, MD360P03U) ak. rok 2007/2008

2. pfednaska 8. fijna 2007 Statistika (MD360P03Z, MD360P03U) ak. rok 2007,/2008

charakteristiky variability charakteristiky variability 48(254)|
normované charakteristiky rozptylenosti z-skér, standardizace

» dosud zavedené charakteristiky variability zaviseji na volbé

méfitka (napf. délka v m nebo v km) » variacni koeficient v, Giniho koeficient G — pfiklady

bezrozmérnych veli¢in (zasluhou priméru ve jmenovateli zavisi

» hleddme charakteristiky nezavislé na méfitku, nutné pomérové Gi il
méfitko, kladné hodnoty i v na posunutil)
> umozni porovnani z riiznjch soubori > z-skdry [STANDARDIZE(x;primér(x);smodch.vybér(x))]
*[(x- d b I
» variacni koeficient [sd(x)/mean(x)] [(x-mean(x))/sd(x)] nebo [c(scale(x))]
v:s—x Z,':Xi_x, i=1,2,...,n
= 5
X X
> (Giniho) koeficient koncentrace » dostaneme nulovy primér (z = 0), jednotkovy rozptyl (s, = 1)

. » z-skéry jsou bezrozmérné =- umozni hodnotit vlastnosti
G— é . 23 i Xi) n+1 nezdvislé na poloze a variabilit&, napf. tvar rozdéleni
2x ny "X n

napriklad méFfi nerovnomérnost prijma, velikosti Gzemnich
jednotek, souvisi s plochou u Lorenzovy krivky

> x1=1,x=2,x3=3 = Xx=2,5=1

1-2 2-2 3-2
Z]_:T:—].,Z2:T:0,Z3:T:1

2. pfednaska 8. fijna 2007 Statistika (MD360P03Z, MD360P03U) ak. rok 2007/2008

2. pfednaska 8. fijna 2007 Statistika (MD360P03Z, MD360P03U) ak. rok 2007,/2008



charakteristiky tvaru 49(254)|

charakteristiky tvaru: Sikmost

v Vv

» invariantni v(c¢i posunuti i zméné méritka:

v(a+x) =(x)
v(b-x)=v(x) b>0

» Sikmost \/b; — pramér z 3. mocnin z-skér
[SKEW()] [mean(scale(x)"3)]

Va=ty (2

i=1

» pro symetricky histogram /by blizké nule
» doprava protazeny histogram pro /by >> 0
» doleva protaZzeny histogram pro v/b; << 0

charakteristiky tvaru 50(254)|

charakteristiky tvaru: Spicatost

» SpiCatost b, — pramér ze 4. mocnin z-skoéri
(nékdy se odecita 3) [KURT()] [mean(scale(x)"4)]

1o Xj — X 4
=2 ()

i=1

» nékdy se pocitaji odhady populacni Sikmosti a Spicatosti jinak
(Excel: sy jinak, Fisherovo g1, g» — pro zajimavost)

VA=) (rD(-1) [, 3n-1)
T a2 Vb, <b2_ >

&1 827 (h—2)(n—3) nt1

» Sikmost a Spicatost slouZi k hodnoceni, zda Ize predpokladat
normalni rozdéleni (bude zavedeno pozdéji)

2. pfednaska 8. fijna 2007 Statistika (MD360P03Z, MD360P03U) ak. rok 2007/2008

zavislost dvojice znaki 51(254)|

prehled zavislosti

» abychom mohli vySetfovat zavislost, musime na jedné
statistické jednotce méfit aspon dva znaky
» postupy (i grafické) zdvisi na méfitcich obou znak
» kvalitativni — kvalitativni
(vzdélani — pracovni zafazeni)
» kvalitativni — kvantitativni
(vzdélani — roéni p¥ijem)
» kvantitativni — kvantitativni
(vé&k — ro¢ni pFijem)
» zatim popisné charakteristiky a grafy, prokazovani zavislosti
pozdéji

2. pfednaska 8. fijna 2007 Statistika (MD360P03Z, MD360P03U) ak. rok 2007/2008

2. pfednaska 8. fijna 2007 Statistika (MD360P03Z, MD360P03U) ak. rok 2007,/2008

zavislost dvojice znaku 52(254)|

kvalitativni — kvalitativni

» kvalitativni data — znak v nominalnim (ordindlnim) méfitku
» hodnoty vyjadfujeme pomoci Cetnosti

> dva znaky — etnosti moznych dvojic hodnot nj;
(sdruzené cetnosti)
» zapisujeme do kontingencni tabulky [contingency table]
[table(x,y)] nebo [xtabs(~x+y)]
» dopliiujeme marginalni etnosti [marginal frequencies]
» soulty po Fadcich a po sloupcich
» Cetnosti jednotlivych hodnot kazdého ze znakl zvlast
» oba znaky nula-jednickové — kontingencni tabulka 2x2,
¢tyfpolni tabulka [fourfold table]

2. pfednaska 8. fijna 2007 Statistika (MD360P03Z, MD360P03U) ak. rok 2007,/2008




zavislost dvojice znaki 53(254)| zavislost dvojice znaki 54(254)

priklad — vzdélani matek priklad — vzdélani matek

(pozor na orientaci grafu!) (pozor na orientaci)

100
|

porodnice g porodnice
vzdélani | Praha venkov | celkem vzdélani | Praha venkov | celkem
zakladni 23 11 34 8 zakladni 23 11 34 8
stredni 30 17 47 stredni 30 17 47
S 17 1 18 3 1 S 17 1 18 s |
celkem 70 29 99 celkem 70 29 99
porodnice Q porodnice Q-
vzdélani | Praha  venkov | celkem vzdélani | Praha  venkov | celkem
zakladni | 329 % 379% | 343 % o | zakladni | 67,6 % 32,4 % | 100 % o |
stfedni | 428 % 58,6 % | 47,5 % : stfedni | 63,8 % 36,2 % | 100 % "
S 243% 35% | 182 % VS 944% 6,6 % | 100 %

celkem | 70,7 % 29,3 % | 100 %

Praha venkov z8KI. str. \Y

celkem | 100 % 100 % | 100 %

2. pfednaska 8. fijna 2007 Statistika (MD360P03Z, MD360P03U) ak. rok 2007/2008 2. prednaska 8. Fijna 2007 Statistika (MD360P03Z, MD360P03U) ak. rok 2007,/2008

zavislost dvojice znaki 55(254)| zavislost dvojice znaku 56(254)|
kvalitativni — kvantitativni priklad: platy u tfi skupin zaméstnanci
skup. | pFijem nj X; sj s?
Zluti 200 150 2 | 175,00 | 35,4 | 1250,0
» podle kvalitativni proménné rozdélime hodnoty kvantitativni modfi | 80 70 60 60 4| 6750 | 9,6 91,7
promé&nné do dil&ich soubor cerni 20201818 151510 10 8 15,75 4,0 16,2
3 L. ol . ., celkem | 746 14 | 53,29 | 57,7 | 3334,4
» porovname charakteristiky dil¢ich souborii (zejména
charakteristiky polohy) mezi sebou, pokud se hodné ligi, . 2-1750+4-67,50+8-15,75 53.9
. X = = s
svédci to pro zavislost 2+4+38
> celkovy priimér = vazeny pramér dil¢ich souborii s =13334,4 > 2-1250,0 ;' 4 '491’; +8-16,2 =214,0
+4+

» celkovy rozptyl = vazeny prdmér rozptyl + vazeny rozptyl

praméri (presné jen pro populaéni rozptyly s n ve jmenovateli)
. e w 5 > iZeny y imé !
» snaze jako rozklad souctu Ctvercu nevéZeny (nesmysiny) primér by byl 86,08

» rozptyl celkem je mnohem vétsi, nez jsou rozptyly ve skupinach

» pricina: nestejné priméry

2. pfednaska 8. fijna 2007 Statistika (MD360P03Z, MD360P03U) ak. rok 2007,/2008 2. pfednaska 8. fijna 2007 Statistika (MD360P03Z, MD360P03U) ak. rok 2007,/2008



zavislost dvojice znaku

rozklad souctu &tvercl

» velikost kolisani vSech plati (celkova variabilita):

SST = (200 —53,29)% + (150 — 53,29)? + (80 — 53,29)% +. ...
+ (10 — 53,29)2 = 43 346,86

» velikost kolisdni uvnitf skupin:

SSE = (200 — 175)2 + (150 — 175)? + (80 — 67,5)% + ...
+ (10 — 15,75)2 = 1 638,5
> kolisani primérd (mezi skupinami):
SSA =2 (175 —53,29)? + 4 - (67,5 — 53,29)?
+ 8- (15,75 — 53,29)? = 41 708,36

» kontrola: 1 638,5+41 708,36=43 346,86

57(254)| zavislost dvojice znaki 58(254)|

rozklad souctu ¢tverca obecné

xjj j-ta hodnota v i-té skupiné (plat j-té osoby v i-té skupiné)
n; pocet hodnot v /-té skupiné, k pocet skupin

Xie pramér v i-té skupiné (primérny plat v i-té skupiné)

vV v.v Y

Xee celkovy primér (primér vsech plati)

k n;
SST =" (xj— %es)”

i=1 j=1
k k  n
= Z n; ()_<io - )?00)2 + Z Z (XU - )_<i0)2
i=1 i=1 j=1
= SSA + SSE

Statistika

2. prednaska 8. Fijna 2007 Statistika

zavislost dvojice znaku

kvantitativni — kvantitativni
[plot(iq~zn7,data=lq,col=1+divka,pch="+")]

Q

zaporna korelace kladna korelace

130

h=}
o
(2]
8 1 + +
o _| ty
~ T T T T T T T T T
1.0 15 20 25 3.0 6000 8000 10000
znamky hmotnost
r=—0,69 r=0,45

Statistika

(MD360P03Z, MD360P03U) ak. rok 2007/2008

2. prednaska 8. Fijna 2007

(MD360P03Z, MD360P03U) ak. rok 2007/2008

59(254)| zavislost dvojice znaku 60(254)|

popis zavislosti spojitych veli¢in

> (vybérovd) kovariance [covariance] [cov(vek.o,vek.m)]

n

Sy = = D= X0~ ¥)

i=1

—X)(xi — X) = s)%, Sy = 52

Gy _ 1 n .
> ziejmé je Sy = 75 2im(Xi Y

» (Pearsontv, momentovy) korelaéni koeficient
[(Pearson, product-moment) correlation coefficient]

[cor(vek.o,vek.m)]
Yi— )7>
Sy

(MD360P03Z, MD360P03U) ak. rok 2007/2008

» lze zapsat pomoci z-skéril

n _
P
‘ Sx

2. prednaska 8. Fijna 2007 Statistika

2. prednaska

8. fijna 2007

(MD360P03Z, MD360P03U) ak. rok 2007/2008



zavislost dvojice znaku

priklad: hmotnost a délka déti (24. tyden véku)

» délka [cm]: x = 68,5 s, = 3,28

» hmotnost [g]: y = 7690, s, = 845

» kovariance [cm - g]: s,, = 1257

» korelacni koeficient: r = 3_55?’;45 = 0,45
» hmotnost [kg]: y = 7,69 ’sy = 0,845

» kovariance [cm - kg]: sy, = 1,257

> korelaéni koeficient: r = 3’218’_2% =0,45
>

které charakteristiky zavisi na pouzitém méritku?

2. prednaska 8. Fijna 2007 Statistika

61(254)| zavislost dvojice znaki 62(254)|

vlastnosti Pearsonova korelaé¢niho koeficient

vypovida o sméru zavislosti

pfi r < 0's rostoucim x v praméru y klesa (napf. IQ a znamky)
pfi r > 0 s rostoucim x v priméru y roste (napf. vaha a vyska)
plati -1< r <1

|r| = 1 jediné tehdy, kdyz body [x; y] lezi na p¥imce

vV Vv vV Vv Y

vzdjemné nezavislosti x, y odpovidaji r blizkd nule
(upresnime!)

» nemusi zachytit kfivocarou (nelinedrni) zavislost

char. polohy v geogr./demogr.

charakteristiky polohy v geografii /demografii

» Casto zndme jen priméry v diléich souborech a Cetnosti:
priméry se pouZiji jako x, Cetnosti standardné
» priklad: vék novych profesor(i a docentd UK 2002:
41 profesorti, primérny vék 51,1 (n; = 41, x{ =51,1)
77 docentd, pramérny vék 47,8 (np = 77, x5 = 47,8)
celkovy primér (vazeny pramér):
[weighted.mean(c(51.1,47.8),c(41,77))]

41-.51,1+77-47,8

= 48,9
41477 ’
nikoliv [mean(c(51.1,47.8))]
51,1 —;— 47,8 494

3. prednaska 15. fijna 2007 Statistika

(MD360P03Z, MD360P03U) ak. rok 2007/2008

(MD360P03Z, MD360P03U) ak. rok 2007/2008

2. prednaska 8. Fijna 2007 Statistika

(MD360P03Z, MD360P03U) ak. rok 2007/2008

63(254)| char. polohy v geogr./demogr. 64(254)|

charakteristiky polohy v geografii /demografii (2)

» geograficky stfed
» bod
> prusecik primérné zemépisné Sirky a primérné zemépisné
délky; priiméry vazené velikosti sledovaného jevu
» geograficky median — obdoba medianu,
» Cara, kterd rozdéluje geografické objekty do dvou disjunktnich
skupin
» hodnocena vlastnost urci vahy objekti
» usporadani hodnoceni znakil dano zvolenou geografickou
vlastnosti (nap¥. zemé&pisnou délkou)

Statistika

3. pfednaska 15. Fijna 2007

(MD360P03Z, MD360P03U) ak. rok 2007/2008



Giniho index 65(254)| Giniho index 66(254)|

miry nerovnomérnosti priklad: tolary (rozdéleni prijmi)

jaké procento nejchudsich ziskd desetinu celkového bohatstvi?

» Giniho index charakterizuje nerovnomérnost rozdéleni Cetnosti 99 osob (celkovy mési¢ni pfijem je 1687)
bohatstvi (pfijmd, ...) jedinym Cislem | G = A/(2x)
: xj |10 |11 |12 13 14 15 16|17 18 19 20
» primérny rozdil v bohatstvi vztazeny k dvojnasobku priiméru nj| 7141610 6 3 9|3 1 5 3
> maji-li v3ichni stejné (x1) = ... = x(;) > 0), je nutné A =0 a x; [21 22 24 26 27 28[32 35 36 40 43 45 47
tedy G =0 nj|4 3 3 1 2 1|1 1 2 1 1 1 1
> ma-li jeden vsechno, ostatni nic ) s¢itejme pFijmy nejchudsich, dokud nenas¢itdme 10 % z 1687
(0=x1)=".. = X(n—1) < X(n) = a), pak je
(7-10+8-11)/1687 = 158/1687 = 0,0937 = 9,37 %
o2 A 2n - 1)a (7-10+9-11)/1687 = 169/1687 = 0,1002 = 10,02 %
n n
G 2(h—1)a n _n-1 u jaké &asti z 99 osob jsme s¢itali pFijmy?

(7+8)/99 = 15/99 = 0,152 = 15,2 %

» Lorenzova kfivka je jemné&jsim ndstrojem (7+49)/99 = 16/99 = 0,162 = 16,2 %
= pr— 5 P 5 O

3. pfednaska  15. fijna 2007 Statistika (MD360P03Z, MD360P03U) ak. rok 2007/2008 3. prednaska 15. fijna 2007 Statistika (MD360P03Z, MD360P03U) ak. rok 2007,/2008

Giniho index 67(254)| Giniho index 68(254)|

priklad: tolary (rozdéleni prijmi) priklad: tolary (rozdéleni prijmi)
jaké procento nejchudsich ziskd polovinu celkového bohatstvi?

etnosti (celkovy mési¢ni prijem je 1687)

xj (10|11 }12 |13 14 15 16|17 18 19 20

nj| 7141610 6 3 9|3 1 5 3

xj |21 22 24 26 27 28|32 35 36 40 43 45 47
njl/4 3 3 1 2 1|1 1 2 1 1 1 1

jaké procento ziskaji ¢tyfi (tj. asi 4 %) nejbohatsi resp. nejchudsi?
Cetnosti (celkovy mésiéni prijem je 1687)
xp (10|11 }12 |13 14 15 16|17 18 19 20
nj| 71411610 6 3 9 | 3 1 5 3
xjp |21 22 24 26 27 28|32 35 36 40 43 45 47
nj| 4 3 3 1 2 1 1 1 2 1 1 1 1

seCteme prijmy onéch ctyr nejbohatsich

s¢itejme pFijmy nejchudsich, dokud nenas&itdme 50 % z 1687

7-10+...+9-16 + 17)/1687 = 836/1687 = 0,4956 = 49,56 %
( )/ / ’ (47 + 45 + 43 + 40) /1687 = 175,/1687 = 0,1037 = 10,37 %
(7-10+...49-16 +2-17)/1687 = 853/1687 = 0,5056 = 50,56 %

&tyfi nejbohatsi tedy dostanou pres 10 % bohatstvi,

o ua : TR
u jaké ¢asti z 99 osob jsme scitali prijmy’ kdezto &tyfi nejchudg dostanou
(7T+...4+9+1)/99 = 66/99 = 0,6667 = 66,67 %

(T+...4+9+2)/99 = 67/99 = 0,6768 = 67,68 % (4 10)/1687 = 40/1687 = 0,0257 = 2,57 %
... = =0, =0/, 0
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Lorenzova kfivka 69(254)| Lorenzova kfivka 70(254),

Lorenzova kfivka (Tolary) Lorenzova kfivka
> ia¢ni rada: 0 < <...< t
Lorenzova kfivka pro tolary (Gini=0.228) vanacni ‘ra a- U< X - @) = = X(n) [sor (X)]
S » kumulativni soucty pro j =0,1,...,n [cumsum(sort(x))]
(kolik patfi celkem j nejchudsim)
«© _| .
o J
Xo=0  Xj=xa+xa+. X5 =D X
S - i=1
» Gseckami spojit body [j/n; Xj/Xa], 0<j<n
<
S 7 » zajima nas plocha nad touto lomenou ¢arou a pod Ghlopfickou
jednotkového Ctverce
S » plocha méFi nerovnomérnost rozdéleni néjakého zdroje
» kdyby dostal kazdy stejné, bude velikost plochy nulova
o |
o >

| | | | | | Giniho koeficient koncentrace je dvojnasobkem této plochy

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

3. pfednaska  15. fijna 2007 Statistika (MD360P03Z, MD360P03U) ak. rok 2007/2008 3. prednaska 15. fijna 2007 Statistika (MD360P03Z, MD360P03U) ak. rok 2007,/2008

Lorenzova kfivka 71(254)| Lorenzova k¥ivka 72(254),

umély priklad priklad - pokracovani
vypocet Giniho koeficientu (n = 5)

Lorenzova kfivka pro 1.5 (Gini=0.267)

Xt,. 611,23, 4,5 52-A=1—1]+[1-2[+[1-3[+|1—4/+[1—5|
j J/n xg X Xi/Xa . +2-1|+2-2|+2-3|+|2—4]+|2— 5]
0 0,0 0 0,000 S +83=1+3-2[+[3-3[+[3—4|+[3 -5
1 02 1 1 0,067 . | a1+ [4—2/+|4—3|+|4—4| +|4—5
582 g Z 812;88 15— 1] +[5—2[+5-3|+[5—4|+|5—5]
4 08 4 10 0667 S ] =10+74+6+7+10
5 1,0 5 15 1,000 o A =40/25=1,6
T T T T T T —
00 02 04 06 08 10 x=3
16 16
G=_—2 =2 _-0.267
2.3 6 ’

3. pfednaska  15. fijna 2007 Statistika (MD360P03Z, MD360P03U) ak. rok 2007/2008 3. prednaska 15. fijna 2007 Statistika (MD360P03Z, MD360P03U) ak. rok 2007,/2008



Lorenzova kfivka 73(254)| Lorenzova kfivka 74(254),

Lorenzova krivka pocet hejtmant v krajich CR priklad: kraje CR ke konci roku 2006
., v e . , . kraj obyvatel rozloha[km?] hustota na km?
> v kazdém kraji je stejné hejtmand, proto postupné soucty i Vi n; x;
rovnomérné rostou, totéz plati pro X;/X, Hiavni mésto Praha 1188126 2961 2395,0
> lomend ¢ara Lorenzovy krivky prejde v Gsecku a plocha zmizi Stredocesky kraj 1175254 11014,7 106,7
» primérnd diference je nulova (viechny rozdily |x; — x;j| u J'hOCVeSk,y kraj 630006 10056,9 62,6
Plzensky kraj 554 537 7561,1 73,3
poctu hejtmand jsou nulove) Karlovarsky kraj 304 602 3314.6 91,9
o Lorenzova kfivka pro hejtmanu (Gini=0) Usteck)'/ kraj 823 265 5334,5 154'3
- Liberecky kraj 430774 3163,0 136,2
S A Kralovéhradecky kraj 549643 4758,4 1155
N Pardubicky kraj 507 751 4518,6 112,4
° Vysocina 511645 6795,6 75,3
5 Jihomoravsky kraj 1132563 7196,3 157,4
Olomoucky kraj 639894 5266,8 1215
Ch Zlinsky kraj 589 839 3963,5 148,8
s Moravskoslezsky kraj 1249290 5427,0 230,2
celkem 10287189 78867,0 130,4
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Lorenzova kiivka s vizenim 76(25¢)
Lorenzova kfivka (obyvatelé — kraje) Lorenzova krivka pro tolary jesté jinak

Lorenzova kfivka pro obyvatel (Gini=0.227)

o | » spousta hodnot proménné tolary se opakuje, mohli jsme

- pouzit Cetnosti

o > hodnota x(;) se vyskytuje n;krat

© 0 10*7=70 tolarti se rozdélilo 7 ,,nejchudsich" osob
0 11*14=154 tolarti se rozdélilo 14 druhych ,,nejchudsich“
poslednich 47 tolari pfipadlo jedinému nejbohatsimu

T T T T T T '
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

v

0.6
|
\ 2 A 4

0.4

1.0

0.8
0.8

0.2

0.4
0.4

0.0

02
02
L

0.0
0.0
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Lorenzova kfivka s vazenim 77(254)| Lorenzova kfivka s vazenim 78(254)|

pripad s vahami - priklad Lorenzova krivka: obyvatelé krajl, vztazeno k rozloze
» nerovnomérnost rozmisténi obyvatel v republice, ale Gdaje jen o | Lorenzova kiivka pro obyvatel(rozloha) (Gini=0.29)
podle kraji
> potrebovali bychom pro kazdy jednotlivy km? znat pocet @
obyvatel zde zijicich
» zname jen pocty obyvatel y; v krajich a rozlohu krajd n; <
» predpokladdme rovnomérné rozmisténi uvnitf kraje, tedy
x; = y;/n; obyvatel na kazdy km? v i-tém kraji 3
» kazdou takovou hustotu x; musime zapocitat n;krat
» celkovad plocha n=ny + ...+ nia(= Nig) S
> primérny pocet obyvatel na km?
o
S -
_ooimixi o inilyi/mi) iy ' ' ' ' ' '
X = S n; = n -, y 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
it
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Lorenzova kiivka s vizenim 0(254)
Lorenzova krivka: obyvatelé okres(i, vztazeno k rozloze poznamky

Lorenzova kfivka pro obyvatel(rozloha) (Gini=0.334)

o
S
» hrubsi hodnoceni (kraje, nikoliv okresy) znamena mensi
o | hodnotu Giniho indexu!
o
» nezaleZi na zvolenych jednotkach
S » na vodorovné ose jde o umisténi v fadé od nejchudsich k
nejbohatsim
| . I _ ok
ozna¢me kumulativni soucty N; = Zj::l n;
na svislé ose jde o podil na bohatstvi
- Y V. : v i
ozna¢me kumulativni soucty od nejchudsich Y; = ijlyj
| pro zajimavost: Ny = n, rozdéluje se bohatstvi Y
I I I I I I

ve vSech pripadech je poradi scitancti dano poradim , hustot"
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 Vi y
x; = 2 (napf. obyvatel /rozloha)

!

0.4

0.2

0.0

vV V. v v Y
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Lorenzova kfivka s vazenim 81(254)| Lorenzova kfivka s vazenim 82(254)|

vypocet v pripadé vah priklad Pavlik, Kiihnl: str. 114 (okresy stfedoceského kraje)
» kumulativni souéty N; = Zjlle nj, Y = ZJI'(:1 Y; Okres  plocha [km?2] obyvatel hustota na km?
v P o v, V.o 2 / nj Yi Xj
» stredni diference primérnych poétl obyvatel na km= (hustot) BN 1423 88288 61.2
C P RA 930 56489 60,7
1 1 Yi Y PB 1629 106266 65,2
A=13 Z Z nin [xi — xj| = S )2 Z Z SA P KH 937 81890 87,4
i=1j=1 i=1j=1 MB 1067 109766 102,9

k k—

1 5 NB 881 94377 107,1
== lmyi— iyl == Z (N;Yig1 — Nig1Yy) BE 662 79764 120,5
i=1 j=1 i=1 KO 819 99408 121,4
k—1 Pz 634 77940 122,9
G=2o% <’V' Yin  Nip Yf> ME 713 96104 134,8
2y i \Ne Yo Ny Yy PH 507 94328 158,0
KL 692 154445 223,2
» Lorenzova kfivka spojuje body [N 3,/’} AB 496 1175522 2370,0
k celkem 11500 2314587 201,3
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Lorenzova kiivka s vazenim 83(254)| avod 84(254)|
priklad Pavlik, Kiihnl: str. 114 mozné pristi Glohy statistické indukce
Lorenzova kiivka pro obyvatel(rozloha) (Gini=0.566) » na hracich kostkdch A a B padala Sestka nestejné Casto:
o o
= 7] na kostce A v 17 ze 100 pokust
- na kostce B v 41 ze 100 pokusl
©

> je pravdépodobnost Sestky rovna 1/67

© | > teorie pravdépodobnosti odvodi teoretickou hodnotu
» matematickd statistika odhadne, provéri predstavu teorie

S » je kostka symetrickd, tj. maji vSechny stény kostky stejnou

N pravdépodobnost?

< » kolik potfebujeme nezavislych hodl, abychom s pozadovanou
S spolehlivosti poznali, Ze je kostka nesymetricka?

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 » li$i se mezi sebou kostky A a B?

» v3e zaloZzeno na modelu populace — vybér [population,
sample]
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85(254)|

populace a vybér

» model populace — vybér umoziuje zobecnéni na celou
populaci z hodnot zjisténych na vybranych statistickych
jednotkdch (vybér)

» populace (zakladni soubor) — velky soubor, jehoz je
zpracovavany soubor (vybér) reprezentativnim vzorkem

> reprezentativnost — frekvence vyskytu duilezitych
doprovodnych znak( ve vybéru odpovida jejich frekvenci
v populaci

> reprezentativnosti nejlépe dosdhneme tak, Ze pouzijeme
prosty ndhodny vybér, kdy kazda n-tice prvk(i populace ma
stejnou Sanci (pravdépodobnost) do vybéru se dostat

» na zakladé vybéru tvrdime néco o populaci

Gvod 86(254)

parametry — odhady, statistiky

» podle toho, jakou roli hraje hodnoceny soubor, rozliSujeme
charakteristiky

> populacni: vztazené k populaci, mnohdy jen idedlni, nami
predstavované, jsou to parametry modelu
> vybérové: vztazené k vybéru z néjaké populace, jsou to
statistiky spocitané z vybéru
> statistika — z vybéru spocitana hodnota (napf. soucet
napozorovanych hodnot, primér, Giniho index . ..)
» speciadlnim pfipadem statistik jsou odhady odpovidajicich
popula¢nich parametra,
» prikladem dvojice odhad — parametr je dvojice relativni
¢etnost — pravdépodobnost (napf. 17/100 vers. 1/6)

» statistiky se pouZivaji pfi statistické indukci (statistickém
rozhodovani) [statistical inference (decisions)]
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pravdépodobnost 87(254)| pravdépodobnost 88(254)|

zakladni pojmy klasickd pravdépodobnost (Laplace)

» pokus — dobre definovana situace (postup), ktera kon¢i jednim
z fady moznych vysledk( (vrzena kostka spadne na zem)

» nahodny pokus — pokus, u néhoz predem nevime, ktery
vysledek nastane (ktera strana kostky padne pristé?);
predpoklada se stabilita relativnich ¢etnosti moznych vysledk

» nahodny jev — tvrzeni o vysledku ndhodného pokusu

» pravdépodobnost ndhodného jevu A — Ciselné vyjadreni
ocCekavani, ze vysledkem nahodného pokusu bude pravé A

» raciondlni predstava: pfi velkém poctu opakovani pokusu se
relativni Cetnost jevu bliZi k pravdépodobnosti tohoto jevu

4. pfednaska  22. fijna 2007 Statistika (MD360P03Z, MD360P03U) ak. rok 2007/2008

> jisty jev (nastdva vzdy) lze rozdélit na M stejné
pravdépodobnych neslucitelnych (disjunktnich)
elementarnich jeva (symetrie)

» kazdy jev lze slozit z téchto elementarnich jevi
> je celkem My pFiznivych jevu A (je z nich slozen)

» klasicka definice pravdépodobnosti (metoda vypoctu)

_ Ma

P(A) =

» klasickou pst Ize pouzit jen nékdy! (Sportka, Sazka)
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pravdépodobnost 89(254)|

priklad: hraci kostka

v

idealizovana symetrickd hraci kostka

homogenni
presna krychle

vvey

vV YyVvyy

kazdd strana ma stejnou pravdépodobnost
A — padne Sestka, B — padne sudé Cislo
M=6

Ma =1, tedy P(A) =1/6

Mg = 3, tedy P(B) =3/6 =1/2

vV V. Vv VY
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pravdépodobnost 90(254)|

faktorial

[FAKTORIAL(n)] [factorial(n)]
» faktorial n=n-(n—-1)---2-1 ol=1

» kolika zplsoby lze usporddat za sebou n rozlisitelnych prvki

» priklady:
» 5!=5.-4.3.2-1=120
» 11=1

» kolika zptisoby lze uspofadat za sebou 14 kraji CR:
14! =14-13-12--.2.1 =87 178 291 200 = 8,7- 101
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pravdépodobnost 91(254)|

pocet kombinaci

[KOMBINACE(n; k)] [choose(n, k)]
» kombinaéni ¢&islo (Z) (&ti ,,n nad k")
» pocet k-prvkovych podmnozin mnoziny o n prvcich nezavisle
na jejich poradi

n\ n! ~n-(n=1)---(n—k+1)
<k)_k!(n—k)!_ k-(k—1)---2-1

» kolika zpisoby si mohu z péti knizek vybrat dvé na dovolenou:

5 51 5.4
= — = — = 1
<2> 23~ 2.1 10

» kolika zpiisoby si z onéch péti mohu vybrat t¥i knihy? (10)

pravdépodobnost 92(254)|

priklad: losovani otazek (1)

» student neumi 5 otazek, umi 10 otazek
» losuje se dvojice otazek z onéch 15 otdzek

» pravdépodobnost P(A), Ze student neznd ani jednu
z vylosovanych:

» elementarni jevy: prvni losovana otdzka — 15 moznosti, druha
jen 14 moznosti, nezaleZi na poradi, tedy délit 2
(tedy pocet kombinaci)

| .
M:<5+10>:<15> 15! _15-14

2 2 ) 23l 2.1

» priznivé elementarni jevy: vylosuje obé z péti, které neumi

5\ /10 5-4 10
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pravdépodobnost 93(254)| pravdépodobnost 94(254),

priklad: losovani otazek (2) pravidla pro pravdépodobnost (1)
» pravdépodobnost P(B), Ze znd prdvé jednu otazku » sjednoceni jevii AU B: plati A nebo B (aspofi jeden z jevii
5 10 50 A, B)
Mg={,) |;)=510=50=P(B)= - =476% > prinik AN B: plati A a sougasné& B (oba jevy A, B soucasng)
» pravd&podobnost P(C), %e zna obé& otézky (prave dvé) P(AUB) =P(A) + P(B) —P(AN B)
5 10 10-9 45 » Venniv diagram
Mc = (O) ' (2) =1 2.1 =45=P(C) = 105 =429% AU B = celd vybarvena plocha
P(A) = 0,42 = zelend + Sediva plocha
» pravdépodobnost P(D), ze zna aspori jednu otazku P(B ) — 0,24 = 3luts + %ediva plocha
05 B P(AN B) = 0,16 = Sediva plocha
Mp = Mg + M¢c =50+ 45 =95 = P(D) = 108 =905 % P(A) + P(B) = zelend + Zlutd
+ 2 - Sedivd plocha
» kontrola: Mp + My =M P(AUB)=10,42+ 0,24 — 0,16 = 0,50
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podminéna pst 95(254)| podminéna pst 96(254)|

pravidla pro pravdépodobnost (2) nezdvislost nahodnych jevi

> nesluditelné jevy: nemohou nastat nikdy soucasné, navzajem

v o .- , » nezavislé jevy: vyskyt jednoho jevu neovlivni
se vyluCuji; pro neslucitelné jevy plati ezavislé jevy: vyskyt jednoho jevu neo

pravdépodobnost vyskytu druhého

P(AUB) =P(A) + P(B) (definice nezavislosti ndhodnych jevii):
» podminéna pravdépodobnost pravdépodobnost jevu A, kdyz P(AN B)
uz jev B nastal: P(A) =P(A|B) = B ’ P(ANB) = P(A)P(B)‘
P(AN B) (B)
P(AIB) = —5 &y
P(B) » Venniv diagram
> Venniv diagram P(A) = 0,60 = zelend + Sediva
P(B) = 0,40 = Zlutd + Sediva plocha
P(B) = 0,24 = #lut4 + %ediva plocha P(AN B) = 0,24 = Sedivé plocha
P(AN B) = 0,16 = 3ediva plocha B P(A|B) = Sediva vzhledem k (Zlutd + Sediva)
Bl | P(A|B) = tedivé vzhledem k (2luts + Zediva) P(A|B) = 0,24/0,40 = 0,60
P(A|B) = 0,16/0,24 = 0,67, ale P(A) = 0,42 P(A)-P(B)=P(ANB)
= A a B jsou nezavislé
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podminéna pst 97(254)|
idealizovany priklad

> A — jednicka ze statistiky, P(A) = 0,3

» B — jedni¢ka z matematiky, P(B) = 0,2

» AN B — jedni¢ka z obou predmétt, P(AN B) = 0,1

> jsou jevy A, B nezdvislé? (jsou jednitky ze dvou predméti

nezavislé?) NE, protoze 0,3 - 0,2 # 0,1
> jaka je pst jednicky ze statistiky, kdyz uZ je z matematiky?
P(AnB) 0,1
P(AB) = ——— = =05
(AlB) P(B) 0,2 ’

> pst jedni¢ky z matematiky, kdyz uz je ze statistiky:
P(BJA) =0,1/0,3=1/3
» pravdépodobnost, Ze aspon jedna jednicka:

P(AUB)=P(A)+P(B)—P(ANB)=0,3+0,2-0,1=04

nahodna veligina 98(254)|

rozdéleni ndhodné veliciny

» nahodna velicina — Ciselné vyjadreny vysledek ndhodného
pokusu

» diskrétni rozdéleni (pro Cetnosti) uréeno seznamem moznych
hodnot a jejich pravdépodobnostmi:

X1y X2y«

P(X = Xl)7 P(X = X2)7 NN

> spojité rozdéleni (pro spojité méfitko) uréeno distribuéni
funkci
Fx(x) =P(X < x)

nebo hustotou

K00 = oo Fx(, B = [ o
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nahodna veligina 99(254)|
vék matek (n=4838)
h=3 h=2 h=1
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nahodna veli¢ina 100(254)

» velkd populace, spojita veli¢ina — intervaly pro tfidéni mohou
byt kratké, obdlce histogramu relativnich ¢etnosti odpovida
hustota fx(x) [density]

» podobné kumulativnim relativnim ¢etnostem odpovida
distribuéni funkce [distribution function]

> bezprostfednim vybérovym protéjskem distribuéni funkce je
empiricka distribucni funkce

> x{ < x5 <...< Xxp, existujici rGizné hodnoty
Ny, no,...,Nm jejich Cetnosti (n =3, nj)
Fn(x) je schodovita funkce, v bod& x* ma skok n;/n
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nahodna veligina 101(254) nahodna veligina 102(254)

kumulativni distribuéni funkce (tolary) priklad diskrétniho rozdéleni: znamky u zkousky
skoky odpovidaji éetnostem, napf. ve 12 je skok z 0,21 na 0,37 o 16/99=0,16 X, Y zndmky ze dvou predméti

= znamka k | 1 2 3 4

= PX=k) |03 04 02 01

< P(Y=k)|03 03 02 02

» z tabulky nic nepozname o pfipadné zavislosti X, Y

o~
=

» jak jednim Cislem charakterizovat Groven znamek?

=
=

‘ ‘ ‘ ‘ » obycejny primér moznych hodnot by X, Y nerozlisil

tolary » pouZijme vazeny prameér, kde vahami zndmek jsou
ka 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 pravdépodobnosti moznych hodnot
nj| 7 1416 10 6 3 9 3 1 5 3 » dostaneme tak stfedni hodnoty X a Y (populacni priméry)
N; | 7 21 37 47 53 56 65 68 69 74 77
X' |21 22 24 26 27 28 32 35 36 40 43 45 47 px=1:03+2-04+3-02+4-01=21
nj |4 3 3 1 2 1 1 1 2 1 1 1 1 py=1-03+2-034+3-0,2+4-0,2=23
N; |81 84 87 88 90 91 92 93 95 96 97 98 99
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stfedni hodnota 103(254) stfedni hodnota 104(254)

charakteristiky rozd&leni ndhodné veliciny (1) > stiedni hodnota funkce Y = g(X) nahodné velitiny X

vazeny primér funkénich hodnot

v

stfedni hodnota ndhodné veli¢iny X (populacni primér)
> je to vaZeny primér moznych hodnot EY =Eg(X) = Zg(xk)P(X = xx)
» vahami jsou pravdépodobnosti hodnot k

px = EX =x-P(X = x1)+x-P(X =x)+... = ij.p(x = X)) resp. pro spojité rozdéleni
J

o9}

EY=Eg(X)= / g(x)f(x)dx

» operdtor E (expectation) aplikovany na ndhodnou veli¢inu X oo

spocita vazeny primeér jejich hodnot, vahami jsou u

diskrétniho rozdéleni pravdépodobnosti téchto hodnot > populaéni median /i spojitého rozdeleni

» pro spojité rozdéleni Fx(fi) = P(X < i) =05
o0
ux =EX = / x - fx(x)dx X Cislo, které déli mozné hodnoty nahodné veli¢iny na dva
—o stejné pravdépodobné intervaly hodnot vétsich a mensich
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stfedni hodnota 105(254) rozptyl 106(254)

priklad diskrétniho rozdéleni: znamka u zkousky (populaéni) rozptyl ndhodné veli¢iny X
znamka k | 1 2 3 4 | pu | o2 o » vazeny prumér Ctvercil vzdalenosti moznych hodnot od stredni
P(X=k) |03 04 02 01210890943 hodnoty
P(Y=k) |03 03 02 02|23]121| 1,100
(r=4 7% = E(X — px)?

» jednim &islem charakterizovat kolisdni zndmek (variabilitu) = (x1 = ux)’P(X = x1) + (2 — x)’P(X = x2) + ...

> (populaéni) rozptyl = vazeny pramér Etvercu vzdalenosti = Z(xj — ux)?P(X = Xj)
od stfedni hodnoty j
» vahami jsou pravdépodobnosti o
Jsou pravdép K =X = = [ i)helx)ix
ox =(1-21)%-03+(2-2,1)?-04 e
+(3-2,1)2-0,2+ (4—2,1)%-0,1 = 0,89 = 0,943>
0y =(1-23)2-03+(2-23)2-03
+(3-23)2.02+

—~

» (populaéni) smérodatna odchylka odmocnina z
(populaéniho) rozptylu

—

4-23)2.02=121=1,1? ox = /0%

—~

(MD360P03Z, MD360P03U) ak. rok 2007/2008
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rozptyl 107(254) zavislost 108(254)

vlastnosti stfedni hodnoty a rozptylu nezdvislé ndhodné veliiny

X, Y — ndhodné veli¢iny, a, b konstanty, b > 0 » pripomenme: nahodné jevy A, B jsou nezavislé, kdyz

fasx=E(@+X)=a+EX =a+ ux P(AN B) =P(A)-P(B)

pox=E(b-X)=b-EX =b-pux » nahodné veli¢iny X, Y jsou nezavislé, kdy?
pux+y =EX+Y)=EX+EY =pux + uy pro vSechny dvojice moznych hodnot (x;, y;) plati
U§+X:U§<’ Oa+X = 0X P(IX=x.Y =v:) = = x: — v
X =00 (X =xi.¥ = y) = P(X = x) -P(Y = )
oh.x = b ok, op.x = |blox

2 2 2 » X a Y jsou tedy nezavislé, jsou-li nezavislé jevy
Y =ox +oy+20
Xry X Y Y ) A = {tvrzeni o X} a B = {tvrzenio Y}
ox,y = E(X — px)(Y — py) kovariance X, Y
= (1 —pux)(y1 — py)P(X =x1,Y = y1)
+ 0 —px)(y2 —py)P(X =X, Y =y2) + ...
(sCitd se pres vechny moiné dvojice) » pro nezdvislé ndhodné veli¢iny plati:
rozptyl souctu = soucet rozptyli

» jsou-li X, Y nezavislé, pak

ox,y =0, tedy a§<+y:<7§<+0§,

(MD360P03Z, MD360P03U) ak. rok 2007/2008

4. prednaska 22. fijna 2007 Statistika (MD360P03Z, MD360P03U) ak. rok 2007/2008 4. prednaska 22. fijna 2007 Statistika



zavislost
(populaéni) korelacni koeficient

» Pearsonlv korelaéni koeficient

Sxy
5xSy

Ixy =

» vybérova kovariance dana vztahem (str. 59)
1 n
Sy = 7 ZI(X:' —X)(yi —¥)
=

» populacni protéjsek

oxXy
OX0y

PXYy =

> pxy ma stejné vlastnosti jako ry,, zejména plati [pxy| <1

» pro nezavislé ndhodné velic¢iny X, Y je vzdy pxy =0

109(254),

zavislost 110(254)
idealizovany priklad: zndmky u zkousky

sdruzené a marginalni pravdépodobnosti

Y
1 2 3 4 |PX=k
015 0,10 005 000| 03
0,10 015 010 005| 04
005 005 005 005| 0,2
0,00 000 000 010| 01
03 03 02 02

B WM R X

oxy=(1-21)(1-23)-0,15+ (1 —2,1)(2—2,3)-0,10+...
+(4-21)(3-2,3)-0,00+ (4 —2,1)(4 — 2,3) - 0,10 = 0,57
0,57

“ 094311 0®° 7

PX.Y X a Y jsou zavislé

4. prednaska  22. fijna 2007 Statistika (MD360P03Z, MD360P03U) ak. rok 2007/2008

binomické rozdéleni

alternativni rozdéleni

» diskrétni, s jedingm parametrem 7 (nikoliv Ludolfovo &islo)
»P(X=1)=r, PX=0=1-7 (0<r<1)
» X — kolikrat v jednom pokusu doslo k udalosti, kterd ma
pravdépodobnost 7 (jen dvé mozné hodnoty: 0 nebo 1)
» stfedni hodnota (populaéni primér)
pux =1-P(X=1)+0-P(X=0)=7
» (populaéni) rozptyl

0% = (1 px)2P(X = 1) + (0 — jux)2P(X = 0)
—1-n)?7+0-7n)?%(1-n)
=(1-n)?r+n*1-7)=7(1—-n)

111(254)
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binomické rozdéleni 112(254)
binomické rozdéleni bi(n, ) (1)

» diskrétni rozd€leni s parametry n, 0<m<l)
n nezavislych pokusi
v kazdém zdar s pravdépodobnosti 7, nezdar s psti 1 — 7

>
>
» celk. pocet zdarGi X ma binomické rozdéleni s parametry n,
» zapisujeme X ~ bi(n, )

>

X je soucet n nezavislych ndhodnych velic¢in X;
(X; = pocet zdarti v i-tém pokusu)
kazdé X; ma alternativni rozdéleni s parametrem =

z vlastnosti stfedni hodnoty souétu ndh. velidin:

z vlastnosti rozptylu souctu nezavislych nahodnych velicin

v

v

o% = nm(l—n)

5. pfednaska  29. fijna 2007 Statistika (MD360P03Z, MD360P03U) ak. rok 2007/2008

5. pfednaska  29. fijna 2007 Statistika (MD360P03Z, MD360P03U) ak. rok 2007,/2008



binomické rozdéleni

binomické rozdéleni bi(n, ) (2)

» pravdépodobnosti moznych hodnot

n

P(X =k) = <k>7rk(1 o)k ok

0,1,,...

,n

» pst, ze v danych k pokusech zdar Z, v ostatnich nezdar N

ZZ...ZNN---Ns psti 7%(1 — )"~k
——— ——
k n—k

» zvolime k mist pro zdar Z, na ostatnich mistech nezdar N,
pocet moZnosti:

(¥

29. fijna 2007

n(n—1)---(n—k+1)

n!
Kkl (n—k)  k(k—1)---2-1

5. prednaska Statistika

113(254) binomické rozdéleni 114(254)

priklad: zkousky

v

C — zdar = udélat zkousku, P(C) = 0,8
» zkousku déld n = 10 studentd stejné pripravenych (u vech
stejnd pravdépodobnost 7), studenti neopisuji (nezavislost)

» pst, ze zkousku udéla néjakych 9 studentd

10
- <9 > ’ 0789 ’ 0721 =10- Oa89 : 0721 = 07268

> pst, ze pravé jeden student (néjaky) zkousku neudéld

10
- ( 1 ) ’ 0321 * 0789 - 10 ‘ 0721 : 0)89 = 0’268

» pst, ze zkousku udéla danych 9 student(: 0,0268

binomické rozdéleni

priklad: koureni

> vime, Ze mezi dvacetiletymi muzi je (feknéme) 35 % kurakd
(napt. je-li 70 tisic dvacetiletych, pak je mezi nimi asi 24 500
kuraku, ale nevime, ktefi to jsou)

» vybereme ndhodné 60 dvacetiletych muzi, X — pocet kuraki
mezi nimi, tedy X ~ bi(60, 0,35)

px =60-035=21 0% =60-0,35-0,65 = 13,65 = (3,7)?

» ukazky pravdépodobnosti moznych hodnot

[BINOMDIST(15;60;0,35;0)] [dbinom(15,60,0.35)]
k 15 17 19 21 23 25

0,029 0,062 0,095 0,107 0,091 0,059

5. prednaska  29. fijna 2007 Statistika

(MD360P03Z, MD360P03U) ak. rok 2007/2008

115(254)

(MD360P03Z, MD360P03U) ak. rok 2007/2008
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Poissonovo rozdéleni 116(254)

Poissonovo rozdéleni Po(\) (1)

v

diskrétni rozdéleni (zakon vzacnych jevi), Y ~ Po())

v

Y — podet vyskyti jevu ve zvolené Casové (prostorové,
plosné ...) jednotce

v

A > 0 — jediny parametr, intenzita vyskytu jevu (jak ¢asto se
v priméru vyskytuje ve zvolené jednotce)

)\k
P(Y = k) = Fe**, k=0,1,...
» stfedni hodnota, (populaéni) rozptyl
Hy = A, o2 =\

v

u binomického rozdéleni bylo px > O'§<, zde rovnost
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Poissonovo rozdéleni

Poissonovo rozdéleni Po()\) (2)

» parametr A znamena hustotu na jednotku plochy
(populaéni primér poétu pfipadd na jednotku)

» zménime-li jednotku plochy, zméni se parametr: p¥i pocitani
pravdépodobnosti toho, kolikrdt najdeme pfipad na
trojndsobku plvodni jednotky (trojnasobné plose, ve
trojndsobném case ... ), bude novym parametrem 3\

» analogicky pro jiné kladné nasobky

» aproximace: X ~ bi(n, ), n velké, m malé (ux = n- )
pak pravdépodobnosti hodnot X Ize aproximovat (pfiblizné
vyjadFit) pomoci pravdépodobnosti hodnot Y ~ Po(n - )

» Poissonovo rozdéleni Po(n - \) aproximuje binomické bi(n, )

117(254),

5. pfednaska  29. fijna 2007 Statistika (MD360P03Z, MD360P03U) ak. rok 2007/2008

Poissonovo rozdéleni 118(254)

priklady Poissonova rozdéleni
» do pasti padd za noc v priméru 8 broukl (A = 8)
» s jakou pravdépodobnosti jich tam rano najdeme 107

[POISSON(10;8;0)] [dpois(10,8)]

P(Y =10) = —e % =0,099

» vezmeme-li past s polovi¢énim obvodem, ocekdvame polovicni
primér za noc (A = 4)

5. prednaska 29. fijna 2007 Statistika (MD360P03Z, MD360P03U) ak. rok 2007,/2008

Poissonovo rozdéleni

souvislost binomického a Poissonova rozdéleni

» s jakou pravdépodobnosti neudéla 12 z 50 stejné pfipravenych
studentl zkousku? (pst netispéchu = 0,2)
» binomické rozdéleni bi(50, 0,2)

[BINOMDIST(12;50;0,2)] [dbinom(12,50,0.2)]

P(X =12) = Gg) .0,212.0,8% = 0,103

» Poissonovo rozdéleni Po(50 - 0,2)=Po(10)
[POISSON(12;10;0)] [dpois(12,10)]
1012

ﬁe*10 = 0,095

P(Y = 12)

119(254)

normalni rozdéleni 120(254)

normélni (Gaussovo) rozd&leni N(p, o?)

08

0.2

00
\

» spojité rozdéleni, symetrické okolo stfedni hodnoty p

1 - 0,4)
V2mo? o
» model vzniku: soucet velkého poctu nepatrnych prispévki

» maximalni hodnota hustoty je tmérnd 1/o (

5. pfednaska  29. fijna 2007 Statistika (MD360P03Z, MD360P03U) ak. rok 2007/2008
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normalni rozdéleni

normované normalni rozdéleni Z ~ N(0, 1)

Hustota N(0,1)

121(254),

normalni rozdéleni

122(254)

priklady pravdépodobnosti o normalnim rozdéleni

> pro X ~ N(,u,az) plati

< ’MX:EX:M‘ 0% = E(X — ux)? = o?
o X _

> X ~N(po?) = z=2""F N
™ g
O' — | 4

X—p

~ P(Z]<c)=P <c|=P(X—-pul<c-o)
s 1 21% 13.6 %|34.1 %|34.1 %|23.6 % 2.1 %

> tedy
i P(IX — u| < 1,00 ¢) = 0,68, tj. 68 %

P(IX — u| < 1,96 o) = 0,95, tj. 95 %

o P(IX — | < 2,00 o) = 0,9545, tj. 95,45 %
© | | | | | | P(|X — u] < 3,00 0) = 0,9973, tj. 99,73 %

5. prednaska  29. fijna 2007

normalni rozdéleni

normované normalni rozdéleni Z ~ N(0, 1)

tabelovano:
» hustota ¢(z)
[NORMDIST(z;0;1)]
» distribuéni funkce ®(z) = P(Z < z)
[NORMSDIST(z)]

» kritické hodnoty z(a): P(Z < z(«a)) = ®(z(a)) =1 — «

[NORMSINV(z)]

Statistika (MD360P03Z, MD360P03U) ak. rok 2007/2008

5. pfednaska  29. fijna 2007

123(254))

zajimavé kritické hodnoty

= _]
=

o2
=

~
=

. >(z)

)
=

z(0.05) =1.645

=
S

[dnorm(z)] .
2(0,025) = 1,96 tj.
[pnorm(z)] z(0,025) = 1,96 tj.
2(0,025) = 1,96 tj.
[qnorm(z)] 2(0,005) = 2,58 tj.
2(0,005) = 2,58 tj.
z(0,005) = 2,58 tj.
2(0,050) = 1,64 tj.
2(0,050) = 1,64 tj.
v 2(0,050) = 1,64 t].

normalni rozdéleni

Statistika (MD360P03Z, MD360P03U) ak. rok 2007,/2008

124(254)

P(Z >1,96)=25%
P(Z <—-1,96)=25%
P(|Z| >1,96) =5 %
P(Z>258)=05%
P(Z <—-258)=05%
P(|Z| >258) =1%
P(Z>164)=5%
P(Z<-164)=5%
P(|Z| > 1,64) =10 %

5. prednaska  29. fijna 2007
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normalni rozdéleni 125(254) normalni rozdéleni 126(254)

vypocet pravdépodobnosti pro Z ~ N(0,1) Postup vypoctu P(1 < Z < 2) (Z ~ N(0,1))
pomoci tabelované funkce ®(z) = F;z(z) = P(Z < 2)

> u spojitého rozdéleni je P(X < x) = P(X < x), tedyiu Z P hustota Z = N(0.1) P P(Z<2)
> Z~N(0,1),a < b, pak |P(a < Z < b) = &(b) — B(a)| . .
» odvozeni: jevy (Z < a) a (a < Z < b) jsou nesluditelné S : S :
(tvrzeni nemohou platit souc¢asné) o o
jejich sjednocenim je jev (Z < b), proto e T T T T T e T T T T
-3-2-10 1 2 3 -3-2-10 1 2 3
P(Z<b)=P(Z<a)+Pla<Z<b)
®(b) =P(a) +Pla< Z<b) - P(Z<1) < P(1<Z<2)
o o
> priklad: P(1 < Z < 2) = ®(2) — (1) = 0,977 — 0,841 = . .
0,136, jak bylo na obrazku o 7] S 7]
[NORMSDIST(2)-NORMSDIST(1)] [pnorm(2)—pnorm(1)] o | o |
ST T T T T T 1 ST T T 1T T T 1
-3 -2 -1 0 1 2 3 -3 -2 -1 0 1 2 3
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normalni rozdéleni 127(254) normalni rozdéleni 128(254)

vypocet pro X ~ N(Iu7 02) pohodInéjsi moznost

X—u
~J 2 = — v
X N(,u,o ) =7 N(0, 1)

\4

X ~ N(136,1,6,42)

X _ _ _ _ v/, s
P(X < x) =P ( 7 < X ,u> _p <Z < X u) _ 3 (X u) » pocitame P(134,5 < X < 140,5)
o o o o » Excel i R nabizeji moznost dosadit skutecné parametry
b normalniho rozdéleni
—p a—p
Pla<X<b)=2 < p ) - < p > » druhym parametrem je smérodatna odchylka

v

Excel (neprehlédnéte, ze nejde o NORMSDIST!):
[NORMDIST(140,5;136,1:6,4;1)-NORMDIST(134,5;136,1;6,4:1)]
140,5 — 136,1 1345 — 136,1 > R:

6,4 ) a < 6,4 ) [pnorm(140.5,136.1,6.4)-pnorm(134.5,136.1,6.4)]
= 0,754 — 0,401 = 0,353

priklad: X ~ N(136,1,6,42) (vysky 10letych hochd v roce 1951)

P(134,5 < X < 140,5) = ® <

tedy v rozmezi 135 cm az 140 cm bylo asi 35,3 % hochu
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avod 129(254) vybé&rovy pramér 130(254)

populace a vybér chovani vybérového priméru
» populaci charakterizujeme pomoci parametri rozdélent, » necht Xi, Xa,...X, jsou nezavislé ndhodné veli¢iny
pfipadné typu rozdéleni s libovolnym stejnym rozdélenim se stfedni hodnotou p
> vysledek méreni na ndhodné vybraném prvku populace — a rozptylem o2, tj. ndhodny vybér z onoho rozdéleni
nahodna veli¢ina n
» skutecné hodnoty parametril nezndme > pramér Xi, Xo, ... Xn: X = 1 ZXI.
» chceme je odhadnout n=

» chceme rozhodnout o platnosti tvrzeni (hypotézy)
0 parametrech
» jako vybér si predstavujeme nékolik nezavislych ndhodnych
veliCin se stejnym rozdélenim a nezndmymi parametry

» pripomenme vlastnosti stfedni hodnoty

UX+Yy = [X + [y, ppx = b ux

» parametry odhadujeme na zakladé vybéru > proto je

» o hypotézach rozhodujeme na zdkladé vybéru

» stfedni hodnotu ndhodné veli¢iny (populaéni primér) Bx = pisn x = = TUY X = - Z“Xi = ;n,u =L
odhadujeme pomoci vybérového priméru i=1

> rozptyl ndhodné veli¢iny odhadujeme pomoci vybérového

rozptylu > ux = i, tj. X je nestranny odhad parametru 1
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vybérovy pramér 131(254) vybérovy pramér 132(254)
variabilita vybérového priméru priklad: vék matek
Histogram of x
» pro rozptyl nezavislych ndhodnych velicin plati § - ]
-
2 2 2 2 2 2 =[]
Oxty =0x t 0y  0px = box 3 — i
o] —
> proto je
1 o2 3 g -
2 _ 2 _t, 2 0 e g
T g T s 0
» primér X ma tedy rozptyl n-krat mensi, neZ jednotliva T § -
pozorovani
» stfedni chyba priméru = smérodatna odchylka priméru § -
SE.(X) = i

15 20 25 30 35 40 45
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vyb&rovy pramér 133(254) vybé&rovy pramér 134(254)

priklad: vék matek priklad: histogram populace a histogramy vybéri
Sirky interval( stejné
» vyjimecny umély priklad, kdy zndme celou populaci 2000 populace n=1
» populace obsahuje 10 916 hodnot 21500 » 150
> rozdéleni véku je vyrazné nesymetrické %1000 % 100
» provadén vybér rozsahu n, vzdy spocitan primér & 500 £ 50
» Nkrat opakované provedeno (spocitano N = 1000 priméri) R e
o o Lo ] ) 15 20 25 30 35 40 45 15 20 25 30 35 40 45
» spocitany charakteristiky z N priméri jako vychozich hodnot,
(modfe charakteristiky celé populace nebo hodnoty odvozené) n=10 =100
n ‘ praimé&r sm. odch. o/y/n Sikmost $picatost 250 150
1 25.43 462 4.94 0.74 0.29 g 20 3
g 150 $ 100
10 25.35 1.54 1.56 0.28 -0.04 g 100 g
100 25.39 0.48  0.49 0.08 -0.05 g T %0
(populace) | 41 =25.40 o =494 494 0.77 0.19 e (S
15 20 25 30 35 40 45 15 20 25 30 35 40 45
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vybérovy pramér 135(254) vybérovy pramér 136(254)
V7 - - 4 v o V7 7
priklad: histogram populace a histogramy vybér priklad: shrnuti
Sirky intervald prizplGsobené variabilité
populace n=1
2000

1500 z 150

= =

S 1000 $ 100

g g o v k |/ Ve k | | v /h o v

2 o 2 » primeéry kolisaji kolem populacniho praméru

oo e L gL = » smérodatné odchylky klesaji s rostoucim +/n
15 20 25 30 35 40 45 15 20 25 30 35 40 » Sikmost a Spicatost se s rostoucim n blizi k nule
» je nad€je, Ze s rostoucim n je histogram podobnéjsi hustoté
250 n=10 n=100 normalniho rozdé&leni — projev centrdini limitni véty
150

- 200 >

8] (8]

$ 150 $ 100

& 100 g

4] 4]

=4 =t 50

w 50 w

0 [ T T T T 1 0 [ T T T T T 1
20 2 24 26 28 3 240 250 260 270
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Ccwv 137(254) int. spol. pro . 138(254)
centralni limitni véta interval spolehlivosti pro populaéni primér p

» vlastnost souctu nezavislych ndhodnych veliin se stejnym » pro nezavislé nahodné veli¢iny Xi,..., X, ~ N(M,O’2) plati
rozdélenim (popula&ni priimér 1, popul. rozptyl 02) B )
> primér je soucet déleny poctem scitanci X~ N(H’ g /n)
= pro prumér plati CLV také X _
» proto je
o/ f
» pouzijeme kritickou hodnotu

» standardizovany soucet (primér) n nezavislych ndhodnych ~N(0,1)

veli¢in |ze pro velké n aproximovat normalnim rozdélenim

N(0,1)
— X —pu
S Xi—n-p  X—p . P( <z(a/2)>:1—a
7 = &= = ~ N(0,1
o /n - Vn (0,1) o/\/n
» hodnota parametru p je tedy s psti 1 — « pokryta intervalem
» pro velkd n se vybérovy primér chova, jako by Slo o vybér o
z normalniho rozdéleni, a to bez ohledu na vychozi rozdéleni <X - \ﬁz(a/2) X + fz(oz/2)>

X ~ N(,u,az/n)

» |ze pouzit pro velkd n i bez pozadavku na normalni rozdéleni
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int. spol. pro 139(254) int. spol. pro 140(254)

100 interval( spolehlivosti (n =100, 1— «a =95 %) priklad: 1Q vysokoskolakil

(v 7 pfipadech interval neobsahuje 1)

v

u n = 16 ndhodné vybranych student( jisté fakulty byla
zjisténa hodnota 1Q

95% intervaly

& 7 » metoda méfeni IQ je konstruovana tak, ze je 0 = 15

N » vySel primér x = 110

o ze Fici la&ni améru véech studenti oné velké
1 1l MHW il " gl o pimin e suer on e
< HﬂT HH W HH T T ﬂm W Iﬁ ﬂ T > 5% interval spolehlivosti (2(0,025) = 1,96):

15 15
(110 — - - 1,96;110 + = - 1,96) = (102,65; 117.35)

> skuteény populaéni pramér p (v8ech studentl oné fakulty)
lezi s 95% pravdépodobnosti mezi 102,65 a 117,35

 lezi s 90% pravdépodobnosti mezi 103,83 a 116,17

v
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int. spol. pro u 141(254) int. spol. pro p 142(254)

vlastnosti intervalu spolehlivosti pro p interval spolehlivosti pro 1 (neznamé o)

» délka intervalu roste s pozadovanou spolehlivosti
» 90% interval (103,83; 116,17) ma délku 12,34 » nezname-li o, nahradime je pomoci (vybérova smér. odchylka)
» 95% interval (102,65; 117,35) m& délku 14,70

» délka intervalu klesa s rostoucim poctem pozorovani n 1 < 2
» pro n =16 ma 95% interval (102,65; 117,35) délku 14,70 - n—1 Z (Xi o X)
> pro n=16-4 = 64 ma 95% interval (106,325; 113,675) =1

délku 7,35, tedy polovi¢ni > interval spolehlivosti pro

» kolik potfebujeme pozorovani, aby mé&l 95% interval délku 247 S <
<)_< — %tnfl(a),)_( + \/Etnl(()Z))
> poufziti kritické hodnoty t,_1(«) Studentova t-rozdéleni misto
kritické hodnoty z(a/2) je penalizaci za to, Ze nezndmou
15 )2 smérodatnou odchylku o jsme nahradili jejim odhadem S
= 864

= (=1
n <1,96

7

» v prikladu s IQ pozadujeme § = 1:

w0/=6 = n=(%ze/2)

» plati totiz t,_1(a) > z(/2), s rostoucim n se rozdil zmensuje

6. prednaska 5. listopadu 2007 Statistika (MD360P03Z, MD360P03U) ak. rok 2007,/2008 6. prednaska 5. listopadu 2007 Statistika (MD360P03Z, MD360P03U) ak. rok 2007,/2008

int. spol. pro 143(254) CLV pro &etnosti 144(254)

priklad: vyska postavy centralni limitni véta pro Cetnosti

» studenti odhadovali vysku prednasejiciho;

predpokladejme, Ze nestranné a nezavisle na sobé » co rikala CLV?
> n=22, x = 1724, Sy = 4,032 » absolutni Cetnost Y
» z tabulek: t,1(0,05) = 2,080 » Y — soucet nezdvislych veliCin s alternativnim rozd&lenim
> populacni primér X; je w
11242 20mamaa s 02 o) R e e )
V22 V22 » Y ~ bi(n ), proto piiblizné ¥ ~ N(nr, nr(1 — 7))

(170,6;174,2) » relativni Cetnost f = Y /n

» f — pramér nezavislych veli¢in s alternativnim rozdélenim

» skutecnd vyska je s pravdépodobnosti 95 %
» f~N(m,n(1—m)/n)

nékde mezi 170,7 cm a 174,2 cm
» z(0,025) = 1,96
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CLV pro &etnosti 145(254)

priklad: pocet studentek

» za zkuSenosti je zndmo, Ze mezi uchazeci o studium byva
45 % divek

» s jakou pravdépodobnosti bude pfi 500 prihlaskach pocet
divek mezi 200 a 220 (vcetné)?

» Y ~ bi(500,0,45) ma py = 500 - 0,45 = 225,
02 =500-0,45-0,55 = 123,75, tedy oy = 11,1

220,5 — 225 199,5 — 225
< < P =/ """ ) _ It b
P(200 < Y < 220) ( i1 ) q>< i1 >

» hledand pravdépodobnost je pfiblizné 33,2 % (presné 33,3 %)
[NORMDIST(220,5;225:11,1243;1)
_"NORMDIST(199,5;225;11,1243;1)]
[pnorm(220.5,500*0.45,sqrt(500*0.45*0.55))
_pnorm(199.5,500%0.45,sqrt(500%0.45*0.55))]
[BINOMDIST(220;500;0,45;1)-BINOMDIST(199;500:0,45;1)]
[pbinom(220,500,0.45)-pbinom(199,500,0.45)]
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int. spol. pro pst 147(254)

priklad: hody s hraci kostkou

» odhadujeme pravdépodobnost Sestky
> kostka A: n =100,n4 = 17,14 = 0,17

(0’17 /017 083 0174 196 10,17 - 083)

(0,10;0,24)

» kostka B: n=100,ng = 41,fg = 0,41

<0,41 /041 059 0414196 10,41 - 059)

(0,31;0,51)

» dilezity rozdil: u kostky A patfi 1/6 = 0,167 do intervalu
spolehlivosti; u kostky B nikoliv; mize to néco znamenat?
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int. spol. pro pst 146(254)

interval spolehlivosti pro podil (pravdépodobnost) 7

>
>
>
>

v

v

v

v

avod

7w — podil prvki populace s danou vlastnosti
m — pst, s jakou takovy prvek vylosujeme
pocet prvki nahodné vybranych s onou vlastnosti Y ~ bi(n, )

stfedni chyba relativni Cetnosti Y /n=f

= smérodatnd odchylka relativni ¢etnosti f

_ . . s 7(1—m)
= odmocnina z rozptylu relativni Cetnosti f je tedy \/ ———
pravdépodobnost m nezndme, odhadneme ji pomoci f

odtud je pfiblizny 95% interval spolehlivosti pro 7

<f—1,96-\/f(1n_f);f—l—1,96-\/f(1n_f)>

skute¢na pst 7 je tedy s 95% psti v uvedeném rozmezi

existuje presnéjsi (pracnéjsi) postup
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148(254)

pro¢ testovani hypotéz

>

pfipomefime 95% intervaly spolehlivosti pro Sestku u kostek:

» kostka A: (0,10; 0,24)

» kostka B: (0,31; 0,51)
znamend néco, kdyz 1/6 = 0,167 lezi & nelezi v 95% intervalu
spolehlivosti?

nelze bezpecné poznat, ze kostka A neni falesna nebo ze
kostka B je falesna

intervaly spolehlivosti urcily rozmezi, kde by skutecna
pravdépodobnost Sestky méla byt, jejich spolehlivost je velka,
ale omezena

musime pfipustit, Ze jsme mohli mit smdlu, Ze se v nasich
pokusech ndhodou realizovaly malo pravdépodobné moZnosti,
prestoze k takové smiile dochazi jen zfidka

potfebujeme standardizovana pravidla, jak rozhodovat
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testovani hypotéz 149(254) testovani hypotéz 150(254)

hypotézy a mozna rozhodnuti chyby v rozhodovani
» mozné statistické hypotézy
> (nulova) hypotéza Hy: — zjednodusuje situaci, zpravidla se ji » nelze zarucit bezchybnost rozhodnuti, mohou nastat chyby:
snazime vyvratit, abychom vécné néco prokazali: » chyba 1. druhu, kdyz zamitneme platnou hypotézu Hq
porovnavané populace se nelisi, vySetfované znaky jsou » chyba 2. druhu, kdyz nepozname, ze hypotéza Hy neplati a
nezavislé . .. nezamitneme ji (pfijmeme ji)

tedy zadny (tj. nulovy) rozdil, zadna (tj. nulova) zavislost
» alternativa H;: (alternativni hypotéza) — opak nulové
hypotézy, zpravidla to, co chceme vécné dokazat

» nechceme pfilis asto chybné zamitat Hg
(tedy falesné néco vécné prokazovat)

» proto se snazime chybé 1. druhu pokud mozno vyvarovat,

» mozna rozhodnuti
» zamitnout Hy pokud nase data svédci proti Hg nelze ji vyloucit
» nezamitnout Hy (pfijmout Ho) pokud neni dost divodi Hg » hladina testu o = maximalni pripustna pravdépodobnost
zamitnout chyby 1. druhu (zpravidla o = 0,05, tj. « =5 %)
> hypotéza — tvrzeni o populaci » sila testu = pravdépodobnost spravného zamitnuti neplatné
» rozhodujeme na zikladé dat z vybé&ru hypotézy
» nelze zarucit bezchybnost rozhodnuti
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testovani hypotéz 151(254) testovani hypotéz 152(254)

schéma rozhodovani klasicky postup pri rozhodovani

» zvolit (nulovou) hypotézu Hy, alternativu H;
rozhodnuti Ho plati Hp neplati » zvolit hladinu testu o
Ho zamitnout chyba 1. druhu spravné rozhodnuti . - , v
(pst < a) (st 1— ) » zvolit metodu rozhodovani (ktery test pouzit)
hIadin_a festu sila testu » z dat spocitat testovou statistiku T a porovnat ji
Ho nezamitnout | spravné rozhodnuti | chyba 2. druhu S tabellovanou kritickou hodnotou )
(pfijmout) (pst > 1 — ) (pst £) (bude jesté: porovnat p-hodnotu s hladinou «)
> volime Fidek » kriticky obor — mnozina téch vysledkd pokusu

f. h T), k h d i
> nevime, kter{ sloupec plati (napf. hodnot T), kdy budeme hypotézu zamitat

v

kdyz padne statistika T do kritického oboru, pak hypotézu
zamitnout (zpravidla, kdyz T > to, tp — kritickd hodnota)
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testovani hypotéz 153(254) testovani hypotéz 154(254)

priklad: pada na kostce Sestka prilis casto? priklad: jak zvolit kritickou hodotu y,?

» chceme na 5% hladiné prokazat, Ze pravdépodobnost Sestky

: e e wewr > nékteré dépodobnosti Y ~ bi(100,1

na dané kostce je vétsi, nez by méla byt (tj. vétsi nez 1/6) nektere pravoepocobnost! pro i(100,1/6)
» Hp : P(padne Sestka) = 1/6 (m=mo) Yo 20 21 22 23 24 25

HO ' p P dne Zestk B 176 - P(Y > w) | 0,220 0,152 0,100 0,063 0,038 0,022
> : > >
o d(pa ne seiog) ) /¢ y ( 710) - » podminku P(Y > yo) < 0,05 spliiuje yo — 24

rovedeme n = okust, Y je pocet Seste

P . P ,J f . » padne-li ve 100 nezavislych hodech kostkou aspon 24 Sestek,
> co svedci pro neplatnost hypf)tezy. Je to situace, kdy budeme na 5% hladiné zamitat hypotézu, Ze pst Sestky je

»Sestka pada mnohem castéji, nez by méla padat za Ho 1/6 ve prospéch alternativy, Ze pst Sestky je vétsi nez 1/6
» tvar kritického oboru: hypotézu zamitat, kdyz Y > yy (dano zvolenou alternativou)
> za platnosti Ho ma polet Sestek Y’ rozdgleni bi(n, 1/6) > na kostce A ndm padlo 17 Sestek, hypotézu nezamitame,

» velikost kritického oboru: yg zvolime tak, abychom hypotézu to ale neznamena, Ze bychom hypotézu prokazali
za jeji platnosti zamitali s pravdépodobnosti nejvyse «, tj.

v

na kostce B ndm padlo 41 Sestek, hypotézu zamitame

v

pro a = 10 % bychom zvolili yy = 22,
bylo by vsak vétsi riziko zamitnuti platné hypotézy

Po(Y > yo) <«
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testovani hypotéz 155(254) p-hodnota 156(254)
priklad: sila testu rozhodovani pomoci p-hodnoty

» sila testu = pst, Ze hypotézu zamitneme, kdyZ ona neplati ) )

) , . L Lo > p- i o, pfi S V jesté
» pfi 100 hodech hypotézu na 5% hlading zamitdme, je-li P h(?dlnota p je nejmensi v, pfi kterém Ho z danych dat jesté

Y > 24 zamitame

- ) . ) ) ) > g . . v/ s v
» necht je ve skute¢nosti m = 1/4, pak hypotézu zamitneme p,hodn?ta p.J? za pIatn?s’E| I—lo s!)o/atana pravdépodobnost

, ey , vysledkil stejné nebo méné priznivych pro Ho

(vysledek pokusu padne do kritického oboru) s psti
» Hp zamitame praveé tehdy, kdyz je | p < «
100 k 100—k o TN
100 1 1 » p-hodnotu pocitaji moderni pocitatové program
P(Y224):Z< )() (1—) — 0,629 prochot pocttal P programy
o k 4 4 » existuji tlohy, kdy se rozhoduje pouze podle p-hodnoty
(napt. Fishertv exaktni test ve &tyfpolni tabulce)
— H T 0

» pro ™ = 0,25 je tedy sila testu 62,9 % » statistické rozhodovani:
» pro ™ = 0,3 je podobné sila testu rovna 92,4 % spocitat k T odpovidajici p-hodnotu a porovnat ji s «
» pro ™ = 0,2 je podobné sila testu rovna 18,9 %
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p-hodnota 157(254) p-hodnota 158(254)

priklad: rozhodovani pomoci p-hodnoty priklad: kostka a oboustranna alternativa

v

snazime se prokazat, Ze Sestka padd pfilis ¢asto (Hy : 7 > 1/6)
kriticky obor: Y > yp =24

padlo ndm Y = 17, proto (psti binomického rozdéleni)

v
v

chceme ovérit, zda je kostka v poradku

v
v

pokusime se prokazat, ze Sestka padla prilis ¢asto nebo prilis

100 k 100—k vr , .

Z 100\ /1 1 zfidka (oboustranna alternativa)
= > e - [ —

p=P(Y=11) ( k ) <6> (1 > 0,506 Ho : P(padne Sestka) = 1/6 (m = mp)

6
k=17
—1-P(Y < 16) [1-BINOMDIST(16;100;1/6;1)] Hi : P(padne Sestka) #1/6 (7 # mo)
proti hypotéze svéd¢i malé nebo velké hodnoty Y

v
vV vVv.v VY

protoze 50,6 % > 5 %, hypotézu nemtZeme na 5% hladiné

) : _ ’ pst chyby 1. druhu « rozdélime na dvé poloviny:
zamitnout, nemlzeme tvrdit, Ze pst Sestky je vétsi nez 1/6

a/2 pro prilis malé Y, /2 prili§ velké Y

v

neprokazali jsme vsak, ze by hypotéza platila
na kostce B: p=P(Y >41)=1—-P(Y <40)=7,4-107°
[1-pbinom(40,100,1/6)]

v
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p-hodnota 159(254) test o podilu (psti) 7 160(254)

priklad: kostka, oboustranna alternativa oboustranna alternativa (priblizné)

» Ho : m = mp, napf. P(padne Sestka) = 1/6

Yo 8 9 10 ... 24 25 26 . ) .
P(Y <o) | 0,010 0021 0,043 ... 0978 0,988 0,094 > Hi:m 7 mo, napF. P(padne Sestka) 7 1/6
P(Y - Vo) | 0,006 0,012 0,021 ... 0,016 0;010 0,006 (pocitame za platnosti hypotézy), tj. rel. Cetnost f = Y /n

daleko od g

» zavedeme

» /2 =0,025 («/2 = 0,05)

» Hp zamitneme, kdyz bude Y < 9 nebo kdyz bude Y > 25 7 — Y — nmo _ f—mo Jn

» skutecna pst chyby 1. druhu bude 0,021 + 0,022 = 0,043 \/”770(1 — o) \/WO(l — 7o)

> [pbinom(9,100,1/6)+(1-pbinom(24,100,1/6))] » hypotézu zamitneme, bude-li Z daleko od nuly: |Z| > z(a/2)

[BINOMDIST(9;100;1/6:1) o D o
—5 tame hypotézu, je-li [Z| > 1,96
1-BINOMDIST(24;100;1/6;1)] pro = 5 % zamitame hypotézu, je-li |Z] =

» z4 = 0,089 (nezamitneme), = 6,529 (zamitneme
hodnoty v rozmezi 10 az 24 (v¢etné mezi) nesvéd<i proti Ho A ( ) v ( )

v
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jednovybétovy test

zmeénila se za deset roki vyska desetiletych hochl?

161(254),

jednovybé&tovy test 162(254)

test o stfedni hodnoté i normalniho rozdéleni

» predpokladame X1, Xo,..., X, ~ N(,u,az), nezavislé
» v roce 1951 byla primérna vyska desetiletych hochl 136,1 cm , \/ 1 n v
> 0 odhad = /-3 (X — X)?
(zjiéténo z velkého vybéru o tisicich méteni) o > U odhadneme pomoc 5 1 2= )
& < X 0 ety » rozptyl X odhadneme pomoci s2/n, stiedni chyba X
» v roce 1961 bylo zméreno 15 ndhodné vybranych desetiletych yiA X x /T >
hochii: 127 130 133 136 136 138 139 139 139 140 141 142 (odmocnina z rozptylu) je tedy S.E.(X) = s¢/v/n
147 149 151 » Ho: = po (1o zndma konstanta)
» X =139,13cm, n=15 - _
, v Y . - T_X_MO_X_MO
> znamena to, Ze za téch deset rokil jsou desetileti opravdu === - = Vn
N S.E.(X) Sx
vyssi7
» staci k dikazu, ze 10 hochi je vétSich nez 136,1 cm statistka T ma za Hgp Studentovo t-rozdéleni s n — 1 st. vol.
a jen 5 mensich nez 36,1 cm? » kdy hypotézu Hy zamitdme (kriticky obor):

v

staci k diikazu, ze novy primér je o 3 cm vyssi?

8. prednaska 19. listopadu 2007 Statistika (MD360P03Z, MD360P03U) ak. rok 2007/2008

» Hj : p # po (oboustrannd alternativa) |T| > th—1()
» Hy:p > uo (jednostrannd alternativa) T > t,_1(2a)
» Hj:p < o (jednostranna alternativa) T < —t,-1(2c0)

8. prednaska 19. listopadu 2007 Statistika (MD360P03Z, MD360P03U) ak. rok 2007,/2008

jednovybétovy test 163(254) jednovybétovy test 164(254)
souvislost s intervalem spolehlivosti priklad: vydky desetiletych hochil (o2 nezndmé)
» pripomenme interval spolehlivosti pro u _
o o » kriticky obor: X se prilis lisi od 1g ve sméru zvolené alternativy
X =S.E(X) - th-1(a) <p < X +SE(X) - ta-1(e) > spocitdme [t.test(hosi,mu=136.1,alternative="greater" )]
s

Sx

X——Xt,,_l(a)<u<)_<+ﬁ

vn

> |ze prepsat jako

t,,_l(a)

X

IT| = ‘ v/l < t-a(@)

» Hp : u = po tedy nezamitneme na hladiné « pfi oboustranné
alternativé, pravé kdyz o lezi v 100(1 — a))% intervalu
spolehlivosti

» interval spolehlivosti obsahuje takové hodnoty Lo,
které bychom jako hypotézu nezamitli

8. prednaska 19. listopadu 2007 Statistika (MD360P03Z, MD360P03U) ak. rok 2007,/2008

139,13 — 136,1
T="202 20 /15=1
656 5=1,79

» na 5% hladiné pfi jednostranné alternativé p > pg hypotézu
zamitame, nebot t14(0,10) = 1,76 (p = 4,7 %)

» na 5% hladiné jsme prokazali, Ze vyska desetiletych vzrostla

» na 5% hladiné p¥i oboustranné alternativé hypotézu
nezamitame, nebot t14(0,05) = 2,14 (p =9,5 %)

» 95% int. spolehlivosti pro populaéni primér vysek hoch:
(135,5;142.8)

. prednaska 19. listopadu 2007 Statistika (MD360P03Z, MD360P03U) ak. rok 2007,/2008



jednovybé&tovy test 165(254) jednovybé&tovy test 166(254)

pouZiti Excelu kriticky obor pro X

prednaska Excel hosi

pramér Stf. hodnota 139,13 » 139,13 — 3,63 S - rozdglent primerne Vyékyzzlasr:;,izizanny test
stfedni chyba Chyba stf. hodnoty | 1,693 — 13550 g = 10% oboustr. (ob& barvy)
median Median 139 -

modus Modus 139 | > 13913+ 363 = =

s Smér. odchylka 6,56 = 142,76 £ 2

52 Rozptyl vybéru 42,98 | » 95% interval Ty

$picatost Spidatost 0,006 spolehlivosti: = |

Sikmost Sikmost | 0,000 | (1355; 142,8) ; | 1 >

rozpéti Rozdil max-min 24 > 1o = 136.1 je S ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ]
m|n|mum M|n|mum 127 v |nt‘ Spolehllvosti 130 132 134 136 138 140 142
maximum Maximum 151 > pii oboustranné N . ‘ . o

soudet Soudet 2087 alternativé jsme > pFIV_]eanStI’. aI’Fernatlvé u > uovJe 5% kriticky obor oznaden
rozsah vybéru n Polet 15 nezamitli Ho obé&ma barvami na pravé strané

pol. Sitka int. spol. | Hladina spol. 3,63
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dvouvybérovy t-test 167(254) dvouvybérovy t-test 168(254)
porovnani dvou populaci (dvouvybérovy t-test) dvouvybérovy t.test

V§Sky desetiletych

150
I

» Ize predpokladat, ze vysky nahodné vybranych hochli maji

» priklad: lisi se desetileté normalni rozdéleni

divky vyskou postavy od
desetiletych hochi?

145
I

Xi ~ N(px, 0?), nezavislé, i=1,..., ny
» vysky hochil zname,
X =139,13 cm,
sy = 6,56, n, =15
» vysky divek: 131, 132,
135, 141, 141, 141, 141,
142, 143, 146, 146, 151

\/ 0

» Y = 140,83, s, = 5,84, [ : » musi jit o nezavislé ndhodné vybéry, nelze napf. vybirat
ny, =12 divka hoch sourozenecké dvojice nebo opakované mérit stejnou osobu

140
I

» Ize predpokladat, Ze vysky nahodné vybranych divek maji
normalni rozdéleni

135
I

2 s - pe -
Yi ~ N(uy,a ), nezavislé, i=1,...,n,

130
L

» predpoklad stejnych rozptyl( byva splnén, lze jej ovérit
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dvouvybérovy t-test 169(254)

v o

porovnani strednich hodnot nezavislych vybér(

» Ho : pux = py (neni rozdil, nulovéa hypotéza)
zfejmé totéz jako pi — py, = 0 (nulovy rozdil st¥. hodnot)
(hosi a divky se v deseti letech co do vysky nelisi)
» mozné alternativy
» Hi: px # gy (neni-li divod k jednostranné alternativé)
» Hi: px > py, (bylo cilem dokazat, Ze hosi jsou vétsi nez divky)
» Hi:pe < py (bylo cilem dokazat, Ze hosi jsou mensi nez divky)
» rozhodovani zaloZeno na porovnani primért X a Y; &im vice
se lisi ,,sprdvnym smérem", tim spiSe zamitnout hypotézu

> je tfeba porovnat s mirou presnosti, s jakou rozdil primérd
X — Y odhadne skute¢ny rozdil populacnich priméri pi — 1,

8. prednaska 19. listopadu 2007 Statistika (MD360P03Z, MD360P03U) ak. rok 2007/2008

dvouvybérovy t-test 170(254)

odhad o2

> k tomu je t¥eba odhadnout také neznamé o2 pomoci

1 ny _ ny _
2 2 2
2= " X —X2+S(Yi—V
1 DICEE DI
_ ne—1 2 n,—1 2
ng+n,—2% ne+n,—27

(vazeny primér odhadi rozptylu v obou vybérech)
> vy3ka desetiletych dé&ti: n, =15, n, = 12, X = 139,13,
Y = 140,83, s2 = 42,98, s7 = 33,79, tudi?

14 11
2 = — —_ = = 2
"= 42,98 + 5 33,79 = 38,94 = 6,24
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dvouvybérovy t-test 171(254)

kriticky obor

» o hypotéze Hg : p11 = pp se rozhoduje pomoci

T — X—\_/ _X—\_/ niny
SE(X-Y) s Vm+m

Hi @ px # 1y zamitdme pokud | T| > tp, 4 n,—2(c)

Hi @ pux > 1y zamitdme pokud T > tp, 4 pn,—2(2cx)
Hi : pix < py zamitdme pokud T < —ty 4 n,—2(2cx)
vysky desetiletych: T = —0,70 =
| — 0,70| < 2,06 = t15+12_2(0,05)
na 5% hladiné jsme neprokazali rozdil mezi vyskami
desetiletych hochi a divek (p = 48,8 %)
[t.test(vyska~Divka,var.equal=TRUE)]
[TTEST(A14:A28;A2:A13;2;2)]

vV vVv.v Y

v

dvouvybérovy t-test 172(254)

souvislost s intervalem spolehlivosti

> 1 — 2 =9 o kolik se lisi populacni priimérné vysky
» odhademprodjed =X —-Y =—-17
» krajni body intervalu spolehlivosti pro rozdil § jsou

(X - \7) + S/E(X - )7) : tn1+n2*2(a)

Ho zamitame pravé tehdy, kdyz nula neni v int. spol. pro §
> pfi porovnani vysek hochii a divek je 95% interval pro §

1 1 1 1
(-1,7 — 6,24\ 7o+ 75 - 2,06, ~17 6,24\ 7 + 75 ~2,06>

(_6777 373)
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dvouvybérovy t-test 173(254)

shrnuti

» dilezité predpoklady

> nezdvislé vybéry

» stejné (populaéni) rozptyly (lze testovat)

» normalni rozdéleni (Ize testovat)
> existuje varianta bez predpokladu stejnych rozptyli
» pro velkd ny, n, na normalité tolik nezalezi (CLV)
» je-li problém s normalitou, lze pouzit jiny test

(Mann-Whittney)

8. prednaska 19. listopadu 2007 Statistika (MD360P03Z, MD360P03U) ak. rok 2007/2008

dvouvybérovy t-test 175(254)

problém nestejnych rozptyli

» predpoklad o stejném rozptylu v obou souborech nemusi byt
ve skutec€nosti splnén, lze jej ovérit porovnanim odhadi
2

rozptylu F-testem F = S—E
Sy
» hypotéza Hg : 02 = 0}2, se proti Hy : 02 # 0)2, zamita, kdyz je
s2 1 s
bud F = =% > Foy_1.m,-1(@/2) nebo — = =% > Fp, 1.0y -1(/2)
sy F s

v

vlastné se vétsi odhad rozptylu déli mensim odhadem, k tomu
se musi zvolit spravné poradi stupni volnosti a hladina

v

priklad vysky desetiletych déti:

F= gé:gi =1,27 < F14:11(0,025) = 3,36

[var.test(vyska~Divka)]

v

dvouvybérovy t-test 174(254)
provedeni v MS Excelu (stejné rozptyly)
prednaska Excel Soubor 1 | Soubor 2
pramér Stf. hodnota 139.133 140.833
rozptyl Rozptyl 42.981 33.788
rozsah vybéru Pozorovani 15 12
spol. odhad rozpt. | Spolecny rozptyl 38.936
Ho:p1 —po = Hyp. rozdil stf. hodnot 0
stupné vol. Rozdil 25
T t stat -0.733
p jednostr. testu | P(T<=t) (1) 0.244 | jen nékdy!
tny+m—2(2a) t krit (1) 1.708
p oboustr. testu P(T<=t) (2) 0.488
tny+n—2 () t krit (2) 2.060

pri oboustranné alternativé nelze nulovou hypotézu zamitnout

8. prednaska 19. listopadu 2007

dvouvybérovy t-test

Statistika

MS Excel: Dvouvybérovy F-test pro rozptyl

(MD360P03Z, MD360P03U) ak. rok 2007/2008

176(254)

prednaska | Excel Soubor 1 | Soubor 2
pramér Stf. hodnota 139.13 140.83
rozptyl Rozptyl 42.98 33.79
rozsah Pozorovani 15 12
stupné vol. | Rozdil 14 11
F F 1.27
p P(F <=1f) (1) 0.349

F krit (1) 2.739

pozor Excel pracuje Spatné: uvadi kritickou hodnotu a p-hodnotu
pro jednostrannou alternativu odvozenou z hodnoty statistiky F;
pri oboustranné alternativé je tfeba p-hodnotu vynasobit dvéma

ve skute¢nosti je P(F > 1,27) = 0,349, takze p = 2-0,349 = 0,698
pro oboustrannou alternativu mélo byt pouzito

F14.11(0,025) = 3,359
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dvouvybérovy t-test 177(254) parovy t-test 178(254)

provedeni v MS Excelu (nestejné rozptyly) parové testy
Soubor 1 | Soubor 2 » neni-li pfedpoklad nezavislosti porovnavanych vybéri splnén,
primér St¥. hodnota 139.133 | 140.833 da dvouvybérovy t-test nespravny vysledek
rozptyl Rozptyl 42.981 33.788 » typické poruseni predpokladu nezavislosti je u parovych dat
rozsah Pozorovani 15 12 » mé¥eni na stejnych objektech ve dvou riznych ¢asech
Ho: p1 — po = Hyp. rozdil stf. hodnot 0 » méfeni na stejnych objektech pred zdsahem a po ném
stupné vol. f Rozdil 25 (o3etFeni)
T t stat -0.713 » méreni na rodiich
p jednostr. testu | P(T<=t) (1) 0.241 > postup
tr(2a) t krit (1) 1.708 > quéitaji se a hodngti .rozdily (zmény)
p oboustr. testu | P(T<=t) (2) 0.482 > prejde se k dloze s jedinym vybérem
tr(q) t krit (2) 2060 » maji-li rozdily normalni rozdéleni, pak parovy t-test

pri oboustranné alternativé nelze nulovou hypotézu zamitnout
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parovy t-test 179(254) Mann-Whitney 180(254)

priklad: vyska rodici Mannav-Whitneytav (Wilcoxon(iv) test

poradova obdoba dvouvybérového t-testu

» rozhodnout o tvrzeni, Zze populacni primér vysek otcil je

pravé o 10 cm v&téi ne¥ populaéni priimér vigek matek » porovnavdme stejny kvantitativni znak ve dvou populacich
> otcové: Y = 179.26. sy = 6.78. ny = 99 » mame dva nezavislé vybéry z téchto populaci
N Y ) ) )
matky: Z = 166,97,s7 = 6,11, np = 99 » co kdyz nelze predpokladat normélni rozdéleni?
> otcové jsou (ve vybéru) v priméru o Y — Z = 12,29 cm vyssi » necht Xi,...,Xp, @ Y1,..., Yn, jsou nezavislé vybéry ze
» smérodatna odchylka rozdilt je 8,14 (méné, ne kdyby byly SpOjitéhO rozdéleni (napFikIad vék matek, stredni délka Zivota
viEky rodicd nezavislé ... 6,78246,112=9,13?) muz( pfi narozeni ve dvou skupindch zemi, potratovost ... )
> stiedni chyba rozdilu pramérdi je 8,14/1/99 = 0,819 » Hp tvrdi, Ze obé& rozdéleni jsou stejnad (mezi populacemi neni

oo rozdil, zpravidla nas zajima, ze neni rozdil v mirach poloh
» rozhodneme podle statistiky [t.test(vyska.o-vyska.m,mu=10)] . specielng o Znamend Jie populagni mediany jsou siodni’/)

_ ‘12,29 — 10' — 2,801 > 1,084 — to(0,05) p=06% » postup zaloZen na poradi bez ohledu na vybér
0,819 » idea: kdyby nebyl mezi populacemi rozdil, byla by takto

zjisténa primérna poradi v obou vybérech podobna
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Mann-Whitney 181(254) Mann-Whitney 182(254)

priklad: potraty na 1000 obyv. (Cechy vers. Morava) priblizné rozhodovani (ny, n, desitky)
v roce 2003
» Wi, W, soulty poradi, W standardizujeme
kraj | Pha Sté Jé Pl KV Us Lb
potratovost | 4,03 4,02 411 4,70 565 580 498 Wi — ni(ny + m +1)/2
poradi | 7 6 8 10 12 13 11 Z=

B \/nlnz(nl + no + 1)/12
kraj | HK  Par Vys JM Ol ZI  MS

potratovost | 4,33 3,38 357 370 365 342 387 za hypotézy (neni rozdil mezi populacemi) je pouZitim
poradi 9 1 4 3 2 5 centralni limitni véty Z ~ N(0,1)
hypotézu zamitame, je-li |Z]| > z(«a/2)

\4

v

» Hp : shoda populaci (zejm. mediand), H; : neshoda > ndd priklad: [wilcox test(potr~Cechy)]
> nejasné, kam patfi kraj Vysocina; vynechame jej
» pramérné poradi ¢eskych kraji: 77/9=8,56 77—-9-14/2 216 0
= |———| =2,16 > 1,96 = z(0,05/2 =31%
Wi =7+6+8+10+12+13+11+9+1=77 /9-4.-14/12 2(0,05/2) p °
» pramérné poradi moravskych kraji: 14/4=3,5
Wor=4+3+2+5=14 » na 5% hladiné jsme prokazali rozdil
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Mann-Whitney 183(254) Mann-Whitney 184(254)
presny vypocet p-hodnoty Wilcoxonova testu prehled moznych cCtveric v nichz je soucet poradi nejvys 14
(Stvefice vybirdme z &isel 1, 2, ... ,13)

> zajimd nds, nakolik je nas vysledek (Wy = 77, W, = 14)
vyjimecny

» mame celkem ny + ny = 13 pozorovani, ¢tyfi z nich (tolik jich $1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 2 1 1
je v mensi skuping, z Moravy) Ize vybrat celkem (?) =715 2 2 2 2 2 2 3 2 2 2 3 3 2 2
zplsoby 3 3 3 4 3 4 4 3 4 5 4 4 3 4

> kolik z téchto zpusobll vede k tak extrémné nestejnym 4 5 6 5 7 6 5 8 7 6 6 5 9 8
primé&rnym poradim? 10 11 12 12 13 13 13 14 14 14 14 14 15 15

» budeme hledat, kolik ¢tvefic oznacenych za moravské by dalo
v souttu nejvy$ 14, jak ndm doopravdy vyslo » nejvys 14 mohl byt soucet poradi za platnosti hypotézy

> vidy plati Wi + Wa = (m + m)(m + mo + 1)/2 = 91 s pravdépodobnosti p; = 12/715 = 0,01678
(soulet Cisel 1 + 2+ ...+ ny + n) » protoZze mame oboustrannou alternativu, musime vzit v Gvahu

» stali zabyvat se jedinou ze statistik Wi, Wh, zpravidla tou pro také situaci, kdy by byla na Moravé velkd pofadi, p-hodnotu

men¥i vybér nutno zdvojnasobit: p = 24/715 = 3,4 %
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parovy Wilcoxon 185(254) parovy Wilcoxon 186(254)

priklad: klesad potratovost? (parovy t-test zde nevhodny) priklad: klesa potratovost?
potrat(i na 100 téhotenstvi
Yijeme (Gidaje z 12 okresti v letech ol - ol
» pouZijeme Gdaje z 12 okrest v letec
Y. Zi| Xi|R 2000 (Y;) a 2001 (Z;) ol vl e ¢
247 2311 16 4 ,
257 236 | 2.1 6 » hypotéza Hog : v obou letech potratovost < o
316 279 | 37| 12 stejnd, rozdily dany ndhodnym kolisanim; 8 — 8 @
243 222 | 21 7 H; : potratovost klesa (jednostrannd alt.) > L
268 234 | 34| 11 > za Hg by rozdily mély kolisat symetricky 67 < 67 ¢
30,6 279 | 2,7 | 10 kolem nul < [ )
21,1 215 |-04 | 1 y 44 4 °
235 26,0 | -2,5 ) » za Hy by mély prevladat kladné rozdily, P °
269 243 | 26 9 spise velké 2 <« 2 ®
225 239 -141 3 > primérné potadi z 8 kladnych rozdilii: 8 < °
231 21,2 | 19 5 ot W — 64 amérmé pofadi ze 4 I I R R I T 1
249 257(-08| 2 (souZet W = 64), priméme pofadi ze 22 24 26 28 30 32 2 01 2 3
zapornych rozdilt 3,5 (soucet 14)
VyVOj velikost poklesu
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parovy Wilcoxon 187(254) parovy Wilcoxon 188(254)
parovy Wilcoxoniv (Wilcoxon signed rank) test rozhodovani
» na zakladé centrdlni limitni véty Ize pouzit

» necht (Y1,21)...,(Yn, Z,) nezavislé dvojice,
rozdily X; = Y; — Z; maji spojité rozdé&leni 7 W-EW =~ W-n(nt+1)/4
S.E.(W) \/n(n—l—l)(2n+l)/24

» Ho : Yi, Z; maji stejné rozdéleni (populace jsou stejné)
» maji-li Y;, Z; stejné rozdéleni, pak rozdily X;j = Y; — Z; jsou
symetricky rozdéleny kolem nuly

hypotézu o shodé zamitneme, bude-li |Z| > z(«/2)
pFi jednostranné alternativé porovnat Z a z(«)
» postup
» vyloudit nulové hodnoty X; (tedy shodné hodnoty Y;, Z;),
podle toho pripadné zmensit n
> urit pofadi R;" absolutnich hodnot |X;| = |Y; — Zj|
> urdit W, tj. soucet pofadi pivodné kladnych hodnot X; 7 B4-12-13/4 1,961 > 1,645 = z(0,05),p = 2,5 %

» podle W rozhodnout V12-13.25/24

pro maly pocet dvojic (do deseti) radéji pouZit tabulky
priklad (W = 64, n = 12, jinak pfesné je p = 2,6 %)

vV vVv.v Y
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parovy Wilcoxon

poznamky k vypoctu

v

v

v

v

v

nezapomenout vyloucit nulové rozdily

shodnym absolutnim hodnotdm rozdilim priradime jejich

primérné poradi

Excel nam v takovém pripadé moc nepomdize, protoze resi
problém shod nestandardné, napt.:
X; 4 2 5 2 6 -4 27
|Xi] 4 2 5 2 6 4 27
Rt |45 2 6 2 7 45 2 8
Excel | 4 1 6 1 7 4 1 38

v tabulce patrné nestandardni chovani Excelu

[wilcox.test(pokles,alternative="greater") |

189(254),

parovy znaménkovy 190(254)

parovy znaménkovy (sign) test

v

v

v

v

hodnoti pouze pocet kladnych a zapornych rozdill, nezilezi
na tom, jak jsou rozdily veliké (slabsi test nez Wilcoxoniiv)

Ho : Y;, Z; maji stejné rozdéleni; za hypotézy olekdavame, ze
pocty kladnych a zapornych X; jsou podobné

oznacme Y pocet kladnych X; z celkem n nenulovych, za
hypotézy Y ~ bi(n,1/2)

priblizné rozhodovani (centralni limitni véta)

Y —-n/2 2Y —n
n/4 WV

pfi jednostranné alternativé porovname Z a z(«)

Z = , zamitat pro |Z| > z(a/2)

Statistika (MD360P03Z, MD360P03U) ak. rok 2007,/2008

9. pfednaska

pozna

26. listopadu 2007

parovy znaménkovy

mky

Statistika

» pro znaménkovy test neni tfeba znat hodnoty Y;, Z;, staci
veédét, ktera z moznosti Y; > Z;, Y; < Z;, Y; = Z; nastala
» nas priklad o mozném poklesu potratovosti (n =12, Y = 8)

2.8-12
==

=1,155, p=

P(Z > 1,155) = 0,124

» pfi malych hodnotdch n (do 30) se doporucuje Yatesova

korekce

ZYates =

vn

2Y —n| -1

sign(2Y — n)

» nas priklad (Yatesova korekce, jinym zplsobem presné

p =0,194)

2-8—-12| -1
,_Ps-12

-1 = 0,866,
V12

9. pfednaska 26. listopadu 2007

Statistika

p=1—®(0,866) = 0,193

(MD360P03Z, MD360P03U) ak. rok 2007/2008

(MD360P03Z, MD360P03U) ak. rok 2007/2008

191(254)

9. prednaska

26. listopadu 2007

parovy znaménkovy 192(254)

souvisi spolu vysky rodich?

vyska otce

7o)
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155 160 165 170 175 180 185
vysSka matky

Statistika

(MD360P03Z, MD360P03U) ak. rok 2007/2008
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(Pearsonuiv) korel. koef. 193(254) (Pearsoniiv) korel. koef. 194(254)

prokazovani zavislosti spojitych veli¢in priklad: vysky rodici
» pro n = 99 dvojic byl spocitan korelacni koeficient r = 0,205;
> vime, Ze pro nezavislé X, Y je pxy =0
_ i ’ 0,205

> ry, je odhadem px y; jak daleko od nuly musi byt ry, T = m\/ 97 = 2,07 > t97(0,05) = 1,98

abychom na hladiné a prokazali zadvislost X, Y? o
» za predpokladu, ze X, Y maji normalni rozdéleni (nebo pocet > na 5% hladin€ jsme zdvislost prokazali

pozorovanych dvojic X;, Y; je velky), hypotézu nezavislosti > t97(0,01) = 2,63, tudiz na 1% hladiné jsme zavislost

zamitame pokud je |T| > t,_2(c), kde neprokazali
vyska zpravidla spliuje predpoklad o normalnim rozdéleni

v

r
T=—"_n 2
V1—r?

v

[cor.test( vyska.m+vyska.o,data=Kojeni)]
[CORREL(x;y)]| (pouze vypocet korelaéniho koeficientu)

» neni-li normalni rozdéleni a nemnoho pozorovani, radé€ji pouzit
Spearmaniiv korela¢ni koeficient
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(Pearsonuv) korel. koef. 195(254) Spearmaniiv korel. koef. 196(254)

priklad: vysky rodici Spearman(v korela¢ni koeficient

» misto pavodnich hodnot x;, y; pouziva jejich poradi R;, Q;
» je to vlastné Pearsonlv korela¢ni koeficient pouzity na poradi
» vypocet lze upravit, zjednodusit na

n

re =1— n(nz61)Z(Ri - Qi)2

i=1

vySka otce

165 170 175 180 185 190 195

» vhodny pro nelinedrni monotonni zavislost, nevadi odlehlé
- 2 ——  y=b[0]+b[1]x

© / -- - x=c[0]+c[1]ly hod noty
\ \ \ \ \ \ \
155 160 165 170 175 180 185

» pii testovani nemusi byt normalni rozdé€leni

vySka matky
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Spearmanuv korel. koef. 197(254) Spearmaniiv korel. koef. 198(254)

priklad: alkohol a imrtnost na cirhézu cirhdza jater a spotreba alkoholu
zemé spotfeba | Gmrtnost | R; | Q; | R — Q;
Finsko 3,9 36| 1| 3 2 =
Norsko 4,2 431 2 5 -3
Irsko 5,6 3413 |2 1 S
Holandsko 5,7 37| 4 4 0
Svédsko 6,0 7215 |7 -2 8-
Anglie 7,2 30| 6 1 5 8
Belgie 10,8 1237 | 8 -1 £ o °
Rakousko 10,9 70| 8| 6 2 R
SRN 12,3 237 | 9 | 10 -1
Italie 15,7 23610 | 9 1 o °
Francie 24,7 46,1 | 11 | 11 0 o o
e o
I I I I I
6 5 .o 5 10 15 20 25
rs =1 iy (2 H 3 H.) =073 alkohol

r = 0,956 zdanlivé mnohem tésnéjsi zavislost!
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regrese 199(254) regrese 200(254)

Regrese priklad: souvisi imrtnost se zemépisnou Sirkou?
Gmrtnost na melanom na 10 000 000 obyvatel v statech USA

» na rozdil od korelace (sila zavislosti) hleddme tvar (zpisob)
zavislosti, zajima nas také prikaznost zavislosti

» snazime se z danych hodnot regresorii (nezavisle
proménnych) predpovédét hodnoty zavisle proménné
(odezvy, vysvétlované proménné)

» snazime se variabilitu (kolisani hodnot) odezvy vysvétlit
kolisanim regresor(i

» prvné v tomto smyslu F. Galton (1886) p¥i vySetfovani
zavislosti vysky potomkd na primeérné vysce rodic

umrtnost
100 120 140 160 180 200 220

» Pearson, Lee (1903): potomci otcli o dva palce vysSich nez
pramér vsech otcll byli v priméru jen o palec vySsi nez primér *
synll; dvoupalcova odchylka se nereprodukovala celd, byl
patrny navrat (regres) k priméru

30 35 40 45

zem. Sitka
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regrese 201(254) metoda nejm. &tverci 202(254)

regresni primka metoda nejmensich Ctvercl
odhadovana zavislost: y=00+0-x (populace)
» chovéni Y (Umrtnost, mortality) co nejlépe (nejvice) vysvétlit odhad zavislosti: y=bo+ b -x (vybér)
linedrni zavislosti na x (zemépisnd Sifka, latitude) celkova plocha &tvercli:  Se =>7 ,(Y; — by — bix;)?  (vybér)

> (nase predstava, predpoklad:) kazdé zem. Sifce odpovida
jakasi stfedni Gmrtnost, ta zavisi na zemépisné Sirce linedrné

o ]
EYi = Bo + B1xi, i=1,...,n
o | y =bg +byx
» parametry (g, 31 odhadneme metodou nejmensich ¢tverci %1
minimalizaci pres (g, 1 souctu Ctverci ,svislych® odchylek o
by
n
. 2 w0 | 1
min (Y, — Bo — ﬂlx,-) ° 11— [xivi
Bo,B1 “ bo
i=1
o
’ ’ . . T T T T T T
> vysIedne minimum (pro ﬁo = bo,ﬁl = bl) nazveme 0.0 0.5 1.0 15 2.0 25 3.0

rezidualni souget €tvercu, tj. Se = > 7, (Y — by — b1x;)?
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metoda nejm. &tverci 203(254) testy 204(254)

nas priklad obecné

» odhadovana zavislost y = By + (1x, odhadnutd y = by + b1 x
[summary(Im(mortality~latitude))] » Zzavislost na x prokazujeme testovanim hypotézy Hg : 31 =0
(pak je y pro vdechna x stejné, tedy y = y) pomoci

koef. odhad | stf. chyba | t-stat. p
abs. ¢len | 389,19 23,81 | 16,34 | <0,001 by by n
. _ _ T = — . — X 2
latitude 5,98 0,60 | - 9,99 | <0,001 SE() ~ s ;(x X)
» odhad zavislosti: mﬂty = 389,19 — 5,98 latitude » zamitdme Hg proti oboustr. alternativé, kdyz | T| > t,—2(«)
> s kazdym stupném sev. &itky klesd Gmrtnost v praméru téméf > rezidualni soucet Ctverci — nevysvétlena variabilita Y
0 6 osob na 10 000 000 obyvatel Se =Y i1 (Yi— (bo + b1x7))*  rezidualni soutet Etverci
s2=S./(n—2) rezidudlni rozptyl

» na rovniku by imrtnost méla byt 389 jednotek, ale je to

extrapolace mimo rozmezi zndmych hodnot — sotva pouzitelné koeficient determinace ukazuje, jaky dil variability odezvy

(tj. S0 (Yi — Y)?) jsme zavislosti vysvétlili
%
Y (Yi—=Y)?

> zavislost je prikaznd, nebot v fadku pro x (latitude) je
p <0,001 R2—1—
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testy 205(254) testy 206(254)

nas priklad a tabulka analyzy rozptylu interpretace

[anova(Im(mortality~Ilatitude))]

» odhad byl: Gmrtnost=389,19-5,98- ivka

st. vol. | soucet Ctvercll | prim. Ctverec

variabilita f SS MS F p » na 30. stupni olekdvame imrtnost:
model 1 36 464,20 36 464,20 | 99,797 | <0,001 389,19 — 5,98 - 30 = 209,86
rezidudlni 47 17 173,07 365,38

» na 40. stupni olekdvame imrtnost:
389,19 — 5,98 - 40 = 150,08

» prechod z 30. stupné na 40. stupen znamend v pruméru
pokles o 10 - 5,98 = 59,8 Gmrti na 10 000 000 obyvatel

— 0680 » pokusime se predikci zlepsSit prfidanim dalSi nezavisle proménné
- )

celkem 48 53 637,27

» kolisani imrtnosti vysvétlime zavislosti z 68 %, nebot je

17173,07 _ 36464,20

R2—1— —
53637,27  53637,27

10. pfednaska 3. prosince Statistika (MD360P03Z, MD360P03U) ak. rok 2007/2008 10. pfednaska 3. prosince Statistika (MD360P03Z, MD360P03U) ak. rok 2007,/2008

dva regresory 207(254) dva regresory 208(254)
dva regresor odrobnéjsi rozbor — vliv oceanu
g y P J
~ » Zzdvislost jen pro vnitrozemské staty (R? = 59,6 %):
koef.v odhad | stf. chyba | t-stat. P [Im(mortality~latitude,subset=0cean==0)]
abs. ¢len | 401,17 28,04 | 14,31 | <0,001 _
latitude 5.3 060 | —982 | <0,001 koef. odhad | stf. chyba | t-stat. p
Iongitude 0.15 019 0.82 0418 abs. ¢len 360,55 36,70 9,82 | <0,001
latitude | — 5,485 0,904 | — 6,07 | <0,001
> pokusime se pridat zem&pisnou délku » Zzdvislost jen pro primorské staty (R?> = 78,6 %):
.. L. .. : , [Im(mortality~latitude,subset=0cean==1)]
» neni priikazné, Ze by koeficient u longitude byl nenulovy _
(nezamitneme hypotézu, ¥e koeficient je nulovy) koef.v odhad | stf. chyba | t-stat. P
» longitude nepfindsi dalsi informaci o mortality, kterou bychom abé' Clen | 381,20 24,83 ) 15,35 ) <0,001
latitude | — 5,491 0,640 | — 8,58 | <0,001

uz neméli ze znamé hodnoty latitude

, . vt . , . » smérnice jsou témér stejné, abs. ¢leny rozdilné
» = neni vhodné pridavat do modelu s latitude také longitude ) ) y

.. . . Y > b fipadech s kazdym stupné . $itky klesd Gmrtnost
» koeficient determinace R? =0,684 (plivodné 0,680) vV obou pripadech s kazdym stupnem sev. sirky kiesa umrtnos

v priiméru témér o 5,5 osob na 10 000 000 obyvatel
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dva regresory 209(254) dva regresory 210(254)

spolecné vnitrozemské i primorské staty priklad: souvisi itmrtnost s polohou?

[summary(Im(mortality~Ocean+latitude))]

koef. odhad | stf. chyba | t-stat. p
abs. ¢len | 360,69 21,50 16,78 | <0,001
ocean 20,43 4,83 4,23 | <0,001 g
latitude | - 5,49 0,53 | - 10,44 | <0,001 £

100 120 140 160 180 200 220

» koeficient determinace R2=0,770

> pfi ,stéhovani” z vnitrozemi k ocednu po rovnobézce roste ‘ ‘ ‘ ‘
amrtnost v priméru o 20 osob na 10 milion( obyvatel

zem. Sitka

> je to ekvivalentni vnitrozemskému stéhovani o 20,43/5,49 =
3,72 stupnd na jih
» vnitrozemské staty: y=360,69-5,49 x
primorské staty: y=(360,69+20,43)-5,49 x =381,12-5,49 x

> |ze ovéfit, ze pfimky mohou byt rovnobézné (p =99,6 %)

» na kazdy stupen stéhovani na sever klesd imrtnost o 5,5,
pokud se nezméni vztah k ocednu
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dva regresory 211(254) dva regresory 212(254)

pozor na interpretaci odhadd (na dal$im prikladu) regrese v MS Excelu 2000, 2003

» zdvisi procento tuku dospélého muze na jeho vysce?

pokud ano, tak s vyskou roste nebo klesa? — Excel 2,000 ozhaceni
) . absolutni ¢len Hranice bo
> z/é\wsi na tom, jak se na Glohu divdme, co bereme v (ivahu odhad Koeficienty b;
» fat = — 47,68 + 0,341 height R? = 11,8 % stfedni chyba odhadu Chyba stfedni hodnoty S.E.(b))
» fat = 16,55 — 0,244 height + 0,504 weight R?2 = 71,4 % koeficient VR2
» ve viech pfipadech jsou koeficienty u regresorii na 5% hladiné (mnohondsobné) korelace Nasobné R
pritkazn& nenulové koeficient determinace Hodnota spolehlivosti R R?
i . - . . . adjustovany koef. det. Nastavena hodnota spol. R R2d-
» rozdil je v kvalité vyrovnani, ale zejména v interpretaci i N Lo adqy
oL o L resid. smér. odchylka Chyba stfedni hodnoty s
> prumernav zgwe?a procenta .tuku pri Jt?dnotkove zméné vysky polet pozorovani Pozorovani n
(a nezménéné hmotnosti pro druhy model) potet st. volnosti Rozdil
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dva regresory 213(254) dva regresory 214(254)

regrese v MS Excelu 2000, 2003 praktické problémy: transformace

stfedni délka Zivota ~ HDP (rok 1992, 33 skupin zemi z celého svéta)

» Pozor na nabizeny graf ,Graf s rozdélenim pravdépodobnosti*: = P Zi ]
obecné nevypovida o normalnim rozdéleni, jak by asi chtél, = 5 55
bylo by tfeba pouzit misto vysvétlované veli¢iny néktera z 50 °°  olndonesia
rezidui 7.0 8.0 9.0 10.0
HDP log(HDP)

» Nabizena ,Normovana rezidua” jsou v regresi zcela
nestandardni (z-skéry béznych rezidui)
» v plvodnim méfitku zavislost nelinearni
» logaritmovani HDP hodné pomohlo, ale jesté jisté jiné vlivy
> log(HDP) vysvétli téméF 79 % variability stfedni délky Zivota

» Ize identifikovat staty, které se zvlast vymykaji
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dva regresory 215(254) dva regresory 216(254)
praktické problémy: zdanlivd zavislost praktické problémy: zdanlivd zavislost
pocet letist ~ délka Zeleznic v Evropé pocet letist ~ délka Zeleznic v Evropé

© o ° 6 ©
6.0 — 10 [=>
. s -
z z ° 7] -
g E . = 3 B
5.0 o - o - - -
: as - i 1 6 —
e ° 8‘ é 1‘0 1‘1 1‘2 1‘3 ‘8 é 1‘0 1‘1 1‘2 1‘3
IR oo so v il oocarem ocarems
» v pivodnim méfitku: R> =78 %, p=0,2 % » pocet letist i délka Zeleznic souvisi s velikosti zemé
> v logaritmickém méfitku: R?> =66 %, p = 0,02 % > u leti$t: R2=286 %, p=0,03 %
> logaritmické méfitko, bez Lucemburska: R2 =69 %, p=1 % > u zeleznic: R2 =64 %, p = 0,03 %
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dva regresory 217(254) dva regresory 218(254)

praktické problémy: zdanliva zavislost praktické problémy: ¢asova rada
pocet letist a délka Zeleznic ~ plocha vyvoj HDP v CR — pozorovani tvori ¢asovou fadu
oo = = .
0.0025 — 20 ° 20
° . - ° o % °
E -6.5 £.0020 — o 10 . o °° 1o ol °
‘é g_.ocus — 00 z % o °eo ©° ° % o "oc @ o °
g —7.0 — o = = & S oo 8 o o S O ©
=2 o 0.0010 — _ o - o ° 1o °© ° . @ cccc
—7.5 — o o ° ° ° o )
° o 0.0005 —o o 20 ° . ° . _20
74‘1,0 73‘.5 73‘:.0 72‘.5 O,(‘)Z O.‘OG O.‘lO °© °
log(railways/area) a =— railways/area 307 ° ° ° 30
19‘96 20‘00 20‘04 1996 20‘00 20‘04
obdobi obdobi
» zavislost v logaritmech: R2 =28 %, p = 14 %
> zavislost v ptivodnim méfitku: R2 =12 %, p =36 % » po sobé jsouci pozorovani nejsou nezavisla
» relativni pocet letist nesouvisi s relativni délkou Zeleznic > je patrny vliv &tvrtleti (rezidua vpravo)

» na pravém grafu patrny vliv ,balicku”
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multinomické rozdéleni 219(254) multinomické rozdéleni 220(254)
priklad: je vybér reprezentativni? multinomické rozdéleni
> bylo provedeno Zetteni mezi ¥enami ve véku 18 a¥ 50 rokil » zobecnéni binomického rozdéleni na k-tici ndhodnych velic¢in
Xi, ... X
> mezi 498 nahodn& oslovenymi Zenami bylo celkem 180 Zen ! k
svobodnych, 239 zen vdanych, 75 Zen rozvedenych a 4 > parametry n,my,...,m (0 <7 <1, m +...+7=1)
ovdovélé » n nezavislych pokusl
> stejné Gdaje v procentech: 36,14 % svobodnych, 47,99 % > v kazdém pokusu pravé jeden z k moZnych vysledkil
vdanych, 15,06 % rozvedenych, 0,80 % ovdovélych > j-ty vysledek s pravdépodobnosti 7;
> je znamo, Ze v celé populaci zen v CR uvedeného vékového » X; — pocet pokust, v nichZ nastal j-ty mozny vysledek, tedy
rozpéti je 34,27 % svobodnych, 52,02 % vdanych, 12,50 % nutné
rozvedenych a 1,20 % ovdovélych Xi+...+Xe=n

> |ze vybér povazovat za reprezentativni?

11. pfednaska  10. prosince Statistika (MD360P03Z, MD360P03U) ak. rok 2007/2008 11. pfednaska 10. prosince Statistika (MD360P03Z, MD360P03U) ak. rok 2007,/2008




multinomické rozdéleni 221(254) multinomické rozdéleni 222(254)

priklady multinomického rozdéleni vlastnosti multinomického rozdéleni

» predvolebni prizkum > kazda slozka ma binomické rozdéleni: X; ~ bi(n, ;)
> n-pocet tazanych _ » stfedni hodnota: px; = nmj, rozptyl: 0% = nmj(1 — m))
'8 Skuvteéngl podl VOhEE»J_Fé grany v pOPIUkiCI » (pro zajimavost) kovariance: cov(X; XS = —nmjmy jEUL
» X; — pocet (&etnost) voli¢a j-té strany ve vybéru P J oy ANt Tt J

» hody hraci kostkou > asymptotickd vlastnost chi-kvadrat (velkd n, nmj > 5)

» n — pocet hodl

> 7m1,...,Te — pravdépodobnosti jednotlivych stran kostky ) (XJ _ n7rj)2 )
» Xi,...,Xe — absolutni Cetnosti jednotlivych stran kostky X = Z — "~ Xk-1
, . i_ nm;j
» krevni skupiny J=1
» n=4 (skupiny 0, A, B, AB) . .
> T, TA, TR, TAB — PsSti skupin 0, A, B, AB > Xj - enlplrl’cke ‘fet"OSt"_ . ]
> Xo, Xa, Xg, Xap — pocty osob se skupinami 0, A, B, AB nm; — ocekavané (teoretlcke) cetnosti

11. pfednaska 10. prosince Statistika (MD360P03Z, MD360P03U) ak. rok 2007,/2008 11. pfednaska 10. prosince Statistika (MD360P03Z, MD360P03U) ak. rok 2007,/2008

multinomické rozdéleni 223(254) multinomické rozdéleni 224(254)

priklad: hraci kostka A priklad: hraci kostka B (1)

test jednoduché hypotézy
n = 100 hodi kostkou

g n = 100 hod( kostkou
>

> X1=12, Xo =21, X3=14, Xy, =15, X5 =21, X =17

>

v

> X; =15, X = 16, X3 = 7, Xa = 6, Xs = 15, Xg = 41
» hypotéza Hp : m = ... = mg = 1/6 dd olekdvané Cetnosti
hypotéza Hg : m1 = ... = mg = 1/6 da ocekdvané Cetnosti nmy = ... = nmg = 100/6 = 16,67
nmty = ... = nmg = 100/6 = 16,67 (vzdy vice nez 5))
> » (15—16,67)? (41 — 16,67)?
2 (12-16,67)° Lo e 16,67)° _ , 16 T 16,67 667 8%
16,67 o 16,67 : N
>

2 2
> +2(0,05) = 11,07
2 < x2(0,08) = 11,07, p=527% X0 > x5(0,05) =11,

\4

zfejmé je nutno zamitnout hypotézu, Ze kostka je symetricka

v

neprokazali jsme, ze by kostka nebyla symetricka
[chisq.test(c(12,21,14,15,21,17),p=rep(1,6)/6)]

v

na 5% hladiné jsme prokazali, ze neni symetricka

v

11. pfednaska  10. prosince Statistika (MD360P03Z, MD360P03U) ak. rok 2007/2008 11. pfednaska 10. prosince Statistika (MD360P03Z, MD360P03U) ak. rok 2007,/2008



multinomické rozdéleni

priklad: hraci kostka B (2), jina Hy

225(254)

multinomické rozdéleni 226(254)

priklad: hraci kostka B (3) (pouzit jen ¢ast informace)

» n = 100 hodi kostkou
> X1 =15 X =16, X3=7,X4 =6,X5 =15, Xg = 41 » n = 100 hodi kostkou
» nulovd hypotéza: m; = ... =m5 = 1/10,m6 = 5/10 = 1/2 > Xg =41
> ocekdvané &etnosti za hypotézy: » nulovd hypotéza: mg = 5/10 = 1/2
nmy = ... = nms = 100/10 = 10, nme = 100/2 = 50 » hypotéza o psti jediného z moznych vysledk( (pst Sestky) —
, (15— 10)2 (15— 10)2 (41 — 50)2 binomické rozdéleni
X="—7 Tt 10 + 50 = 12,72 » drive jsme urcili pFiblizny 95% interval spolehlivosti pro
pravdépodobnost Sestky: (0,31; 0,51)
g » 1/2 je v tomto intervalu, na 5% hladine nelze zamitnout

x? > x2(0,05) = 11,07

» zfejmé je nutno zamitnout i tuto hypotézu
[chisq.test(c(15,16,7,6,15,41),p=c(1,1,1,1,1,5)/10)]

11. pfednaska 10. prosince Statistika (MD360P03Z, MD360P03U) ak. rok 2007/2008

[binom.test(41,100)]

11. pfednaska 10. prosince Statistika (MD360P03Z, MD360P03U) ak. rok 2007,/2008

multinomické rozdéleni 227(254) multinomické rozdéleni 228(254)

v o

priklad: je vybér reprezentativni? test homogenity r vybéri

» provedeme test hypotézy, ze pravdépodobnosti ¢tyr skupin zen

jsou rovny procentdim v populaci

» napriklad, zda maji kostky A, B stejné Sestice psti

(180 - 170,60) , (239 —250.07)° , (75— 62:26)° (4~ 5.99)°
170,69 250,07 62,26 5,99

» vysledna hodnota chi-kvadrat je x2 = 5,33, ale
x3(0,05) = 7,81

» neprokazali jsme, Ze by vybér nebyl reprezentativni, mizeme
jej za reprezentativni povazovat

11. pfednaska  10. prosince Statistika (MD360P03Z, MD360P03U) ak. rok 2007/2008

svobodné  vdané  rozvedené ovdovélé | celkem (at uZ je ta Zestice jakakoliv)
populace 3427 % 52,02% 12,50 % 1,20 % | 100 % C . .y _
vibér 180 239 75 4 498 > Xi1,..., X i-ty vybér z multinomického rozdéleni
vibér (rel) | 36,14 % 47,99% 1506% 0,80 % | 100 % s parametry nje, mi1,..., Tk (i=1,...,r)
ocek. Cet. 170,69 259,07 62,26 5,99 498 » Hg : pravdépodobnosti jsou ve vsech srovndvanych populacich
prinos 0,51 1,55 2,61 0,66 533 stejné: mj1 = m1,..., Tk = Tk (nezdvisi na populaci)

» Cetnosti usporadame do kontingencni tabulky

> n; — pocet j-tych vysledki v i-tém vybéru

> nje = )_; nj jsou fadkové marginalni Cetnosti (rozsahy vybéra)

> nej =y ; njj jsou sloupcové marginalni Cetnosti (Cetnosti
moznych vysledk( bez ohledu na vybér)

> n=73 .nj,= Zj Nej=>; Zj njj je celkovy polet pozorovani

11. pfednaska 10. prosince Statistika (MD360P03Z, MD360P03U) ak. rok 2007,/2008




multinomické rozdéleni

v o

test homogenity r vybéri

» neznamé pravdépodobnosti m; odhadneme pomoci

marginalnich relativnich etnosti ne;/n
v 7 s v . Nej NigNegj
» ocCekdvané Cetnosti tak budou oj; = nje—> = =~

» empirické Cetnosti porovname s Cetnostmi oCekdvanymi

z_ii("ij—%‘f
X2 = o

i=1 j=1

> plati-li hypotéza, ma vysledna statistika y?-rozdéleni
2
X(r—1)(k—1)
» hypotézu o shodé pravdépodobnosti v r populacich zamitame,
je-li x* > X%,_l)(k_l)(a)
> je tfeba, aby ocekdvané Cetnosti byly dost velké, aspon 5

229(254)

multinomické rozdéleni
maji obé kostky stejné Sestice pravdépodobnosti?

» empirické Cetnosti (kontingenéni tabulka)

Ajl12 21 14 15 21 17| 100
B|15 16 7 6 15 41| 100
27 37 21 21 36 58| 200

230(254)

» oclekdvané Cetnosti (za hypotézy): 27-100/200=13,5, ...

A|135 185 10,5 105 18 29 | 100
B|135 185 105 105 18 29| 100

27 37 21 21 36 58200
| 4
12 —135)2 (21 —18.5)2 41 — 29)2
13,5 18,5 29
| 4

x? > 11,07 = x2(0,05), p=03%

» hypotézu o shodé psti na kostkach A a B zamitame

11. pfednaska 10. prosince

multinomické rozdéleni

priklad — vzdélani matek

» kdyby rozdéleni vzdélani bylo

Statistika (MD360P03Z, MD360P03U) ak. rok 2007/2008

231(254)

11. pfednaska 10. prosince

zavislost kvalitativnich znaka

priklad: predvolebni prizkum

Statistika (MD360P03Z, MD360P03U) ak. rok 2007,/2008

232(254)

porodnice N RN v
vzdélani | Praha venkov | celkem vSude stejné, ocekavame tfi
zékladni | 23 11 34 moznosti v poméru 34:47:18
stfedni 30 17 47 (marg. &etnosti!), celkem 99

VS 17 1 18 v 1, .
elkem 20 29 99 » prazskych 70 r.natek by stejny

morodnice pomér dalo pfi o€ekavanych

vzdélani | Praha venkov | celkem cetnostech 70'34/99:24,0,
zékladni | 24,0 10,0 34 resp. 70-47/99=33,2 resp.
stfedni 33,2 13,8 47 70~18/99:12,7

VS 12,7 53 18

celkem 70 29 99 » podobné pro matky z venkova

dostaneme 9,96, po
Y2 = 6,12, p=47% zaokrouhleni 10,0, pro dalsi

11. pfednaska 10. prosince

Cetnosti 13,8 resp. 5,3

Statistika (MD360P03Z, MD360P03U) ak. rok 2007/2008

12. pfednaska 17. prosince

zpravy strana

TV XY A B | celkem » 30 voli¢i bylo dotdzano,
sledoval | 11 4 15 které ze dvou stran daji
nesledoval | 6 9 15 prednost

celkem 17 13 30 ., "

- » souvisi odpovédi se

zpravy strana - v

TV XY A B celkem sledovanim vecernich
sledoval 173 % 27 % | 100 % zprav na dané TV stanici?
nesledoval | 40 % 60 % | 100 % > znamend néco nestejné
celkem | 57% 43 % | 100 % zastoupeni pfiznivcl stran

zpravy strana u téch, ktefi sledovali?
TV XY A B celkem oy .
dedoval T 65% 3% | 50 % » znamenaji néco nestejné
nesledoval | 35% 69% | 50 % podllly tec|.1, |fter| sledovali
celkem 100 % 100 % | 100 % mezi pfiznivci dvou stran?

Statistika (MD360P03Z, MD360P03U) ak. rok 2007,/2008



zavislost kvalitativnich znaku

test nezavislosti kvalitativnich znaki

> vySetfujeme soucasné dva znaky v nomindlnim méritku u n
nezdvislych statistickych jednotek

> nj; je poCet jednotek, kde je soucasné i-td hodnota prvniho
znaku a j-td hodnota druhého znaku

» celkem je i-td hodnota prvniho znaku u nj, = ZJ- n;; jednotek,
Jj-ta hodnota druhého znaku u ne; = >, nj; jednotek

» kdyby byly znaky nezavislé, byl by pro kazdou hodnotu
jednoho znaku pomér mezi ¢etnostmi hodnot druhého znaku
podobny, proto ofekdvané Cetnosti jsou oj; = %
(podminéné psti stejné)

> vypolet x2 a jeho hodnoceni stejné jako u homogenity

233(254) zavislost kvalitativnich znaka 234(254)

priklad: souvisi planované téhotenstvi se vzdélanim?

planované planované
vzdélani | ne ano | celkem vzdélani ne ano celkem
zakladni | 20 14 34 zakladni | 58,8 % 42,1 % | 100 %
stfedni | 16 31 47 stfedni | 34,0% 66,0 % | 100 %
VS 5 13 18 S 278% 722 % | 100 %
celkem | 41 58 99 celkem | 41,4% 58,6 % | 100 %

> je souvislost mezi odpovédmi o pldnovaném téhotenstvi a
vzdélanim matek?

» kdyby byly znaky nezavislé, byly by podminéné
pravdépodobnosti pro jednotliva vzdélani stejné, tedy jejich
odhady by byly podobné

» test vlastné porovnava procenta u jednotlivych vzdélani

» chi-kvadrat test porovndva skutecné zjisténé Cetnosti s tim,
jaké Cetnosti bychom v priméru olekavali, kdyby platila
nulova hypotéza

12. pfednaska 17. prosince Statistika

zavislost kvalitativnich znaku

priklad: planovana téhotenstvi

skuteéné Cetnosti (oéekdvané Eetnosti)

(MD360P03Z, MD360P03U) ak. rok 2007/2008

12. pfednaska 17. prosince Statistika

(MD360P03Z, MD360P03U) ak. rok 2007/2008

planované
vzdélani ne ano celkem
zdkladni | 20 (14,08) 14 (19,92) 34
stfedni | 16 (19,46) 31 (27,54) 47
VS 5(7,46) 13 (10,54) 18
celkem 41 58 99

» odhad pravdépodobnosti, ze ma matka zakladni vzdélani:
P(vzdel = zakladni) = 34/99

» odhad pravdépodobnosti, Ze jde o planované téhotenstvi:
P(tehot = plan) = 58,/99

» jsou-li vzdélani a planovanost nezavislé, pak
P((vzdel = zakladni) N (tehot = plan))
= P(vzdel = zakladni) - P(tehot = plan) = (34/99) - (58/99)

» oclekavany pocet matek se zdkladnim vzdélanim a planovanym
téhotenstvim (za platnosti nulové hypotézy) odhadneme:
99-(34/99) - (58/99) = 34 - 58/99 = 19,92

Statistika

235(254) zavislost kvalitativnich znaku 236(254)
priklad: planovana téhotenstvi
skuteéné etnosti (olekdvané Eetnosti)
planované
vzdélani ne ano celkem
zakladni | 20 (14,08) 14 (19,92) 34
stiedni | 16 (19,46) 31 (27,54) | 47
VS 5(7,46) 13 (10,54) | 18
celkem 41 58 99
, (20-14,08)2 (14-19,92)2 (16 —19,46)2 (31 —27,54)2
X T 1408 19,92 19,46 27,54
_ 2 _ 2
(5-746)>  (13-1054)° _ 6,65
7,46 10,54

Statistika

12. ptednaska 17. prosince

(MD360P03Z, MD360P03U) ak. rok 2007/2008

12. pfednaska 17. prosince (MD360P03Z, MD360P03U) ak. rok 2007/2008



zavislost kvalitativnich znaka 237(254)

priklad: souvisi planované téhotenstvi se vzdélanim?

» u kazdé matky zjistovany dva znaky: dosazené vzdélani, zda

zavislost kvalitativnich znaka 238(254)

priklad: vzdélani snoubenci

téhotenstvi planovano nevésta

vzdélani zadkladni  stredni VS celkem Zenich | zékladni stfedni VS | celkem

neplénovéno | 20 (14,1) 16 (19.5) 5 (7.5) 41 zakladni | 24 12 3] 39

plénovano | 14 (19,9) 31 (27,5) 13(105) | 58 stredni 7 24 3| 34

celkem 34 47 18 99 VS 3 9 15 27
celkem 34 45 21 100

» kdyby nebyla zavislost, u kazdého vzdélani by bylo stejné
procento planovanych téhotenstvi, totiz 58/99=58,6 %
» u zakl. vzdélani x/34 = 58/99 tedy x = 34 -58/99 = 19,9
» u stfedniho vzdélani x /47 = 58/99 tedy x = 47 - 58/99 = 27,5
» u vysokoskolagek x/18 = 58/99 tedy x = 18 -58/99 = 10,5

» vSechny olekdvané Cetnosti jsou dostatecné velké

x? = 6,68 > 5,99 = x3(0,05), p=35%

» u 100 ndhodné vybranych snoubenci bylo zjisténo vzdélani
(zakladni = zakladni nebo nelplné stfedni)

» lze povaZovat vzdélani snoubencii za nezavisla?
» jsou Cetnosti dost velké?

» nejmensi ofekavané Cetnost (pfi nezavislosti):
27 - 21/100 = 5,67

Statistika (MD360P03Z, MD360P03U) ak. rok 2007,/2008

Statistika (MD360P03Z, MD360P03U) ak. rok 2007/2008

12. pfednaska 17. prosince

zavislost kvalitativnich znaku

priklad: vzdélani snoubenci

239(254)

12. pfednaska 17. prosince

EtyFpolni tabulka 240(254)

Ctyrpolni tabulka

specidlni pripad kontingencni tabulky

nevésta
zenich | zakladni stredni VS celkem
zikladni | 24 (13,2) 12 (17,6) 3(8,2) 39
stfedni | 7 (11,6) 24 (15,3) 3(7,1) 34
VS| 3(92) 9(122) 15(57)| 27
celkem 34 45 21 100

> X2 =432 > XE(0,0S) =905 p<01%

na 5 % hladiné jsme prokazali zavislost

vzdélani snoubencli nelze povazovat za nezavisla

>
>
» Cetnosti na diagondle jsou vétsi, nez oCekdvame za nezavislosti
>

etnosti daleko od diagonaly (velky rozdil ve vzdélani) jsou

mensi, nez oéekdvadme za nezdvislosti

ce

a b a+b
> c d c+d
atc b+d n

» silu zavislosti Ize méfit ¢-koeficientem [phi coefficient]
(Etyfpolni korelaéni koeficient)

ad — bc
V(a+b)(c+d)(a+c)(b+d)

> ¢ je (jako kazdy korela¢ni koeficient) mezi -1 a 1

11 4 |15
» pro| 6 9 | 15 |vyjde
17 13|30
11-9-4.6
¢ = =0,34

v15-15-17-13

12. pfednaska 17. prosince Statistika (MD360P03Z, MD360P03U) ak. rok 2007,/2008
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EtyFpolni tabulka 241(254) EtyFpolni tabulka 242(254)

priklad: predvolebni prizkum Ctyrpolni tabulka — prokazovani zavislosti

» chi-kvadrat porovnavajici teoretické a ocekdvané Cetnosti lze
upravit na tvar
» ¢ > 0 znamend, ze Cetnosti na hlavni diagondle (indexy 1,1 a

2
2,2) prevladaji nad ¢etnostmi na vedlejsi diagonale (indexy 1,2 Y2 = n(ad — be) =n-¢?
a21) (a+b)(c+d)(a+c)(b+d)
strana > nezavislost se na hlading a zamita, je-li x > x3(a)
TV XY A B | celkem - . P
5 B » priklad (predvolebni prizkum)
» v nasem prikladu| sledoval |11 4 15

nesledoval | 6 9 15
celkem 17 13 30

vychazi ¢ = 0,34 >0

(tedy kladné), protoe je 11-9 > 6-4 » zavislost jsme na 5% hladiné neprokazali, nebot

» 30-(11-9—4-6)?
~ 15.15-17-13

=3,39 =30-0,34°

339 <384 =x7(0,05), p=65%

12. pfednaska 17. prosince Statistika (MD360P03Z, MD360P03U) ak. rok 2007,/2008
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EtyFpolni tabulka 243(254) EtyFpolni tabulka 244(254)
malé ocekadvané Cetnosti ve Ctyrpolni tabulce priklad: souvislost délky kojeni a planovani téhotenstvi
Praha a venkov venkov
ey sy . , téhot. neplan plan. | celkem | neplan. plan. | celkem

» stdle je tfeba, aby byly o¢ekdvané Cetnosti dost velké (> 5 —

! y oYy St (25) ve 24 t. nekoji | 35 36 | 71 13 9 2

> vYatesova k(,)rek::e umoivr,ﬁwrozhodnuti i pfi mensich ve 24. t. koji 6 22 28 1 6 7

cetnostech tim, Ze zmensi Citatele celkem 41 58 99 14 15 29

n(|lad — bc| — n/2)?
(a+b)(c+d)(a+c)(b+d)

2
XYates =

» bez ohledu na misto: x> =6,43, p=1,1%,
XZtee = 5,33, p=2,1 % (nejm. Eetnost 41 - 28/99 = 11,6)
Fisherliv exaktni test: p = 1,3 %

> venkov: x> =427, p=3,9%,
XZatee = 2,66,  p=10,3 % (nejm. &etnost 14 - 7/29 = 3,4)
Fishertv exaktni test: p = 8,0 %

> nezdvislost se zamit4, je-li opét xZ.... > X3 ()

» Fisheruiv exaktni test pocita pfimo p-hodnotu

12. pfednaska 17. prosince Statistika (MD360P03Z, MD360P03U) ak. rok 2007/2008
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EtyFpolni tabulka 245(254) zavislost kvalitativni — kvantitativni

Simpsoniv paradox zavislost mezi nula-jedni¢kovym a kvantitativnim znakem
dil¢i tabulky mohou ukazovat na zavislost jiného sméru, nezZ jejich soucet
_ > dva nezdvislé vybéry, napf. hosi Xi,..., Xy, a divky
venkov A B | celkem || mésto A B | celkem Xng+15 - - s Xng+ny» vZdy normalni rozdé&leni jako pro
sledoval 34 5 39 || sledoval 4 29 33 dvouvybérovy t-test
nesledoval | 28 2 30 || nesledoval | 6 35 42 » otazka: jak silné souvisi sledovana vlastnost a pohlavi?
celkem 62 7 69 || celkem 10 64 74 & P '
» ozna¢me pohlavi formalné Y; = 0 pro chlapce a Y; =1 pro
¢venkov = _0710 ¢mésto = _0;04 dévlata
> korelacni koeficient rx y mezi témito veli¢inami se d4 zapsat
cleldkemI 3,; 3I)34 celke7nr21 také jako i i
slecova = X1 —Xo [ nom
nesledoval | 34 37 71 Deelkem = 0,05 fbis = 5 n(n—1)
celkem 72 71 143

» S je smérodatnd odchylka spocitana bez ohledu na pohlavi,

> po spojeni dvou tabulek se zadpornym ¢-koeficientem vysla . B vy S
PO SPOJ pornym ¢ y n = ng + n1 je celkovy pocet méreni v obou vybérech

tabulka s kladnym ¢-koeficientem
> n,s bodové-biserialni korelacni koeficient

12. pfednaska 17. prosince Statistika (MD360P03Z, MD360P03U) ak. rok 2007,/2008

12. pfednaska 17. prosince Statistika (MD360P03Z, MD360P03U) ak. rok 2007,/2008

zavislost kvalitativni — kvantitativni

piehledy 248(254)
priklad: vyska desetiletych prehled korelacnich koeficient(
» zakladnim je (momentovy) Pearsoniv
> stejna data jako dvouvybérovy test (data ze str. 170) ., B ~
> Xo=139,13, nmy=15 r= nE,-zl(xi—ZX)(yin—y) —
> )_<1 — 140,83, n =12 \/Zi:l(xf - X) \/Zizl(}/i - Y)
» 52 =38,18, 5=6,18 » kdyZ misto hodnot x;, y; dosadime jejich poradi R;, Q;,
> dostaneme (poradovy) Spearmaniv korelacni koeficient
140,83 — 139,13 [/ 15-12
Iois = : 6.18 - 15+ 12 = 0,493 6 n R
’ =l-——5—= ) (Ri— Qi
L. s n(n?—1) Z( @)
» Hg : nezavislost i=1

» ma-li X normalni rozdéleni, lze pouzit stejny test, jako u
korelaéniho koeficientu; je to ekvivalentni dvouvybérovému
t-testu (pf¥i stejnych populaénich rozptylech

» je-li jedna z veli¢in nula-jednickovd, vyjde biseridlni korelacni
koeficient ;s

> jsou-li obé veli¢iny nula-jedni¢kové, dostaneme ¢-koeficient
(Etyfpolni korelaéni koeficient)
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prehled testli o populacnich mirdch polohy organizace zkouseni

» zkou$im jen pfedem zapsané studenty (jinak jen vyjimedné,

rozdeleni normlni spojité je-li volné misto), a to v PUA (Alb. 6) nebo v B5 (Vinién 7)
populaéni parametr | populaéni primér | populaéni » studenti FTVS se hlasi na volnd mista emailem; volnad mista
(o ¢em je hypotéza) median se poznaji tak, ze pocet prihlasenych je mensi nez v SIS
jeden vybér jednovybérovy znaménkovy uvedena kapacita

t-test Wilcoxon » student musi jiz mit zdpocet
vybér dvojic parovy t-test znaménkovy » kazdy student dostane vlastni pisemné zadani

SE— S Wilcoxon i » vypocty lze provadét v Excelu, v R nebo na vlastni kalkulacce;

dva nezavislé vybéry dvouvybérovy Mann-Whitney jiné pomicky nejsou dovoleny

t-test

» student bude mit moznost Gstné€ odpovidat na dotazy

v

budu se ptat na zakladni véci i mimo pisemné polozené otazky

12. pfednaska 17. prosince Statistika (MD360P03Z, MD360P03U) ak. rok 2007,/2008 13. pfednaska 7. ledna Statistika (MD360P03Z, MD360P03U) ak. rok 2007,/2008

zkouseni 251(254) zkouseni 252(254)

ukazka zadani/1 ukazka zadani/2

> Statistika (zadani uloh ke zkousce, ak. rok 2007/08) 7

Napiste svoje jméno a pfijmeni, studovany obor a dnesni » 4. Urcete pravdépodobnost, Zze ndhodna veli¢ina s rozdélenim
datum: N(u = 2,02 = 1) nabude hodnoty v mezich od —3 do 0.

» 1. Alternativni (nula-jedni¢kové) rozdéleni. Uvedte priklad, p=
spoditejte stfedni hodnotu. » 5. Na 5% hladiné se pokuste prokdzat rozdil mezi hochy (x) a

divkami (y) v hmotnosti ve 24. tydnu:

» 2. Kolika zpisoby Ize ze 14 kraji zvolit 5 krajd, v nichz ma
x|7 8 8 8 7 9 6 7 8 7

byt proveden vyzkum? S jakou pravdépodobnosti bude vybran

Liberecky kraj, kdy? vib&r byl proveden losovanim? E 8 9 8 p8_ 8 997938
» 3. K nasledujicim hodnotam spocitejte popisné statistiky: Slovni odpovéd:

18236

X = )‘2 = Sx =
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ukdzka zadani/3 nékolik slov zkousce

» 6. U ndhodné vybranych dvacetiletych muzi byla zjiSténa

jejich vy8ka a vaha. Popiste linedrni zavislost vahy na vyice a > cilem zkouseni je zjistit, do jaké miry studentka Ci student
rozhodnéte o jeji pritkaznosti. zvladl obsah prednasky
y| 86 49 78 80 69 78 114 87 93 92 » duilezité jsou zakladni pojmy, myslenkové konstrukce, nikoliv
x| 194 171 168 186 172 182 187 190 188 188 detaily
Rovnice nalezené pfimky: » u vzoreckd je jejich smysl dilezit&j&, nez symboly

Koeficient determinace:

, L » dam prednost spravnému smyslu pomoci nepresné volenych
Slovni odpovéd:

slov pred nesprdvné kombinovanymi presnymi terminy

» 7. Souvisi preference volebnich stran s pohlavim voli¢e? (i kdyZ na jedni¢ku to pak asi nebude)
| A B celkem > netousim nékoho do zkougky vyhodit (pFidélaval bych si
muzi | 26 13 5 L o oy P . .
N X° = p= praci), ale nechci nikomu ublizovat tim, Ze by u zkousky prosel
zeny |19 30

i bez téch nejzakladnéjsich znalosti

celkem
Slovni odpovéd:
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