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cviceni, zapocet, zkouska . ,
prehled témat (1)
e cviCeni v pocitaCovych uCebnach PUA (suterén Albertov 6), Z3
(Albertov 6, u schod@ do suterénu) e popisnd statistika (méritka, charakteristiky polohy, variability, sou-

vislost znak()
e MS Excel, volné &ifitelny program R (http://cran.r-project.org/)
e statistika v geografickych/demografickych/socidlnich védach
e (aktivni G¢ast na cviCeni, maximalné dvé absence) & (napsani za-
poctového testu) = zdpocet e pravdépodobnost (zakladni kombinatorické pojmy, klasicka defi-

nice, podminénad pravdépodobnost, nezavislost)
e Oobsah cviCeni vice pfizplsoben studovanému oboru
e nahodna veli¢ina (rozdéleni, stfedni hodnota, rozptyl, hustota, dis-
e prednasky formulovany obecné&ji tribuéni funkce)

e zKkouSka nejspis pisemnad, kombinovana s udstni, zapofet musi zkousce
predchazet; prihlaSovani ke zkousce pres SIS

e dfilezita rozdéleni (normalni, binomické, Poissonovo, vzajemné vztahy)



prehled témat (2)

princip statistického usuzovani (populace a vybér, parametry a
jejich odhady)

interval spolehlivosti pro parametr, volba rozsahu vybéru

testovani hypotéz (chyba 1. druhu, 2. druhu, hladina testu, sila
testu, p-hodnota)

testy (o populaénim prémeéru, populaénim podilu ¢i podilech, ne-
zavislosti, regresnich koeficientech)

regrese jako popis zavislosti spojitych veli€in

kontingenéni (Ctyrfpolni) tabulky

priklad statistického zjistovani

zjistovani se tyka prijm@& obyvatel

hodnotime hruby prijem za rok

prihlizime k mistu trvalého bydlisté (velikost obce, ktery kraj)
prihlizime k vzdélani (druh, doba Skolni dochazky)

prihlizime k véku a pohlavi

Co maji tyto Gdaje spole¢ného? Cim se tdaje lisi?

priklad statistického zjistovani

zjistovani se tyka 200 muz@ stfedniho véku
Vv souboru je 80 kurak@ a 120 nekuraka
85 muzl ma o&i modré, 25 hnédé, 90 jiné barvy

27 muz@ ma jen zakladni vzdélani, 44 nelplné stfedni, 65 matu-
ritu, 64 vysokosSkolské

22 se jich narodilo v roce 1942, 19 v roce 1943, 25 v roce 1944,
..., 18 vroce 1951

hmotnosti jednotlivych muz@ jsou 83, 92, ..., 63 kg

Co maji tyto adaje spolecného? Cim se uadaje lisi?

N e

co mérime (zjisStujeme) a kde

mérime na mnoha statistickych jednotkach (osoba, domacnost,
obec, okres, stat, pokusné pole ...)

meérime (zjistujeme) hodnoty znakut

zjisténou hodnotu vyjadfujeme ve zvoleném méritku (stupnici)
na jedné jednotce mefzeme méfit nékolik znak@ (zavislost)
meérime na skupinach jednotek — souborech

zajimaji nas hromadné vlastnosti ve velkych souborech

mAzeme porovnavat viastnosti znaku mezi soubory



méritka (1)

nula-jednickové (muz/zena, kurak/nekurak)
nominadlni (zemé& pavodu, barva oci) jednoznacné& dané hodnoty

ordinalni (dosaZené vzdélani, stupeih bolesti) jednoznacné dané
hodnoty, mozné hodnoty jsou usporadané

intervalové (teplota v Celsiové stupnici, rok narozeni)
konstantni vzdalenosti mezi sousednimi hodnotami, nula jen kon-
vence; o kolik stupn@ je je dnes tepleji, nez bylo vioni?

pomérové (hmotnost, vyska, HDP, pocet obyvatel, vék)
nasobek zvolené jednotky, nula = neexistence mérené vlastnosti
kolikrat je A starsi (vyssi...) nez B

veli¢ina

Ciselné vyjadreny vysledek méreni

hodnoty znak( v intervalovém, pomérovém méritku jsou husté —
spojita veliCina

Cetnosti hodnot znak@ v nula-jednickovém, nomindlnim (&i ordi-
nalnim) méritku — diskrétni veliCina

pro veliCiny mame charakteristiky nékterych jejich hromadnych
vlastnosti (charakteristiky polohy, variability, tvaru rozdéleni)

popisné charakteristiky (statistiky) maji jednim &islem vyjadrit da-
nou vlastnost
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méritka (2)

kvalitativni: nula-jednickové, nominalni, ¢asto i ordinalni

u kvalitativnich se zpravidla udavaji €¢etnosti jednotlivych hodnot
(kolikrat ktera hodnota nastala)

kvantitativni (spojité): intervalové, pomérové, nékdy ordindlni
(neni spojité)

hodnoty kvantitativnich — &isla

zarazeni znaku m@ze zaviset na ucelu Setreni
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priklad: 100 hodd kostkou

pocty puntik@ coby rfizné obrazky — nominalni znak

HOFWOONPANPS

kostka A kostka B
25 6 31 1 2 2 2 1 46 2 3 2 6 15 2
4 5 3 1 1 3 5 5 5 5 6 5 5 6 4 2 4 5 6
3 2555 2 2 5 2 3 6 3 6 56 1 3 51
6 5 5 2 3 6 6 4 6 6 6 21 1 2 6 3 2 3
4 1 4 2 2 4 5 2 5 4 4 1 6 6 2 6 3 2 6
5 3 3 5 3 6 6 6 5 2 6 1 2 6 1 5 5 6 5
5 4 5 1 1 4 3 2 4 6 6 51 6 6 6 1 2 6
2 4 6 6 3 4 6 1 2 6 2 5 6 2 6 6 5 6 4
6 1 2 6 2 4 3 2 3 6 1 2 6 2 1 6 6 6 6
1 6 5 2 6 4 4 6 3 6 51 5 6 6 1 6 6 6

[
N



hody kostkou jako hromadny jev

e chceme 100 zjisténych hodnot (po&td puntik@) vyjadFit nazorng, Cetnosti vysledk@ hodd kostkou A
aby vypovidaly o vlastnostech kostky

e n; (absolutni) €etnost [frequency] hodnoty — kolikrat nastala {;’?f*;;)q;ﬂ 12 012 81
e f; = 1 relativni Cetnost hodnoty (Ize vyjadfit v %) — v jakém %ﬁ‘/ﬁlﬂ;’/w 21 0,21 1 -
)~ n = 3 o ST 14 0,14 . |
dilu méfent nastala (nutné plati n =nj +ng+... +ng =37 ny) Hikdth gt 1 015
e tabulka €etnosti (absolutnich, relativnich) %Mf#/fﬂﬂl 21 0,21
####’JH)L” 17 0'17 e - T T T T T T
e grafické vyjadreni ¢etnosti — histogram [histogram] (velikost plo- n= 100 1 2 3 4 5 6

chy je imérna Cetnosti)

e rozhodovani o kvalité kostky (zda je symetricka) je Glohou

statistické indukce [inference] — pozdé&ji
13

priklad: vék 99 matek
Cetnosti vysledkd hod@ kostkou B
99 zjisténych hodnot — soubor namérfenych hodnot

< . n; s = N5 /N
iﬁﬁfq“ 15 i 0%5 g - 26 35 21 25 27 24 24 30 23 18
AL 16 016 8- 35 21 25 26 26 19 29 22 21 27
|| 7 0,07 o | 26 30 28 28 27 29 27 26 21 23
it 6 0,06 24 21 28 25 34 24 21 28 25 28
T 15 0,15 3DD D 22 26 32 22 32 25 21 25 24 32
AL 4| a1 0,41 oL DD L 24 22 31 33 23 30 26 27 25 24
n = 100 1 2 3 4 5 6 24 23 25 23 26 28 24 25 25 26

28 28 22 23 20 20 21 31 24 21
29 28 26 38 20 23 25 37 33 23
27 23 21 25 21 33 22 29 21

15



priklad: vék 99 matek — variacni rada variacni rada, poradi

uspoFadany soubor hodnot — variaéni Fada ® 11,T9,...,on PAvVOdNi (neuspofddand) data — hodnoty znaku v mé-
Fitku aspon ordinalnim uvedené v plvodnim poradi, bez ohledu na

18 19 20 20 20 21 21 21 21 21 pripadna opakovani

21 21 21 21 21 21 21 22 22 22 o

22 22 22 23 23 23 23 23 23 23 e variacni rada x()) < z(y) < ... < 2y [sort(x)]

23 23 24 24 24 24 24 24 24 24 data usporadana tak, aby hodnoty neklesaly (zavorky u indext)

24 24 25 25 25 25 25 25 25 25

05 95 95 95 26 26 26 26 26 26 e poradi [rank] — umisténi pozorovani ve varia¢ni fadé€; shodnym

26 26 26 26 27 27 27 27 27 27 hodnotam davame prédmeérné poradi [rank(x)]
28 28 28 28 28 28 28 28 28 29
29 29 29 30 30 30 31 31 32 32 z; 22 15 17 15 21 13 18
32 33 33 33 34 35 35 37 38 poradi Rj 7 25 4 25 6 1 5
17 18

tridéni, tridni Cetnosti

e spojita veliCina s velkym poctem namérenych hodnot

vék matek — tridni Cetnosti k=17
e obor hodnot rozdélime na neprekryvajici se tfidy (intervaly), nej-
lépe stejné délky (ne vZdy je to prakticke) interval x; ni | fi=n;/n | N;j| Nj/n
- . . . p . do 20 | 19 5 0,051 510,051
h d h t I hrad t hod- ' '
° vse;c na pozo':jcivarjclvzd ang Sm elrva u* nahradime zastupnou ho 51 2% 23 | 22 | 27 0273 | 32| 0.324
notou (zpravidla stfedem intervalu) ; 04 33 26 | 25 | 32 0.322 | 64 | 0.646
e zjistime (absolutni) &etnosti ny,...,n; jednotlivych tfid 27 az 29128 |19 0,192 183 10,838
30 az 32 | 31 38 0,081 | 91 | 0,919
e kumulativni Cetnosti udavaji pocCet hodnot v dané tridé a tridach 33az35(34| 6 0,061 | 97 | 0,980
predchazejicich (1 < j < k) [cumsum( )] 36 az38 37| 2 0,020 | 99 | 1,000

J
Nj:n1+n2+...+nj:z:ni
i=1

19 20



grafické znazornéni tridnich Cetnosti

histogram je zaloZzen na tridéni do intervald, vyjimecné zobrazuje
prfimo Cetnosti jednotlivych hodnot (barplot) [hist( )]

kazdé tfidé odpovida obdélnik o plose umérné cCetnosti (abso-
lutni nebo relativni)

pri stejnych Sirkach intervald h odpovidaji Cetnostem vySky obdél-
nik@ (protoze zakladny jsou stejné dlouhé)

pocet intervalld k: 5—15 tak, aby stredy byly okrouhlé, poma@ckou
Sturgesovo pravidlo

kzl—i—S,S'logwn:l-ﬁ-loan

priklad v€k matek: k ~ 1+ 3,3 -log|99 ~ 7,6
21

histogram, h =1 [hist(vek.m,seq(17,38,by=1),col="yellow" )]
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histogram, h =3 (k =7) [hist(vek.m,seq(17,38,by=3),col="yellow" )]
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priklad: vék matek (kumulativni relativni Cetnosti)

00 02 04 06 08 10

20 25 30 35
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tridéni pri nestejné dlouhych intervalech

e nékdy jsou data nepravidelné rozmisténa, zpravidla jsou u levého
okraje intervalu hodnot (vékové ¢i prijmové slozeni obyvatelstva)

e je vhodné zvolit délky interval@ tak, aby deldi byly nasobkem krat-
Sich

e pri nestejné dlouhych intervalech musi zjisténé Cetnosti odpovi-
dat plocha, nikoliv vySka; pak se na svislou osu nanasi relativni

Cetnosti
25
19]
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income

priklad: tolary
meésicni prijmy 99 osob v tolarech

Cetnosti
Z; 1011 12|13 14 15 16|17 18 19 20
n;| 7141610 6 3 9 /3 1 5 3
xj |21 22 24 26 27 28|32 35 36 40 43 45 47
n; 4 3 3 1 2 1 1 1 2 1 1 1 1

tridni Cetnosti

trida 1011 12| 13-16 | 17—20 | 21-30 | 31-50 | celkem
.’L’; 10 | 11| 12 14,5 18,5 25,5 40,5
n}“ 714 |16 28 12 14 8 99
hustota | 7|14 |16 7 3 1,4 0,4

26

snaha charakterizovat vilastnost jedinym cislem
vybérové charakteristiky polohy (1)

e median (prostfedni hodnota) z [median] [median(x)]
T =Tl pro n liché
("57)
1 .
T = 2 (w(%) + w(%ﬂ)) pro n sudé

median je Cislo, které déli data na dvé stejné velké Casti (velkych
hodnot a malych hodnot)

28



charakteristiky polohy (2)

pri

dolni (horni) kvartil Q; (Q3) [lower (upper) quartile] vyd&luje
Ctvrtinu nejmensich (nejvétsich) hodnot

kvartil — specidIni pfipad percentilu z;, [percentile] pro p = 0,25
(p = 0,75), priCemz x;, vydé&luje 100p % nejmensich hodnot od
ostatnich [quantile(x,probs=c(1/4,3/4))]

vypocet percentilé — mnoho vzorecka

median je také percentilem, totiz x5

29

klad: vék 99 matek — variacni rfada

variaCni fada, median z =25, kvartily Q1 =23, Q3 =28

18
21
22
23
24
25
26
28
29
32

19 20 20 20 21 21 21 21 21
21 21 21 21 21 21 22 22 22
22 22 23 23 23 23 23 23 23
23 24 24 24 24 24 24 24 24
24 25 25 25 25 25 25 25 25
25 25 25 26 26 26 26 26 26
26 26 26 27 27 27 27 27 27
28 28 28 28 28 28 28 28 29
29 29 30 30 30 31 31 32 32
33 33 33 34 35 35 37 38

31

pro zajimavost algoritmus vypoctu percentilu v R
(Jjedna z moznych definic — Gumbel(1939))

e najde se celé Cislo k splhujici
([x] znamena celou &ast z xz)

tedy
E=[1+(n-1)-p|

e provede se linearni interpolace mezi z;) a x(; )
({z} znamena zlomkovou €&ast z, o kolik presahuje celé ¢&islo)

g={l+(n—-1)-pt=(01+n—-1)-p) —k

zp=(1—q) @)+ ()
30

krabicovy diagram

e krabicovy diagram [box-plot] zobrazuje kvartily, median, mini-

mum, maximum, pfipadné odlehla pozorovani: od bliz§iho kvartilu
dal nez 3/2:(Q3 — Q1) [boxplot(x)]

e priklad: vék matek (@ = 23, Q3 = 28, dvé odlehlda pozorovani)

32



priklad: tolary

10 10 10 10 10 10 10 11 11 11 charakteristiky polohy (3)

11 11 11 11 11 11 11 11 11 11

11 12 12 12 12 12 12 12 12 12 e pramé&r [mean] (kdyby bylo vSech n hodnot stejnych) [mean(x)]
12 12 12 12 12 12 12 13 13 13 N

13 13 13 13 13 13 13 14 14 14 P

14 14 14 15 15 15 16 16 16 16 n nicl

16 16 16 16 16 17 17 17 18 19

19 19 19 19 20 20 20 21 21 21 e vaZzeny prameér: [weighted mean] zalozen na ¢etnostech

21 22 22 22 24 24 24 26 27 27 k k . Z’? nax*
- 1 * * 1 * nj o« j=1"1"3

28 32 35 36 36 40 43 45 47 5‘3:*(”1$1+-'-+”k$k):*anxj:Z*xj:ki

j=1 j=1 gj=1""

k *

- - ] - - - - - - - - - - 4 s ee o o o o D5 wyT
‘ : : ‘ e obecngji s vahami wy,...,w;, hodnot z¥,...,z} %

10 20 30 a0 E W

=177
33 34

priklad — vék matek
charakteristiky polohy (4) e pramer 1 -
o _ o Z=—(26+35+...+21+23) = —— =257
e U nula-jednickového méritka: pridmér = relativni Cetnost jednicek 99

I e vaZzeny pr@mér zalozeny na tridéni (str. 20)

e modus z [mode] nej¢astéjsi hodnota (lze pocitat také pro nomi-
X P 0 5-19+27-22+32-25+19-28+8-31+6-34+2-37

nalni ¢i ordindlni méritko)
54+27T4+32+194+8+6+2

e modus nemusi byt urCen jednoznacné 2547

e modus neni urcen jednoznacné: z = 21, z = 25
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priklad — tolary

e prameér
1 1687
f:®(26+20+...+12+10) :Wi 17,04
e vazeny pr@mér zalozeny na Cetnostech jednotlivych hodnot
7T-10+14-1+16-12+10-13+---+1-47 1687
T+14+16+---+8 T 99
e vazeny pr@mér zaloZzeny na tfidnich Cetnostech (str. 26)
7-10414-1416-12428-14,5+ 1218, + 14 - 25,5+ 8- 40,5
T+14416+---48

xr =

= 17,04

xr =
_ 175 . 17,42
99

e modus: z =12

37

priklad: vék 99 matek

vylouci se [0,1-99]=[9,9]=9 (]z] znamena celou ¢ast z z)
nejmensich a 9 nejvétsich hodnot

18 19 20 20 20 21 21 21 21 21
21 21 21 21 21 21 21 22 22 22
22 22 22 23 23 23 23 23 23 23
23 23 24 24 24 24 24 24 24 24
24 24 25 25 25 25 25 25 25 25
25 25 25 25 26 26 26 26 26 26
26 26 26 26 27 27 27 27 27 27
28 28 28 28 28 28 28 28 28 29
29 29 29 30 30 30 31 31 32 32
32 33 33 33 34 35 35 37 38

39

charakteristiky polohy (5)

e alfa-useknuty prameér [trimmed mean]: nejprve se oddéli (usekne)
100a % nejmensich a 100a % nejvétsich hodnot, ze zbytku se spo-
Cita pramér

e je robustni vacCi odlehlym hodnotam
e voli se zpravidla a« = 0,1 (0,15)

e vék matek [mean(vek.m,trim=0.1)]

1
99 — 18

(l‘(lo) -+ m(ll) + ...+ ZL‘(89) —+ :L‘(90>> — 2573

38

vlastnosti charakteristik polohy

e zménime-li vSechny hodnoty z; tak, ze pridame ke kazdé stejnou
konstantu a, zméni se o tutéz konstantu také charakteristika po-
lohy (posunutri)

e zménime-li vSechny hodnoty z; tak, ze je vynasobime kladnou kon-
stantou b, toutéz konstantou musime vynasobit ptvodni charak-
teristiku polohy, abychom dostali charakteristiku polohy pro upra-
vena data (zména méritka)

e obecné pro miru polohy m(z)

m(a+ z) = a+ m(z),
m(b-xz)=b-m(z), b>0

e v obou pripadech mira polohy reaguje
40



charakteristiky variability (1) charakteristiky variability (2)

e ME&F nestejnost (variabilitu) hodnot spojité veliCiny e (vybé&rovy) rozptyl (variance) [variance] [var(x)]

. < 5 / C 2 _p2. 2
e obecn& pro miru variability s(z) (nevyhovuje druhému pozadavku, misto toho: Soipg =0 - 53.)

1
s(a+x) = s(x), 2 = . (w1 =2+ (32— 3)* + ... + (wn — 2)%)
s(b-xz)=10b-s(x), b>0 e .
e o - . . __1 Z(x._j)Q— 1 ZxQ_n.jQ
e prictenim stejné konstanty a (posunutim) se charakteristika vari- T a1+ ‘ ( T an—1 ‘ i
ability nezméni (nezavisi na poloze) Z; = 3
. _ 1 3 .(%_7)2_ 1 3 ¥ 32
e vynasobeni kladnou konstantou znamend, Ze stejnou konstantou T 1< 1"] g =P =1 1"3% e
j= j=

nutno vynasobit charakteristiku variability
e necht je xy = 1,29 = 2,23 = 3, pak dostaneme z =2 a

S%:fll«l—2)2+(2—2)2+(3—2)2>:1

41 42

e rozpéti [range] R =z, —xq

e kvartilové rozpéti [quartile range] Rg=Q3—Q

charakteristiky variability (3)

e rozptyl méri pr@mérny Ctverec vzdalenosti od priméru - «
Y Y priklad — v&k matek

e smérodatna odchylka [std. deviation]: odmocnina z rozptylu

[sd(x)] e rOzpétr: R=38-18 = 20
Sz = \/s% e kvartilové rozpéti: Rp=28-23=5
e vyhovuje obecnému pozZadavku e rozptyl
e vvhoda smérodatné odchylky: o 1 9 9 9 9 2544\ 2
stejny fyzikdalni rozmér jako p@vodni data s = 08 (267 435" +... 4217+ 23%) — 99 - ( 99 )
e Vybérovy rozptyl z tfidnich Eetnosti: = 16,97 = 4,122

Sheppardova korekce (jsou-li vSechny intervaly délky h):

2

odelti —
12

e smérodatna odchylka je 4,12
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priklad — vék matek

e pomoci tridnich Cetnosti

1 2547\ 2
2 _((5-1924+27-222+ ... +6-3424+2.37? —99-(—)
<= o <(o + oot + ) 0

= 16,36 = (4,05)?

e navic Sheppardova korekce

32
s> =16,36 — — = (3,95)
12

45

normované charakteristiky rozptylenosti

e dosud zavedené charakteristiky variability zaviseji na volbé& méritka
(napf. délka v m nebo v km)= hleddme charakteristiky nezavislé

na meéritku, nutné aspon pomérové meéritko, kladné hodnoty
e UMOZNI porovnani z riznych soubord

e variacni koeficient [sd(x)/mean(x)]

Sx
v=—
T
e (Giniho) koeficient koncentrace
A
2z
napriklad méri nerovnomérnost prijma, velikosti tzemnich jedno-

tek, souvisi s plochou u Lorenzovy kFivky
47

charakteristiky variability (4)

e stfedni odchylka [mean deviation]: pr@mér odchylek od medianu
(nékdy od pr@meéru) [mean(abs(x-median(x)))]

1 n
dz—2|$i—5¢|
=1

e stiedni diference: pramér vzajemnych vzdalenosti viech n? dvojic

1 n n
AZ*QZ |xz_1'j|
n™i=1 =1
2 2080702 n+l
=X X (T —20) = —sr
Jj>i =11

46

z-skor, standardizace

e variacni koeficient v, Giniho koeficient G — priklady bezrozmeérnych
veli¢in (zasluhou pr@méru ve jmenovateli zavisi G na posunutr)
e 2-Skory [(x-mean(x))/sd(x)] nebo [c(scale(x))]
T; — T

2; = , i=1,2,...,n
Sx

e dostaneme nulovy pr@meér (z = 0), jednotkovy rozpty! (s, = 1)

e z-Skory jsou bezrozmérné = umozni hodnotit vliastnosti nezavislé
na poloze a variabilité, napf. tvar rozdéleni

o:L'l:1,:(:2:2,3;3:3:>:f=2,sx=1:>21=¥=—1,z2:0,23=1
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Sikmost, SpiCatost
e Sikmost /b; — pr@mér z 3. mocnin z-skor@  [mean(scale(x)”3)]

e Spicatost by — prdmér ze 4. mocnin z-skor@ (nékdy se odecita 3)
n

=)

Sz =1 o

e nékdy se pocitaji odhady populacni Sikmosti a SpiCatosti jinak
(Excel: Fisherovo gj, gy — pro zajimavost)

n(n —1)by (n+1)(n—1) (bz _3(n— 1))

D=0 2 2T )m-3 n+1
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kvalitativni — kvalitativni

e kvalitativni data — nomindlini (ordinalni) méritko, vyjadiujeme po-
moci Cetnosti

e dva znaky — Cetnosti moznych dvojic hodnot nj;

e zapisujeme do kontingencni tabulky [contingency table]
[table(x,y)] nebo [xtabs(~x+y)]

e doplhujeme marginalni Cetnosti [marginal frequencies] — soucty
po fadcich a po sloupcich - Cetnosti jednotlivych znak@ zvlast

e Oba znaky nula-jedniCkové — kontingencni tabulka 2x2, Ctyrpolni
tabulka [fourfold table]
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dvojice znak@ (velicin)

e na jedné statistické jednotce se méri aspon dva znaky
e |ze vySetfovat zavislost

e postupy (i grafické) zavisi na méritcich obou znak@
— kvalitativni — kvalitativni
— kvalitativni — kvantitativni
— kvantitativni — kvantitativni

e zatim popisné charakteristiky, prokazovani zavislosti pozdé&ji

50

priklad — vzdélani matek (pozor na orientaci)

100

porodnice
vzdélani | Praha venkov | celkem s |
zakladni | 23 11 34 ©
stredni 30 17 47
VS 17 1 18 3
celkem 70 29 99
porodnice |

40

vzdélani | Praha venkov | celkem

zakladni | 32,9 % 37,9 % | 343 %
stfedni | 42,8 % 58,6 % | 47,5 %
VS 243 % 35% | 182 %

20
Il

celkem | 100 % 100 % | 100 %

Praha venkov
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priklad — vzdélani matek (pozor na orientaci)

100

80
Il

60
Il

40
Il

20
Il

porodnice
vzdélani | Praha venkov | celkem
zakladni 23 11 34
stredni 30 17 a7
VS 17 1 18
celkem 70 29 99
porodnice
vzdélani | Praha venkov | celkem
zakladni | 67,6 % 32,4 % | 100 %
stfedni | 63,8 % 36,2 % | 100 %
VS 944 % 6,6% 100 %
celkem [ 70,7 % 29,3 % | 100 %

o -

priklad: vék otce ~ poradi ditéte

28k,

str.
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[boxplot(pocet.deti~Poradi)]

vek.o
30

20
|

2 =4942 =244 >

8l

- 96-26,9+32-30,5+11-34,4 2860

T déti rozsah | pr@mér | sm. odch.
d 1 56 26,9 4,23
— 2 32 30,5 3,94
>2 11 34,4 5,32
T celkem 99 28,9 4,94

56+ 32+ 11

56 - 4,23% + 32+ 3,942 4 11 - 5,322

o6+ 32+ 11

=289
99

= 18,29 = 4,282
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dvojice kvalitativni — kvantitativni

e podle kvalitativni proménné rozdélime hodnoty kvantitativni pro-
meénné do dil€ich soubord

e porovname charakteristiky dil¢ich soubor@ (zejména charakteris-
tiky polohy) mezi sebou, pokud se hodné lisi, svéd¢i to pro zavis-
lost

e celkovy pr@mér = vazeny prdmeér dilCich soubora

e celkovy rozptyl = vazeny pr@mér rozptyl + vazeny rozptyl pra-
meéra (presné jen pro populaéni rozptyly s n ve jmenovateli)

e snaze jako rozklad souctu Ctvercu

54

rozklad soucCtu cCtverct

e Vvelikost kolisani véku otcl@ popise soucet Ctvercl odchylek od cel-
koveého préméru

SST = (30 — 28,9)% + (38 — 28,9)° + ... = 2391,8
e kolisani prameéra
SSA=56-(269— 28,9)% +32- (30,5 — 28,9)% 4+ 11 - (34,4 — 28,9)%> = 643,1
e kolisani uvnitf skupin (odecitaji se vzdy jen prdmeéry ve skupindch)

SSE = (28 —26,9) + (26 — 26,9)” + ... + (23 — 26,9)°
+ (38 = 30,5)% + (32— 30,5)% + ... + (25 — 30,5)2
+ (30 — 34,4)% + (30 — 34,4)% + ... + (36 — 34,4)% = 1748,6

e az na zaokrouhleni jsme oVéfrili, ze je SST = SSA+ SSE
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rozklad souctu Ctvercd
e 1;; j-td hodnota v i-té skupiné (vék j-tého otce v i-té skuping)
e n; pocCet hodnot v -té skupiné, k pocet skupin
® I, Primeér v i-té skupiné (pradmeérny vék v i-té skupiné)

® Tee Celkovy prdmér (pradmeér mezi vsemi otci)

k n;

2
i= 1j 1
k; n’L 2
= an .'EZ.—-TQQ +Z Z (xz] jio)
i=1j5=1
—SSA+SSE
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zavislost spojitych velicin [cor(vek.o,vek.m)]

e (vybérova) kovariance [covariance]

i 0 Xn:(l‘i —Z)(y; — 7)
i—1

[cov(vek.o,vek.m)]

quy =
n

2

e Ziejmeé je sgpp = 5%, Syy = Sy

e (Pearsonfiv, momentovy) korelacni koeficient [(Pearson, product-
moment) correlation coefficient] Ize zapsat pomoci z-skortl
. Say z":( i— yz—y> Z?l(fcz—i")(yz’—z?)

Sz Sy \/El 1 331 - 55 ?zl(yi - 37)2
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dvojice kvantitativnich velicin [plot(ig zn7,data=Iq,col=1+divka,pch="+"

IQ

+ +
(=1
o
~—
o
3 g
=

o
D
(=1
[se)
o
~ T T T T T T T T T T

1.0 1.5 20 25 30 6000 8000 10000

znamky hmotnost
r = —0,69 r=0,45
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priklad: hmotnost a délka déti (24. tyden véku)

e délka [cm]: z =685 sz =3,28

hmotnost [g]: y = 7690, sy = 845

kovariance [cm - g]: szy = 1257

korelagni koeficient: r = 2230 = 0,45

hmotnost [kg]: y = 7,69 sy = 0,845
kovariance [cm - kg]: szy = 1,257

o el 19257
korelaCni koeficient: r = 3980855 = 0,45

Které charakteristiky zavisi na pouzitém méritku?
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vlastnosti Pearsonova korelacniho koeficientu

e vypovida o sméru zavislosti

e pii r < 0 s rostoucim z v prdméru y klesa (napf. IQ a znamky)
e pii r > 0 s rostoucim x v pr@éméru y roste (napf. vaha a vyska)
e plati —1<r <1

e |7| = 1 jeding, kdyZ body [z;y] lezi na pfimce

e vzajemné nezavislosti z,y odpovidaji » blizka nule

e nemusi zachytit kfivo€arou (nelinearni) zavislost
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charakteristiky polohy v geografii/demografii (2)

e geograficky stred
— bod
— proselik pr@meérné zemeépisné Sirky a primeérné zemeépisné délky;
prdméry vazené velikosti sledovaného jevu

e geograficky median — obdoba medianu,
— Cara, ktera rozdéluje geografické objekty do dvou disjunktnich
skupin
— hodnocena vlastnost urCi vahy objektd
— usporadani hodnoceni znakf dano zvolenou geografickou vlast-
nosti (napf. zemépisnou délkou)
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charakteristiky polohy v geografii/demografii

e Casto zname jen pr@meéry v dil€ich souborech a Cetnosti: praméry
se pouziji jako x}" Cetnosti standardné

e priklad: vék novych profesor@ a docentl UK 2002:

41 profesor@, pramérny vék 51,1 (n; =41, =] =51,1)

77 docent@l, primerny vek 47,8 (ng =77, x5 = 47,8)

celkovy pr@mér (vazeny prameér):
[weighted.mean(c(51.1,47.8),c(41,77))]

41-51,1 477 - 47,8

41477

nikoliv [mean(c(51.1,47.8))]

51,1 4 47,8

= 48,9

= 49,4
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miry nerovnomeérnosti G=4&

e Giniho index charakterizuje nerovnomérnost rozdéleni bohatstvi
(prijma, ...) jedinym cCislem

e primeérny rozdil v bohatstvi vztazeny k dvojnasobku préméru

e maji-li vichni stejné (x(l) ==y > 0), je nutné A =0 a tedy
G=0
e ma-li jeden viechno, ostatni nic (0 =z =... =z(,_1) < () = a),
pak je
2(n—1
= a A — (n - )a
n n
G:2(n—1)a n_ n-—1

n? 2a n
e Lorenzova kfivka je jemné&jSim nastrojem
64



priklad: tolary (rozdéleni prijma)
jaké procento nejchudsSich ziska desetinu celkového bohatstvi?
Cetnosti (celkovy mési¢ni prijem je 1687)

x; 10111213 14 15 16|17 18 19 20
n;| 7 14116 |10 6 3 9 3 1 5 3

xz; |21 22 24 26 27 28|32 35 36 40 43 45 47
n; |4 3 3 1 2 1 1 1 2 1 1 1 1

sCitejme prijmy nejchud3ich, dokud nenascitame 10 % z 1687

(7-10+8 - 11)/1687 = 158/1687 = 0,0937 = 9,37 %
(7-10+9-11)/1687 = 169/1687 = 0,1002 = 10,02 %

u jaké Casti z 99 osob jsme scitali pfijmy?

(7+8)/99 = 15/99 = 0,152 = 15,2 %
(7+49)/99 = 16/99 = 0,162 = 16,2 %
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priklad: tolary (rozdéleni pfijma)

jaké procento ziskaji ¢tyfi (tj. asi 4 %) nejbohatdi resp. nejchudsi?

Cetnosti (celkovy mési¢ni prijem je 1687)
Z; 1011 (12|13 14 15 16|17 18 19 20
n; | 7 1411610 6 3 9 3 1 5 3

x; |21 22 24 26 27 28|32 35 36 40 43 45 47
n; 4 3 3 1 2 1 1 1 2 1 1 1 1

seCteme prijmy onéch Ctyr nejbohatsich

(47 + 45 + 43 + 40) /1687 = 175/1687 = 0,1037 = 10,37 %

Ctyfi nejbohatsi tedy dostanou pres 10 % bohatstvi,
kdezto Ctyri nejchudsi dostanou

(4-10)/1687 = 40/1687 = 0,0237 = 2,37 %

67

priklad: tolary (rozdéleni prijma)
jaké procento nejchudSich ziska polovinu celkového bohatstvi?
Cetnosti (celkovy mé&si¢ni prijem je 1687)

x; 10| 11|12|13 14 15 16|17 18 19 20

n;| 7 14116 |10 6 3 9 3 1 5 3

z; 21 22 24 26 27 28|32 35 36 40 43 45 47
n; 4 3 3 1 2 1 1 1 2 1 1 1 1

sCitejme prijmy nejchudsich, dokud nenascitame 10 % z 1687

(7-10+...49-16+ 17)/1687 = 836/1687 = 0,4956 = 49,56 %
(7T-10+...4+9-16+2-17)/1687 = 853/1687 = 0,5056 = 50,56 %

u jaké Casti z 99 osob jsme scitali prfijmy?

(T+...4+9+1)/99 = 66/99 = 0,6667 = 66,67 %
(T+...+9+2)/99 = 67/99 = 0,6768 = 67,68 %

Lorenz curve for prijem (Gini=0.228)

00 02 04 06 08 1.0

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
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Lorenzova krivka

e variadni fada: 0 <z Szpp) < ... < @y [sort(x)]
e kumulativni soucCty pro j=0,1,...,n [cumsum(sort(x))]
J
tp=10 tj =z trg)t AT = )2 kolik celkem j nejchudSich

2

1
e UseCkami spojit body [j/n;tj/tn], 0<j<n

e 7ajima nas plocha nad touto lomenou Carou a pod Uhloprickou

jednotkového Ctverce

e plocha méri nerovnomérnost rozdéleni néjakého zdroje

e kdyby dostal kazdy stejné&, bude velikost plochy nulova

e Giniho koeficient koncentrace je dvojnasobkem této plochy

vypocet Giniho koeficientu (n = 5):

A= (1141 —2[+[1 =3[ +]1—4]+]1 -5
21+ 2=2(+]2=3|+[]2—4] +|2—5|
+B3=1+3=2[+[3=3+[3—4]+|3-5
P14 —2 44— 3 +]4—4]+|4—5|
F15—1]+5—2[+|5—=3|+1[5—4| +|5— 5|
=10+7+6+7+10

A=40/25=1,6
=3
16 16

G = = 2 = 0,267
2.3 6
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priklad

w5 1,2 3,4, 5

asrwWwN R

t]

1 0,067
3 0,200
6 0,400
10 0,667
15 1,000

Lorenz curve for 15 (Gini=0.267)

0.0 0.2 04 0.6 0.8 1.0

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

priklad: obyvatelé kraj& (pocet hejtmana)

J Z(5) 17 j/n tj/tn T(5) 17 tj/tn
0 - 0 | 0,000 | 0,000 - 0| 0,000
1 303761 303761 | 0,071 | 0,030 1 1]0,071
2 427418 731179 | 0,143 | 0,072 1 210,143
3 506849 | 1238028 | 0,214 | 0,121 1 310,214
4 517959 | 1755987 | 0,286 | 0,172 1 410,286
5 548698 | 2304685 | 0,357 | 0,226 1 510,357
6 549369 | 2854054 | 0,429 | 0,280 1 60,429
13 | 1158800 | 8936427 | 0,929 | 0,876 1| 13]0,929
14 | 1264347 | 10200774 | 1,000 | 1,000 1| 141,000

1.0
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Lorenzova krivka (obyvatelé — kraje) e v kazdém kraji je stejné hejtmant, proto postupné soucéty rovno-
mérné rostou, totéz plati pro t;/n

Lorenz curve for obyvatel (Gini=0.224) e lomena Cara Lorenzovy krivky prejde v UseCku a plocha zmizi

o . . - ~ . ~
a7 e primeérnd diference je nulova (vSechny rozdily |z; — z;| u pocCtu
@ hejtmant jsou nulové)
©
o Lorenz curve for hejtmanu (Gini=0)
< | o
S =
o~ N
o 7] ©
o ] S
© T T T T T T 5

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 g 14 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
73 74
ro¢ni Groda brambor je mezi kraji rozdélena mnohem nerovnomérnéji: prlpad s vahami

.y o S = - s
napf. 70 % brambor se péstuje ve tfech krajich (Vys, St¢, JC) e nékdy nutno prihlédnout k velikosti k jednotek, pak méfime ne-

rovnomérnost hustoty rozdéleni zdroje (n; — velikost jednotky, y;

Lorenz curve for brambory (Gini=0.599) B ; .
— celkova velikost produktu v jednotce, z; = y;/n; — hustota, = —

3 vazeny prmér hustot z; s vahami n;, n = ¥  n; soucet etnostr)
2 A= 5 33 ninjlw; —
< | i=1j=1
© kE k
1 Yi Yy
N _ SN nn [L -4
o 7
o | (S ne)? i=1j=1 i Ny
° T T T T T T A
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 G = % Z je vazeny pr@meér, y je (nevazeny) promeér
X
5o 2% _ X ni(yi/ni) _ ivi _ g

i n n
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) . ) o Lorenzova kfivka (obyvatelé a rozloha krajfl)
rocni uroda brambor s prihlédnutim k velikosti kraja

Lorenz curve for brambory(rozloha) (Gini=0.454) Lorenz curve for obyvatel(rozloha) (Gini=0.292)

1.0

00 02 04 06 08 10

00 02 04 06 08
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mozné pii&ti Glohy statistické indukce populace a vybér

e model populace — vybé&r umoznhuje zobecnéni na celou populaci

je pravdépodobnost Sestky rovna 1/67 T . - .
°Jep P Y / z hodnot zjisténych na vybranych statistickych jednotkach (vybér)

— teorie pravdépodobnosti odvodi teoretickou hodnotu

— matematicka statistika odhadne, provéri predstavu teorie e populace (zakladni soubor) — velky soubor, jehoZ je zpracova-

. . I N . vany soubor (vybér) reprezentativnim vzorkem
e je kostka symetricka, tj. maji vdechny stény kostky stejnou prav-

dépodobnost? e reprezentativnost — frekvence vyskytu dalezitych doprovodnych

. V znak@ ve vybéru odpovida jejich frekvenci v populaci
e kolik potrebujeme nezavislych hodt, abychom s pozadovanou spo- v b 1€ bop

lehlivosti poznali, ze je kostka nesymetricka? e reprezentativnosti nejlépe dosahneme tak, Ze pouZijeme prosty
nahodny vybér, kdy kazda n-tice prvk@ populace ma stejnou Sanci
e liST se mezi sebou kostky A a B? g yw v j vn P Pop !

(pravdépodobnost) do vybéru se dostat

e v3e zalozeno na modelu populace — vybér [population, sample] | L . _ .
e Na zakladé vybéru tvrdime néco o populaci
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parametry — odhady, statistiky pravdépodobnost

e podle toho, jakou roli hraje hodnoceny soubor, rozlisujeme cha- e pokus — dobre definovana situace (postup), ktera konci jednim
rakteristiky z fady moznych vysledk@
— populacni: vztazené k populaci, mnohdy jen idedlni, nami pred-
stavované, jsou to parametry modelu
— vybérové: vztazené k vybéru z néjaké populace, takze jde o
odhady odpovidajicich populacnich parametrua, jsou to sta-

e nahodny pokus — pokus, u néhoz predem nevime, ktery vysle-

dek nastane (ktera strana kostky padne pristé?); predpoklada se
stabilita relativnich Cetnosti moznych vysledk(

tistiky spodcitané z vybéru e nahodny jev — tvrzeni o vysledku nahodného pokusu
e prikladem dvojice odhad — parametr je dvojice relativni Cetnost — e pravdépodobnost nahodného jevu A — Ciselné vyjadreni oCeka-
pravdépodobnost (napf. 17/100 vers. 1/6) vani, Ze vysledkem nahodného pokusu bude pravé A
e statistiky se pouzivaji pri statistické indukci (statistickém rozho- e pri velkém pocCtu opakovani pokusu se relativni Cetnost jevu blizi
dovani) [statistical inference (decisions)] k pravdépodobnosti tohoto jevu
81 82

klasicka pravdépodobnost priklad: hraci kostka

e jisty jev (nastava vzdy) Ize rozdélit na M stejné pravdépodobnych
neslucitelnych (disjunktnich) elementarnich jeva (symetrie)

idealizovana homogenni symetricka kostka

e kazdy jev Ize slozit z t&chto elementarnich jev kazda strana mad stejnou pravdépodobnost

e je celkem M4 pFiznivych jevu A (je z nich sloZen) e A — padne Sestka, B — padne sudé Cislo

e klasicka definice pravdépodobnosti (metoda vypoctu) e M=6

My e My=1, tedy P(A)=1/6
M
e klasickou pst Ize pouzit jen nékdy! (Sportka, Sazka)

P(A)
e Mp= 3, tedy P(B)=3/6 = 1/2
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faktorial [factorial(n)]

e faktorial nl=n-(n—1)---2-1 0l =1

e kolika zpasoby |ze usporadat za sebou n rozliSitelnych prvka

e priklady:
— 5 =5.4.3.2.1=120
—1'=1

e kolika zp@soby lze usporadat za sebou 14 krajd CR:
14!'=14-13-12---2-1= 87 178 291 200 = 8,7- 1010
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priklad: losovani otazek (1)

e student neumi 5 otazek, umi 10 otazek
e |losuje se dvojice otdazek z onéch 15 otazek

pravdépodobnost P(A), Ze student nezna ani jednu z vylosovanych:

e elementarni jevy: prvni losovana otazka — 15 moznosti, druha jen
14 moznosti, nezdlezi na poradi, tedy délit 2 (pocet kombinacr)
5+10) - (15) _ 15! _ 15-14
2/ N2/ on3l 2.1
priznivé elementarni jevy: vylosuje obé z pé&ti, které neumi

5.4 10

MA:(;)(loo) =5 1= 0= PA) =2 =95%

=105

=
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poCet kombinaci [choose(n, k)]

e kombinacni &islo (Z) (&ti ,n nad k")
e pocCet k-prvkovych podmnozin mnoziny 0 m prvcich nezavisle na
jejich poradi
n-(m—1--(n—k+1)

()= Hy =

k) Kl(n —k) k-(k—1)---2-1

e kolika zpfisoby si mohu z péti knizek vybrat dvé na dovolenou:
5 5! 5.4
D -35-51-0
2 231 2.1

e kolika zp@isoby si z nich mohu vybrat tfi knihy? (10)
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priklad: losovani otazek (2)

e pravdépodobnost P(B), Ze zna pravé jednu otazku

5 10 50
Mg = (1)-<1):5-10:50:>P(B):ﬁ:47,6 %
e pravdépodobnost P(C), Ze zna obé otazky (pravé dvé)
5 10 10-9 45
Me=()- =1- = =45=>P(C)=— =429
¢ <o) <2) 2.1 (€)= g5 =429 %
e pravdépodobnost P(D), Ze zna aspoh jednu otazku
95
Mp = Mp + Mg =50+45 =95 = P(D) = = = 90,5 %

e kontrola: Mp+ My =M
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pravidla pro pravdépodobnost (1)
e sjednoceni jevll AU B: plati A nebo B (aspon jeden z jevl A, B)
e prunik AN B: plati A a sou€asné B (oba jevy A, B souCasné)

P(AUB)=P(A)+P(B) - P(ANB)

P(AU B) = celd vybarvena plocha
P(A) = 0,42 = zelena + 3ediva plocha
P(B) = O 24 = Zluta + Sediva plocha

B P(ANB)=0,16 = Zedivd plocha
P(A)+P(B) = zelend + Zlutd + 2 - Sediva
plocha
P(AUB) = 0,42+ 0,24 — 0,16 = 0,50
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e nezavislé jevy: vyskyt jednoho jevu neovlivni pravdépodobnost
vyskytu druhého (definice nezavislosti nahodnych jevi):

P(AN B)
P(B)

P(A) = P(A|B) =

&|P(ANB) = P(A)P(B)|

T

) = 0,60 = zelena + 3Sediva

) = 0,40 = Zluta + Sediva plocha

N B) = 0,24 = Sediva plocha
|B) = Sediva vzhledem k (Zluta + Sediva)
|B) = 0,24/0,40 = 0,60

P(A)-P(B)=P(AN B)

= A a B jsou nezavislé

T

T

09)
o

-
o oo o

(
(
(
(
(
(

91

pravidla pro pravdépodobnost (2)

e neslucCitelné jevy: nemohou nastat nikdy souasné, navzajem se
vyluC€uji; pro neslucitelné jevy plati

P(AUB)=P(A)+ P(B)

e podminéna pravdépodobnost pravdépodobnost jevu A, kdyz uz
jev B nastal:

P(A|B) - P(ANB)
P(B)
P(B) = 0,24 = Zluta + 3ediva plocha
ﬂ P(AN B)=0,16 = 3ediva plocha
P(A|B) = Sediva vzhledem k (Zlutd + 3ediva)
P(A|B) = 0,16/0,24 = 0,67, ale P(A) = 0,42
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idealizovany pfriklad
e A — jedniCka ze statistiky, P(A) =0,3
e B — jednitka z matematiky, P(B) = 0,2
e AN B — jednicka z obou pfedméttl, P(AN B) =0,1

e jsou jevy A, B nezavislé? (jsou jedniCky ze dvou predmétd neza-
Vislé?) NE, protoze 0,3 - 0,2 # 0,1

e jakd je pst jedniCky ze statistiky, kdyZ uz je z matematiky?

P(ANB) 0,1

PIAIB) = =5 5 = 15

=05

e pravdépodobnost, Ze aspon jedna jedniCka:

P(AUB)=P(A)+P(B)—P(ANB)=03+02—0,1=04
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rozdéleni nahodné veliCiny
e nahodna veliCina — Ciselné vyjadreny vysledek nahodného pokusu

e diskrétni rozdéleni (pro Cetnosti) ureno seznamem moZznych
hodnot a jejich pravdépodobnostmi:

L1, Xy .-
P(X = xl), P(X = .732), e
e spojité rozdéleni (pro spojité méritko) urceno distribuéni funkci
Fx(z) = P(X <x)

nebo hustotou
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priklad diskrétniho rozdéleni: znamka u zkousky

znamka k 1 2 3 4
P(X=%k |03 0,4 0,2 0,1
P(Y =k) 0,3 0,3 0,2 0,2

(Z této tabulky nic nepozname o pripadné zavislosti!)

Jak jednim Cislem charakterizovat arovenh znamek?

Obycejny prdmér by X,Y nerozlisil = vazeny prameér

vahami znamek budou jejich pravdépodobnosti

dostaneme tak stfedni hodnoty X a Y (popula¢ni praimeéry)

px =1-03+2-04+3-02+4-0,1=21
py =1-034+2-03+3-02+4-0,2=2,3
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e velka populace, spojita veliCina — intervaly pro tridéni mohou byt
kratké, obdlce histogramu relativnich Cetnosti odpovida hustota
fx(z) [density]

e podobné kumulativnim relativnim Cetnostem odpovida distribucni
funkce [distribution function]

e bezprostfednim vybérovym protéjskem distribucni funkce je em-
piricka distribucni funkce

#zi < 2)

n

Fy(z) =

o x] <xy < ...<ux), existujici rizné hodnoty
ny,ny, ..., rm jejich Cetnosti (n=3;n;)
Fy(x) je schodovita funkce, v bodé& x% ma skok n;/n
94

charakteristiky rozdéleni nahodné veliCiny (1)

e stfedni hodnota nahodné veliCiny X (popula&ni prémér)
— vazeny pramér moznych hodnot
— vahami jsou pravdépodobnosti hodnot

wx = EX:iL'l-P(X:$1)+ZL‘2~P(X:£L'2)+... :Zwk-P(X:wk)
k
e kdyZ se pouZije operator E (expectation) na nahodnou veli¢inu X,

spocita vazeny pr@mér jejich hodnot, vahami jsou u diskrétniho
rozdéleni pravdépodobnosti téchto hodnot

e pro spojité rozdéleni

nx = EX:/j:Ofo(x)da:
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e stfedni hodnota funkce Y = g(X) nahodné veli¢iny X

EY =Eg(X) =) glzp)P(X = zy)
%

resp. pro spojité rozdéleni

[0.9]

EY =Eg(X)= [ gla)f(a)da
e populacni median g spojitého rozdéleni
Fx(i) = P(X < i) = 0,5

populacni median je Cislo, které déli mozné hodnoty nahodné ve-
liCiny na dva stejné pravdépodobné intervaly
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charakteristiky rozdéleni nahodné veliCiny (2)

e (populac¢ni) rozptyl nahodné veliCiny X — vazeny pramér ¢tverct
vzdalenosti moznych hodnot od stfedni hodnoty

ok = E(X — px)? = (21 — px)’P(X = 21) + (w0 — px)*P(X = z) + ...
=Y (wp — ux)*P(X = k)
%

ok =E(X —pux)* = _/_O:O(SC — px)*fx(z)dz

e (populacni) smérodatna odchylka odmocnina z (popula&niho)

rozptylu
ox = \/0‘%(
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priklad diskrétniho rozdéleni: znamka u zkousky

znamka k| 1 2 3 4 | u | o2 o
P(X=k) |03 0,4 02 0,1]21]/0,89]0,943
P(Y=k) |03 0,3 02 02]23]1,21]1,100

Jak jednim ¢islem charakterizovat kolisani znamek (jejich variabilitu)?
(populacni) rozptyl = vazeny prameér ¢tvercu vzdalenosti od stfedni
hodnoty, vahami jsou pravdépodobnosti

ok =1-212-03+(2-21)72-04
+(3=21)%-02+(4—21)*-0,1 =0,89 = 0,943

o3 =(1-23)2-034(2-23)-0,3
+(3-23)2-02+(4—23)2%-02=1,21=1,7
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vlastnosti stfedni hodnoty a rozptylu

X,Y — nahodné veliCiny, a,b konstanty, b > 0

porx=E(@a+X)=a+EX =a+ux
up.x=Eb-X)=b0-EX =b-ux
px+y =E(X+Y)=EX+EY =px +py
U?HX = U%(a Oat+X=0X
iy = b0k, opx= |blox
U§(+Y = U%{ + O’%/ + QUX,Y
oxy = E(X — ux)(Y — py) kovariance X,Y
= (z1 — px)(y1 — py)P(X = 21,Y =y
+(z1 = px) (Yo —py)P(X =21, Y =y9) +...
(scita se pres vsechny mozné dvaojice)
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nezavislé nahodné veliciny (populacni) korelacni koeficient

o o - . . . Pearson@v korelaCni koeficient:
pripomenme: nah. jevy A, B jsou nezavisl€, kdyz

P(AN B) = P(A) - P(B) " sesy

ndhodné veli¢iny X,Y jsou nezavislé, kdyZ pro vdechny dvojice moz- kde vybérova kovariance je dana vztahem (str. 59)

nych hodnot (z;,y;) plati 1 &

Sey = > (zi = 2)(y; — 9)
P(X =2, Y =yj) = P(X =) - P(Y = y5) =
jeho populacni protéjsek
jsou-li X,Y nezavisl€, pak oxy =0,tedy o%.y = ok + 0% ) oxy
’ XY =
oXOy

pxy Ma stejné vlastnosti jako 7y, zeiména plati |pxy| <1

rozptyl souctu nezavislych nahodnych veliCin = soucet rozptyld o B . T
pro nezavislé nahodné veliCiny XY je vzdy pxy =0

101 102
idealizovany priklad: znamky u zkouSky alternativni rozdéleni
Y e diskrétni, s jedinym parametrem = (nikoliv Ludolfovo Cislo)

X[ 1 2 3 4 |P(X=k)

10,15 0,10 0,05 0,00 0,3 e PX=1)=m, PX=0)=1-m O<m <)

210,10 0,15 0,10 0,05 0,4 L . -~ 3 . B - .
3005 005 0.05 0.05 0.2 e X — kolikrat v jednom pokusu doSlo k udalosti, ktera ma pravdé-
41000 000 000 010 01 podobnost m (jen dvé mozné hodnoty: O nebo 1)

0,3 0,3 0,2 0,2 1,0

stfedni hodnota (populacni pramér)
pux =1-PX=1)+0-P(X=0)=7
oxy=(1-21)(1-23)015+(1-21)(2-23)-0,10+...
+(4—2,1)(3-2,3)-0,00 + (4 — 2,1)(4 — 2,3) - 0,10 = 0,57
0,57
’ 0,55 0% = (1= px)’P(X = 1)+ (0 — ux)’P(X =0)

0,043 - 1,1 Q-7 7+ 0—m)? (1—m) =n(l—m)
103 104

(populaéni) rozptyl

PXY



binomické rozd&leni bi(n,7) (1)

diskrétni rozdéleni s parametry n,w 0<m<l)
n nezavislych pokusg

v kazdém zdar s pravdépodobnosti «, nezdar s psti 1 — =«

celk. pocCet zdar X ma binomické rozdéleni s parametry n, «

X je soucCet n nezavislych nahodnych veli¢in X; (=pocet zdart
v i-tém pokusu), kazda ma alternativni rozdéleni s parametrem =

z vlastnosti stfedni hodnoty souctu nah. veli€in:

z vlastnosti rozptylu soutu nezavislych nahodnych veli€in

O'%( =nn(l —m)

priklad: zkouSky

C — zdar = udélat zkousku, P(C) = 0,8

zkoudku déla n = 10 studentt stejné pfipravenych (u vSech stejna

pravdépodobnost ), studenti neopisuji (nezavislost)

pravdépodobnost, Ze zkouSku udéla néjakych 9 studentd

10
P(X =9) = 0,87.0,28 =10-0,8°.0,2! = 0,268
9

pravdépodobnost, ze pravé jeden student (né&jaky) zkouSku neu-

dela

1
P(Y =1)= Oy 028 0,89 = 10 0,2 - 0,87 = 0,268
1

pravdépodobnost, Ze zkousSku udéla danych 9 student: 0,0268

105
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binomické rozdéleni bi(n, ) (2)

e pravdépodobnosti moznych hodnot
P(X = k) = (Z)Wk(l—w)”_k, k=0,1,,....n
e pst, Ze v danych k£ pokusech zdar Z, v ostatnich nezdar N

Z2%. . ZNN---Nsopsti gn---n(l—m)l—m)--(1—m)=nal(1—m)"Fk
k n—k k

n—=k

e zvolime k mist pro zdar Z, na ostatnich mistech nezdar N, pocet
MoZnostr:

<n> n! :n(n—l)---(n—k—l-l)
kl(n — k)| k(k—1)---2-1

priklad: koureni

e vime, Ze mezi dvacetiletymi muzi je (feknéme) 35 % kuraka (napf.
je-li 70 tisic dvacetiletych, pak je mezi nimi asi 24 500 kuraka, ale
nevime, ktefi to jsou)

e vybereme nahodné 60 dvacetiletych muzfl, X — pocCet kurakd mezi
nimi, tedy X ~ bi(60,0,35)

px =60-0,35 =21 0% =60-0,35- 0,65 = 13,65 = (3,7)°

e ukdzky pravdépodobnosti moznych hodnot [dbinom(15,60,0.35)]
k 15 17 19 21 23 25
P(X =k)| 0,029 0,062 0,095 0,107 0,091 0,059
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Poissonovo rozdéleni Po(\) (1)

e diskrétni rozdéleni (zakon vzacnych jev)

e Y — pocet vyskytl jevu ve zvolené Casové (prostorové, plosné ... )
jednotce

e )\ > 0 — jediny parametr, intenzita vyskytu jevu (jak Casto se v pri-
méru vyskytuje ve zvolené jednotce)

Hyzkyrge*, k=0,1,...

Ly = A, o =\

109

priklady Poissonova rozdéleni

e do pasti pada za noc v pr@méru 8 broukd (A =38)

e S jakou pravdépodobnosti jich tam rano najdeme 107
[dpois(10,8)]
810
T 10

e vezmeme-li past s poloviEnim obvodem, oCekdvame poloviéni pra-
mér za noc (A =4)

P(Y = 10) e %=10,09

10

111

Poissonovo rozdéleni Po(\) (2)

e je-li A parametr (populacni prmér poctu pfipadf na jednotku),
pak pri pocitani pravdépodobnosti toho, kolikrat najdeme pfipad
na trojnasobku jednotky (trojnasobné plose, ve trojnasobném case
...), bude parametrem 3\

e analogicky pro jiné kladné nasobky

e X ~ bi(n,w), n velké, m malé, pak pravdépodobnosti hodnot X Ize
aproximovat (priblizné vyjadfit) pomoci pravdépodobnosti hodnot
Y ~ Po(nm) (Poissonovo rozdé&leni s A = n)

priklady

e S jakou pravdépodobnosti neudéla 12 z 50 stejné pripravenych
student@ zkousku? (pst nelspéchu = 0,2)

e binomické rozdé&leni bi(50,0,2) [dbinom(12,50,0.2)]

50
P(X =12)= (/) -02"20,8%=0,103
12
e Poissonovo rozdéleni Po(50 - 0,2)=Po(10) [dpois(12,10)]
1012
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normalni (Gaussovo) rozdé&leni N(,LL,O‘Q)

0.8
|

— N(0,1)

. — N(L1)

— N(0,0.25)
N(-1,0.25)

—NN(0,4)

0.6

N

0.2

0.0

e sSpojité rozdéleni, symetrické okolo stredni hodnoty u
e maximalni hodnota hustoty je tmérnd 1/o (=0,4-(1/0))

e model vzniku: soucet velkého pocCtu nepatrnych prispévka

normované normalni rozdéleni Z ~ N(0,1)

Hustota N(0,1)

0.4

0.3

34.1%

6% 2.1%

2.1% 13.6 %|34.1 %

0.2

0.1

115

P

P

(
(
(1
(

e pro X ~ N(N,JQ) plati

px =EX =p ok =E(X —pux)? =0’

P(|X — p| < 1,00 o) = 0,68, tj. 68 %
X — p| < 1,96 0) = 0,95, tj. 95 %

)
— p| < 2,00 0) =0,9545, tj. 95,45 %
)

P(IX — p| < 3,00 0) = 0,9973, tj. 99,73 %

XNN(M,UQ):>Z:X

—p
g

~ N(0,1)

e tabelovano

— hustota ¢(z)

— distribu€ni funkce ®(z) = P(Z < z)
[v Excelu normsdist(z)]
— kritické hodnoty z(a): P(Z < z(a)) = ¢(2(a)) =1 — «

2(0,025) = 1,96 tj. P(
2(0,025) = 1,96 tj. P(
2(0,025) = 1,96 tj. P(
2(0,005) = 2,58 tj. P(
2(0,005) = 2,58 tj. P(

(0,050) (

2(0,050) = 1,64 tj. P

1Z] > 1,

normované normalni rozdéleni Z ~ N(0,1)

[dnorm(z)]

[pnorm(z)]

96) =5 %

Z>1,96)=25%
Z < —1,96) =25 %

1Z] > 2,

58) =1 %

Z>258)=05%

1Z] > 1,

64) = 10 %
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vypocCet pravdépodobnosti pro Z ~ N(0,1)
e U kazdého spojitého rozdéleni je P(X < z)=P(X < z), tedy i u Z
e Z~N(0,1),a <b, pak

Pla < Z <b)=d(b) — ®(a)

e odvozeni: jevy (Z < a) a (a < Z < b) jsou neslucitelné (tvrzeni

nemohou platit sou¢asné), jejich sjednocenim je jev (Z <b), proto

P(Z<b)=P(Z<a)+Pla<Z<b)
P(b) = P(a) + Pla < Z <b)

e priklad: P(1 < Z < 2) = ®(2) — ®(1) = 0,977 — 0,841 = 0,136, jak
bylo na obrazku [pnorm(2)—pnorm(1)]

117

Vv R je vypocet snazsi, protoze mame k diposici distribu¢ni funkci se
zvolenou stfedni hodnotou p a zvolenou smérodatnou odchylkou o
[pnorm(140.5,mean=136.1,sd=6.4)]

priklad: X ~ N(136,1,6,42) (vysky 10letych hoch@ v roce 1951)
[pnorm(140.5,136.1,6.4)-pnorm(134.5,136.1,6.4)]
[pnorm((140.5-136.1)/6.4)-pnorm((134.5-136.1)/6.4)]
[NORMDIST(140,5;136,1;6,4;1)-NORMDIST(134,5;136,1:6,4;1)]

v Excelu funkce NORMDIST ma parametry =, u,0, L, kde pro L =0
dostaneme hustotu a pro L =1 dostaneme distribu¢ni funkci

119

vypocet pro X ~ N(,u,a ) [normdist(z; p; o; 1)]

XNN(;L,02>:>Z—X ~ N(0,1)
g
P(ng)=P<X E< “)
g g
(et a(5

P(a<X<b):<1>(b_’”‘>—<1>(a_’”‘)

ag (o2
priklad: X ~ N(136,1,6,42) (vydky 10letych hoch@l v roce 1951)

140,5 — 136,1 134,5 — 136,1
P(134,5 < X < 140,5) = ® ( ’ i ’ )—(I) ( ’ - ’ ) = 0,754—0,401 = 0,353

tedy v rozmezi 135 cm az 140 cm bylo asi 35,3 % hoch(

chovani vybérového préméru

e necht Xy, Xy, ... X, jsou nezdvislé nahodné€ veliCiny s libovolnym
rozdélenim se strfedni hodnotou p a rozptylem o2, tj. nahodny
vybér z onoho rozdéleni

e pro prameér z té&chto veli€in plati (vime, Ze px.y = px+py, EbX =
bE X, o7y = b’0%, pro nezavislé X,Y také o% .y = ok +0%)

[N
—
[\
q
[§]

1 9
- 1 = —nu = o5 =0 . —
ix MH Yic1Xi p=r X Iyrix

e pramér X ma tedy rozptyl n-krat mensi, nez jednotlivd pozorovani

e stredni chyba pridméru = smérodatna odchylka prdmeéru

S.E.(X)=

BRIk
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priklad: vék matek priklad: vék matek

e velkd populace rodict (11 tisic), zfejma je nesymetrie rozdéleni e nahodné vybrano 100 matek (prdmeéry rozsahu n = 1)
PrPopulace | e W
— e P p— l
I T T T T T 1 I T T T T T 1
a1a5s =25 B85 a5 a1a5s =25 B85 a5
121 122
priklad: vék matek priklad: vék matek
e nahodné vybrano 100 krat po n =10 matkach, prameéry: e nahodné vybrano 100 krat po n = 100 matkach, pr@meéry:
NnN—10O N—1 00
S - |
I T T T T T 1 I T T T T T 1
1as =25 |5 a5 s =25 |5 a5
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populace N shrnuti

e velka populace rodic¢t (11 tisic), nakreslen histogram
e nahodné vybrano 100 matek (vlastné prémeéry vybérd rozsahu n =
1), nakreslen histogram

1s 2s =25 as 1s 2s =25 as

1000 1500 2000

0
1505050%

0

e 100 krat nahodné vybrano vzdy n = 10 matek, spocitan pramér,

n=—10 n=100 nakreslen histogram prémeéra
; = e 100 krat nahodné vybrano vzdy n = 100 matek, spoclitan prdmeér,
= i nakreslen histogram prémeéra
- E e podle teorie by kazdy dalsi rozptyl ze 100 pr@méré mél byt 10 krat

0

r T T 1 “-
is 25 a5 as is 25 a5 as mensi

e skuteCnost: 23,5; 2,20; 0,21
125 126

vybérovy prmér z normalniho rozdéleni

necht X, Xo,..., Xy, jsou nezavislé ndhodné veliCiny s rozdélenim interval spolehlivosti pro normalni rozdéleni (1)
N(u,o%) — nahodny vybé&r z N(pu,o? B

( ) ( ) e protoZe je X ~ N<u,02>, plati X ~ N(,u, ch/n) a tedy
pro pr@mér z nich plati

> 2 Pt g6)—p X — pl) < 1,962 ) = 0,95
X:72X1~N<u,%) o/n N
=1
_ tedy P (X —1,96- -2 X+1,9--92) =0
stfedni chyba je X rovna ﬁ edy < 96 \/ﬁ<“< +1,96 \/ﬁ> 0,95
proto je e dostali jsme 9|5% interval §p0leh|ivosti pro u
_ _ _ _ 'a ' _ 0
X-EX X-— X-1,96— X X+1,96—
Z = = R~ N, 1) T X =
S.E.(X) o

chovani Z lze tedy popsat pomoci distribuni funkce &(z)
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interval spolehlivosti pro normalni rozdéleni (2)

95% interval spolehlivosti prekryje s pravdépodobnosti 95 % ne-
znamé p (odhadovany parametr)

kdybychom postup provadéli opakované, pak asi v 95 % pripadd
interval prekryje skute¢nou hodnotu p, ve zbylych asi 5 % z@stane
skuteCné p mimo interval spolehlivosti

pro velké n lze neznamé o nahradit odhadem s,

pro obecné a (spolehlivost 1 — a):

P (X — %Z(Q/Q) <p< X—i—\;ﬁz(a/Q)) =1—-«

129

priklad vySka postavy

studenti odhadovali vySku prednasejiciho; predpokladejme, ze ne-
stranné a nezavisle na sobé

n =22, z = 1704, sz = 4,032

£91(0,05) = 2,080 z tabulek

4,032 4,032
202 2,080; 170,4 + 2= . 2,080
V22 ' V22 )

(170,4 —
(170,7: 174,2)

skutecna vyska je s pravdépodobnosti 95 % nékde mezi 170,7 cm
a 174,2 cm
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interval spolehlivosti pro normalni rozdéleni (3)

e pro malé n (asi do 50) a pro X; s normdlnim rozdélenim a ne-

znamym o je |épe pouZit kritické hodnoty Studentova t-rozdéleni
(pozor na jinak znacCené kritické hodnoty Studentova t-rozdélent)

P (X - %tn_l(a) <p< X+ %tn_l(a)) —l-a

e interval spolehlivosti I1ze pocitat i pro jiné parametry

e Obecné je to interval, ktery s pozadovanou pravdépodobnosti pre-

kryje odhadovany parametr — intervalovy odhad

centralni limitni véta (CLV)

e Necht Xy, Xy,..., X, jsou nezdvislé nahodné veliCiny se stejnym

rozdélenim (nemusi mit normalni rozdéleni!), se stfedni hodno-
tou p a rozptylem o2 > 0. Potom pro velké n ma prdmér z nich

2
rozdéleni N(u, %), jejich souget rozdéleni N(nu,no?)

prakticky: pro dost velkd n ma pr@mér normalni rozdéleni bez
ohledu na vychozi rozdéleni

priklad: préimérny vék matek z velkych vybér@ ma uz (témér) nor-
malni rozdéleni (na nasledujicich histogramech nejsou stejnd mé-
Fitkal)

nasleduji stejné histogramy, ale s nestejnym méritkem, zajima

nas tvar rozdéleni
132



populace n=1

1000 1500 2000

0

1505050%

0

Nn=10 N=100

505

150B080%

050

T T T 1 T T T 1
=22 =2a =26 =28 =30 z2a.0 25.0 26.0 =27.0
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priklad: simulované vybéry pro n = 100

24 25 2%
[

23

celkem 100 95% intervalfl spolehlivosti pro p (ve skute€nosti mimo-
radné vime, Ze p = 25,4), v 7 pfipadech p neprekryto
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priklad: vék matek

e 95% interval spolehlivosti pro popula&ni pramér véku vsech matek
na zakladé vybéru 99 matek

4,1 41
25,7 — 1,08 ——:25,7+ 1,98 - —— | = (24,9: 26,5
( V99 \/99> ( )

e 999% interval spolehlivosti pro populacni pramér véku vsech matek
na zakladé vybé&ru 99 matek (bude uzsi nebo Sirsi?)

4,1 4,1
25,7 — 2,63 - ——: 25,7+ 2,63 - —— | = (24,6: 26,8
( V99 \/99> ( )

e VEtsl jistota < vEétsi Sirka

centralni limitni véta pro Cetnosti

e (CLT obecné — pripomenuti) Necht Xy, X»,..., X, jsou nezavislé
nahodné veliCiny se stejnym rozdélenim, se stfedni hodnotou p a
rozptylem o2 > 0. Potom pro velké n ma pr&mér z nich rozdéleni

2\ .o o o
N(,u, %) jejich soucet rozdéleni N(n,u,naQ).
e absolutni Cetnost Y

— Y — soucet nezavislych veli€in s alternativhim rozdélenim
— Y ~ bi(n,n), proto priblizné Y ~ N(nm,nw(l — x))

e relativni Cetnost f=Y/n
— f — pr@mér nezavislych veliCin s alternativnim rozdélenim
— f~N(m7(l—m)/n)
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relativni Cetnost ve vybéru

priklad na aproximaci binomického rozdéleni normalnim

e 7 je podil prvkt s danou vlastnosti v populaci (napf. # = 45 %)
depodob t e viastnost ma nahodnd vwbrany « e za zkuSenosti je znamo, Ze mezi uchazeci o studium matematiky
e m — pravdépodobnost, ze viastnost ma nahodné vybrany prve na MFF byva 45 % divek

Y - € k I i ybé h Y ~ bi . N p o S o o p
° cetnost prvkd s viastnosti ve vybéru rozsahu n, bi(r, ) e S jakou pravdépodobnosti bude pfi 500 prihlaskach pocet divek

o f= % relativni Cetnost prvkd s danou vlastnosti ve vybéru mezi 200 a 220 (vcetné)?
e relativni Cetnost je pr@mér nula-jednickové veli€iny — pro velké n e X ~ bi(500,0,45) ma pux = 500-0,45 = 225, ag( =500-0,45-0,55 = 123,75,
ma priblizné& normalni rozdéleni tedy ox = 11,1
i i& 5 i& 5 _ ivni & 220,5 — 225 199,5 — 225
e nula-jednickova veli¢ina ma rlozptyl m(1—m), tedy relativni Cetnost P(200 < X < 220) = q)( ) o)_ ( ) o) —0.343-0,011 = 0,332
(je to prame&r) ma rozptyl Z1=m) 11,1 11,1

n

e hledand pravdépodobnost je pfiblizné 33,2 % (pfesné 33,3 %)

e CLV = |f ~N(m,n(l —7)/n)|, |Y ~N(nm nnr(l—m))
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) ) ) . fiklad: hody s hraci kostkou
interval spolehlivosti pro podil « P y

e odhadujeme pravdépodobnost Sestky
e strfedni chyba relativni Cetnosti = smérodatna odchylka relativni

Cetnosti = odmocnina z rozptylu je tedy @ e kostka Al n =100,n4 =17, f4 = 0,17

e pravdépodobnost © nezname, odhadneme ji pomoci relativni Cet- 0,17 — 1,96 - 1/40’17 0,83, 0,17 41,96 - 1/70’17 0831 (0,10;0,24)
nosti f 100 100 ’

e odtud je 95% interval spolehlivosti pro = o kostka B: n = 100,np =41, fp = 041

0,41 - 0,59 0,41 - 0,59
f(1—f) J(L—f) 0,41 — 1,96 - /77041 + 1,96 - | —— 2| =(0,31:0,51
(f—1,96~1/T;f+1,96- T ; 96\ g 0L+ 196y — oo (0,31;0,51)

e existuje presn&j&i (pracn&jgi) postup e dllezity rozdil: u kostky A patri 1/6 = 0,167 do intervalu spolehli-
vosti; u kostky B nikoliv; m@ze to néco znamenat?
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proC testovani hypotez

nelze bezpelné poznat, Ze kostka B je faleSna nebo Ze kostka A
neni faledna

intervaly spolehlivosti urCily rozmezi, kde by skuteCna pravdépo-
dobnost Sestky méla byt, jejich spolehlivost je velkda, ale omezena

znamena néco, kdyz 1/6 nelezi v 95% intervalu spolehlivosti?

musime pripustit, ze jsme mohli mit sm@lu, ze se v nasich poku-
sech nahodou realizovaly malo pravdépodobné moznosti, prestoze
k takové smdale dochazi jen zfidka
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testovani hypotéz (2)

protoze nelze zarulit bezchybnost rozhodnuti, mohou nastat chyby:

— chyba 1. druhu, kdyz zamitneme platnou hypotézu
— chyba 2. druhu, kdyZ nepozname, Ze hypotéza neplati a ne-
zamitneme ji (pfijmeme)

nechceme ¢asto chybné zamitat H; (tedy faleSn& néco vécné pro-
kazovat), proto se budeme snazit chybé& 1. druhu pokud moZno
vyvarovat

hladina testu a = maximalni pripustna pravdépodobnost chyby
1. druhu (nej¢asté&ji a = 0,05, tj. a =5 %)

sila testu = pravdépodobnost spravného zamitnuti neplatné hy-

potézy
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testovani hypotéz (1)

e (nulova) hypotéza Hj: — zjednodusuje situaci, zpravidla se ji sna-

Zime vyvratit, abychom vécné néco prokazali

alternativa H;: (alternativni hypotéza) — opak nulové hypotézy,
zpravidla to, co chceme vécné dokazat

moznda rozhodnuti

— zamitnout H; pokud naSe data svédci proti Hy

— nezamitnout H; (pfijmout H;) pokud neni dost davodd H
zamitnout

nelze zarucit bezchybnost rozhodnuti
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schéma testovani hypotéz

rozhodnuti Ho plati Hy neplati
Hy zamitnout chyba 1. druhu spravné rozhodnuti
(pst < a) (pst 1-7)
hladina testu sila testu
Hy nezamitnout | spravné rozhodnuti | chyba 2. druhu
(pFijmout) (pst >1—a) (pst B)
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o _ . - o o -
postup pri rozhodovant (kiasick) priklad: pada na kostce Sestka priliS casto~

e chceme na 5% hladiné prokdzat, Ze pravdépodobnost Sestky na

e zvolit hypotézu H, alternativu H, dané kostce je v&tsi, neZ by méla byt (tj. vétsi nez 1/6)
e zvolit hladinu testu « e Hj: P(padne Sestka) =1/6 (m = m)

e zvolit metodu rozhodovani (ktery test pouZit) e H;: P(padne Sestka) > 1/6 (m > m)

e z dat spoditat testovou statistiku T" a porovnat ji s tabelovanou e provedeme n = 100 pokusfl, ¥ poCet Sestek

kritickou hodnotou e CO SV&dE&T pro neplatnost hypotézy? Je to situace, kdy

e kdyz padne statistika 7" do kritického oboru, pak Hy zamitnout »Sestka pada mnohem Castéji, nez by méla padat za Hy

(zpravidla, kdyz T' > t;, ty — kriticka hodnota) e hypotézu budeme zamitat, kdyz Y > y, (tvar krit. oboru)

e kriticky obor — mnozina téch vysledkt pokusu (napf. hodnot T), e za platnosti Hy ma pocet Sestek Y rozdéleni bi(n, 1/6)

kdy budeme hypotézu zamitat e yy zvolime tak, aby za hypotézy bylo P(Y > y)) < «
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priklad presné volby kritického oboru

Y0 20 21 22 23 24 25 e sila testu = pst, ze Hy zamitneme, kdyz ona neplati
P(Y >yy) | 0,220 0,152 0,100 0,063 0,038 0,022

e pri 100 hodech hypotézu zamitame, je-li Y > 24
e podminku P(Y > yg) < 0,05 spliiuje yy = 24

e necht je ve skutecnosti m = 1/4, pak hypotézu zamitneme s psti
e padne-li ve 100 nezavislych hodech kostkou aspon 24 Sestek, bu-

deme na 5% hladiné zamitat hypotézu, Ze pst Zestky je 1/6 P(Y > 24) — % 100 (1)11g (1 1>1()0k—0629
ve prospéch alternativy, Ze pst Sestky je vétsi nez 1/6 (dano - ik ’
zvolenou alternativou)

4

4
e pro m = 0,25 je tedy sila testu 62,9 %
e na kostce A nam padlo 17 Sestek, hypotézu nezamitame, coz ale . o
neznamend, e bychom hypotézu prokazali e pro m = 0,3 je podobné sila testu rovna 92,4 %
e na kostce B nam padlo 41 Sestek, hypotézu zamitame e pro m =0,2 je podobné sila testu rovna 18,9 %

e pro a =10 % bychom zvolili yy = 22
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priklad: volba kritického oboru (priblizné)
e pouzijme pfiblizné tvrzeni: za Hy Y ~ N(nm, nmy(l — m)), potom

PY >yg) =1-P( <yp) =1-P(Y <y—0,5)

—1_p Y—n7r0 <y0—0,5—n7r0
\/’I’Lﬂ'o(l — ) \/nﬂ'o(l — )
N P A B
nm(l — mp)

e tabulka kritickych hodnot da z(a), musi platit z(a) = M%
nmy(l—my
tedy

yo = nmy + 0,5 + z(a)/nmy(l — m), v nasem piikladu (pro « = 0,05)
yo = 100/6 4+ 1/2 + 1,645 - {/500/36 = 23,3 = 23
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priklad rozhodovani pomoci p-hodnoty

e snazime se prokdazat, Zze Sestka pada prilis asto

e padlo nam Y = 17, proto (vzorec pro psti binomického rozdélenr)

100 k 100—k
100 /1 1
sz(YZl?)zE:(k>(6> (1_6) —~ 0,506
k=17

e protoZe 50,6 % > 5 %, hypotézu nem@zeme na 5% hladiné za-
mitnout, nem@zeme tvrdit, Ze pst Sestky je vétsi nez 1/6

e neprokazali jsme vsak, Zze by hypotéza platila

e na kostce B: p=P(Y >41)=7,4-10"" [1-pbinom(40,100,1/6)]
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p-hodnota

e p-hodnota p je nejmensi «, pfi kterém Hqy z danych dat jesté
zamitame

e p-hodnota p je za platnosti Hy spocitana pravdépodobnost vy-
sledkll stejné& nebo méné priznivych pro Hg

e Hy zamitame, kdyZ je p < «
e p-hodnotu pocitaji moderni pocitaCové programy

e existuji dlohy, kdy se rozhoduje pouze podle p-hodnoty (napf.
Fishertv exaktni test ve ¢tyFpolni tabulce)

e statistické rozhodovani: spocitat k T odpovidajici p-hodnotu a

porovnat ji s «
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priklad: kostka a oboustranna alternativa

e chceme ovérit, zda je kostka v poradku
e pokusime se prokdazat, Ze Sestka padla prilis Casto nebo prilis zridka
e Hy: P(padne Sestka) =1/6 (7 = mp)

e Hy: P(padne Sestka) # 1/6 (7 # )

je to oboustranna alternativa (na rozdil od jednostranné)

proti hypotéze svédCi malé nebo velké hodnoty Y

pst chyby 1. druhu « rozdélime na dvé poloviny: pro prilis malé a
prilis velké Y
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priklad: kostka, oboustranna alternativa

0 8 9 10 ... 24 25 26
P(Y <y | 0,010 0,021 0,043 0,078 0,988 0,094
P(Y >y | 0,99 0,990 0,979 0,033 0,022 0,012
P(Y =y | 0,006 0,012 0,021 0,016 0,010 0,006

Hp zamitneme, kdyz bude Y <9 nebo kdyz bude Y > 25
e skuteCna pst chyby 1. druhu bude 0,021 4+ 0,022 = 0,043

° [pbinom(9,100,1/6)+(1-pbinom(24,100,1/6))]
(nezapomeiite, Ze hodnota distribucni funkce je P(X < z))

hodnoty v rozmezi 10 az 24 (v€etn& obou mezi) nesveédci proti Hy
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Zamitame tedy v pripadé, zZe je

Z < —z(a/2) nebo Z > z(a/2),
kde jsme spocitali

7 Y — nm
nm(1 — m)

Pro o =5 % zamitame, je-li

Z < —1,96 nebo Z > 1,96
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oboustranna alternativa priblizné
e Hj: P(padne Sestka) =1/6 (m =m)
Hy : P(padne 3estka) # 1/6 (m # )

e proti alternativé sv&dc¢i Y hodné daleko od puy = nmy (poclitame za
platnosti hypotézy), tj. rel. Cetnost f =Y /n daleko od m:

Y —nm

P >z(@/2) | =«

nmo(1 — m)

e zamitame tedy, je-li [prop.test(9,100,1/6)]

Y < nmy — z(a/2)\/nmp(l — mp) = 9,36
Y > nmy+ z2(a/2)y/nmy(l — mp) = 23,97

nebo

X1, Xn ~ N(M,02>, nezavislé, o2 neznamé

e neznamé o > 0 odhadneme pomoci s; = \/ﬁ (X — X)2

e Hy: u=py (up znama konstanta)
X - X —
T=2"H _27H &
S.E.(X) Sx

statistka T ma za hypotézy Studentovo ¢-rozdéleni s n — 1 st. vol.

e kdy hypotézu H; zamitame (kriticky obor):
— Hy : p# py (oboustrannd alternativa) [T > t,_1(x)
— Hy:p > pg (Jednostranna alternativa) T>t,_1(2a)
— Hj:p < pg (Jednostranna alternativa) T < —tyh_1(2a)
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souvislost s intervalem spolehlivosti

e pripomenme interval spolehlivosti pro p

X —SE.(X) th (@) <p< X +SE(X) t,_i(a)

_ S — S
X - ﬁtn_1(a) <p< X+ \/—"’%tn_ﬂa)
coz |lze prepsat jako
X—p
7| —‘ V| <tp_i(@)
xr

e Hy : p = po tedy nezamitneme na hladiné o pri oboustranné
alternative, pravé kdyz pg lezi v 100(1 — a)% intervalu spolehlivosti

e interval spolehlivosti tedy obsahuje takové hodnoty p,, které

bychom jako hypotézu nezamitli
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nova uloha: porovnani dvou populaci

e |iS7 se desetileté divky vyskou postavy od desetiletych hoch@?
e |ze predpokladat, ze vysSky hochd
Xi~N(pp,o?), i=1,...,m
e lze predpokladat, ze vysky divek
YZ-NN</12,02>, 1=1,...,n9
e predpoklad stejnych rozptyl@ byva splnén, lze jej ovérit

e Musi jit o nezavislé nahodné vybéry, nelze napr. vybirat souroze-
necké dvojice nebo opakované mérit stejnou osobu
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vysky desetiletych hochtl (o2 neznamé)

e kriticky obor: X se pfili§ ligi od wo ve smeéru zvolené alternativy

e spoCitame [t.test(hosi,mu=136.1,alternative="greater”)]

1 ; :
Sz = \/15 — (130 139,13)% 4.+ (141 — 130,13)%) = /42,98 = 6,56

X —136,1
T="—""T:1+/1=179
6,56
e na 5% hladiné pri jednostranné alternativé p > py hypotézu zami-
tdme, nebot t14(0,10) = 1,76 (p = 4,7 %)

e na 5% hladiné pfi oboustranné alternativé hypotézu nezamitame,
nebot ¢14(0,05) = 2,14 (p = 9,5 %)

e 95% int. spolehlivosti pro populacni pr@mér vysek hocha: (135,5; 142,8)
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porovnani strednich hodnot nezavislych vybéri

e ziejmé& Hy : puy = po (nent rozdil: up — py = 0 nulova hypotéza)

e mozné alternativy
— Hy: 1 # pe (neni-li d@vod k jednostranné alternativé)
— Hy: g > pe (bylo cilem dokazat, Ze hoSi jsou vétsi divek)
— Hy:pp < po (bylo cilem dokazat, Ze hoSi jsou mensi divek)

e rozhodovani zaloZeno na porovnani pramért X a Y; &m vice se
liST ,,spravnym smérem*, tim spiSe zamitnout hypotézu

e je tfeba porovnat s mirou presnosti, s jakou rozdil prémérg X —Y
odhadne skutecCny rozdil populacnich pr@meérd p; — o
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porovnani stfednich hodnot nezav. vybéra (2)

e kK tomu je tfeba odhadnout také neznamé o? pomoci
2 1 Qe o2 | 2
| (izlm-—X) +34-Y) )
_ ny — ]. 9 ng — 1 52
ni+no—2° nj+ng—2Y
(vazeny prémér odhadad rozptylu v obou vybérech)

e vyika desetiletych dé&tii n; = 15, ny = 12, X = 139,13, Y = 140,83,
s3 = 42,98, s5 = 33,79, tudiz

, 14 11 )
s2=— 4298+ — - 33,79 = 38,94 = 6,24
25 25
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souvislost s intervalem spolehlivosti
® | —pup =29 0 kolik se i1 populacni pr@meérné vysky

e odhadem pro djed=X —-Y = —1,7

e interval spolehlivosti pro rozdil § je
(X=Y)=S.E(X~Y )ty iny9(a) <5 < (X=Y)+S.E(X =Y )ty sn,—o(c)
Hp zamitame pravé tehdy, kdyZz nula neni v int. spol. pro §

e pii porovnani vysek hoch@ a divek je 95% interval pro §

1 1 1 1
—1,7 = 6,24y — + — - 2,06; —1,7 + 6,24/ — + — - 2,06
( 51 N 51 )

(_677: 373)
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kritické obory

e O hypotéze Hg: uj = po se rozhoduje pomoci

X-v  X-V

TSE(X-Y) s

ning
ni +no

o Hi:pg # po zamitdme pokud [T >ty 1p,—2(c)

e Hy:py > py zamitame pokud T > t,,, 4 p,—2(2cx)

e Hy:py < pg zamitame pokud T < —t, 45, 9(200)

e vyiky desetiletych: T = —0,70 = | — 0,70| < 2,06 = 15, 1_2(0,05)

e na 5% hladiné& jsme neprokazali rozdil mezi vyskami desetiletych
hoch(l a divek (p = 48,8 %) [t.test(vyska~Divka,var.equal=TRUE)]
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provedeni v MS Excelu (stejné rozptyly)

prednaska Excel Soubor 1 | Soubor 2
prémeér Stf. hodnota 139.133 140.833
rozptyl Rozptyl 42.981 33.788
rozsah vybéru Pozorovani 15 12
spol. odhad rozpt. | SpoleCny rozptyl 38.936
Ho:pp —po = Hyp. rozdil stf. hodnot 0
stupné vol. Rozdil 25
T t stat -0.733
p jednostr. testu P(T<=t) (1) 0.244 | jen nékdy!
tn1+n2_2(2a) t krit (1) 1.708
p oboustr. testu P(T<=t) (2) 0.488
tn1+n2_2(a) t krit (2) 2.060

pri oboustranné alternativé nelze nulovou hypotézu zamitnout
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problém nestejnych rozptyla MS Excel: Dvouvybérovy F-test pro rozptyl

e predpoklad o stejném rozptylu v obou souborech nemusi byt ve pfednaska Excel Soubor 1 | Soubor 2
skuteCnosti splnen Ize jej ovérit porovnanim odhadd rozptylu F- prameér Str. hodnota 139.13 140.83
testem F — rozptyl Rozptyl 42.98 33.79
Sy rozsah Pozorovani 15 12
< L2 2 ; .2 2 P 5 stupné vol. | Rozdil 14 11

e hypotéza Hy: o5 = oy se proti Hy : o3 # oy zamita, kdyz je 7 E 197

‘ % 1 5 P P(F<=f) (1) 0.349

bud F'= 3 > Fy 1 pn,-1(a/2) nebo — =2 > Fy 15, 1(a/2) F krit (1) 2.739

pozor Excel pracuje Spatné: uvadi kritickou hodnotu a p-hodnotu pro
jednostrannou alternativu odvozenou z hodnoty statistiky F;

pri oboustranné alternativé je treba p-hodnotu vyndsobit dvéma

ve skute€nosti je P(F > 1,27) = 0,349, takze p =2-0,349 = 0,698

pro oboustrannou alternativu mélo byt pouzito Fiy 11(0,025) = 3,359

vlastné se vétsi odhad rozptylu déli menSim odhadem, k tomu se
musi zvolit spravné poradi stupn@ volnosti a hladina

priklad vysky desetiletych déti: F = 1201

=1 27 < F14 11(0 020) = 3,36

[var.test(vyska~Divka)]

165 166

dvouvybé&rovy i¢-test pii nestejnych rozptylech [t.test(vyska~Divka)] provedeni v MS Excelu (nestej née rozptyly)

e neni-li udrzitelny predpoklad o stejnych rozptylech, Ize pouZit pfi- Soubor 1 | Soubor 2
blizny t-test (Welch@v, s jingm odhadem S.E.(X —Y)) pramer Stf. hodnota 139.133 | 140.833
B B B B rozptyl Rozptyl 42.981 33.788
XY X-Y rozsah Pozorovanf 15 12
SE.(X-Y) sg_y Ho:pp — po = Hyp. rozdil stf. hodnot 0
_ stupné vol. f Rozdil 25
e kde sy _y je stfedni chyba X —Y T t stat -0.713
jednostr. testu | P(T<=t) (1 0.241
Sx_y = \/Vz T+ vy Vg = S%/nl Vy = 8:,3/712 Z‘J@O‘) t |((I’it<(l)) = 1.708
! p oboustr. testu | P(T<=t) (2) 0.482
e Hj se zamitd, je-li |T| > ty(a), kde f = X7Y2 ty(c) t krit (2) 2.060

71 2
ni—1"no—1

5) = 2,061, p = 0,482

iklad T = —0,713, f = 24,69, £ (0,0 pri oboustranné alternativé nelze nulovou hypotézu zamitnout
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3 3 parovy t-test:
paroveé testy

e necht (Y1,71)...,(Yn, Zn) nezdvislé dvojice, X; =Y; — Z;
e neni-li predpoklad nezavislosti porovnavanych vybér splnén, da

dvouvybérovy t-test nespravny vysledek

necht X; ~ N(u,O'Q)

e typické porudeni predpokladu nezavislosti je u parovych dat e neznamé o > 0 odhadneme pomoci s = \/ﬁ nL(X - X)?
— meéreni na stejnych objektech ve dvou r@znych €asech
— méreni na stejnych objektech pred zasahem a po ném (o8etreni)

Hy : = o (up znama konstanta, zpravidla 0)

e e X — X —

— meéreni na rodicich T 2T H Mo\/ﬁ

S.E.(X) s

e postup . _ N

— spocitaji se a hodnoti rozdily (zmény) e hypotézu Hj zamitame (krjt|cky obc.>r).

_ prejde se k Gloze s jedingm vyb&rem — Hy:p# g (Qboustranna/alternatlya) |T| > t,—1(x)

— maji-li rozdily normalni rozdéleni, pak parovy t-test — Hi:p>po (Jednostranna alternativa) T>ty(20)

— Hy:p < py (Jednostranna alternativa) T < —t,1(2a)
169 170

priklad: vysSka rodict

e rozhodnout o tvrzeni, ze populacni prdmér vysek otcll je o 10 cm

R o i Mannav-Whitney@v (Wilcoxon@v) test
VEtSi nez populacni primér vysSek matek

e Otcové: Y = 179,26, sy = 6,78, 1, = 99 e CO kdyz nelze predpokladat normalni rozdé&leni?
matky: Z = 166,97, s7 = 6,11, m = 99 e necht Xi,...,Xn, @ Yi,...,Yn, jSOU Nezavisl€ vybéry ze spojitého
e Otcové jsou (ve vyb&ru) v praméru o Y — Z = 12,29 cm vy&si rozdéleni (napfiklad v&k matek, stfedni délka zivota muz@ pfi na-
smérodatna odchylka rozdilti je 8,14 (méné&, nez kdyby byly vysky rozeni ve dvou skupinach zemi, potratovost .. .)

oy <vicls 2 2__ 2

I’OEiICU ’nezawsle "'?'78 +6'v11 f9'13 ) e postup zalozen na poradi bez ohledu na vybér

stfedni chyba rozdilu pramérd je 8,14/+/99 = 0,819

e idea: kdyby nebyl mezi populacemi rozdil, byla by takto zjisténa

e rozhodneme podle statistiky [t.test(vyska.o-vyska.m,mu=10)] préimarmna poradi v obou vyb&rech podobnd

3 '12,29 —10

= 2,801 1,984 = t0<(0,05 =0,6 9
0810 ‘ 801 > 1, 08(0,05) p=0,6 %
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priklad: potratovost (Cechy vers. Morava) priblizné rozhodovani (ny, ny desitky)

potrato\for:i fgg 4552 . ff . 7Po| 5K6\; = gg . Iég e W, W, soucty poradi, pouZitim centralni limitni v&ty
poradi 7 6 g8 10 12 13 11 W, — ny(ng +ny +1)/2
kraj | HK Par Vys JM Ol Zl  MS Z =
potratovost | 4.33 3.38 3.57 3.70 3.65 342 3.87 Vrina(ng +ng +1)/12
poradi 9 1 4 3 P 5

za hypotézy (neni rozdil mezi populacemi) je Z ~ N(0,1)

Hy : shoda populaci (zeim. median@), Hy : neshoda

hypotézu zamitame, je-li |Z] > z(«a/2)
nejasné, kam patfi kraj Vysoclina; vynechame jej

e nas priklad: [wilcox.test(potr~Cechy)]
e pramérné poradi ¢eskych kraja: 77/9=8,56
= = 77— 9%14/2
Wi=746+8+10+12+13+1149+1=77 Z— |29 W2 65106 = 2(005/2) p—31%
e pramérné poradi moravskych krajd: 14/4=3,5 V 9+ 4x14/12
Wo=44-34-2+5=14 e na 5% hladiné jsme prokazali rozdil
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presny vypocCet p-hodnoty ilcoxonova testu
prehled moznych cCtveric,

e zajima nas, nakolik je nas vysledek (W1 = 77, WQ = 14) vyjimecny v nichZ je soucet poradi nejvys 14
e mame celkem ny + ny = 13 pozorovani, ¢tyfi z nich (Morava) Ize
13 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 2 1 1
vybrat celkem (/) =715 zpasoby 5 5 5 5 5 5 3 5 5 5 3 3 5 o
e kolik z nich vede k tak extrémné& nestejnym prémérnym poradim? 3 3 3 4 3 4 4 3 4 5 4 4 3 4
4 5 6 5 7 6 5 8 7 6 6 5 9 8
e budeme hledat, kolik Ctvefic oznaCenych za moravské by dalo v 10 11 12 12 13 13 13 14 14 14 14 14 15 15

souctu nejvys 14, jak nam doopravdy vyslo o B . . . ; .
e nejvys 14 mohl byt soulet poradi za platnosti hypotézy s pravdé-

o vZdy plati Wy + Wy = (n + no)(nq + no + 1)/2 = 91 podobnosti p; = 12/715 = 0,01678

soucCet Cisel 1 4+2+...4+ny+n . . o~ 3
( 1 2) e musime vzit v Gvahu také situaci, kdy by byla na Moravé velka

e staci zabyvat se jedinou ze statistik Wy, Wh, zpravidla tou pro mensi poradi, p-hodnotu nutno zdvojndsobit, tedy p =24/715 =34 %
vybér
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priklad: klesa potratovost? (t-test zde nevhodny)

24,7 25.7 31.6 24.3 26.8 30.6 21.1 23,5 26.9 225 23.1 249
23.1 236 279 222 234 279 215 260 243 239 21.2 257

1.6 2.1 3.7 2.1 3.4 27 -04 -25 26 -14 19 -0.8

TN

<

4 6 12 7 11 10 1 8 9 3 5 2

rozhodovani

pouZzijeme (daje z 12 okresd v letech 2000 (Y;) a 2001 (Z;)

hypotéza H; : v obou letech potratovost stejna, rozdily dany na-
hodnym kolisanim; Hy : potratovost klesa (jednostranna alt.)

za Hy by rozdily mély kolisat symetricky kolem nuly
za H; by mély previadat kladné rozdily, spise velké

prameérné poradi z 8 kladnych rozdil@: 8 (soucet 64)

prémeérné poradi ze 4 zapornych rozdilg 3,5 (soucet 14)
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[wilcox.test(potr00-potrO1,alternative=""greater" )]

na zakladé centralni limitni véty lze pouzit
- W-EW W —n(n+1)/4
SE.W) \/n(n+1)2n+1)/24

hypotézu o shod& zamitneme, bude-li |Z] > z(a/2)
pfi jednostranné alternativé porovnat Z a z(«)
pro maly pocet dvojic (do deseti) radé&ji pouzit tabulky

priklad (W = 64,n = 12, jinou metodou pfesné je p = 2,6 %))
64 —12-13/4

\/12-13-25/24

Z = = 1,961 > 1,645 = 2(0,05),p = 2,5 %
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parovy

ilcoxon@v ( ilcoxon signed rank) test

e necht (Y1,7) ..., (Yn, Zn) nezavislé dvojice, X; = Y;— Z; ma spojité

rozdéleni
Hy : Y;, Z; maji stejné rozdé&leni (populace jsou stejné)

maji-li Y;, Z; stejné rozdéleni, pak rozdily X; =Y; — Z; jsou symet-
ricky rozdéleny kolem nuly

postup

— vyloucit nulové hodnoty X; (tedy shodné hodnoty Y}, Z;), podle
toho pripadné zmensit n

— urcit pofadi R} absolutnich hodnot |X;| = |Y; — Z;]|

— urCit W soucet poradi p@vodné kladnych hodnot X

— podle W rozhodnout

parovy znaménkovy (sign) test

hodnoti pouze pocet kladnych a zapornych rozdil@, nezdlezi na
tom, jak jsou rozdily veliké (slabsi test nez Wilcoxon@v)

Hg : Y;, Z; maji stejné rozdéleni; za hypotézy oCekavame, ze pocCty
kladnych a zapornych X; jsou podobné

oznaCme Y pocet kladnych X; z celkem n nenulovych, za hypotézy
Y ~ bi(n,1/2)

priblizné rozhodovani (centralni limitni véta)

Y —n/2 2Y —n
n/4 vn

pri jednostranné alternativé porovname Z a z(«a)

7 =

zamitat pro |Z| > z(«/2)
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poznamky [binom.test(sum(potrO0>potr0l),12,alt="gr")]

e pro znaménkovy test neni tfeba znat hodnoty Y;, Z;, staci védét,
ktera z moznosti Y; > Z;, Y; < Z;, Y; = Z; nastala
e nas priklad o mozném poklesu potratovosti (n =12,Y = 8)
2-8—12

Z="""""2_ 1155, p=P(Z>1,155)=1—d(1,155) = 0,124
NiP p=P( ) (1,155)

e pfi malych hodnotdach n (do 30) se doporucCuje Yatesova korekce
Y —n/2|—-1/2 2Y —n|—1
Zates = %Sign(}/ —n/2) = %Sign(ﬂ/ —n)
\/n/4 Vvn
e nas priklad (Yatesova korekce, jinym zplsobem presné p =0,194)
]2-8—12| -1

Z
V12

-1=0,.866, p=1—d(0,866)=0,193
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priklad: vysky rodica

[cor(x,y,method="pearson")]

e pro n = 99 dvojic byl spocitan korelacni koeficient r = 0,205; roz-
hodnout o hypotéze nezavislosti

0,205

/1 — 0,205

e na 5% hladiné jsme zavislost prokazali

T = V9T = 2,07 > t¢7(0,05) = 1,98

e £97(0,01) = 2,63, tudiz na 1% hladiné jsme zavislost neprokazali
e vy3ka zpravidla splhuje predpoklad o normalnim rozdéleni

e neni-li normalni rozdéleni a nepfilis pozorovani, radéji pouZzit Spear-
man@v korelacni koeficient
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prokazovani zavislosti spojitych veliCin
e vime, Ze pro nezavislé X,Y je pxy =0

e ryy je odhadem px y; jak daleko od nuly musi byt rzy, abychom
na hladiné « prokazali zaavislost X,Y7?

e za predpokladu, ze X,Y maji normalni rozdéleni (nebo pocet po-
zorovanych dvojic X;,Y; je velky, hypotézu nezavislosti zamitame
pokud je |T| > t,,_s(a), kde

T=—\Vn-2

Spearmantiv korelacni koeficient [cor(x,y,method="spearman’)]
e misto pAvodnich hodnot z;,y; pouziva jejich poradi R;, Q;
e je to vlastné Pearsonfiv korelaCni koeficient pouzity na poradi

e vypoclet Ize upravit, zjednodusSit na
rg=1- —— i(Ri — Qi)
n(n?—1) =
e vhodny pro nelinedarni monotonni zavislost, nevadi odlehlé hod-
noty

e pri testovani nemusi byt normalni rozdéleni
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priklad: spotreba alkoholu a cirhdza jater
priklad: alkohol a iumrtnost na cirhozu

zemé spotreba | dmrtnost | R; | Q;
Finsko 3,9 36| 1 3
Norsko 4,2 43| 2 5
Irsko 5,6 34| 3|2 o *
Holandsko 5,7 37| 4| 4 6 N
Svédsko 6,0 7257 pg=1-—(224+3%+..)) g 8-
Anglie 7.2 3,0/ 6|1 11120 g o | . .
Belgie 10,8 123 7 |8 | =073 ° s
Rakousko 10,9 70 8|6 g . .
SRN 12,3 23,7| 9 |10 LA A . . : .
Italie 15,7 23,6 | 10| 9 5 10 15 20 25
Francie 24,7 46,1 | 11 | 11 alkohol
185 186
Spearman@v korelaZni koeficient Regrese
e na rozdil od korelace (sila zavislosti) hledame tvar (zpt@sob) za-
e k prokazovani zavislosti netfeba normaini rozdéleni vislosti, zajima ndas také proikaznost zavislosti
e slabsi test nez pomoci Pearsonova korelaCniho koeficientu e snazime se z danych hodnot regresorti (nezavisle proménnych)
e pro n > 10 Ize pfi nezavislosti predpokladat rgv/m =1 ~ N(0, 1) g:gf:éon":ef’)et hodnoty zavisle promenné (odezvy, vysvétlovane

zdvislost (proti oboustranné alternativé) prokazana, pokud e snazime se variabilitu (kolisani hodnot) odezvy vysvétlit kolisanim

lrgvn — 1| > z(a/2) regresord
e zdvislost (proti jednostranné alternativé) prokazana, pokud e prvné v tomto smyslu F. Galton (1886) pfi vySetfovani zavislosti
vySKy syn@ na pr@meérné vysce rodiCl: synové rodiCl o dva palce
rsvn —12> z(a) resp. rgvn —1 < —z(«) vy&sich nez pramér viech rodiéf byli v préméru jen o palec vys&i

nez prdmeér synf; dvoupalcova odchylka se nereprodukovala cela,

byl patrny navrat (regres) k praméru
187 188

e existuji presné&jsi kritické hodnoty



priklad: souvisi imrtnost se zemépisnou Sirkou?

mortality

latitude

e Umrtnost na melanom na 10 000 000 obyvatel v statech USA
189

o |
N
0 | y =bgy+b;x
—
N

[x:Y]
o |
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by
o 1
s L—] [x:vl]
bo

Q
© T T T T T T

0.0 0.5 1.0 15 2.0 25 3.0
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regresni primka

n

e chovani Y (0mrtnost, mortality) co nejlépe (nejvice) vysvétlit li-

nedrni zavislosti na = (zemépisna Sitka, latitude)

e (nade predstava, predpoklad:) kazdé zem. Sifce odpovida jakasi

stredni imrtnost, ta zavisi na zemépisné Sirce linedarné

EY; = By + Bz, i=1,...,n

e parametry [y, 81 odhadneme metodou nejmensSich Ctverct mi-

nimalizaci pres g3y, 31 souctu Ctverct ,svislych* odchylek

n

S (Y — By — Brai)?

i=1

e vysledné minimum (pro by, b;) — rezidualni soucet Ctverca S.

a

5
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priklad [summary(Im(mortality~latitude))]
koef. odhad | stf. chyba | t-stat. P
abs. Clen | 389,19 23,81 | 16,34 | <0,001
latitude | — 5,98 0,60 | — 9,99 | <0,001

odhad zavislosti: mor/t\ality = 389,2 — 5,98 latitude

s kazdym stupném sev. Sirky klesa itmrtnost v pr@meéru témér o 6
osob na 10 000 000 obyvatel

na rovniku by imrtnost méla byt 389 jednotek, ale je to extrapo-
lace mimo rozmezi znamych hodnot — velmi nejisté

zavislost je prtkaznd, nebot v fadku pro x (latitude) je p <0,001
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obecné
e odhadovana zavislost y = Gy + B1z, odhadnuta y = by + b1z

e zavislost na = prokazujeme testovanim hypotézy Hy: 31 =0 (pak y
pro viechna x stejné: y = 3;) proti oboustranné alternativé pomoci

b b | &
L > (x —z)?,  zamitame pokud |T| > t,_s(a)

T—=__"*
S.E.(bl) S i=1

e rezidualni soucet Ctvercll — nevysvétiena variabilita odezvy Y
Se =31, (Y; — (by+ byz;))?  rezidudlni rozptyl s* = Se/(n — 2)

° koeficient determinace ukazuje, jaky dil variability odezvy (tj.
S (Y; — Y)?) jsme zavislosti vysvétlili
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muzeme predikci zlepsSit?
[summary(Im(mortality~latitude4longitude))]

koef. odhad | stf. chyba | ¢t-stat. p
abs. ¢len | 401,17 28,04 | 14,31 | <0,001
latitude - 5,93 0,60 | — 9,82 | <0,001
longitude 0,15 0,19 0,82 0,418

e neni pr@kazné, ze by koeficient u longitude byl nenulovy (nezamit-
neme hypotézu, Ze koeficient je nulovy)

e = neni vhodné pridavat do modelu k latitude také longitude

e koeficient determinace R? =0,684 (pfivodné 0,680)
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nas priklad a tabulka analyzy rozptylu [anova(Im(mortality~latitude))]

st. vol. | soucCet Ctverc@ | pram. Ctverec
variabilita f SS MS F P
model 1 36 464,20 36 464,20 | 99,797 | <0,001
rezidualni 47 17 173,07 365,38
celkem 48 53 637,27

e kolisani umrtnosti vysvétlime zavislosti z 68 %, nebot je
o, 17173,07 _ 36464,20

53637,27  53637,27

e na 30. stupni oCekavame amrtnost 389,19 — 5,98 - 30 = 209,86,
na 40. stupni oCekavame umrtnost 389,19 — 5,98 - 40 = 150,08

= 0,680
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podrobné&jsi rozbor — vliv oceanu
zavislost jen pro vnitrozemské staty (R% = 59,6 %):

koef. odhad | stf. chyba | ¢-stat. P
abs. Clen | 360,55 36,70 9,82 | <0,001
latitude | — 5,485 0,904 | — 6,07 | <0,001

zavislost jen pro primorské staty (R? = 78,6 %):

koef. odhad | stf. chyba | ¢-stat. P
abs. Clen | 381,20 24,83 | 15,35 | <0,001
latitude | — 5,491 0,640 | — 8,58 | <0,001

e SmMé&rnice jsou témér stejné, abs. Cleny rozdilné

e S kazdym stupném sev. Sirky klesa umrtnost v préméru témeér o 5,5

osob na 10 000 000 obyvatel
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muzeme predikci zlepsit? [summary(Im(mortality~ocean-+latitude))]

koef. odhad | stf. chyba | ¢-stat. D g
abs. Clen | 360,69 21,50 16,78 | <0,001 s
ocean 20,43 4,83 4,23 | <0,001 E =
latitude — 5,49 0,53 |— 10,44 | <0,001 g g
e koeficient determinace R?=0,770 g
e pri ,,st€hovani z vnitrozemi k oceanu po rovnobézce roste imrt-
nost v pr@méru o 20 osob na 10 milion& obyvatel lattitude
e je to ekvivalentni vnitrozemskému stéhovani o 20,43/5,49 = 3,72
stupih@ na jih e vnitrozemské staty: y=360,69-5,49 x
primorské staty: y=(360,69+420,43)—-5,49 x =381,12-5,49 x
e na kazdy stupen stéhovani na sever klesa imrtnost o 5,5, pokud
se nezméni vztah k oceanu e lze OVE&rit, Ze pfimky mohou byt rovnobézné (p =99,6 %)
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pozor na interpretaci odhadd (na dalsim pfikladu)

regrese v MS Excelu 2000, 2003

e zAavisi procento tuku dospélého muze na vysce?
pokud ano, tak s vySkou roste nebo klesa?

Excel 2000 oznaceni
e z&visi na tom, jak se na Glohu divdme, co bereme v Gvahu absolutni clen Hranice by
- odhad Koeficienty b;
e fat = — 47,68 + 0,341 height R2=11,8 % stfedni chyba odhadu Chyba stfedni hodnoty S.E.(bj)
— . . koeficient VvV R?
e fat = 16,55 — 0,244 height + 0,504 weight R? =71,4 % (mnohonasobna) korelace Nisobné R
e ve videch piipadech jsou koeficienty u regresor@ na 5% hladiné koeficient determinace Hodnota spolehlivosti R R?
priikazné nenulové adjustovany koef. det. Nastavena hodnota spol. R dej
resid. smér. odchylka Chyba stfedni hodnoty s
e rozdil je v kvalité vyrovnani, ale zejména v interpretaci pocet pozorovani Pozorovani n
ocCet st. volnosti Rozdil
e primérna zmeéna procenta tuku pfi jednotkové zméné vysky P

(a nezménéné hmotnosti pro druhy model)
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regrese v MS Excelu 2000, 2003

e Pozor na nabizeny graf , Graf s rozdélenim pravdépodobnosti‘:
obecné nevypovida o normalnim rozdé&leni, jak by asi chtél, bylo
by treba pouzit misto vysvétiované veliCiny néktera z rezidui

e Nabizena ,,Normovana rezidua" jsou v regresi zcela nestandardni
(z-skory bé&znych reziduri)
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pouziti rezidui

e pomoci regrese hleddme model pro zavislost nebo predikci (stfedni
hodnoty) pristich pozorovani

e celkovou schopnost vysvétlit chovani (variabilitu) zavisle proménné
hodnotime pomoci koeficientu determinace

Se (Y — YZ)Q _ " u?

_ _ {3

IS SRS VNI SRR VN (R O

RP=1-

e Vv Citateli posledniho vyrazu rezidua
ui=Y; - Y;
(rozdil namérena - vyrovnana hodnota vysvétlované proménné)

e rezidua lze pouZit k hodnoceni (diagnostice) regrese
203

obecné predpoklady pro regresni model

e tvar zavislosti: zname jak vysvétlovana veli€ina zavisi na vysvét-
lujicich

e homoskedasticita: pro vSechny kombinace hodnot vysvétlujicich
veli€in je rozptyl vysvétlované veliCiny konstantni

e nezavislost: ndahodné slozky vysvétlovanych veli€in jsou nezavislé
e normalita: nahodna slozka ma normalni rozdéleni
e predpoklady Ize ovérovat (regresni diagnostika)

e nékdy pomohou transformace

6.5

10 11 12 13 14
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diagnostika pomoci rezidui

e grafické zndzornéni bod@ [Y;, u; nebo [z;,u;] (k ovéFeni konstant-
niho rozptylu Ci tvaru zavislosti)

e histogram rezidui nebo normalni diagram (k ovérfeni normaliniho
rozdélent), pomoci u; nebo v; (upravena rezidua)

e diagramy k ové&feni stability rozptylu, napf. [Yj, /|v;l]

e Cookova vzdalenost pro vyjadreni relativniho vlivu jednotlivych po-

zorovani
° [plot(Im(mortality~ocean-+latitude))]
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nekonstantni rozptyl (trychtyfovité rozsifovani mraku rezidur)
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ukazky diagnostiky

vlevo: rezidua spiSe kladna nez zaporna, mozna jsme méli radéji vy-

svétlovat odmocninu z mortality

vpravo: normalni diagram, ukazuje, ze s predpokladem o normalnim
rozdélenim neni problém (body tésné kolem primky)
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vlivné pozorovani (prvni pozorovani daleko ve vodorovném sméru) ukazka transformace: pocet letist na plose evropského statu
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pocet letist: vynechat Lucembursko?
o
S
O
o _ o
g <
é 7 o °
< o £
IS s -
_ E o
=
o =
T T T T T T N
0O e+00 1 e+05 2 e+05 3 e+05 4 e+05 5 e+05 —
T T T T T T
area 8 9 10 11 12 13
y=46-+40,0009 x;log(y)=3,3+0,000007 x;log(y)=-6,540,97 log(x) log(areaE)
R2="514%; R% = 48,0 %; R2=286,1 %
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pocet letist: po vynechani Lucemburska plati stejna zavislost pro Japonsko, Cinu, Australii?
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213 214
poznamky
shrnuti ) o i o
e souvislost regresni primky a korelacniho koeficientu: testovou
e regrese slouzi pro statistiku pro Hgy: 81 =0 Ize spocitat také jako
— predikci (’st,red’m.ch hgdnot) bud?uoch pozorovani T — Tzy Jn—2
— prokazovani zavislosti na zvoleném regresoru 1 — r%y
— ovéFovani modelu o zavislosti o . ) o o . 3
e je-li |T| velké, zavislost je prokazana, Ize pouZit (nutno predpokla-
e nejsou-li splnény zakladni predpoklady = pochybné zavéry dat normalni rozdélenr)
— obtizné Ize predikovat mimo obor mé&reni ) o - . o . o B
L . 59 o o . < . e metoda nejmensich Ctverch je velmi citliva na mimoradné umis-
— je-li malé R“, nespolehliva pfedpovéd, ale zavislost m@ze byt L o
. téna pozorovani
prokazatelna
— vysvétlovana proménna maze zaviset na vice nezavisle promén- e priklad: pocet letist vers. velikost statu (oboji v logaritmech)
nych, nutna opatrnost (confounding) — vSech 9 statd: r=0,717; T =2,720; p=3,0%
— bez Lucemburska: r =0,654; T =2,226; p=7,9 %
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vyrovnavani

mechanismus k vyhlazovani dat, spiSe technicky

cilem je napf. nahradit nedostupné pozorovani (budouci pozoro-
vani — predikce, chybé&jici pozorovani - interpolace) nebo odstra-
nit nahodilé vykyvy

Casto (nas priklad) poruSen predpoklad nezavislosti pozorovani,
proto by obyCejna regrese vedla k nespravnému odhadu presnosti
odhad@ (prilis optimistické!) a tedy nespravné pocitala testy o
parametrech

koeficienty nelze snadno statisticky hodnotit, nékdy vibec

nejen metoda nejmensich Ctvercd
217

priklad: HDP v CR po Ctvrtletich (bézné ceny)

hdpM

1996 1998 2000 2002 2004

obdobi
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casoveé rady

spojity znak méreny v pravidelnych Casovych intervalech

vysledna hodnota sloZzena z nékolika sloZzek

— trend (dlouhodoby vyvoj)

— sezonni slozka (periodicka sloZka se znamou periodou, napr.
denni/rocni chod teplot, Ctvrtletni chod ekonomickych velicin)

— periodicka slozka (s neznamou periodou)

— autokorelace (chybové slozky na rozdil od regrese nejsou mezi
sebou nezavislé€)

prvni dvé slozky lze vedle regrese odhalit pomoci
— klouzavych prémeéra
— exponencialniho vyrovnavani

prokazat pomoci regrese, ktera prihlédne k autokorelaci . ..

ilustrativni pfiklad: HDP [miliard K¢]

predikce pomoci regrese (bez kvartal@): 360,4 + 33,3 (rok-1995)
pro 3. Ctvrtleti 2004 tedy predpovéd 630,5

predikce pomoci regrese s ohledem na kvartaly

HDP = 339,4 + 33,1(rok — 1995)
HDP = (339,4 + 38,5) 4 33,1(rok — 1995)
HDP = (339,44 30,2) + 33,1(rok — 1995)
HDP = (339,4 4 18,1) + 33,1(rok — 1995)

predpovéd tedy 339,4 + 30,2 + 33,1 - (2004,625—-1995) = 688,6

predikce s ohledem na autokorelaci (odhad autokorelaéniho koefi-
cientu p =0,59): 688,6 + 0,59 - 16,7 = 698,4

skuteCnost: 702,2
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autokorelace, periodicita

e specidlni postupy pro zbyvajici slozky (periodicka slozka s nezna-
mou periodou, autokorelace), nelze mechanicky pouzit linearni re-

gresi Ci linearni vyhlazovani

e ndhodné (chybové) ¢&leny v regresnim modelu by mély byt ne-
zavislé, nékdy ale dany Clen zavisi na predchozim; sila zavislosti

popsana pomoci autokorelaCniho koeficientu p

— kladné p: po sobé& jdouci ¢leny podobné (Casty pripad)

— zaporné p: po sobé jdouci Cleny nepodobné

— p=0: po sobé jdouci Cleny nezavislé (v regresi se pozaduje)

e autokorelaci a periodicitu lze prokazovat (odhadovat, hodnotit)

az po odstranéni trendu a sezénniho kolisani

priklad:

resid(aMK)
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klouzavé prméry rezidui (m =7)

10
|

-10

1996 1998 2000 2002 2004

obdobi[1:38]
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klouzavé priméry (moving averages)

e pozorovani Y; porovnavame s pr@mérem z m sousednich pozoro-
vani (v€etné Y; samotného), napf. pro m =5

1
s Yo+ Yio1 +Yi 4 Yip1 + Yigo)
e snaha vyhladit nahodilé vychylky, zachovat ,, prémérny" vyvoj

e vhodné zejména k interpolaci, k nalézani dosud prehlizenych sys-
tematickych vlivl

e U HDP vezmeme nejprve v Gvahu linearni trend a Ctvrtletni perio-
dicitu, teprve pak pocitame rezidua (to, co nevysvétlime linearnim
trendem a Ctvrtletnimi sezonnimi vykyvy)

exponencialni vyrovnavani

e predstava: v poslednim pozorovani se projevuje vliv vsech pred-
chozich

e tento vliv je postupné utlumovan: nejvétsi vliv ma bezprostfedné
predchazejici pozorovani, nejmensi vliv pozorovani v ¢ase nejvzda-
lené&jsi

e vazeny pr@mér mezi predpovédi predchoziho pozorovani a skutec-
nym predchozim pozorovanim
w1+ (1= w)Y;_;
e w — vaha ,historie”, &im je vétsi, tim méné kolisani

e pouzitelné k predpovédi
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exponencialni vyrovnavani rezidui (704,0 pro w=0,1, 701,6 pro w=0,25)
multinomické rozdéleni

e zobecnéni binomického rozdéleni na k-tici nahodnych velicin Xy, ...

e parametry n,my,...,m, (0<7; <1, m+...+7=1)

10

e 1 nezavislych pokusd

e vV kazdém pokusu pravé jeden z k moznych vysledk(

resid(aMK)
0

$ | e j-ty vysledek s pravdépodobnosti ;
1996 1998 2000 2002 2004 ° Xj — pocet pokus(, v nichz nastal j-ty mozny vysledek, tedy nutné
obdobi[-39] Xi+...+Xg=n
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vlastnosti multinomického rozdéleni
priklady multinomického rozdéleni e kazdd slozka ma binomické rozdélent: X; ~ bi(n,wj)
e predvolebni préizkum e stfedni hodnota: ux; = nm;, rozptyl: a§(j =nmj(l — ;)

— n — pocet tazanych
- = skuteCny podil volicl j-té strany v populaci
— X, — pocet (Cetnost) volict j-t€ strany ve vybéru

(pro zajimavost) kovariance: cov(Xj;, X;) = —nmme  j#t

asymptotickd vlastnost chi-kvadrat (velka n, nm; > 5)

e hody hraci kostkou . 5
& 2 (Xj —nm;) 2
— n — pocet hodn X :Ziﬂka_l
— 7,...,7g — Pravdépodobnosti jednotlivych stran kostky j=1 nm;

— Xi,...,Xg — absolutni Cetnosti jednotlivych stran kostky

Xj — empirické Cetnosti,
nm; — oCekavané€ (teoretick€) Cetnosti
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priklad: hraci kostka A

test jednoduché hypotézy
n = 100 hod@ kostkou
X1 =12, Xo=21,X35=14, X, =15, X5 =21, X5 =17

hypotéza Hy: 7 =...=mg=1/6 da oCekdvané Cetnosti
nmy =...=mnmg = 100/6 = 16,67
5 (12 —16,67) (17 — 16,67)2

== o 416 < x2(0,05) = 11,07
X 16,67 16,67 x5(0.05)

p=527%

[chisqg.test(c(12,21,14,15,21,17),p=rep(1,6)/6)]
229

priklad: hraci kostka B (2), jina H

n = 100 hod@ kostkou

X, =15,X9=16,X3="7,X, =6, X5 = 15, X = 41
nulovd hypotéza: n; = ... =75 =1/10,76 =5/10=1/2
oCekavané Cetnosti za hypotézy:

nm =...=nms = 100/10 = 10, nwg = 100/2 = 50

5 (15 —10)? (15— 10)> (41 — 50)2 9
WL = 12,72 > x2(0,05) = 11,07
X 10 T T 0 > %5(0,05)

zfejmé je nutno zamitnout i tuto hypotézu
[chisqg.test(c(15,16,7,6,15,41),p=c(1,1,1,1,1,5)/10)]
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priklad: hraci kostka B (1)

n = 100 hod@ kostkou

X =15,X9=16,X3="7,X, =6, X5 = 15, Xg = 41

hypotéza Hy: 7 =...=mg = 1/6 dd oCekdvané Cetnosti
nmy =...=nmg = 100/6 = 16,67
5 (15— 16,67) (41 — 16,67)2 9
=" T i 248,32 > x2(0,05) = 11,07
X 16,67 16,67 x5(0,05)

zfejmé je nutno zamitnout hypotézu, ze kostka je symetricka

prokdazali jsme na 5% hladin&, Ze neni symetricka

priklad: hraci kostka B (3) (pouZzit jen ¢ast informace)

n = 100 hod@ kostkou
Xg =41
nulova hypotéza: ng=5/10=1/2

hypotéza o psti jediného z moznych vysledkd (pst Sestky) — bino-
mické rozdé&leni

drive jsme urcili priblizny 95% interval spolehlivosti pro pravdépo-
dobnost Sestky: (0,31; 0,51)

1/2 je v tomto intervalu, na 5% hladine nelze zamitnout
[binom.test(41,100)]
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test homogenity r vybéra

e napriklad, zda maji kostky A, B stejné Sestice psti

o X;1,..., X, -ty vybér z multinomického rozdéleni s parametry
X1, -, X -ty vybé [ti ickeéh déleni t

Nies Tily -« Wik (t=1,...,7)

e Hy : pravdépodobnosti jsou ve v3ech srovnavanych populacich
stejné: m; =7y, ..., m;y = 7, (Nezdvisi na populaci)

e Cetnosti usporadame do kontingencni tabulky
— njj — pocet j-tych vysledkd v i-tém vybéru
— nje = > jn;j jsou fadkové margindlni Cetnosti (rozsahy vybéra)
— Nej = Zz’nij jsou sloupcové marginalni ¢etnosti (Cetnosti moz-
nych vysledk@ bez ohledu na vybér)
— N =) Nje = > jNej = 2. 2.5 Ni;j Je celkovy pocCet pozorovani
233

maji obé& kostky stejné Sestice pravdépodobnosti?
[chisqg.test(rbind(kostkaA, kostkaB))]

e empirické Cetnosti (kontingencni tabulka)

A|ll1l2 21 14 15 21 17100
B|15 16 7 6 15 41100
27 37 21 21 36 58200

e oCekdvané Cetnosti (za hypotézy): 27-100/200=13,5, ...
Al|13,5 18,5 10,5 10,5 18 29| 100
B| 13,5 18,5 10,5 10,5 18 29| 100
27 37 21 21 36 58| 200
5 (12—13,5)2 (21 —18,5) (41 — 29)?

2
X2 = +... = 18,13 > 11,07 = x2(0,05
B5 185 Ty - x5(0,05)

hypotézu o shodé psti na obou kostkdach zamitame (p = 0,3 %)
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test homogenity r vybérd

e neznamé pravdépodobnosti T odhadneme pomoci marginalnich
relativnich Cetnosti ne;/n

— . . M T
e oCekavaneé Cetnosti tak budou o;; = nje—> = — -

e empirické Cetnosti porovname s etnostmi oCekavanymi

2= ET: f: (nij — 0ij)*
i=1j=1

Olj

e plati-li hypotéza, ma vysledna statistika y2-rozdé&leni X%_U(kfl)

e hypotézu o shodé pravdépodobnosti v r populacich zamitame, je-li
2 2
X"z X(r—l)(k—l)(a)

priklad — vzdélani matek (ocekavané cetnosti)

e kdyby rozdéleni vzdélani bylo vSude stejné, oCekdavame tfi moznosti
v poméru 34:47:18 (marg. Cetnostil), celkem 99

e prazskych 70 matek by stejny pomér dalo pfi o€ekavanych cCet-
nostech 70-34/99=24,0, resp. 70-47/99=33,2 resp. 70-18/99=12,7

e podobné pro matky z venkova dostaneme 9,96, po zaokrouhleni
10,0, pro dalsi Cetnosti 13,8 resp. 5,3

porodnice porodnice
vzdélani | Praha venkov | celkem || vzdélani | Praha venkov | celkem
zakladni 23 11 34 zakladni | 24,0 10,0 34
stredni 30 17 47 stfedni | 33,2 13,8 47
VS 17 1 18 VS 12,7 5,3 18
celkem 70 29 99 celkem 70 29 99
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priklad: vzdélani matek [chisg.test(table(Porodnice,Vzdelani))]

vzdélani
porodnice zakladni stredni VS | celkem
Praha 23 (24,0) 30 (33,2) 17 (12,7) 70
venkov 11 (10,0) 17 (13,8) 1 (5,3) 29
celkem 34 47 18 99

e v zavorce jsou oCekavané Cetnosti za hypotézy, Ze podily tri vzdé-
lanostnich skupin jsou v obou populacich shodné
(23 —24)2 (30 —133,2)2 (17— 12,7)2+(11 - 10)2+(17 — 13,82 (1—5,3)?
24 33,2 12,7 10 13,8 5,3

X = 6,12 > x3(0,05) = 5,99, p=47%

e bylo tfeba o;; > 5 pro vSechna i,
237

priklad: planovana téhotenstvi [chisq.test(table(Plan,Vzdelani))]

e U kazdé matky zjistovany dva znaky: dosazené vzdélani, zda té-
hotenstvi planovano

vzdélani zakladni stredni VS celkem
neplanovano | 20 (14,1) 16 (19,5) 5 (7,5) 41
planovano 14 (19,9) 31 (27,5) 13 (10,5) 58
celkem 34 47 18 99

e vSechny ocCekavané Cetnosti dostateCné velké

x> = 6,68 > 5,99 = x3(0,05), p=35%
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test nezavislosti

e vySetrujeme souCasné dva znaky v nominalnim méritku u n ne-
zavislych statistickych jednotek

® nj je pocCet jednotek, kde je soucasné i-ta hodnota prvniho znaku
a j-ta hodnota druhého znaku

e celkem je i-ta hodnota prvniho znaku u n;e = Zj nj; jednotek, j-ta
hodnota druhého znaku u Nej = > nj; jednotek

e kdyby byly znaky nezavislé, byl by pro kazdou hodnotu jednoho
znaku pomér mezi Cetnostmi hodnot druhého znaku podobny,
~ s = . N;eMNej P . . i
proto oCekavané Cetnosti o;; = =1 (podminéné psti stejne)

e vypocet X2 a jeho hodnoceni stejné jako u homogenity

priklad: planovana téhotenstvi

e je souvislost mezi odpovédmi o planovaném téhotenstvi a vzdéla-
nim matek?

planované planované
vzdélani | ne ano | celkem || vzdélani ne ano celkem
zakladni | 20 14 34 zakladni | 58,8 % 42,1 % | 100 %
stredni | 16 31 47 stfedni | 34,0 % 66,0 % | 100 %
VS 5 13 18 VS 27.8 % 72,2 % | 100 %
celkem | 41 58 99 celkem | 41,4 % 58,6 % | 100 %
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priklad: planovana téhotenstvi (ocekavané cetnosti)

planované
vzdélani ne ano | celkem 41 34  41-34
zakladni | 14,08 19,92 | 34 P59 99" g 408
stfedni | 19,46 27,54 47 58 34 58-34
VS | 7,46 10,54 | 18 P50 99" g9 1992
celkem 41 58 99
5 (20 — 14,08)? N (14 — 19,92)2 N (16 — 19,46)% (31 — 27,54)2
T8 19,92 19,46 27,54
5—7,46)2 (13 —10,54)2
(O Y ) ( 70 ) — 6,68
7,46 10,54
241
Ctyrpolni tabulka
a b a+b
e obecné oznaceni Cetnosti v Ctyrpolni tabulce c d c+d
‘ atc b+d n

e silu zavislosti I1ze mérit ¢-koeficientem [phi coefficient] (Ctyrpol-

nim korelacnim koeficientem)
ad — be

V0a+b)(c+d)(a+c)b+

¢jemezi—-1lal

11 4 |15
e napr. pro| 6 9 |15 |vyjde ¢ =

d)

11-9—-4-6

=0,34
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priklad: predvolebni vyzkum

strana
30 volict bylo dotazano, které ze| muz A B | celkem
dvou stran daji prednost; souvisi| muz 11 4 15
odpovédi s pohlavim? Zena | 6 9 15
celkem | 17 13 30

strana strana
muz A B celkem muz A B celkem
muz |73 % 27 % | 100 % muz 65 % 31 % | 50 %
Zena |40 % 60 % | 100 % zena 35 % 69 % 50 %
celkem | 57 % 43 % | 100 % || celkem | 100 % 100 % | 100 %
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priklad: predvolebni przkum

e ¢ >0 znamenad, Ze Cetnosti na hlavni diagonale (indexy 1,1 a 2,2)
prevladaji nad Cetnostmi na vedlejsi diagonadle (indexy 1,2 a 2,1)

strana
muz A B | celkem
e v nasem prikladu| muz |11 4 15 vychazi ¢ =0,34 > 0
zena 6 9 15
celkem | 17 13 30
(tedy kladné), protoze je 11-9 > 6.4
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Ctyrpolni tabulka — prokazovani zavislosti

e chi-kvadrat porovnavajici teoretické a oCekavané Cetnosti Ize upra-

vit na tvar

e priklad (predvolebni prézkum)

SimpsonQv paradoxX diler tabulky maji zavislost jiného sméru,

n(ad — be)?
2= ( ) .
(a+b)(c+d)a+c)(b+d)
. L0 —4.6)2
x2:30 (11-9-4-6) =3,39 = 300,342

15-15-17-13
e zavislost jsme na 5% hladiné neprokazali, nebot

3,39 < 3,84 = x3(0,05)

nez jejich soucet (zde bez ohledu na to, kde ziji)
venkov | A B | celkem meésto | A B | celkem
muz 6 7 13 muz 5 2 7
zena 2 3 5 zena 11 5 16
celkem | 8 10 18 celkem |16 7 23
¢$=0,055 ¢=0,027

celkem | A B | celkem kdyby byl stejny pomér mezi
muz 11 9 20 | poltem muzl a poltem zen
Zena 13 8 21 | oslovenych ve mésté a na
celkem |24 17 41 | venkovE&, problém by ne-
¢=-0,07 vznikl

Ctyrpolni tabulka

[chisqg.test(matrix(c(1097,1365,362,354),2,2),correct=FALSE)]

a b a+b ) n(ad—bc)2
c d c+d X = amrti na vnéjsi
atc brd n (a+b)(c+d)(a+c)(b+d)
pri€iny v roce 2003
pri€ina muzi zeny celkem

dopr. nehody | 1097 (1130,3) 362 (328,7) | 1459
sebeposkozeni | 1365 (1331,7) 354 (387,3) | 1719

celkem

2462 716 3178

o 3178(1097 - 354 — 362 - 1365)2

1459 - 1719 - 2462 - 716

= 8,05 > x$(0,05) = 3,84 p=05%

prokazali jsme neshodu mezi muzi a Zzenami, souvislost s pohlavim
vlastné& prokazali neshodu podil& pfi nehodach (odhady 44,6 %, 50,6 %)
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doplnék: bodové-biserialni korelacni koeficient

e dva nezavislé€ vybéry, napr. hosi Xy,..., Xny a divky X, 11, .., Xngtng,
vzdy normalni rozdéleni jako pro dvouvybérovy t-test

otdzka: jak silné souvisi sledovana vlastnost a pohlavi?

e oznaC¢me pohlavi formdalné Y; =0 pro chlapce a Y; =1 pro dévcCata

jako

korelacni koeficient rx y mezi témito velicinami se da zapsat take

X — Xy [ ngn
S n(n—1)

Tbis =

e kde S je smérodatna odchylka spocitana bez ohledu na pohlavi,
n =ny+ ny je celkovy poCet méreni v obou vybérech

247

248



